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SUR LES

INVARIANTS FONDAMENTAUX
DES

EQUATIONS BIFFÉRENTIELIE8 DU

PAR M. H. VOGT,
ANCIEN ÉLEVÉ DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE, PBOFESSEIÎR AU LYCÉE DE NANCr.

I N T R O D U C T I O N .

Les mémorables travaux de M. Fuchs Çfournal de Crelle^ t. 6(3) ont été
le point de départ d'importantes recherches sur les équations différen-
tielles linéaires et homogènes. M. Tannery fit connaître en France les
idées de l 'émineot géomètre de Berlin et étudia la nature des intégrales
(Annales de l9 École Normale, 1874); M. Floquet, suivant les traces de
Thème et de Frobenius, et M. Appell (Ici., 1879 et 1881) montrèrent
l'analogie qui existe entre ces équations et les équations algébriques;
plusieurs mathématiciens, entre autres MM- Fuchs, Scliwarz, Klein,
(joursat, Halphen, étudièrent les relation.s algébriques qui peuvent
exister entre les intégrales; enfin M,. Poincaré, généralisant, après
M.'. Fuchs, la méthode d'inversion si féconde en résultats, fit paraître
ses importantes recherches sur les groupes fuclisiens, et sur les fonc-
tions fuchsiennes et kleinéennes (Acta mathematica, 1.1, II, IV, V).

A l'étude des équations différentielles se rattache intimement celle
du groupe de substitutions que subissent leurs intégrales lorsque la
variable décrit un contour autour des .points singuliers. MM. Fuchs et
Hamburger on t cherché à calculer numériquement les coefficients de ces
substitutions au moyen des paramètres de l'équation différentielle;
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M. Poincaré, dans un de ses Mémoires Sur les groupes des équations li-
néaires ÇActa mcithernatica, t. IV), se place à un autre point de vue ,
celui de la théorie des fonctions, et montre que les groupes de substi-
tutions dépendent de certaines fonctions de ces paramètres, qu ' i l ap-
pelle invariants fondamentaux. C'est l 'étude de ces invar iants et de
leurs propriétés qui forme l'objet de ce travail; je le divise en (rois
Parties.

Dans la première, je cherche à exprimer les coefficients du groupe
au moyen des invariants fondamentaux supposés connus et à en dé-
dui re les invariants de toutes les subst i tu t ions; je montre quelles re-
la t ions existent entre les invariants et les polygones fuclisiens. Dans la
deuxième, j 'étudie les invariants comme fonctions des paramètres de
l'équation différentielle, ces fonctions dépendant de certaines autres
analogues au logarithme et dont je donne d'abord les propriétés.
Enfin, dans la dernière Partie, j ' é tudie les paramètres de l ' équa t ion
comme fonctions des invariants; je montre en part icul ier comment
on peut déduire d'une équation di f férent ie l le toutes les autres ayant
mêmes points singuliers et mêmes invariants fondamentaux.

Je suppose toujours que les équations différent ie l les sont du second
ordre, de là forme

r/2 r"JL — p y
dx1 ~1 y>

et à intégrales partout régulières; de plus, que le déterminant

ji72—y2./i

est égal à l'unité, ainsi que le déterminant des coefficients de t o u t e
subst i tu t ion; deux groupes transformés l 'un de l 'autre par une même
substi tution ne sont pas considérés comme distincts.

J'aurai à construire des triangles formés d'arcs de cercle orthogo-
naux à un cercle fondamental de rayon i; si z == p^'0 est l'affixe d'\in
point de l ' intérieur de ce cercle, je définis la L d'un arc par

r rmQàdzrm<
^Ti — i") i ___ .

A"^ —— " I ~"—'""" •
2 9

les coordonnées p et 6 peuvent être remplacées par R et 6, B étant la L
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de p; on a alors
R=L^~P.r — p

Toutes les formules de la géométrie non euclidienne sont applica-
bles à ces triangles; de plus, le z d'un point de l 'intérieur du cercle
est exprimé en fonction de R et de 0 par

s •= t a n g h — <?^0,

formule analogue à celle qui donne la projection stéréographique d'un
point d 'une sphère défini par un arc de grand cercle égal à R issu de
l 'origine et par l'angle 0 que fait cet arc avec OX. On a, en effet, dans

' ce cas,
. R ,.r.

PREMIÈRE PARTIE.
ÉTUDE ALGÉBRIQUE DES G-ROUPES DE SUBSTITUTIONS.

1. Considérons un système fondamental d'intégrales d'une équation
différentielle du second ordre, et la substitution

S=(;?) (.3-?,=,)

que subit ce système lorsque la variable décrit un certain contour; il
existe, relativement à ce contour, deux intégrales particulièrement
simples qui se reproduisent multipliées par des facteurs constants : ces
facteurs sont les racines de l 'équation fondamentale

a — (}} B
' • ^ =o .

y o — G)
OU

G.)2 •— ( a 4- ô ) o.) + l "= 0.
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Ces racines, et par suite leur somme, sont des invariants relatifs au
contour, en ce sens qu'elles sont indépendantes du système d'inté-
grales choisi; à chaque substitution ou à chaque contour correspond
ainsi un invariant, qui est la somme a -+-§.

La connaissance du groupe de substitutions se dédui t de celle des
invariants de ces substi tutions; il n'est pas nécessaire cependant d'a-
voir tous les invariants, mais un certain nombre d'entre d'eux, d'où
l'on déduit tous les autres, et qui sont des invariants fondamentaux.

Supposons que l'équation différentiel le possède n points véritable-
ment singuliers, à distance finie, et que le point inf in i soit un po in t
singulier de même nature; je dis que le nombre des invariants fonda-
mentaux est 3(^ — i), quel que soit d'ailleurs le nombre des points
apparents.

Si. l'on trace, en effet, des lacets issus d'un point quelconque et en-
tourant chacun desn points singuliers et si, l'on connaît les n substitu-
tions fondamentales que subit un système particulier d'Intégrales
lorsque la variable décrit ces lacets, le groupe est entièrement déter-
miné, car on conna î t a priori la substitution de ce système autour d'un
point apparent; elle est de l 'une des formes

r o'\ / — r o
v o i / \ o — ï

et,, de plus, un lacet entourant l ' inf ini se ramène à une succession de
lacets situés à distance finie. Or les n substitutions fondamentales
exigent la connaissance de 3n coefficients; mais trois d'entre eux peu-
vent être pris arbitrairement, car on peut transformer le groupe par
une substitution quelconque renfermant trois indéterminées. Il suffit
donc de connaître 3(n — ï) quantités, par exemple les invariants de
3(n — ï) subst i tut ions convenablement choisies; il y a, donc 3(n — ï)
i nvari ants fondamentaux.

Nous considérerons d'abord les groupes de substitutions indépen-
damment des équations différentielles qui les produisent et des con-
tours auxquels se rapportent ces substitutions, et nous nous proposons
de résoudre les problèmes suivants :

i° Etant donné un système particulier eFtwariants fondamentaux,
comment dé termine-t-on le groupe?
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2° Comment cale aie-1-on r invariant d'une substitution quelconque?
3° Quelles sont les différentes manières de choisir les invariants fonda-

mentaux?

Nous allons nous occuper d'abord des deux premiers problèmes.
M. Poincaré a déjà donné la solution du second, dans les cas de n = 2
et n == 3, dans son Mémoire Sur les/onctions fuchsiennes et l'Arithmé-
tique, § V( ' ) . Avant d'aller plus lo in , je donne les formules générales
suivantes, relatives aux calculs des invariants :

\^ ou 1^ désignant l ' invariant de la subst i tut ion S,, t^ celui de la
subst i tut ion S ^ S ^ , on a

Is=:.!s"i,
.1.12=: 1 ,̂

(0 Il23+ IM= 1J23+ lAl-t- IJl2 — IlIJîh

OQ Iia-t-Ir-^^Ii^

( 3 ) l,n •= 1:Ï- - nî^ + ̂ LZL3) 1^ _....

Cette dernière formule n'est autre que celle qai donne o^-hco^ en
fonction de o^ +- o-)^ sachant que CD, oj^ == . t «

2. Je considère d'abord le cas de n == 2 : le groupe est dérivé de deux
subs t i tu t ions fondamentales S^ S^, et il y a trois invariants fondamen-
taux; je prends ceux des subst i tut ions S^, S^ et S, Sa, et je désigne ces
invar iants par l ' i , L et I ,^ .

Le groupe ainsi déterminé est celui, de l 'équation de Gauss, à la- "
quelle satisfait la série hypergéométrique. Je ne m'y arrête que pour
montrer, sur un exemple simple, la méthode employée.

Les équations
G^ — Ii M!-4- î =ro,

(ï)| — I^ COg •+• l == 0

déterminent d'abord les substitutions canoniques

s^(^ °\ .^(^ ̂
\ o wj - \o wj

( l ) Journal de LloiwillG) t. ÏII; 1887.
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dont S^ et S^ ne sont que des transformées; comme on peu t choisir
arbitrairement l'ordre des racines co, on peut les supposer connues
aussi bien que les invariants . Il ne reste plus qu'à trouver la substitu-
tion auxiliaire qui permet de passer de s^ à ^ ; je la désigne par

V _. ^12 Pl2\ .
•^12 —— l <\ / •

V/12 O l ' 2 /

c'est la substi tution par laquelle il faut transformer ^ pour avoir la
substitution 82 du groupe, lorsqu'on suppose S, =.^ ; si S^ a une si-
gnification analogue, le produi t SiaS^ est égal à l 'uni té .

En écrivant que 1^ est l ' invar iant de la subst i tut ion .^2;7^S^ et en
posant, pour simplifier,
/ / . \ TU- _ ^ I i a — I I là\ 4 ; M i a — .—————,——————,- ?

( (« ) i— C».^) ( û )2— ç»tj

on trouve
aia<î i2 =- | (Miâ-î- i) ,
^7^=i(M^-i) .

(5)

Spj dépend de deux paramètres variables; mais tous les groupes dé-
rivés de ,?,, ^, S, 2 obtenus en faisant varier ces paramètres sont des
transformés les uns des autres et ne sont pas dis t incts , comme nous
l 'avons di t . .

Il y a exception lorsque M., 2 est égal à ± i ; la cond i t ion nécessaire
et suffisante pour que ce fa i t se produise est que les invar iants véri-
f ient la relation

W , • If+lj+ïî,-1,1,1^-4=0;

on peut toujours supposer, par un choix convenable des racines co, que
M^, == 4- i . On peut alors distinguer deux cas :

ï° L'une des quanti tés [3,^ y^ est nulle et l'autre est quelconque;
ïr, a alors la forme

ï -^ 0\
———{k^

et tous les groupes obtenus en faisant variera ne sont pas distincts.
2° (3^ et -Y^ sont nuls, et S^ = i ; le groupe est dérivé de s^ et ^» et

se compose de substitutions toutes permutables entre elles : ce n'est
pas un groupe transformé du précédent.
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Une équa t ion d i f fé ren t i e l l e qui possède de lels groupes est réduc-
t ib le ; dans le premier cas, l 'une des intégrales est

Y^^.^—c^Y^x—a.^"1

et. l 'autre
rdxr.=y.j ^

dans le second cas, les deux intégrales sont

y; :rr (.r — a^ ) ' ^ (.r — ^3)^ et jâ -== (.r — ^i)1"7'1 (.y — <2a)1""^.

Mais alors on a r\ -+-7^ === i, et le point infini, esta apparence singulière.
L ' invar iant d 'une subs t i tu t ion quelconque est une fonction ration" '

nelle et ent ière des invar ian ts fondamentaux, que l'on obtient par ap-
pl ica t ion des formules (:i:), (2) et (3). La première permet d'exprimer
l ' invar ian t d 'une subs t i tu t ion quelconque S^S^S^S^... au. moyen de
ceux de la fo rme S^, S^, S^S^; on a, en effet , en désignant par a une
s u 1) s l i (. i:s t i o n q \ i e 1 c o n (] 1:1 e

| j »«3« ^M^-|- ^(m4•"' 'a"f7" :^ l-i"li"'-\-w'f7-\~ I.iw'l.i'"2"<7+ ^•2ft l"1^!'11 0- —— là" •Iî m'.il'" O-î

de sorte que l ^ ^ ^ ' v est exprimé airmoyen d' invariants plus s imples
et, de proche en proche, au moyen d'invariants de la forme L"s 'L's
1,-,".

La forniule fs) permet de ramener le calcul au cas où tous les expo-
sants sont p o s i t i f s ; la fo rmule (3) donne 1^ en fonction de I, ; quant à
I,^", c'est l ' i nva r i an t de s^^^^; par su i te , M^^^M^ ou bien

à 1 ] "i 2 /' — 11 '» 1 a " ^ I i à — •A i A "2ç ̂  ) ^^^^.^^^ _„ ̂ ^^^^^ .

Cette équation donne 1^" ^.

3. Je considère maintenant le cas de'/i == 3; le groupe est dérivé de
trois subs t i tu t ions fbndam.entales S,,, S^ S;:,; je prends pour les six. in-
variants fondamentaux 1 ^ , la, L»; Ï.,2. I^p I:u e'U0 vais en déduire le

' groupe. Les trois premiers détermmentd 'abordies substitutions cano-
niques

.^f"' 0 ) «=>...3);
\ 0 ^)/" /

^nn. de l'Éc. Normale. 3e Sérîc. T&mc VI. c) • 2
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les autres donnent les substitutions auxiliaires JS^, 223, S;̂  définies
comme précédemment. Ces substitutions ne sont pas indépendantes;
car toute substitution S, transformée successivement par S;^, Sa:^
Si^ doit donner la même substitution S : on en conclut que le p rodu i t
S;ïi S^iî-S^ doit avoir l 'une des formes

/ I 0 \ / — 1 ô

.0 J / Y 0 — 1 ,

Mais on peut se limiter au premier cas; car on peut changer les signes
des coefficients d'une substitution auxiliaire sans changer le groupe
dérivé de S^ 83, S^.

Les coefficients des substitutions S sont donnés par

M — ^ Ii a--II laMjg — ~——————-•:—————rr?
( & h — û ) i ) ( a ) 2 — ù ) a )

a^Ôiâ = ^ ( M i 2 4-ï),

P^=^(M^i)

et les 'équations'analogues; il existe encore entre les coefficients une
équation que l'on obtient en exprimant que S;.t,Sa;t"^2 == i ; on trouve

^îî^y'n 4- o^ên^i = i(Miâ + Mu-i- M:3i + î) ,
^12^23^310.12023031 =: |.(M'ia-h l ) (M^îî-h l) (M;}! + l),

déser te que a^a^a^ et ^ a â a â ^ î î s sont racines de 1/équati.on du. se-
cond degré

(8) P^3 ~ i (Mi2 +-M,3 -h Mai 4" l) Pi^ + 1. (M^ 4- l) (Ma, + l) (M^ -4- l ) = o ;

je désignerai désormais par P' la racine que je prendrai pour a^ 0^3 a;^
et par P" l'autre racine.

Les substitutions S dépendent de trois paramètres : par exemple, de
p^» ^2 ^ fc ^ ^ a ^ » et des racines de l 'équation précédente; mais les
groupes que l'on obtient en faisant varier les trois paramètres ne sont
pas distincts, et l'on arrive finalement à ce résultat ;

Les invariants fondamentaux déterminent deux groupes, qui se dis-
tinguent F un de F autre par le choix des racines de l'équation (8).

Je vais former tous les invariants au moyen des six invariants fon-
damentaux; ceux des subst i tut ions dérivées d 'une ou de deux substi-
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tut ions fondamentales So Sa, 83 ont été formés au n° 4; tous les
autres se ramènent, à l'aide des formules (i), (2), (3), aux précédents
et. aux invariants 1^3 et L,;^ tout revient donc à calculer ces deux
derniers. Ce sont ceux des substitutions

o V-l c V—l c ^i••~ï

•Si ̂  ^ ^2-^23 ^3^31 ï
-.,1 -'y.-.i —.1 ^-i -i ^.-t ,

"1 ^1 2 '"2 •^2 ;î "3 ''"'3 1 »

en les formant directement, on trouve
( lia;} -+" !i32 == .1.1 1.23 -h- 1.2 I^ ~+" la lia — .B-i 1.2 5.3 ?

1 9 ( li2;r-Ii^=(P^3~P^3)(^i--^)(^2~û4)(o.)3---^)î

ce sont des fonctions rationnelles des invariants fondamentaux et des
racines de l ' équat ion (<S); i ls sont racines d'une équation, du second
degré que l'on. obtient en remarquant que

( i.o) 4 (l^- ï^ =2(l.ï ~ 4) (^- W2- aiï (21,3 -1,1,) - 1 1 ( 1 ? - 4..),

et l'équation du second degré est

(II) 1^ - (ïl, 1,3 - I, Ua) il2.< 4-- 2IÎ 4-11^ - 21, IJ^ + Il2Ï;23Ï31 - 4=0;

tous les invariants sont, par suite, des fonctions rat ionnel les des in-
var ian ts fondamentaux et des racines de l 'équation (8) ou de l'équa-
lion ( i i ) .

On pouvai t prévoir que les invariants choisis fourniraieiït deux
groupes : si S ^ , S^, 83 est un système de substitutions fondamentales,
répondant à la question, le groupe'dérivé de S\ = S'^S Sy == S^1,
S^ == S"^ a les mêmes invariants fondamentaux-que le premier, mais
l ' invar iant de S^S^S^ est égal à I^a et non à I^g; ces deux dernières
quant i tés doivent donc se permuter lorsqu'on passe d'un groupe à
F autre.

On arriverai t aux mêmes conclusions en choisissant l , i , I ^ , I ; t » I^»
I f . - î dl\23 comme invariants fondamentaux; car, si un groupe { S ^ S ^ S;,)
répond à la ques t ion, il en est de même du groupe dérivé de

S,=ST1 , S^S^S^ 61, = S, 1 ;

l ' invar iant de S^S^ n'est pas égal à l^ mais à

^lâ"""1 r"1' ;r'"1 '^ 1 1 II 2 à ~1~" -là I» — la 3 — In lis î
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l 'équation (i i) donne dm reste pour L;, deux valeurs se déduisant l 'une
de l'autre d'après l'équation précédente.

Six invariants quelconques ne peuvent déterminer un groupe unique,
car le cas le plus favorable qui puisse se présenter est celui où l'on
dédui ra i t de ces six quanti tés un seul système de valeurs des six in-
variants fondamentaux choisis précédemment; on peut trouver en
général plusieurs systèmes, à chacun desquels correspondent deux
groupes. Il est par suite nécessaire, pour définir un seul groupe, de
donner sept invariants, par exemple les six premiers et ï ,^ , reliés par

• l 'équation (i i).
Nous avons jusqu' ici considéré les groupes en eux-mêmes; lorsqu'on

les étudie comme groupes d'équations diiTérenliellcs, il est nécessaire
de donner, en même temps que les invariants, les chemins jo ignant les
points singuliers deux à deux, et servant à définir les subs t i tu t ions
auxiliaires S; nous supposons pour le moment que ces cliemins sont
les droites jo ignan t les points singuliers; nous verrons plus loin
quelles modifications il faut faire subir au groupe lorsque l'on fait
d'autres hypothèses.

Si l'on donne les coefficients de 1/éqiiation d i f ï e ren t io l l e , on peut
calculer, comme nous l 'expliquerons dans la douxièmc Partie, les inva-
riants fondamentaux.; il n'existe cependant qu'un seul groupe, et I^;p
s'il est égal à 1^, est parfai tement déterminé; au contraire, si l 'on
donne les six invariants fondamentaux, il existe en général deux équa-
tions différentielles possédant ces invariants; pour l 'une, 1̂  est égal à
l'une des racines de Inéquation (i i); pour l'autre, 1̂  est'/ égal à l'autre
racine; à chacune de ces équations correspond un groupe dé terminé .

4. Les développements que nous avons donnés dans les numéros
précédents permettent d'énoncer rapidement les résultats relatifs au
cas général, ou le groupe est dérivé de n substitutions fondamentales
S^, Ss, » . . , S , ^ ; je prendrai pour les 'ïn—3 invariants1 fondamen""
fca UX : I, A i , 12 , . . ., 1^ ; 2. .1, i a <> •l u i • - • » i \ n 5 11J A 2 ît » A îî •'< » * • • » 1 %-- l, n î ^ ̂

voit que, si l'on. considère n points a^ a^ . . . , a^ auxquels correspon-
dent les substitutions fondamentales, les iuvariants choisis sont ceux
qui se rapportent aux sommets, aux côtés du polygone 0^2.. .a,^
parcourus dans cet ordre, et aux diagonales issues du point a^
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Les n premiers invariants déterminent les substitutions canoniques

1 ^ i ° \ , ' \
Si-=. [ l , } ( ^ - = 1 , 2, . . .n),

û,̂  0

. 0 G)'

les autres déterminent les subst i tut ions auxiliaires S^» I
£3,,S,, ; . . . ,£,,„ S^., S/,^,o ...au moyen d'équations analogues
aux équations (4) et (5), e t d e ^ - — 2 équations du second degré ana-
logues à l 'équation (8),

v . v
2:{ » *~",i 1 •» '—'•I ;{ »

( P?,M+i -" i(MiA+ M'/,,/,.M 4- M^-i,i + i)Pi,^+i
(m) ( + i(M^+1) (M^,^ 4" i ) (M^i,i + i) == o,

avar ian t de 2 a ^ — i. Ces subs t i tu t ions S dépendent de n paramètres
arbi traires , par exemple de p,^ a, 2 , ^3, . . . , a/^^ et des racines des
équat ions précédentes; les paramètres n' influent pas sur le groupe;
mais, en combinan t de toutesJes manières possibles les racines des
équa t ions (12), on obt ient des groupes différents , de sorte que les
3^ -»3 invar iants choisis déterminent i^'"2 groupes distincts.

Lorsque l'on. a pris un système par t icul ier de-racines des équations
précédentes, le groupe correspondant est parfaitement déterminé; il
en résulte que les substi tutions auxi l ia i res re l i an t deux substitutions
canoniques quelconques ^, s / , sont déterminées : elles sont données
par l 'équation

^hk^Vh^kï ' : 1 :

on en dédu i t la valeur des invariants de la forme I/,/,; par exemple,
est donné par l 'équation

•^ ^ Ml<>M^±^UMll±Ml2+
M,,4=

M i ^Ma^-h

j:y
Q ll \ 2 ;î
0 ———-—

M 11 M 2 s 4- .LV112 -1- M 11 -t- 1V111 -1- Al 2 3 -t- 1V.13 !, -t- 1

P',^+

MÏ,-

M
p " p1
1 1 •2 ;î i

—• 1

13—— '

HA,

M 2 4 - " ' " " m^i
( I '• '>) < p' p' i- p" P"

o i; \ 2 ;î Al I ;U ""'"A ^̂ JL̂ Llll.,——— Q —————.————————^ ^- ———— y

M.i,—i

ou P' désigne, coiïnne précédemment, la racine égale au produit des
coefficients a, e tP" la racine égale au produit des coefficients 5. Les
deux valeurs de M^ sont racines de-l 'équation

Ï. Mi2 Mi3 MU

Mai I M23 M24
(i4) 0,

Mai Msa î M;^
M^i M'^s M43 î



S.l4 H. VOGT.

ce qui donne, entre les invariants, la relation
^(2Ï,,-Ï,I,)2(3l,,^l3Ï,)2

-^(2l^~Ij3)(2l,3-~Ij3)(2l^-IiIJ(2L4~-L.Ï4)

-h2 i ( I^ -4) (2 Ï12- I l Ï2 ) (3 l^~Ï2Ï3)^ Î31- l3 Ï l )

- I ( ! j ~ 4 ) ( i j ~ 4 . ) ( â ï ^ ~ I , L ) 2 - ! - ^ ( I f ~ - 4 . ) = o .

On calcule les invariants I^,/,-+.i par la méthode employée pour le
cas de n == 3; les autres invariants des produi ts de trois subst i tut ions
quelconques sont des fonctions rationnelles des précédents : on déter-
mine, par exemple, Isa/, par l 'équation

/ /, /p" p' \ fp" p' \
/ ^ , \ 4 V1 1 2 3 — A 1 2 3 / V8- 2 3 4 — A 2 3 4 /

k ( ' ) •= Mn (M'asMu ~ M'iaMu - M:n Ma,, ) +• M:2i Ma,, •+ M:,i M.,/, 4" M:,.. — M,,,,

que l'on déduit de l'équation ( ï3) et des équations analogues; on peul
remarquer la relation

p' p' p' ry
__J.. ̂ JL.-.liA _ 'Î-J ̂ / ( -̂MJL

Mi;r-l-î """" Ma44- i

et les autres analogues, qui relient les produits de trois subst i tut ions
formées au moyen de quatre substi tutions fondamentales.

On peut, d'après ce qui précède, calculer au moyen des invariants
Ibrnianientaux et des racines des équations (12) les invariants des sub-
st i tut ions dépendant de deux ou de trois substitutions fondamentales.
Tous les autres sont des fonctions rationnelles des précédents; car on
a, pour déterminer l 'invariant du produit de quatre subst i tu t ions quel-
conques, l 'équation

'îIrt^W^ t fAh cd"^- 1 // l-cdd "•I"' lc-lcîW/4" îc/Ia^ (:.••"+- •I-«// ̂ cd ~4~" ^hc^-da— ^•a(.^hd

— l-a A// ^cd — */> ^c 1 da — •*(" ^d^ab — ^d^a ̂ bc' '~1"" la i/; îc !//•

On peut, par suite, ramener le calcul des invariants dépendant de
m substitutions fondamentales à celui des invariants dépendant de
m — i , et, de proche en proche, à celui des invariants déternïinés
précédemment.

.En fonction des 3n — 3 invariants fondamentaux, pr imi t i f s , chacun
des autres a engénéral 2/<"-2 valeurs, qui se déduisent l'une de l 'autre
par permutation des racines d'une ou de plusieurs des équations (s 2).
La présence de ces,2'^2 valeurs s'explique, comme dans le cas de trois
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points singuliers, par la multiplicité des groupes déterminés par les
invariants.

Si l'on considère une équation différentielle ayant n points singu-
l iers a^ a^, ..., a^ et si l'on suppose ces points rangés dans un ordre
tel qu'on rencontre successivement les diagonales a,, 03, ( 2 , 0 3 , . . . , a^a^
en tournant autour de a^ dans le sens positif; s'il y a, de p lus ,
p points à apparence singulière avec la substitution

/ — I 0 \
cr=- h

\ o — l /

l ' invariant I» est celui de la substi tution (S^ S ^ . . . S^)""8^, et il est
égal, à

( — — î ) ^ I l 2 , . . / / ;

il a une seule valeur calculée au. moyen des paramètres de l 'équation
différentielle, tandis qu'il, en a 2^2 on fonction des invariants fonda-
mentaux; il faut donc choisir, dans le cas d'une équation donnée, u n e
de ces valeurs, ce qui. revient à choisir d'une seule manière les racines
des équat ions (12); on peut dire qu'en général aux invariants fonda-
mentaux correspondent 2"'"2 équations différentielles, qui se distin-
guent par la valeur de L, et chacune d'elles possède un groupe déter-
miné*

Les cas particuliers qui peuvent se présenter sont ceux où quelques-
unes des équations (12) ont une racine double; en général, le nombre
des groupes est diminué de moitié pour chaque équation présentant
ce caractère; il faut encore considérer le cas ou l 'une des quanti tés M
est égale à ± î; la substitution auxiliaire correspondante peut prendre
l 'une des formes f î ° ) ^ f ï ) ? et le nombre des groupes est en général

\0 î y \ tC 1 /
doublé.

Je pose

| ^^//^^•'•^ (A.a: f)c— *-ba(,')

(16) == } [ -S ( 1̂  - (\ ) ( a le, - I/, I,, )2 - a II: ( a I/,, - I.é I, ) - H ( ï-i - 4 )]
f H^ = i^+ .n-t-1^- U/J,,A- 'A ,

Si toutes les équations (12) ont une i\icine double, sans que les
quantités M soient égales à --*--. î , il y n un seul groupe; les quantités
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©1,^4-1 sont nulles par hypothèse, et il en est de même des quant i tés
quelconques ©/^, comme cela résulte du reste de la considération des
déterminants symétriques analogues à (i4).

Je ne m'arrête qu'au cas particulier où le groupe est celui d'une
équation différentielle réductible, c'est-à-dire possédant une intégrale
de la forme

(.r - a, )'\ (^ — a,y.. . . (^ - ̂  /«;

les conditions nécessaires pour que cette circonstance se présente
sont en nombre 271 —• 3, et sont

( 1 7 )
©,23=0, 6^,= o, . . . , O^-i,// -= o,
Hn = o, . Ha, =0, . . . , 1-1̂ ^ „ •=. o.

Ces-condi t ions sont suffisantes, car, si elles sont remplies, tous
les H sont nuls ; on peut choisir les racines co de telle sorte que toutes
les quanti tés M soient égales à + i et que toutes les subs t i tu t ions
auxil iaires aient l 'une des deux formes énoncées précédemment ; elles
ne sont pas suffisantes pour exprimer que toutes les subs t i tu t ions du
groupe sont permutables entre elles, mais le calcul des invariants est
le même que si elles jouissaient de cette propriété.

Bes différents systèmes d'invariants fondamentaux.

5. Nous passons main tenan t à la résolut ion du troisième problème :
Quelles sont les différentes manières de choisir les iwanants fonda-

mentaux?

Nous supposons d'abord que l'on cherche des invariants fournissant
le même système de subs t i tu t ions fondamentales S^ , S^, * . . , S//, que
l'on conserve par conséquent î,, L, . . . , :̂  ef que l'on remplace ' les
2 / 2 — 3 autres par des quant i tés convenablement choisies.

Nous^avons vu que, si l 'on prend n points a,, a^ ..., a^ auxquels
sont affectées les substi tut ions fondamenta les S, les 2-n — 3 derniers
invariants se^ rapportent aux côtés a,a^ a^a,, . . , , ci.,,a, el aux diago-
nales issues de a,; leur nombre est celui des éléments dont la connais-
sance est nécessaire pour déterminer le polygone; nous verrons du
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reste plus loin qu ' i l existe souvent une analogie complète entre les in-
variants et un polygone de n sommets; in —• 3 quantités, angles, côtés
ou diagonales, servant a déterminer ce polygone, pourront être prises
comme invariants fondamentaux; à la place de I/^. et I/,^, on peut
prendre I/^/," ^t IÂ"W» au. moyen desquels s 'expriment rat ionnellement
les premières quanti tés.

Si l'on considère un seul groupe (S), il est nécessaire de donner
f.\n -— 5 invariants, tels que • I , i , L» • • • » L: l i a » • • • » 1^5 î < 2 : p • • ^
l i . / / - 8 , / / , reliés par n "— 2 équat ions du second degré; aux invariants
l ' i , L, . . . , I,,, on peut joindre 3n — 5 quanti tés s'exprimant ration-
nellement au moyen des premières, et réciproquement.

Nous considérons ma in tenan t , le cas plus important où le nouveau.
système d'invariants déf ini t un, autre groupe de substi tutions fonda-
mentales que le groupe (S^ S.̂  ..., S,,); nous supposons, d ' une pari.,
que l'on prenne comme système pr imi t i f celui que nous avons consi-
déré jusqu 'à présent,

1 I I . I T • î TBI , la, . . ., 1^ , l^, . . ., l.i//î « l â î i ? " • • •» ï\^n-\,n •»

d'aulre part, que l'on prenne, comme nouveau système, les invar iants
densubs t i tu t ions du, groupe (S), T,, T^, . . . , T,, deleurs produi ts deux
à deux et trois à trois ; nous les désignons par

•I-i, Ja, . . ., J/(; ^ ia» "a;}» • • • î i'n\ ; ' ' 1 3 » • * • ? " 1 2 3 ? • • • » ^ i,//~-i, n'

Nous pouvons toujours, d'après ce qui, précède, ramener à ce cas celui
où l'on prend J < , .L, J/, et 3n—•5 autres invariants quelconques du
groupe dérivé de T,i, T^, • • . , T^.

Si le système (J) est fondamental , le groupe (T) qu'il détermine
doit contenir les substitutions S,, S^, . . . . S^ exprimées au moyen de
combinaisons des substitutions ï et de leurs inverses. Le problème se
ramène par sui te au ' su ivant : -

Trouver tous les systèmes de substitutions de la forme

( . 8 ) T^.=: S^S^Sy... Sî^. .. S^L .. (/. ==i .2.. .n),

tels que l'on puisse déduire des équations précédentes les râleurs de S^,
Aim. de î 'Éc . Normale. 3e Séné. Tome VI. S. 3



S.l8 • II. VOGT.

S^ .. ., S fi en fonction de 1\, T^, . . > . , T^, c est-à-dire trouver des expres-
sions

( 19 ) S,.=Ï^ÏyT^.. /O.. .T^. . . (/.= i . 2 . . . n )

qui rendent identiques /es deux membres des équations (18).

Une première condition que doivent remplir les exposants mnp est
que le déterminant .

| m^ -+- m'k •+..., n /, -{- /4 -4- . . ., /- .̂ -1- pn + . . . |

formé avec la somme des exposants de S,, de Sa, ... dans T,, T», . . ' . ,
T,; soit égal à ±: i ; car son produit par le déterminant

| [JL/, 4- f4 + • • • » ^ -+- ^k + • . •, Tr/, -h 7:/, -(-"... |

doit être égal à l 'unité; chacun d'eux est, par suite, égal à ± r .
Cette condition est suffisante dans le cas où toutes les substitu-

tions S sont permutables entre elles, mais elle ne l'est pas dans le
cas général; je vais montrer que les conditions nécessaires et suffi-
santes sont que les substitutions T soient obtenues par combinaison
et répétition des opérations suivantes :

1° T,, Ta, .... T^ sont, dans un autre ordre, ident iques aux substi-
tut ions S;

.)0 T _ C T _ Q--1 T — ^ T _ ^ .2 1 ^ — 0 i , 1 ^ — S^ , 1 ;{ — o;{, . . . , .1^ — 0^ ,

QO T _ Q T _ Q Q T _ Q '"V _ Q.J A. ^ — 0.1, 1^ — o^ o^» IA;î — °;.iî • • " ? ^n — °/^

TI, Ta, ..., T^ peuvent être les transformés de S^ , Sa, ..., S^,,
mais les groupes sont identiques, et il n'y a pas à tenir compte de
cette opération.

Je vais montrer que, si le groupe (T) est identique au groupe (S),
on obtient T\, T^, ..., T^, en effectuant les opérations précédentes sur
S^, S a » . . . , S^. Transportons les valeurs des S dans les seconds membres
des équations (18), si
(^o) ÏA;=S^SfSï...S}S^

le second membre doit se réduire à T/(; comme les substitutions ne
sont pas permutables, cela ne peut avoir lieu que si l'on supprime
dans le produit deux subst i tu t ions T consécutives dont le produit est
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égal à l 'unité, et si l'on peut continuer cette suppression jusqu'à ce
qu'il ne reste que TA.

Si, cette substitution restante ne provient pas du premier facteur S^,
la dernière substitution S;1 de ce produit S^ doit avoir tous ses
termes T détruits par des termes T inverses composant les substitu-
tions suivantes; on a donc une équation de la forme

S^SPSJU.=i.

En appliquant au groupe (S) les opérations dont nous avons parlé,
on peut remplacer S^ par S^S^SJ = U;1, en conservant S^, S,., . . . ;
alors U;;1 a, par rapport aux substitutions T, une expression plus
simple que S,,. Si la substitution restante T/, se présentait dans le pre-
mier facteur S^, on ferait la même réduction en considérant le der-
n i e r S^.

En répétant cette réduction, on forme, à, l'aide des opérations énon-
cées, des combinaisons de substitutions S, ayant, par rapport aux
substis:,utions T, les formes simples

\r _ T//? V "-»- T 1 1 V — T^ *V i — .1 ^ , V a — 1 2 ? . • .,. v n -— A , { ,

mais w, n, .... p doivent être égaux à l'unité; car, sinon le déter-
minant des exposants des substitutions T ne serait pas égal à ± i ; on
a, par suite,

l\r=Vi, T2==V^ ..., T,-=V//,

et la proposition est démontrée.
M. Stouff (') est arrivé à des résultats analogues en cherchant la

transformation des polygones fuchsiens. Le résultat précédent est gé-
néral et est obtenu par la considération seule des substitutions-

Les opérations précédentes, effectuées sur les substitutions, condui-
sent aux transformations suivantes des ^n — 5 invariants fondamen-
taux :

ï.° Permutation des indices 1 , 2 , . * . , ^ ;

( 1 ) Thèse Sur la tw^formcaion des fonctions fuchsiennes ; 1888, p. 68 et suivantes.
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J j 3 ~— A i 12 —— 1 ^ 3 y

,1,3 =LL, -i,,,
"m^^-la l is— Im!

tous les autres invariants 1 sont conservés;
3°

1 ^ =!>.,
"12 == Ï1Ï12 —— lî,(23)

"23 — I l23»

' 'lâît^^ 'l t l 2 : t — — lâ^,

et tous les autres sont conservés.
La première transformation conserve les substi tutions fondamen-

tales. En laissant ce cas de côté, on voit que, si un système de
f\n — 5 invariants est fondamental, ils s'expriment en fonction entière
des premiers, et réciproquement. On peut encore énoncer ce résultat
sous la forme suivante : Si l'on cherche une transformation d'inva-
r iants fournie parles équations

^l^fk^i, la, • . - , lis, . . .), (/.-== i, a, . . ., 4/î — 5),

ou les fonctions/soient obtenues d'après les règles de calcul données
pour les invariants, et si cette transformation est réversible ra t ionnel-
lement, elle est obtenue par combinaison de transformations conser-
vant S,, Sa, ..., S,,, et des transformations (21) et (22); ces dernières
sont entières, ainsi que les transformations inverses.

Les 4" - 5 invariants primitifs étant reliés par les n - -i équa-
tions (12), ceux du nouveau système doivent satisfaire à n - 2 équa-
tions analogues; les transformations (21) et (22) laissent invariables
les premiers membres de ces équations, qui sont de véritables inva-
riants^. On a donc des transformations en elle-même d'une multipli-
cité d'ordre în — 3 dans un espace à (\n — 5 dimensions.

Si le groupe (S) offre certaines particularités, il en est de même du
nouveau groupe (T); en particulier, si le premier est formé de substi-
tutions toutes permutables entre elles ou s'il est le groupe d'une équa-
tion différentielle réductible, le nouveau groupe jouit de la même
propriété. On vérifie, en effet, que les opérations simples transfor-
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ment en lui-même le système des in — 3 équations (i 7)
©123=0, ôi34==0, . . . , 0^_^:=0,

H^ ~= 0, Hgs =0, . . . , îî-n-l, n '== 0-

L'opération (21) laisse invariables les premiers membres de ces
équations; l'opération (22) les change en des combinaisons ration-
nelles de ces premiers membres. Si l'on a, par exemple, 71 = 3, et si
l'on représente par Q le premier membre de l'équation

Q = Im— i (IJ23-+- IjBi-i- IJia— Ii la 13) =0;

si, de plus, on désigne par [F] une fonction F des I, dans laquelle on
remplace les 1 par les J, et les J par leurs valeurs données par la trans-
formation (22), on a

[Q] = QI, ̂  ̂ __^ [©^ ̂  H,3(Iî - 4) - H^(I j - 4) - H^(I,S ~ 4)1.
A 8^3 —— .1.^13

[0,^]=ei^+4[Q]2-4Q2,
[tl»]=lli,, [H»]=Hi3,

\\t,,} -= Q (aïi,,+ ï^,+ IJ,, -I,In + IJJs) - ©„,,. I'1- , ,
"' 4 \ ^«I-IS—— 'l ^ î )

. rr b^hiZL^.ri L,(IJ,^2l,) Ii.(Ij-4)
+ U^ ^^^^j^ +11,3, ^,I^_1J^ A A 1 22(2I,,-I,1,) '

On a ainsi des transformations en elle-même d'une mul t ip l ic i té
d'ordre n prise dans une multiplicité d'ordre 3n — 3 dans l'espace à
^n—5 dimensions. En particulier, dans le cas de n == 2, une permu-
tation des variables et la transformation

X=.r, Y=j, Z-=.xy^z

transforment en elle-même la surface dont l'équation est
^^.y^^. ̂ 2—— ^y^ —— 4 ^^O-

6. Au problème que nous venons de résoudre se rattache la ques-
tion plus générale suivante : Etant donné un système de n substitu-
tions d'un groupe (S ) ,V^V2 , ..., V^, déterminer les substitutions
fondamentales S^, Sa, ..., S^.
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Nous calculerons les 4n — 5 invariants fondamentaux du groupe
dérivé d e V ^ V ^ , ...,V^ en fonction des coefficients de ces subst i tut ions;
nous prendrons J\, Jg, ..., J/,; J^, J^, ..., J,,^, ... comme précédem-
ment. Tout revient alors à calculer tes invariants 1 du groupe (S);
nous exprimerons pour cela les J au moyen des L\.n — 5 invariants fon-
damentaux 1 d'après les règles données dans les premiers paragra-
phes, et nous résoudrons le système des équations algébriques ainsi
formées : elles nous fourniront un ou plusieurs systèmes de valeurs
des inconnues 1 ou même une infinité si. le système est indéterminé.

Si .l'on obt ient une seule solution, les groupes (V) et (S) sont iden-
tiques, et nous avons considéré ce cas. Si l'on trouve/? systèmes de
valeurs des I, il y a p groupes (S) répondant à la question; ils sont
isomorphes entre eux et contiennent tous le groupe (V).

Si l'on prend, par exemple, dans le cas de n =.2,

V,=S?Sj, V,=S,,S,

et si l'on représente par^y, z, X, Y, Z les invariants fondamentaux
des groupes (S) et (V), on. a

X == (,^- i) (y,z - ,r) ̂  .r(j2- 9.),

Y==^

Z = ( x^ — i ) ( y,32 — xz — j) — xy^ z 4- x^y -4- xz ;

on en déduit
^=Y,
y = r Z - X Y + ^ Y , , ^ ..

x étant donné par l'équation du troisième degré

^- ,^Y(XY~ Z) + ^(Y2^-1 Z^hX^2- 2XYZ ~ 3) - Y(XY- Z) 4- X -= o,

de sorte qu'il y a trois groupes (S) répondant à la question.

Relations entre les invariants et la représentation conforme. •

7. Nous étudions maintenant les relations qui existent entre les
invariants et les équations différentielles. Nous considérons une équa-
tion ayant n points singuliers à distance finie, le point infini étant de
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même nature, et ne possédant aucun point à apparence singulière;
nous nous proposons le problème suivant :

Etant donnés les invariants du, groupe de U équation, reconnaître si ce
groupe est forma clé substitutions laissant invariable un cercle fondamen-
tal de rayon un, et, en particulier, si c est un groupe fuchsien.

C'est le principe de la représentation conforme qui nous donnera la
solution de la question. Les éléments d'un polygone fuchsien sont des
invariants qui doivent s'exprimer au moyen de ceux que nous avons
considérés jusqu'à présent; nous sommes donc amené à chercher les
relations qui, existent entre ces différentes quantités. Nous en dédui-
rons même, dans le cas où elles sont réelles, des constructions géomé-
triques simples remplaçant les calculs algébriques que nous avons
donnés pour la dé terminat ion du groupe et des invariants des substi"
tu t ' ions quelconques au moyen des invariants fondamentaux.

Le cas le plu,s simple est celui de l'équation de Gauss à deux po in t s
singuliers. La représentation conforme a été fa i te au, moyen des inté-
grales de cette équation par M. Schwarz, dans son Mémoire Sur la série
hyper géométrique (Journal de Crelle, t. 75).

Soient X^ 7^, À^ les différences des racines des trois équations fon-
damenta les déterminantes; le triangle ayant pour angles "n:^, T;X^ et
TîAâ est la représentation d 'un demi-plan de la variable l imité par l'axe
réel, représentation faite au moyen du rapport y^ de deux intégrales
particulières; deux triangles symétriques ayant un côté commun for-
ment un polygone analogue aux polygones fuchsiens.

Les formules
II rr=— 2 COS7T/4,

C») i — O./i '.= — 2 i SA Û TrXj.
{23)

el les formules analogues donnent les invariants fondamentaux I, , L
et L, == 1^, et, par suite, le groupe. Si [j^;p ps^ p^ sont les longueurs
ou les L des côtés opposés aux angles -rcX^ irÀa, TCÀ;,, il faut distinguer
plusieurs cas, suivant que le triangle existe sur la sphère ou est formé
d'arcs orthogonaux au cercle de rayon i. Les substitutions canoniques
.^, ^2, s^ sont données par les équations précédentes; la substitution
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auxil iaire S^ par

' Mi2 •"=: cos^a °u 1 Mis == ch^ia,

^^ ^^=:cos2^ » ^A2=ch 2^,

P,^=-sm2^2 » p^^sh^2.

Les invariants fondamentaux 1^, 1^, la doivent être réels et compris
entre — 2 et +2; dans le premier cas, où le triangle est sphérique, la
quan t i té

II^-^+Ij+Iî ,~UJi^

doit être négative; dans le second cas, positive. Les subst i tu t ions du
groupe laissent alors invariable le cercle de rayon ï , et il suffît que
/^, As, 7.;; soient les inverses de nombres entiers pour que le groupe
soit fuchsien; enf in , si H^ est nulle, l 'une des quant i tés Â^ ±\^± Àg
est n u l l e ou entière, et le triangle existe dans le p lan .

Soit A f A ^ A ^ le triangle de Scinvarz; on en dédui t différents points
aflectés aux différentes substi tutions du groupe, et ces subst i tu t ions
elles-mêmes par la règle suivante :

r° A 'un sommet Aa et à un nombre \y^ déterminé par des équations
analogues à (2.3), correspondent toutes les substi tutions S^\ m étant
positif ou négatif, et l'on a

î^n =: (—. l)"1 a COS/UTT/.a ;

2° L'arc qui jo in t deux points Aa, Ap définit la substitution auxi-
liaire Sag et •

Map = M%'» p" = cas A,a Ap ou ch Aa A p;

3° Si l'on construit sur A<y.Ap un triangle A^ApA^p ayant pour angles
adjacents 'T:\ et7î^, le sommet opposé Aap est le point représentatif
de (S^Sp)-1 o u d e S ^ S p , et

Iap==—2COS7T^ap?

^a^ ""- c^ap •=: — 2 L S'i H TT^ap »

7:Àap étant l'angle Aap du triangle, pris en signe contraire.
Les trois angles Aa» Ap, Aap sont supposés positifs lorsqu^on les dé-

crit dans le sens inverse du sens ordinaire de la Trigonométrie, en
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parcourant le périmètre dans le sens AocA^A^p; de la sorte, ils corres-
pondent toujours à trois substitutions S^, S^, (S^Sp)"1, dont le pro-
duit dans cet ordre est égal à l 'unité.

Cette règle, qui est évidente pour le triangle primit i f , se vérifie dans
tous les cas au moyen des formules données dans le calcul des inva-
riants. Dans le cas des triangles sphériques, les arcs se coupent tou-
jours en des points réels, et les invariants de toutes les substitutions
ont an module inférieur à 2; il peut ne plus en être de même dans le
cas de la pseudosphère, mais les constructions sont toujours possibles
cependant, car on peut construire un arc orthogonal au cercle fonda-
menta l et passant par le point de rencontre imaginaire de deux arcs
qui ne se coupent pas.

8. Considérons le cas général et le polygone de représentat ion con-
forme : nous supposons qu ' i l est formé d'arcs orthogonaux au cercle
fondamental, les raisonnements é tant les mêmes lorsqu'il est tracé sur
la sphère; nous nous l imi tons au cas ou il est de première famil le et
de genre zéro; il a n -4- i cycles correspondant aux points singuliers
a^ a^, ..., a,t et au point i n f i n i que nous appellerons a^+,, et la
somme des angles de chacun d'eux doit être un sous-multiple de 21:
pour que le groupe soit fuchsicn; cependant, pour plus de généralité",
nous supposerons cette somme quelconque, ce qui ne change rien aux
raisonnements.

Comme on, peut ajouter au polygone et en retrancher des parties
congruentes, on peut le ramener à la forme a^ a^.. . a^a^ [̂  . . .p/z, con-
sidérée par M'. Poincaré dans son Mémoire sur le groupe des équations
linéaires ÇActa mathematica, t. IV). Deux des cycles sont o^ et a,̂
avec les angles STIÀ^ et 2'n:A/^ ; les autres comprennent deux sommets :
o^ etp^ ̂  et P;P " • • avec ^es ^gl65 2Tc)^, 2Ti:7^, ..., 27^.

L'arc diagonal o^a,^ décompose le polygone en deux parties : l'une
d'elles et les n quantités \^ Xp ..., \z déterminent complètement la
seconde, car les côtés conjugués sont congruents; je dis de plus que
ces n quantités ^À et les n sommets o^, a^, ..., a^ suffisent pour connaître
le polygone tout entier. Il dépend, en effet, de 4 ^ — 3 paramètres, mais
la condition que les côtés soient deux à deux congruents fournît
n équations; la connaissance de 7^, Xa, .... \ en fourni t n autres, de

Ann.de l'Èc.. Normale. 3e Série. Tome VI. S-4
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sorte qu'il reste 2 n — 3 arbitraires, ce qui, est le nombre des paramètres
déterminant le polygone a^ a ^ . . . a//..

Nous obtenons ainsi 3n — 3 quanti tés pour déterminer le polygone :
c'est le nombre des invariants fondamentaux du groupe. Nous a l lons
les former explicitement au moyen des éléments du polygone.

Les quantités "X donnent d'abord les invar iants î/, et les subs t i tu t ions
canoniques au moyen des équations analogues à (23). Si nous traçons
les arcs diagonaux a,, a^, a^ a;p ..., a^ a,^ issus de a, et si nous désignons
par j^a, [ j- ,3, . . . . p.^ [j^y, ..., (x/,_^; les Lde ces arcs e tdes côtés du poly-
gone, nous déterminons les quantités M et, par suite, les invar ian ts .1 •
par les formules

M/,,/,•== eh ̂ /,.
Nous obtenons ainsi les 3n — 3 invar ian ts d'un groupe; i l , est vrai

qu'ils déterminent i2/^~"2 groupes différents, et cette mul t ip l i c i t é d.es
groupes est in t imement liée à cette remarque : les côtés d'un polygone
et les diagonales issues d'un sommet dé te rminen t n — 2 triangles par-
tiels; on peut remplacer plusieurs d 'entre eux par des t r iangles symé-
triques et former ainsi. a^2 polygones dis t incts de / /cô tés , en assem-
blant ces triangles de toutes les manières possibles.

Nous obtiendrons un groupe unique en considérant les angles que
font entre eux les arcs issus de o^; nous les désignons par 9^, ̂ , ...,
y^-.^, et nous les considérons comme positifs lorsqu ' i l s sont décrits
dans le sens ordinaire de la Trigonométrie. Ces n — 2 angles et les
n — î arcs p.^, ^,3, ..., [j.,,, donnent , en désignant par A,^ le s inus du
triangle a^ a/, a/, pris avec un signe convenable,

. M/,/, = chfa/,/, ~= ch^ ch^iy,-- s'hpi//, sh^.i/, cosy/,/,,

( ^5) ' Ai/^,-=, sh^i/ .sh^i^s. in^/ , / , ,

I P'/ T)/ __ l AA i fi,k ' ï ihk — ~ ' "l//./i,"»

P' et P" étant les racines des équat ions (12).
Les équations (23), (^4), (aS) "déterminent les subs t i tu t ions cano-

niques et les substitutions auxiliaires S; en choisissant pour S^ la
substi tut ion canonique ,9,,! on a, en général,

c _ y-i . v / ^ / . ^ I Â - O I A - — &4PiÂ-7i/^ (o4— w/(.)ai/ ,Pi/ ; \o^.—A ̂ ..^.«i/,.==: î ^ ^ ^ ^ • ).
\ (WA-— ^/jyiÀ^i/, ^/^iAOi/:— ^u-pï/.-yi^/
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S^ dépend d'un paramètre arbi t raire; mais toutes les autres substi-
tu t ions sont déterminées, car

4-P^.
M2 -J.U ^ 3

^•Pu' _ Aï
a 12 (3.12 ~ M 12— i
7u^i/. __ shfJ.i/,
712 ai 2 shfJ.12

On peut prendre, par suite

s h p-i/ . . . *-.i-— (cos^â/, 4- i s i r iOâ/ , ) ,
S II p. î 2.

cosça/,— ^my'â/,),

(^6) /

0
ï^ ,-̂ -

S,=

G

(

6

(/.)/.-

,)2 ch2

r^~-

)/,ch2

^
2

^)

^
2

^Â')

— a/g

sh

S Î 1

^J
2

- f^

!̂
2

sh2

ch^,

si»2

Cil

{ill
2

2

^ /

^

^
a

? (Gïg "

^.)« C

-' ('•4-

(COSCpîA

w', ch2 ̂  - u., sh2 ̂

-&>/,-) si» '—^ cli^'1^ (cos©a/,+(siii9j/,.),

^sh^ ch^1-2,

;' sin y.;/,.), M'/, cli2 '-u ' — G)/, sti3 ^i/.

On vérifie que ces substi tutions sont bien (Je la forme

/ a p\
IPo J'

où a;, et Pô sont les quantités imaginaires conjuguées de a et pi, et où
aa<) — pf^o ̂  ï : elles laissent donc invariable le cercle fondamental .

On arriverait à des conclusions analogues dans le cas ou le polygone
est tracé sur la sphère, en remplaçant les sinus et les cosinus hyper-
boliques par des sinus et des cosinus ordinaires.

Les conditions nécessaires pour que le polygone existe sur la sphère,
exprimées au moyen des invariants I, sont : 1° que les n •— 2 quantités
©12^ ®u.^ * " • » 0 ,̂-.̂  soient positives; 2° que l 'une quelconque des
quant i tés H^/c ou H/^^n soit négative; 3° que les 3n — 3 invariants fon«
damentaux soient réels et que l'un quelconque d'entre eux ait un mo-
dule inférieur à 2. Ces conditions sont suffisantes; car, si elles sont
remplies, tous les invariants sont compris entre — ,2 et -t- ̂  et toutes
les quanti tés H sont négatives. On peut déterminer les quantités ;x et ©
et construire le polygone.

Si Puûe des quantités © est nulle, les trois sommets du triangle
correspondant sont sur un même arc de grand cercle ; si. elles sont toutes
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nulles, ce qui a l ieu dans le cas où les invariants dé terminent un seul
groupe, tous les points a,, a^, . . . , a,^ sont sur un même arc.

Pour que le polygone existe sur la pseudo-sphère, il est nécessaire :
i ° q u e les invariants fondamentaux soient réels et que les n -h i in-
variants I i , L, . . . , I^-n soient compris entre — 2 e t - - + - 2 ; '2° que les
n —î quant i tés © 1 2 3 » ©o-p • • • » ©I,M-|,^ ©|,//,%-M soient positives; 3° que
l'une quelconque des cluantités H soit positive; les condit ions précé-
dentes indiquent que toutes le sont alors.

Si l'on joint à ces condit ions d'inégalité les relations exprimant
que )\.,, "L, .... \,, ^-M sont les inverses de nombres entiers, on ob-
tient les conditions nécessaires pour que le groupe soit fucbsicn.

Si toutes les quant i tés © et H sont nul les et si les quanti tés À sont
réelles, on a vu que l'équation est réduc t ib le ; le polygone existe alors
dans le plan. Je d i sque les cond i t ions nécessaires que l'on v ien t de
donner pour l'existence d/un polygone fuchsien sont aussi suffisantes.
En effet, un groupe de trois invariants, tels que lo L, 1,^ permet de
construire un triangle a ^ a ^ a ^ analogue au t r iangle de Schwarx; le
sommet a^> peut être imaginaire, si. 1^ a un. module supér ieur à 2 ;
mais les autres sommets sont toujours réels; construisons de même
les triangles a^a^, a^a;^, ..., de la même manière; les côtés
a< a^, a^ a;,, . . . sont égaux à p-^, (JL^, .... A l 'un des a"""2 groupes dé-
f in i s par les 3n — 3 invariants fondamentaux correspond un seul
système d'angles ç/^ déterminés par les équations (^5); ces angles
sont réels, car les quanti tés © sont positives, et ils permettent de con-
struire le polygone o^ a g . . . a^.

Ses sommets, et les sommets réels ou imaginaires a^, a^, ... des
triangles auxi l ia i res définissent un groupe; ses subs t i tu t ions sont
données par les équat ions (a6), mais on les ob t i en t aussi au moyen
de constructions géométriques; là règle donnée au numéro précédent
pour la construction des points relatifs à toutes les subst i tu t ions du
groupe et des invariants de ces subst i tu t ions subsiste sans exception,
comme on le vérifie faci lement; quelques-uns de ces points peuvent
être imaginaires, mais le point a/,^ représentatif de S, Sa...S/, est réel,
car \^^ est réel, et ©<,^-n est positif.

Ainsi donc, un système de 3n — 3 invariants étant donné indépen-
damment de toute équation différentielle, et satisfaisant aux condi-
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tions énoncées p lus h a u t , fournit un polygone 0 ,02 . . . a , , , ou p lu tô t
un système de r^""2 polygones formés des mêmes triangles partiels;
considérons celui pour lequel tous les angles ç sont de même signe:
on en dédu i t un sommet a,^./, puis des sommets f^, P;i, . .., ^ en pre-
n a n t [3, pa congruent à a, a^ et faisant avec lu i un angle égal. à STCÀ^ et
ainsi de suite. Ce polygone est fuchsien, et il. lui correspond une équa-
tion fuchs ienne que l'on peut former, équation qui fournit la repré-
sen ta t ion conforme sur le polygone construit. Nous avons a i n s i
reconnu sur les invar ian t s si le groupe est fuchsien, et de plus con-
s t ru i t géométr iquement le polygone fuchsien correspondant.

Nous verrons dans la deuxième Partie comment on calcule les
i n v a r i a n t s fondamentaux au moyen des coefficients d 'une équa t ion
d i f f é r e n t i e l l e donnée ; en la prenant sous la forme

on doit avoir
BI+ Ba-4~. . .+B^ =o,

et l'on peut choisir a^ == o etaa==i . Cherchons les conditions pour que
l'équation soit fuchsienne ; À,, 7^, ..., 7^, À,̂ ,, doivent être les inverses
de nombres entiers, et A,,, A-a, . .., A//, et B^a,, -h- B^ -4- ... -4- B//a,/
sont donnés par

A^^.',
-•- (>

Bi a, 4- B^â 4- . . . + B,^/, = ̂ 1 -̂̂  .

I l exis te 2/1 — 4 autres inva r i an t s ; en écrivant qu ' i l s sont réels, on ob-
t ient in — 4 équations réelles entre les coefficients B et les points sin-
guliers 03, a,., . . . , a,/,; en part icul ier /s i ces derniers sont donnés, on -a
autant d 'équations que de paramètres réels dans les coefficients B, et
l 'on sait que ces équa t ions ont toujours une seule solut ion. Il f a u t de
plus quedes inégal i tés dont on a ,pa r l é soient vérifiées.

9, Lorsque l'on considère les invariants du groupe d 'une équat ion
di f férent ie l le , i l est nécessaire de donner non seulement leur valeur,
mais encore leur s igni f ica t ion géométrique, ou plutô t les chemins
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re la t i f s aux substi tutions auxi l ia i res S qui relient les systèmes canoni-
ques appartenant aux différents points singuliers; cette remarque n'a
pas d'importance dans le cas de n == 2, car les chemins se ramènent
tous aux trois segments — ce, o, ï , +co de l'axe réel, mais il n'en est
plus de même dans le cas général.

Après avoir fait des hypothèses particulières et déterminé le groupe
d'une équation différentielle E au moyen d'invariants I, on peut se
demander ce qu'il advient lorsque l'on change les chemins auxil iaires,
tout en conservant aux invar iants leurs valeurs primitives.

Soient S < , S^, . . . , S^ les subst i tu t ions que subit un système d'inté-
grales relatif au poin ta lorsque la variable tourne autour de ce point
ou décrit les lacets f^a^ a\ma^, . . * , a ^ a ^ ; supposons main tenan t

que S,;î se rapporte à a^na^ au lieu de ci^ma^ et que les autres lacets
soient conservés; le groupe (S) se rapporte alors à une équation diffé-
rentielle E' différente de la première, quoique ayant les mêmes points
singuliers; relativement au système primit if de lacets a^a^ a^ma.^ les
équations E et E' ont des groupes différents (S) et (S') tels que

Q/ _ C-l Q C0;ç —— o^ 03 D'à,

S,=S/, ( /c^3);

on voit que le groupe (S') se déduit de (S) en lui appliquant les opé-
rations du n° 5; les deux groupes sont formés de substitutions iden-
tiques, mais notées différemment. On arrive aux mêmes conclusions
en changeant d'une manière quelconque les chemins auxiliaires.

Il est plus important de déterminer quel changement il faut faire
subir aux invariants I, et quels invariants J ^ , Jg, ... il faut employer
pour que l'équation E', dont le groupe (T) se déduit des J lorsqu'on les
rapporte aux nouveaux lacets a^a^ a^ na^ ..., ne soit pas distincte de
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l 'équation E, et pour que la subst i tut ion T;p relative à a^ia^ qu'on
déduit de J,;p conduise au même système d'intégrales pour le poin t 03
que la s u b s t i t u t i o n 83 relative à a^rna^; le ra isonnement précédent
nous fourni t , la solution ; les nouveaux invar ian t s ,1 sont ident iques aux, I ,
sauf ,1,3, Js;? J^i, ,1 ,23 e t < l u / , qu i sont les invar ian ts des subs t i t u t i ons

Si Sa 8382 S SI 83 S ^ 1 , 8 3 8 3 8 3 1 8 4 , S ï S j S â S â 1 , SiSAS^S,,

et que l'on exprime au moyen des 1 par des formules connues.
Comme on appl ique les opérations du n0 5, les J forment un nouveau

système d ' invariants fondamentaux.
Dans le cas où. les i nva r i an t s sat isfont aux condi t ions d'existence

d 'un polygone fuchsien, les côtés et les diagonales de ce polygone
correspondent à un système de coupures tracées dans le plan de la
variable, et les tr iangles a i n s i formés dans les deux plans sont la
représentat ion conforme les uns des autres; un changement des
coupures Jo ignant les points singuliers donne une t r a n s f o r m a t i o n
s imple du polygone fucbsien auquel on ajoute ou. retranche cer ta ines
parties congruentes. Cela nous ind ique que les invariants J sont ,

•comme les î, réels et sa t is font aux inégalités nécessaires pour l'exis-
tence d 'un polygone; nous arrivons à cette conclusion que les opéra-
t ions du n° 5, appliquées comme nous venons de le f a i r e , conservent
le signe des quant i tés © et H; tou t po in t dont les coordonnées sont les
i n v a r i a n t s dans un espace à (\n — 3 d imens ions , et situé à l ' i n t é r i eu r de
la variété l imitée par les équat ions ©== o, H == o est t ransformé en un
poin t situé également à l ' in tér ieur de cette variété; nous avons déjà vu
que les points de la variété l imite définie par © == o, H == o sont trans-"
fon'nés en d'autres points de cette même l i m i t e .

Nous verrons plus loin à quoi, t iennent les différences des valeurs
des invar iants du, groupe d'une équation donnée, lorsqu'on change le
système des lacets; c'est à la présence de fonct ions mu l t i f b r rne s d a n s
leur expression.
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DEUXIÈME PARTIE.
É T U D E DES F O N C T I O N S A.

10. Je vais exprimer l'invariant d'une subst i tut ion quelconque et,
en particulier, les invariants fondamentaux au moyen des paramètres
A. et B de l 'équation différentielle mise sous la forme

(H- <r ̂  A, __A_ i +_Ai_^J^ . , _!_
^ (.z'-^)2 (^-a,)2 " " • ( . r - ^ ) 2 ' ^ — ^ i-...-h ^ _ ^ -

M. Poincaréa montré que l'intégrale générale est une fonct ion uni-
fo rme de ces paramètres, développable en une série de la forme

00 .r^/^...^) +/io..(^)Ai-4-.. •4-.A^,..Aî'A^... B^ ....

Les fonctions/ s 'obtiennent par quadrature; car
dî r _r/^^s::;'-'07

^ ^ i
"T^i/io...-—7~~——~7~\i/oo...î
aw 00 . . . ^ — — ^ l ) 00.. .

et, en général,
.d^ , ___ï_ i i
^^^.^(Ï"^^^

les quadratures successives conduisent aux fonctions A, définies par
les équations

A / \ r ârr
A 0, ̂ o. ^1 ) == / ——————— 5

^•o ^ "' ^1
/>»•^> ./ '.

A (^, XQ, ci^ a^ = ^ A. (.r, .ro, ai ) -^Ï—,
Jy a? — a^

' • • • • * • • • " * • • • • • • • • • • • • • * . . . . . . . . . . , . . ,

et l'on voit de suite que toute fonction / est une fonction linéaire
d'expressions A, avec des coefficients fonctions entières de x, de la



SUR. LES INVARIANTS FONDAMENTAUX, ETC. S. 33

forme
(3) f=^o(.v) -}-^^(^)Ai+^2(^)À2-h. ...

Ces fonctions A n e sont pas uniformes; je vais montrer que, si la
variable décrit un contour fermé, une fonction A renfermant À" points
singuliers reprend sa valeur primitive, augmentée de fonctions analo-
gues renfermant au plus k — r points singuliers.

Je considère, pour fixer les idées, la fonction
A(a7, .z.'o,ai, 02, a;t);

el le satisfait à l 'équation différentiel le l inéaire du troisième ordre et à
second membre

y/ ________ ,.
J U

(X! —— (_'( ^

(,z" — a^ (.r — a,.,) (x — a^)

Y ' " ̂  _.__.̂ ...._____ _JL_ ___nl,__ _ ___1___
(/r—^i) (x—a^ (.r— a;,) (.r — ^)3 (.r — <^)2 (.z- — ^g) (.2" — a^) (.r — aâ)2

dont l 'intégrale générale s'obtient en ajoutant à l'intégrale particu-
lière, qui est la fonction considérée, l'intégrale générale de l'équation
sans second 'membre, c'est-à-dire

Ci-t- Cg A(.'r, ^o, a^) + 63 A,(.^, .'z'o, ^2, rt.-}).

On verrait de même que les valeurs de A(^, ̂ o, a< , a^ , . . . , <2/..) diffè-
rent d'une somme de fonctions A, obtenues en supprimant successive-
ment les points a^ a^, ..., a/f dans la fonction primitive, et sont, en
général,

(4)
A==A(^, . ro ,^ i ,a2 , .. . , O A . )

+ Ci A(<a?, XQ, a^ . . . , a/,.) -+-...+ C/;-i A(^, ^o» ^/c) + C/,.

Pour déterminer les constantes, faisons -X==XQ dans les deux membres
et leurs k — i premières dérivées, on obtient

C/,. == A (<y, XQ, diy a^ .. ., a^-i, <%A").r=;.ro»

C/i,.-»i==A(.y, a?o» ^i? ^2? - • * ? ^A'-i^^s^o?

Ci = A O,^)? ^l).r-==.ro,

^/^^. ̂  <?'^c?. Normale. 3e Série. Tome VI. S.J
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x reprenant la valeur XQ après avoir décrit le contour, puis suivi en
sens inverse le chemin pr imi t i f d'intégration x ^ . . .x.

Si l'on connaît la valeur des seconds membres pour deux contours C
et C/, l 'équation (4) et d'autres analogues fourniront leur valeur pour le
contour C 4- (Y; il suffit donc d'avoir leur valeur pour des contours
simples pour en déduire celle qu'ils acquièrent pour des contours
quelconques.

Je vais me servir de cette proposition pour démontrer que le déve-
loppement (2) n'est possible que d'une seule manière ou que le déve-
loppement (3) d'un coefficient y est unique. Cela revient à montrer
qu'il ne peut exister entre des fonctions A dist inctes aucune relation
de la forme

(5) ,^o(^) -+- ffi OQA.i 4- .^Aa-h . . . +- ff/Ah === 0,

où g-o, g^ ..., gk sont des fonctions uniformes quelconques.
Supposons d'abord que chacune des fonctions A. ne dépende que

d'un point singulier, A.i de a^ par exemple. Si la variable décrit un
contour autour du seul p o i n t a , toutes les fonctions A reprennent la,
même valeur, à l'exception de A.i qui. s 'augmente de 2^; comme la
relation subsiste, on doit avoir

9.171: ̂ i0) =0,

et g\{x) doit être identiquement nulle. Il en est de même des autres.
Supposons main tenant ,que le théorème soit exact lorsque les fonc-

tions A renferment au plus k — i points singuliers, je vais montrer
qu'il est vrai lorsqu'elles en renferment^.

Je sépare les fonctions A renfermant k points singuliers en groupes

A.i, Aa, . . ., Aaî Aa-n? •^•y.-'rîy - • • » Ap; ...,

les fonctions de chaque groupe ne différant que par le premier point ,
que je désignerai par

su ivan t qu'il appartient à l 'une ou l'autre des fonctions.
Lorsque x décrit un contour fermé G, le premier jnembre de l'équa-

tion (5) s'augmente d'une somme de fonctions A renfermant au plus
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/' — î points singuliers, et cette somme doit être identiquement nulle.
Il en résulte, d'après l'hypothèse, une série d'équations

Ci^i(^)4-C2^(^) 4-. ..--hCaé'aC^)^^

Ca-H^a-M(^) -+- Ca+.2^a+a(^) -+-• • • -+- Cp^(^) =0,

Ci , €3, ..., Ça sont respectivement égales aux valeurs que prennent

A(;r, XQ, a/:,), A(^, ^o, a/,), A(,'z-, Xo, û/J,

lorsque -r reprend la valeur x^ après avoir décrit le contour G. En choi-
sissant convenablement ce contour, on peut faire en sorte que toutes
les constantes C ^ , Ça, ..., Cy. soient nulles, à l'exception d 'une seule
qu i est égale à 2 m:; la fonction ^ qui a même indice doit être iden t i -
quement nulle. On verrait de même que toutes les (onctions ^ do iven t
être nulles, et le théorème est démontré.

H. Il existe des fonctions A ou des sommes de ces fonct ions q u i
jouissent de propriétés analogues au logarithme et que je me propose
d'étudier, parce qu'elles seront utiles dans la suite.

Je désignerai, pour simplifier, par A^,^)»^') iune fonction ren-
fermant k points singuliers identiques à a^ e t , en général, par
A(<r, .^o, a^, a[, .. -) une fonction dont les k premiers points sont iden-
t iques à a^ les / suivants à ^2, etc.

Je considère la fonction ^{oc,x^a!\} et je suppose que la variable,
en partant de.To» décrive, dans le sens direct, autour de a^ un cercle
de rayon p; si x^ == a^ +- pê^o, on a

r9
K{x,x,,a,}= t €lie'=i{Q—9^

J^

A^,^,€^)= f ^Q^e^diQ^9^6^'j î. 2

et, en général,
,,_i(9-0^(6) A(.:r,^,a/f)=-^—^• 111!

/ o r fjT- \ A'

Lorsque 9 prend la valeur 60 + air, la fonction A devient 7-7—7,^ ^
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si 0 prend la valeur 60-4- STITT, la fonction devient

(iniT.Y'
r.2...r

Je considère maintenant une fonction renfermant k points singu-
liers, d o u t a i égaux à a^ k^ égaux à a^, .. ., k^ à a^ et toutes les fonc-
tions obtenues en faisant sur ces k points singuliers toutes les permu-
tations possibles, en nombre

k\
I^r—^i'

Je dis que la somme de toutes ces fonctions SA(^, ^o» ak^ ^ÎS • • •)
prend une valeur constante, indépendante de x^ et des points singuliers,
lorsque oc reprend la valeur oc^ après avoir décrit un contour quelconque.

Cette somme, pour une valeur quelconque de <z-', est une fonction de a?
et de a^ a.^ .... a^: je la considère comme fonction de x et de a^ ;
x étant dans le voisinage du point oc^ et a^ d'un po in t a\, elle est déve-
loppable suivant les puissances croissantes de a^ — a ^ , pourvu que le
module de cette quantité soitsuflisamment petit et que x reste dans le
domaine du pointa. On peut continuer cette fonction lorsque x sort
de ce domaine et décrit un chemin quelconque.

Les dérivées, par rapport à a^ des différentes fonctions se calculent
d'après la formule suivante :

^ A {x, XQ, ci}, a^ ..., a^, d^ a?, . .., a^, a^)

—^^^}^^aïrl^^-), /y> /y • /y /y ; - - ^ - — ^ »~y, ^^ , ^f/ï • • • /^o—a^ a^—a?/

j +a^A^^'a''<l••••)-^L^A(•-•.av/-S^...)

+(a^.-a^^JA(•••'<ff^l'ffp'•••)+^/v(••••ffÏ•ffp^

-^A(•?•'a?-l•^-(^+^)A(.-.,<,^-l).

La dérivée de la somme est formée de fonctions A renfermant k — i points
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singuliers; elle se réduit à
i i

]ÎA{x,xQ,a^-\a^, • • • ) ,V ^ o — a i ;r-~a.i/

la somme s'étendant à toutes les permutations des k — i points singu-
liers.

On peut former les dérivées successives de la somme par rapport
à a,i, y faire a^=a\ et écrire le développement suivant les puis-
sances de a, — a^.

Pour continuer la fonction de x au delà du domaine du point x^, i l
suffi t de cont inuer les coefficients du développement suivant les puis-
sances de a^ — a° ; lorsque oc, après avoir décrit un certain contour,
reprend la valeur x^, tous ces coefficients s'annulent, excepté le terme
tout connu; la somme prend donc une valeur indépendante de a^ ; on
verrait de même qu'elle acquiert une valeur indépendante des autres
points singuliers.

Pour avoir cette valeur, je distinguerai deux cas :
1° a?, partant de oc^, décrit un contour simple entourant tous les

points singuliers qui entrent dans les fonctions A, c'est-à-dire un
contour équivalent à un lacet autour de l ' inf ini ; on peut alors sup-
poser que les points singuliers occupent des positions quelconques,
et se rapprochent indéf in iment de l'un d'eux a^ ; chaque partie de la
somme devient A(;y,^, a^'), et lorsque x reprend la valeur^, la
somme acquiert la valeur

(^Tl)71-

k,\k,\ ...f^

2° x décrit un contour simple entourant un ou plusieurs des points
singuliers, mais en laissant d'autres à son extérieur; on peut sup-
poser les premiers réunis en un seul et les seconds rejetés à l ' inf ini :
les éléments d'intégration relatifs à ces points singuliers sont alors
nuls, et la somme est nulle lorsque x reprend la valeur x^.

En particulier, la somme A(»r, x^ a^ a^) 4- A(.r, x^, a^ a^ prend
la valeur o ou — (.{^ suivant que x reprend la valeur x^ après avoir
décrit un contour simple entourant un point ou les deux points a^ a^.

Comme au paragraphe précédent, on peut, en partant de contours
simples, calculer la valeur que prend une somme de fonctions A
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lorsque ^ reprend la valeur oc^ après avoir décrit un contour quel-
conque; c'est une fonction de 217:.

12. Une somme de fonctions A ne contenant que deux points singu-
liers

A(x,^,a\^a^,a^, ...) + A(^, .2-0, a^-\ a\^ ..., a^) -1-. ..,

étendue à toutes les permutations circulaires des lettres qui y entrent,
prend une valeur constante, indépendante de x^, a^ et a^y lorsque x re-
prend la valeur XQ après avoir décrit un contour quelconque.

En répétant le raisonnement du paragraphe précédent, on trouve
que les dérivées de cette somme, prises par rapport à a^ ou à a^, s'an-
nulent identiquement lorsque x reprend la valeur ^; la somme ac-
quiert une valeur constante; elle est nulle si x décrit un contour
simple autour de l'un des deux points; elle est égale à

(2^)^n—^~~

si x décrit un contour simple autour de deux points, k étant la somme
des exposants des points singuliers, et n le nombre des fonctions.
Ainsi

A(,r, XQ, a^ a^ a^ a^) -+- A(<z", .z'o, a^ 0.1, a^ a^)

devient o ou 2 - V 2 n / - suivant que x décrit un contour autour d'un
point ou de deux points.

Une somme de fonctions A renfermant un nombre quelconque de
points singuliers et étendue à toutes les permutations circulaires des lettres
prend une valeur indépendante de x^ lorsque oc reprend la valeur ̂  après
avoir décrit un contour quelconque.

Soit k la somme des exposants, je suppose que le théorème soit vrai
lorsque cette somme est égale à k — i; la dérivée de la somme des
fonctions, prise par rapport à a^ devient, pour x=oc^ une somme de
termes de la forme

, , ^rr^ 2 A ( ̂ ' ̂  ̂ rs^s ... )^ro,

les fonctions A ne renfermant que A — i points singuliers, et les
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sommes étant étendues aux permutations circulaires; ces sommes
étant indépendantes de .z^, il en est de même de la somme des fonc-
t ions considérées.

lin prenant la dérivée de ces sommes qui renferment k — i points
singuliers , on peut, après plusieurs dérivations analogues, faire dis-
paraître l'un des points singuliers dans les fonctions A qui composent
les dérivées; on est f ina lement ramené à des sommes renfermant
deux points singuliers; le théorème étant vrai pour ces sommes, il est
vrai. dans tous les'cas.

Le calcul précédent montre qu'une somme de fonctions A étendue
aux permutations circulaires prend, pour ,r == ,-ro, une valeur que l'on
peut calculer par des quadratures successives effectuées par rapport
à a,, a^, a;p .... Considérons, par exemple, la somme

S == A (ai , 02, a^) H- A(aa, a^ a^ -\- A(c^, a^ 03),

x et .To étant omis, pour montrer que l'on fa i t .v == x^ ; nous avons

à^ _ /"_i_ _ _ï_ \ ̂ _ ___^^. __ ̂ ^
àa^ "~ \ai •— a^ a^ — d - ^ } ^2'i •a^ — a^ ̂ 'u a^ — a.^

2^;p S;^, ÎS^ représentant A(a^ ^3)-h A(a;î, a^) et les sommes ana-
logues ; par suite, en Intégrant par rapport à, a,,

—, (X\ —' €f't) «i , Ctef— €(•<, wi -. €('~t — Ct^ /^ "v /i •v n 'vS := lâg Io^ -!——'• 4- lin îog ———" + 2iâ log --•-——~ + Ci2â;î 4- LA-ÎI+ t3^i2,
Ci^— ^3 Cl^—— Cl^ €t'^—— 6?2

(^, C^ C:î étant des constantes indépendantes de a^ a^, a.^ et dont, la
présence tient à la multiplici té des déterminations dès-logarithmes.

Pour évaluer les fonctions A qui composent la somme S, nous suppo-
sons que le contour décrit par la variable se compose de lacets formés
de droites partant du point ̂  et de petits cercles entourant les points
singuliers. Nous convenons de plus de prendre pour valeur de
lo^îin^ celle qui. se réduit à zéro lorsque a. vient se confondre0 a,i — a^ ' 1

avec a^ après avoir parcouru la droite a^o, puis la droite .r^; nous
prenons d'une manière analogue les deux autres logari thmes.

En faisant ces conventions, les constantes C^ , C^, €3 sont nulles. En
effet, si x décrit les lacets entourant a^ et a^ S;̂  et S^ sont nuls, S,>.,
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est égal à — 4'n:2, de sorte que

s^-^.fiog^^^+c.V\ ° a i — a 3 /

Si, de plus, ^2 vient se confondre avec 03, en suivant le chemin
a^oc^a^, S devient

A(ai, ^j) +A(a|, <%i) 4- A{a^, a^ a^)

et a une valeur nulle, car le contour n'entoure que l'un des points;
comme le logarithme devient nul, on doit avoir (^ = o. On verrait de
même que Ça et €3 sont nuls.

La fonction S que nous venons de déterminer jouit de propriétés
remarquables; elle dépend de la nature du contour, de l'origine et des
points singuliers a^ a^, a».

ï ° L'origine œ^ étant un point fixe déterminé et les logarithmes
étant pris comme nous l'avons dit, on obtiendra la valeur de S relative
à un contour quelconque en remplaçant S^-p ^31» ^2 P^ 1e8 valeurs
qu'acquièrent ces fonctions après que x a décrit le contour; nous
les supposons connues; ce sont des fonctions de a m:.

ViS. 2.

A \ B

2° S est une fonction de x^, bien que £CQ ne figure pas explicitement
dans son expression; à ce point de vue, c'est une fonction présentant
des coupures, comme celles qu'à considérées M. Hermite ( (), et ces
coupures sont les prolongements des côtés du triangle obtenu en joi-
gnant les points a^ a^ a^ Çfig^ 2) : cela tient à ce que l'ordre de suc"

(1) Cours rédigé par M. Andoyer, XVe et XVIe Leçon.
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cession des lacets (û^), (^2), (a^) change lorsque ^o traverse une de
ces coupures.

Si SA, Su, S<;, S^ sont les valeurs de S aux points A, B, C, I), on a

Sn •== SA 4- a/7:Ia;{,

Se ̂  8^4" 2?'ÎT^3i,

Si)= SA-I- 2^71:^12.

Si le p o i n t A est tel que les lacets pris dans l'ordre (a, ), (<^), (a;;)
ne donnent plus le lacet de l ' inf in i , il faut changer le signe de arrr.

3° S est une fonction de a^ <r^, 03; en supposant que ci^ a^ et .r,.,
restent fixes, c'est une fonction de a, q u i admets et a^ comme poin ts
singuliers, et qui. possède, de plus, comme coupures, les droites joi-
gnant .z-o aux points a^ et a^ et les prolongements de ces droites
C/^3).

Fig. 3.

Si le point a^ se déplace et traverse ces coupures; s'il passe, par
exemple, de m au point m' inf iniment rapproché de w, mais s i tué de
l'autre côté de^a^, S éprouve le même changement que si a^ a^ et
a^ restent fixes, et x^ traverse la coupure aboutissant au po in t a^ dans
la figure précédente. On a, par suite,

S,«/=: S„l•Jr 9.17:^,
s^ =Sn 4-3î7TZi3,

Sp' == Sp •+- 9^"7r2i2.

Ces formules donnent la variation de S lorsque a^ revient à sa position
première après avoir décrit un contour quelconque.

Les développements qui précèdent permettent d'énoncer les résuL"
Aun. de FÉc^ Normale. 3e Série. Tome VI. b.6



S.4^ H. VÔGT.

tats obtenus dans le cas général. Si l'on a calculé les sommes de fonc-
t ions A étendues aux permutations circulaires des lettres, lorsque la
somme des exposants est égale à k -—• \, on peut en déduire, par qua-
dratures, les sommes analogues dans lesquelles la somme des expo-
sants est égale à k; on aura, en général,

^AX...,aL^^...)=I;/(^-^)^A(...,4,ar1,^...),

les sommes de fonctions A étant étendues aux permutations circulaires
et les intégrales qui composent le second membre élant obtenues en
prenant pour a/,.tous les points singuliers dans l'ordre où ils se présen-
tent. De la sorte, une somme de fonctions A s'exprimera au moyen des
sommes d'intégrales A portant sur deux points singuliers, multipliées
par des intégrales multiples analogues aux fonctions A, mais où la va-
riable est l'un ou l'autre des points singuliers a^ a^, ....

Les prolongements des droites joignant entre eux les points singu-
liers deux à deux sont des coupures pour la somme considérée comme
fonction de XQ; cette fonction reste constante tant que ^o ne traverse
pas les coupures, sinon elle s 'augmente d'une somme d'intégrales ana-
logues à celles dont elle est composée, le nombre des quadratures étant
d iminué d'une ou de plusieurs unités. De même, la somme considérée
comme fonction de l'un des points singuliers a^ a pour coupures les
droites qui joignent XQ aux autres points singuliers.

Calcul des invariants.

13. Je passe maintenant à la détermination des invariants. Si l'on
considère deux intégrales particulières y^ et y^ développées autour
du pointa d'après la méthode donnée précédemment, on peut chercher
ce qu'elles deviennent lorsque x a décrit un contour fermé; leurs nou-
velles valeurs, ainsi que celles de leurs dérivées, serviront à calculer
les coefficients de la subs t i tu t ion .

Ce calcul s'effectue simplement si l'on choisit deux intégrales parti-
culièrement simples. J'appellerai ^ l'intégrale qui /pour x==.x^ est
égale à l 'unité et dont la dérivée est nulle, et ^ l'intégrale qui est nulle
pour x === ^o et dont la dérivée se réduit à l 'unité.
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Soient
^1= 0(^4- (3 ('2,

/^= y FI -+- ôî 'a

ce que deviennent ces intégrales lorsque x a décrit un certain contour .
Si l'on fait x = œ^ dans les deux membres de ces équat ions et dans
leurs dérivées, on a, pour l ' invariant de la subst i tu t ion,

a + < 3 = = ( ^ i ) o + (^)o-

En développant l ' intégrale ^, suivant les puissances croissantes des
paramètres A et B, on devra prendre pour terme indépendant l ' u n i t é ;
les autres se calculeront d'après la méthode du n° lO, et l'on aura, en
général,

f^::i:^^dx^ w^j^dx^ (̂ ^ • • • '
dansia suite des intégrations successives se présentent^ 'fois (x—a^'\
/^ fois (x — a^, ..., /, fois oc — a,, .. . ,4 ^ois x — ( î n ' > ^t ̂  somme S
est étendue à toutes les permutations possibles de ces quanti tés dans
l'intégrale multiple.

/»;<"
Pour la seconde intégrale ç^, on doit prendre /oo... === / (^ et les

•*'(>
autres s'en déduisent par quadratures; comme on n'a besoin que des
coefficients de la dérivée de la seconde intégrale, j 'écrirai

^ f" dx r'' , r1' cLr r" .
©/. /. . , .-==,?• I -—————; i dx I ——————- - • • ( dx.

• f.1:/:?;;̂ " ^J^ (.x-a^'lJ^ J^ ^-a,y1 J^

la somme ayant la même signification que précédemment. Finalement,
le coefficient de A^ A^ 2 . . . B^ dans l ' invariant sera

[A^A^.. . B^] == r^^,...,^+ o^^.^..]^ ,

x reprenant la valeur x^ après avoir décrit le contour donné.
Nous avons vu que les.coefficients / se mettent sous la forme ( 3 )

où les g sont des fonctions entières; les coefficients o se mettront sous
la même forme où les g pourront être des fonctions rationnelles ayant
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pour intmis <z,, a.^ ..., a,^ II en résulte que chaque coefficient du dé-
veloppement de l ' invar iant sera de la forme

. S G ( ^ o ) A ( ^ o » ^ i , . . . , ^),

où les G sont des fonctions rationnelles.
Avant d'entrer dans le déta i l du calcul, je vais donner quelques pro-

priétés générales des invariants et des coefficients qui entrent dans leur
développement.

Ils sont indépendants du po in t x^, origine du contour. Si l 'on choisi t ,
en effet, un autre point <z",,, et si w^ et w^ sont deux intégrales déter-
minées dans le domaine de ^,, comme ^ et ^> le sont dans ce lu i de^o,
les subst i tu t ions subies par w^ et (ï^ soût des transformées de celles
qui sont subies par ^ et ^ et ont mêmes inva r i an t s ; ^ ne do i t donc
pas entrer dans leur expression.

Si l'on effectue sur la variable une subst i tut ion

x == ai; -+- (3,

les intégrales qui servent alors pour le calcul des invariants sont r^ === (,',
et. T]^ == -^; comme on a

r :. d'^^\ r d^}
y-h-h- -77- , = ('!+ ——— ?L ^ ]^ L ^ ]x=^

les invariants ne sont pas altérés par cette subs t i tu t ion . L'équation à
laquelle sa t is fontTj i et y^ étant

^-.r -^^Al- ^ -^ ^i^ 1 'i^â ~ ^l'^r^2 /—a^^^'- +— ^ .. ,
LV a J ^--^—^ ,-^_ J

i l en résulte que les invariants ne sont pas altérés par la transformation

A./^, A//,;

(8) ^ ^A^'

.,., a!t=±.
a

On en conclut d'abord qu'ils ne sont fonctions que des seules diffé-
rences a , — a , , a,—a^ . . . , a — a y , ...; déplus, que les coefficients
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des puissances des paramètres A ou des produits de ces puissances
sont des fonctions homogènes et de degré zéro des points singuliers a^
a^, ..., a^ et enfin que le coefficient d'un terme où la somme des expo-
sants des paramètres B est égale à m est une fonction homogène et de
degré m des points singuliers.

On pourrait déterminer par un seul calcul tous les coefficients des
termes où la somme des exposants est égale à p . Considérons p points
singuliers distincts et l'expression suivante, où l'on fait x == x^ après
un contour donné,

r -î ^ f" 7 r' dx f / r' dx r1 f/•r
ai 0.2. . . an] -= >. f cix 1 —.——— 1 dx / ——— • • - f ————1 / J ^J^ , J,,, ^—^J^ J^ ^—^ J^ .r—^

^ r'' dx r' , r'' dx r'' .-4_ y i ———-.- f clx 1 ———— • " 1 dx, '
^J,, ^~a,J^ J^ x^a, J^

les sommes 2 étant étendues aux p\ permutations des p points a, ,
a^, ..., a^. On aura, si la somme des exposants k est égale à q^p,

I: Aî. A^.. .A^ B^-By = ,——^-^^^^ __L [^, ̂ . .. a,],,
A ^ 1 À g; ; . . . L^ 1 . . . A^ i (/GCj[ (-/OCa . • . UO^q

en faisant ensuite dans le second membre les ^ premiers points a^
égaux à a^ les k^ suivants égaux à a^, ....

14. Je vais calculer les invariants clés substitutions que l'on obtient
lorsque x décrit un contour entourant un seul point singulier a^ ; on
peut, en appliquant la transformation (8) du numéro précédent, choi-
sir a et p de telle sorte que

^ - P - /,
—^—-^

et donner à a un module aussi, petit que l'on veut; do la sorte a_>,
a:,, ..., a^ sont remplacés par des points s'éloignant à l ' infini, et
B< B 2 . . . B/, par des quantités tendant vers zéro ; en d'autres termes, les
invariants chercbés sont les mêmes pour l 'équation donnée et pour
l 'équation plus simple

• ! <r _ _Ai_ ,
d^ """ ( . r—^) 2 - 7 1 '
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Le calcul donne
[A?]=2, [An=o, [A1]=2A(^) , ...,

[Af] == [(- i)*+ «]A(aO + [(- i)71-- i] /^=-I- A(<^-1) +...

-[(-.)-. (- ,).'] (^I)(^•;_^•-•I) ̂  A(<--) -. ...

^,-,^(_^^^^_y-3)^^^,

On obtiendrci l ' invariant I, en remplaçant A(<^) par { t 2 6 f n ) y et en

général 1^ en remplaçant A(a^) par î-l^7^.
Le résultat obtenu concorde bien avec celui que l'on déduit de la

considération de l'équation fondamentale déterminante relative à a,;
cette équation est

r2—^--Al:=o,
et

1, = ̂ '̂ v.+ e^^ =~- 2 cosTr^'^'Ui

=:- 2 ̂  ̂  (, 4. 4A, ) + ̂  (i + 4AJ^ -...].

Ce développement ordonné suivant les puissances de A< est iden-
t ique à celui que nous avons obtenu, comme cela résulte des identités
suivantes , faciles à démontrer,

r 7:2 77'" ^2.s- -1
.=-2COS^-^-^+^+...+(-^+...J,

o r 7T2 2 7 '̂ .<? TT2^ '1
°==-8[-,-;+74,-..^(-)^^+...J,

et, en général,

[Af]=-..44(-r)^ +(-,)- ̂ -tl-^^...
L 2 A I I ( 2 A- -(- 2 ) î

• +(-J îiirLIlL^Lt̂  1/ i.-2...(.y-/0 "" a.y! • • • • J '

15. Je considère maintenant l 'invariant d'une substitution quel-
conque; un coefficient du développement suivant les puissances des
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paramètres A et B est une fonction linéaire des fonctions A, les coef-
ficients étant des fonctions rationnelles de XQ et des points singuliers
a,, a^, . . . , a^

Je vais d'abord montrer qu'on ne peut le mettre sous cette forme
que d'une seule manière; autrement dit, il n'existe entre des fonc-
tions A où l'on a donné à x la valeur x^ après lui avoir fait décrire un
contour quelconque, aucune relation de la forme

^i(.z*o, Oi, ^2, . . .) Ai (ai, ^2, . . .) -+-^'2À2 4-. . .4- S ' / i A / i =o.

En effet, la fonction de oc qui donne naissance au premier membre,

g^ {x, a^ . . . ) Ai (,r, .rz'o, a^ a^ ...)-+- ,^2^2 -h-... -h gh^h

reprendrait la valeur zéro lorsqu'on donnerai t à oc la valeur x^ après
lui avoir fait décrire un contour quelconque; ce serait une fonction
un i fo rme de x, ce que nous avons reconnu être imposs ib le»

Cela posé, soit C un coefficient du développement de l ' invar ian t
suivant les puissances des A et des B; c'est une somme de fonctions A
affectées de coefficients g; je vais démontrer le théorème suivant :

Les coefficients g sont indépendants de oc^ ; les/onctions A se partagent
en groupes, chacun d'eux contenant toutes les/onctions A qui se dédui-
sent de la première par permutation circulaire des lettres; de plus, toutes
les/onctions d'un groupe sont affectées du même coefficient g.

Soit h la somme des exposants des points singuliers dans les fonc-
tions A ou elle est la plus élevée; A < , A,, ..., Aa un groupe de fonc-
tions A renfermant k points singuliers, et se déduisant de la première
par permutation circulaire des lettres, A.a-M» Aa+2. • • - » Ap les autres
fonctions A renfermant k points singuliers, et partagées également en
groupes; soient enfin A^,, Ap^, ... celles qui renferment au plus
k — i points singuliers. On aura, par exemple,

G = g-i (.^o» ̂  • - * ) Ai (^o, ̂  ̂  - -, 0 "+- ̂ A.2 (^o, a}-\ a^ . .., aj, a, )
-+- ^3 A^ -4-. . .^é^Aa^^a'M^o»^!» * - .)Aa+i(^o, af, Ct^ . . * ) - + " . . .

4- ff^A.^ -+- g'^i (^o ^i» - • t ) •^p+i (^o» a^1' a^ • • • » a?) 4" • * • •

C étant indépendant de ^o, comme nous l'avons vu, ne change pas si
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l'on remplace a?o Pa^ ^'o •+" ^ de sorte que

C == ffi (^o -i- £, ^i, . .. ) Ai (^o -+- ̂  a\, . . . )+ . . . ;

la défini t ion d'une fonction A et sa représentation par des quadratures
montrent, d'autre part, que

A(.ro +Ç, a\, c^, .. .) =A[.ro, (^-0\ (^- 0^ . . .J,

ou, en développant le second membre suivant les puissances de ^,

=A(.z'o,^,<, . . . )— i(^- +^ +...JA(.z-o,^,^', . . . )4- . . . .

Les tenBes qui suivent le premier se calculent d'après la for-
mule (7) du n° 11, et sont une somme de fonctions A en nombre f in i ,
renfermant au plus k—i points singuliers. En remplaçant les fonc-
tions A par leurs valeurs ainsi calculées, on a

C -= s\^'o -!-£, a,i, .. .)A,i(^o» ̂ }, ̂  ...)+.. .4- ^p(^o 4-^ ûti, . . . )Ap,

plus des termes renfermant au plus k — i points singuliers; en ident i -
f iant les deux valeurs ainsi trouvées pour C, on a, pour les termes
renfermant îc points,

^l(^0 -+-^ <^1» • • •)=Â> > l( t : z >0, < ^ J » • • • ) ,

• ' • • • • • • * • " • • • • • • • • • • • • • " • • • ' • • • ?

érl3(•z'o+^ a^ .. .)=^p(.ro,ai, ...),

ce qui indique que les coefficients g^ g^, ..., g^ sont indépendants
de^o.

Considérons maintenant les termes renfermant k — i points singu-
liers, et en particulier la fonction

Ap+i (xo, Œ^-1, a^ .... a?) ;

dans la première valeur de C, son coefficient est g^{x^, a^ ...); dans
la seconde valeur, après transformation des fonctions A, les termes ren-
fermant A(à.n(.X?o, ̂ "^ - - •) 80^ :

. i° , ! ; ^ 1 1

^p+i (^-h ̂  ai, ...) A(^o> ^""S a^ • - •) ;
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2° Des termes provenant des dérivées
0 A / ... /./À //-'- \ \ ( y r^' n^' \ -,— ..-Y! \j• o, a ̂ , a^,, . . . ;, ,.- j\i (,.< o?' "n "7^» • • * / »

—— À2(.r<,, ^f-1, . . ., aj, ^i), —— ...Va (.2^, ̂ -1, . . ., ̂ , f<i)
0€l\ U ( t : {

et d 'autres analogues^ teîles que

--— Aa-^-IA(^o, ^r1, ̂ ,. • . , ^?"''1, — . . ^.?).

En les calculant d'après les formules (7), on trouve que le coeffi-
cient de A,p.^ est égal à

Ï / o. < , ' \ „ i "%? î o. _„_..,_ .
S Kft 1 —— .)"? 2 / , . ~ ,.~ ' /, l- Ô //^ „ " " ' .~" 5

.T^~—ai ^maià a-i—a,

le premier terme contenant seul le facteur -—^—; en identif iant lesi ^ ^_ a^
deux coefficients de Ap.,^, on a

,̂ î (^o, ̂ i ,...)= ̂ p+.i (^o •+ ̂  ̂ i, ...) ~ l ( ̂ i — ,^2 ) —^—— 4- V — l g m ———— 9
^'o—"i -<1— < : / /—a j

d/ou

^^,,(^,^,...)-h-^ ̂ ^^+.,.=(^^^)^^ +1>/^^-
IJne telle égalité est impossible, car le seul terme du second membre

renfermant x^ est (§•, — g^) —I—-, et ne peut être la dérivée par rap-XQ — a-y
port à /x^ d'une fonction rationnelle de cette quan t i t é ; on doit donc
avoir

^i = ^â»
et l'on verra de même que

ffl=g-^. . .=^a.

Le théorème étant ainsi démontré pour les termes renfermant
k points singuliers, il résulte d'un théorème énoncé au n° 12 que
l'ensemble de ces termes est indépendant de «z'o; si l'on représente
cet ensemble par Ci , la quantité G — C^ est également indépendante
de »'ro; comme les fonctions À qui la composent renferment au plus

Afin. deVÉc. Normale. 3° Série. Tome VI. S-7



S.5o H. voc/i\
h—ï points singuliers, on volt , en répétant le ra isonnement précé-
dent, et en con t inuan t ainsi de proche en proche, que le théorème
énoncé est complètement général, et s'applique à tous les termes du
coefficient G.

Ainsi l'on trouve

[ A i A a ] =. 2[A(^ , a,) •+• A(a^ ^)],
[BiB^^—^i—^EA^i^+A^ai ) ] ,

[•^^^^S^t^T^^
[ S î i î L B y ] -=— ( a i — ^ ) ( ^ — a^ ( f l !3--^i) [A(ai , a^ a^) -+- A (03, ci.^ a^ + A(as, a^ <^)]

4- (^ i -— eu) (a^— as) ( û a — r / i ) [A (a;;, a^ 03) + A(a i , a;,, a^) + A(^, a,, ^i)'|
4 -^(^1— as)2 ( a ^ 3 — a i — a^) [A (^1,^2) -hA(^ ^i ) ]»

les S étant étendues aux permutat ions circulaires des indices.
On peut faire, en out re , les remarques suivantes : les coeffi-

cients [B^] et |AfB^| sont tous nu l s ; ils ne dépendent, en effet, que
de a/ et sont homogènes et de degré k par rapport h cette q u a n t i t é ;
mais cette propriété est incompat ib le avec celle de rester invar iab les
lorsque l'on remplace a/ par ai-\- a; ils sont donc nu l s . Parmi les coef-
ficients don t l'expression ne renferme qu ' un seul indice, il n'y a que
les coefficients [A^] qu i ne soient pas nuls; ils ont été calculés au
n° 14.

Ce sont également les seuls qui renferment des fonctions A ne con-
tenant qu 'un seul point singulier, ou de la forme A(a^). Supposons
que x décrive un contour autour du seul point a^ l ' invariant doi t se
réduire à ïi que nous avons déterminé et tous les coefficients, à l'ex-
ception de ceux de la forme [ A^'j, doivent devenir nuls ; si un autre
coefficient a pour expression

„ [A^A.^. . .B^. . ]=^A(a/)+^-V(a2 )^ . . .+^a^A(^,^. . . )+. . . ,

les fonctions SA renfermant plusieurs points singuliers s 'annulent
lorsque le contour entoure un seul po in t , car ce sont des intégrales
multipliées par des sommes de fonctions A à deux points singuliers,
et ces dernières deviennent nulles.; la somme

^A(a / )+^A(a?)+ . . .
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doit:, par suite, se réduire à zéro, ce qui exige que g\ = o, g\^ = o, . . . .
Il ne doit donc entrer dans le coefficient d'un terme renfermant plu-

sieurs indices que des fonct ions A renfermant au moins deux points
singuliers.

16. L'expression d 'un invar ian t quelconque est une combinaison
de sommes de fonctions A étendues aux permuta t ions circulaires, et
l 'étude que nous avons fa i t e de ces sommes nous donnera des pro-
priétés des invar iants .

Rien ne distingue les invar iants les uns des autres, au point de vue
de leur développement , lorsqu'on laisse aux fonc t ions A. q u i y entrent
toute leur générali té; ce n'est qu'en d o n n a n t à ces fonct ions la valeur
qu'elles acquièrent pour un contour donné que l'on aura l ' i nvar ian t
relatif à ce contour.

Un invar ian t est une fonction de l 'or ig ine du contour, des para-
mètres A, B, des points singuliers ^, , a^ ..., a// et enfin du contour
chois i .

C'est d'abord une fonction uni forme des paramètres A et B; nous
verrons dans la IIIe Partie que cet te fonction ne change pas lorsqu'on
fait subir aux paramètres des transformations rat ionnelles et réver-
sibles analogues aux transformations Cremona.

Supposons m a i n t e n a n t que l 'origine et les points s inguliers soient
fixes, et que l'on fasse varier le contour ; on donnera aux fonctions A
les valeurs qu'elles acquièrent relativement à ces contours, et l'on
aura les valeurs de l'invariant. Nous savons que ces valeurs ne sont
pas indépendantes , et qu'elles sont fonctions entières de 3(n—i)
d'entre elles, et des racines de n — 2 équations algébriques du second
degré; on peut inversement se servir de ces résultats connus pour
trouver de nouvelles propriétés de combinaisons de fonctions A. Ces
combinaisons, lorsque oc décrit des contours quelconques, sont des
fonctions algébriques de 3(/z — i) valeurs distinctes qu'elles prennent
pour des contours simples.

Pour donner un exemple, considérons la fonction

F == 2A(^ ï , û^, 03) — 2 A ( a â , c?i, (^3)?

elle entre dans les invariants d 'une équation ayant trois points sin-
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û;uliers, et a trois valeurs fondamenta les , correspondant aux con-
tours 8 , 8 ^ , 8^83 , 8 ^ 8 , ; si nous voulons sa valeur pour le con-
tour 8 (8^83 , nous considérerons l 'équat ion ( ï ï ) (n0 3, I1'6 Partie)
qui donne I,^ et, dans le premier membre, le coefficient de B ^ B ^ B ^ ;
en représentant par [ç ]^ la valeur du coefficient [ <p | relative a un con-
tour 8, on obtient

S[B,B ,B3]^3- | :B lB ,B3]^ m [B ,B2B3]23- [B ,B ,B3]3 , | 2

+ [B^]u [BA],3 [B^ Bj3i ̂  o ;

d'où, en se reportant aux valeurs trouvées au n0 15, on t rouve

(F^-F^-F^-^i)2^^)3^,

équation qui donne la valeur de F relative au contour S^ 8^83 en fonc-
tion de ses valeurs relatives aux trois contours fondamentaux; elle est
du second degré comme l 'équation d'où l'on est part i , ce que l 'on ex-
plique comme nous l'avons vu.

La valeur de F relative à un contour quelconque est une fonction
rationnelle et entière des quatre valeurs précédentes F^» F^, F;^, F^:(.

8upposons main tenant que les points singuliers soient fixes, et que
l'on fasse varier l 'origine x^ du contour; cherchons ce que devien t
l 'invariant d'une substi tut ion donnée 8^8^ . . . ; nous supposons,
comme dans le calcul des fonctions A, que x dérive au tou r de a^
a.j, . . . , a^ des lacets formés de droites issues de ^o, et de .pe t i t s cer-
cles entourant les points singuliers.

Un invariant est une fonction de x^ ayant pour coupures les pro-
longements des droites joignant les points singuliers deux à deux ;
elle a une valeur constante dans chacune des parties du plan l imitées
par ces coupures, et change de- valeur lorsque <r<, traverse l 'une de ces
droites.

Cette propriété résulte de la propriété analogue que nous avons dé-
montrée pour les sommes de fonctions A; la transformation de l 'inva-
riant résulte de celle de ces fonctions.

Mais on peut déterminer a priori l'a transformation de l ' invariant
au moyen de celle de la subst i tut ion et, comme dans ce qui précède,
en déduire inversement la t ransformation subie par des combinaisons
de fonctions A.
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Soient, S,, S^, . . . ,S^, ..., S/Jes substitutions relatives aux lacets issus
de x^ et entourant les points singuliers lorsque <x*o occupe une posi-
tion A Çfig' 4); ^i oe point traverse la coupure formée par le prolon-
gement de a/,a, au delà de a, pour occuper la position B, et si ï;,,

1 ,̂ . . * , S^., . . . sont les substi tut ions relatives aux nouveaux lacets,
dies sont ident iques aux substitutions S, à l 'exception de 2^, qui est

I,=S^S71.

I l en résulte que l ' invariant relatif à un contour ... S^S^S;' . . .
change de valeur et devient l ' invariant relatif à

v a v p V y —. Q, a c c ̂  c •-• 1 C Y. . . ̂ / ^.^/ . . .,-...-..-. . . D/ Oi ?'/, ̂ i D/ . . .,

ou bien que
[l....r/^/ï..JB^[l...2•alÂ•?l-l/ï...]A•

Si ̂  traversait la coupure en tournant dans le sens inverse autour
de a^ il faudrai t remplacer S/^ par S^S/t.S.i.

Si l'oîi a choisi un, système d'invariants fondamentaux, et si. l'on dé-
place rorig'ine du contour, on obtient un autre système également
fondamental.

Nous pouvons préciser ce que nous avons di t au n° 9 (Impart ie) ;
n o u s avons détînl les subs t i tu t ions auxiliaires S^, S^, ... au moyen
de droi tes j o ignan t les points a^ a^ . . . , a^ ou de coupures se rame-
n a n t à ces droites; on peut supposer, .sans rien changer, que l'on
prenne une origine des contours oc^ à l'intérieur du polygone a^ a^... a,^
et que le chemin a^a^ soit formé des deux droites a^\,, x^a^ ou de
coupures se ramenant à ces droites; les invariants sont alors bien
définis. Si maintenant <x\, varie dans le plan, les invariants, tout en
gardant le même nom, changent de valeurs, les chemins auxiliaires
changent également, mais le groupe reste le même. On peut donc,
sans changer le groupe, faire subir aux invariants les transformations
résultant de la variation de l'origine ^o; à chaque transformation cor-
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respond un changement des coupures a^a^ a^a^ ..., a^a^ et un
changement correspondant des invariants.

Si l'on considère un invariant particulier, calculé lorsque ^ oc-
cupe une position déterminée dans le plan, et si x^ varie, le nombre
de valeurs distinctes de cet invariant est fini, car le nombre des ré-
gions déterminées parles prolongements des droites a^a^ ..., a/a/,, ...
est l imité. Les combinaisons de fonctions A entrant clans les coeffi-
cients du développement, et calculés relativement à un contour donné,
ont un nombre fini de valeurs.

Ainsi, si l'on a deux points singuliers a^ <x.», les invariants n'ont
qu'une seule valeur, quelle que soit la position de ^o; cela résulte du
reste de ce que les coefficients sont formés au moyen de fonctions A
renfermant deux points singuliers, et ce sont des fonctions numé-
riques de 2 nr, par conséquent des constantes.

Si l'on a trois points singuliers, chaque invariant a quatre valeurs
distinctes.

Finalement, un invariant est une fonction des points singuliers a^
a^, ..., a^. Si l'on suppose x^ fixe, ainsi que a^, a;p ..., a^ et si a,
est variable, il résulte de l'étude des fonctions A que l ' invar ian t est
une fonction de a, ayant pour points singuliers les autres points, et
pour coupures les droites joignant oc^ aux points a^ a;p ..., a^ on
obtient les transformations de l ' invariant au moyen de ce qui précède.
Si l'on se reporte à la figure (3) du n° 12, on voit que

[l...ïo'hhVc^..îrnt ̂  [L.l̂ Wl̂ .. ,] / /<»

[L.^/Ar^...]^ ̂  [I...3TOÎlc(2/A•a•<..]//•

On voit, en particulier, que si, dans cette figure, ^ décrit au tour
de a^ et dans le sens direct un lacet ne rencontrant aucune autre cou-
pure que x^a^ et s'il revient à sa première position, l'invariant pré-
cédent se transforme en

L.r-1!^/^"^!/^...-
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TROISIÈME PARTIE.
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES AYANT MÊMES INVARIANTS.

17- Nous nous proposons d'étudier les coefficients d^une équation
différentielle considérés comme fonctions des invariants fondamentaux ;
nous supposons qu'elle a n points véritablement singuliers et p points
à apparence singulière, les racines des équations déterminantes rela-
tives à ces derniers étant — ^ et |. L'équation est alors de la forme

<" ë=^-
OÙ

p-y_A— +y_i_+y_BL-+y_D_
' """"^ (^ — a^)2 ^ (.;r — ^/,)2 ^ x — a.i A je — ô/,

et où DA satisfait à l 'équation
(2 ) • Dl ==E/,,

E/, étant le résultat de subst i tut ion de b/, à la place de x dans

p î ^ ,
{x—bi^ x — b h

Le nombre des paramètres dont dépend l 'équation est3(^ — i) •4-/^,
car on peut choisir arbitrairement deux des n +p points singuliers, et
les coefficients B et D doivent avoir une somme nulle. Comme l'équa-
tion possède 3(n — i) invariants fondamentaux, il doit être possible,
en généra), de prendre p paramètres arbitraires et de déterminer les
autres en fonction des invariants; en particulier, on peut supposer que
l'équation n'a pas de points à apparence singulière et se proposer de
déterminer les points a,, a^ ..., a^ et les paramètres A et B. Nous ne
traiterons pas ce problème et nous supposerons les points véritable-
ment singuliers donnés; il faudra alors supposeras n — 2 pour que le
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nombre des inconnues soit au moins égal à celui des invariants fonda-
mentaux.

Nous nous limiterons à la question suivante :
Si l'on connaît une équation différentielle du second ordre, à intégrales

régulières, et ayant n points véritablement singuliers donnés à Vacance :
0,9 Os, ..., a,^ comment peut-on déterminer toutes les autres équations
différentielles de même nature, ayant les mêmes points véritablement sin'
guliers et les mêmes invariants fondamentaux que la première?

Nous supposerons de plus que l'équation donnée a/? •=- n — 2 points
à apparence singulière, comme cela a lieu, en général, pour les équa-
tions réduites, au sens donné par M. Poincaré (Acta mathemalica, t .V,
p. 509 et suiv.).

Si les équations ont mêmes invariants fondamentaux, les valeurs de ces
invariants, lorsque l'origine x^ du contour se déplace, devront encore
être égales. Or les nouvelles valeurs sont des fonctions non seulement
des3(/i-— i) invariants primitifs, mais encore des n — 2 invariants , tels
que I^:i» c'est-à-dire des racines des n — 2 équations du second degré
dont nous avons parlé. Il est donc nécessaire, pour que les 3(n — i)
invariants restent égaux pour toutes les positions de oc^, que l'on choi-
sisse de la même manière les racines de ces n — ^ équations pour les
deux équations différentielles; mais alors elles ont des groupes iden-
tiques, relativement aux contours entourant les points véritablement
singuliers. La question peut donc s'énoncer ainsi :

Étant donnée une équation différentielle ayant n points véritablement
singuliers a^ a^, ..., a^ donnés, et n— 2 points apparents, trouver
toutes les équations ayant les mêmes points véritablement singuliers et le
même groupe que la première pour les contours entourant ces points sin-
guliers .

Le cas de l'équation de Gauss se traite directement. Si À,, X^, Â;(
sont les différences des racines des trois équations déterminantes de
l'équation donnée; X^, À^, "X^ les quantités analogues relatives à une
nouvelle équation; A ^ , A^, Bi, A^ A^, Tî\ les paramètres, on a-

- , I ^==—2 COSTTÎI.I ==—acosTrÀ'i,
, : ^ V,=2/C,±^ •
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/^ étant un nombre ent ier . On en dédui t la relation

^/T-qr^A^ ± v/T-h 4 A'i ="- 2 Â-i,
(A, - AJ2- 2 A-;2 (A, -i- Ai) 4- Â-Î- /ff=: o;

de même
(A, - A^)2- 2 ̂ | ( A, + As) 4- ̂  ~ ̂  = o,

[ A ^ -h A^ -+- B\(a^a.^ — Ai — A a — Bi (<2,i — a^)]2

— 2 Â-j [A'i •+- A4 "+• 'n\ (a^ — ^a) -^ Ai •+- A^ -h BI ( a, — a.,)] -4- /^ — A-j = o,

k^ k^, Jc^ étant des nombres entiers.
Ces t rc ïns format ions reviennent , soit à une permuta t ion des deux

racines de l ' une des équat ions déterminantes , soit à l ' addi t ion d 'un
nombre e n t i e r quelconque à l 'une des racines.

18. Dans le cas général, cette méthode n'est applicable qu'à la re-
cherche des relations q u i l i e n t les paramètres A; elles sont de même
n a t u r e que les précédentes et ind iquen t que les racines des équat ions
fondamenta les des équat ions cherchées et de l 'équation donnée, rela-
t ives au même point singulier, d i f fèrent d 'un nombre entier. Mais, pour
trouver les relat ions entre les coefficients B et entre les points appa-
rents, il f au t opérer d'une autre manière et chercher les équat ions q u i
ont même groupe relativement aux contours entourant les points a,,

, , . . . , a^
Les équations de même espèce que l 'équat ion donnée répondent à la

quest ion. Leurs intégrales sont données par

Y==/j+ (py,

où f et cp sont des fonctions rationnelles de ce; elles subissent la même
subs t i tu t ion que y pour un contour quelconque. Une autre solution
est fournie par certaines des équations de même famille que la pre-
mière : celles don t les intégrales sont données par

Y^^yy+yj7),

où f et ç sont des fonct ions rationnelles de x et où 4' ^st une fonction
rationnelle n'ayant pour zéro ni pour inf ini aucun des points singu-

^tnn. df l'Éc. Normale, ï* Série. Toine V ï . S.8



S.58 H. VOGT.

liers a< , a^, ..., a^ Y et y ont , en effet, même substi tut ion pour tout
contour entourant les points a,, ̂ , ..., a^ et ne contenant à son inté-
rieur aucun point de ramification de \ / ' ^ ; d 'autre part, la m u l t i p l i c a t i o n
par cette quantité ne peut avoir d'autre effet que de faire disparaître
ou d'introduire des points apparents, qui n'ont pas d ' inf luence sur la
solution du problème.

Je dis que, réciproquement, toutes les équations répondant à laques-
lion sont contenues parmi celles que je viens de ment ionner . Soient,
en effet, y^ ^^2 ̂  système fondamental de la première équat ion, tel
queyiy^—j^/ i == t î Y,, Ya un système analogue d 'une aut re équa-
t ion ; b^ ^, .... bp les points apparents de la première ; c,, c^, ..., c^
ceux de la seconde. Soient, de plus,

7; = (,r — b^) (,r — bî) . . . <> — ̂ ),

ïï == (,r — Ci ) (.r — 03) . . . (.r — C y ) ,•

les deux fonct ions

V/HY, VÎT Y,
^TCJ-i ^^73

1̂1 Y, \ / Ï Ï Y ,
^y, ^y,

se reproduisent après un contour quelconque, en touran t ou non les
points b etc: ce sont, par suite, des fonctions ra t ionnel les de ,r, et, en
les représentant par — y et/, on a

Y,=
\/7rlï (/ji+?yi)^

Y.>=.
Y/Trïî (/Ja-^-PJâ);

la proposition est par là démontrée.
Je suivrai une marche analogue à celle qu'emploie M. Poincaré pour

la réduction des équations; je poserai

(3) Y :^(-^4- y),

0 étant une fonction rationnelle de x, ̂  étant le produit d 'une fonct ion
rationnelle par la racine d'une fonction analogue n'ayant aucun des
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points ^, û^, . . . » an pour zéro ni i n f in i ( 1 ) ; Y sat isfai t à une équa t ion
du second ordre

//a y
. 1 ) ^=QY,

si '̂  et 0 sont l iés par la relation

(•"»,) V- -4- 0''= P -+- {- ,
+

ou C est une constanle ; Q est alors donné par l 'équation

( 6 ) Q^^ .W
^ ^

La recherche de 0 se ramène à l ' in tégra t ion d 'une équa t ion l inéa i re
du second ordre; si l 'on pose, en effet ,

0 =- ~ -, ^ == cur,

on a
nit ?

W 7:=p-h^

^=0-^

on a, par suite, à déterminer ^ de manière qu.e l 'équation (7) a i t une
intégrale dont la dérivée logari thmique soit rationnelle, et à intégrer
cette équa t ion ; la symétrie des équations (7) et (8) montre que l'on
passera inversement de la seconde équation à la première en posant

^•ly^QY+Y^

¥=d/, 0 -+-0==^-
^

Nous introduirons des quant i tés p et à qui se déduisent des para-

(1) La fonction désignée ici par 6 est égale et do signe contraire à celle qu'emploie
M. Poincaré dans son Mémoire {Âcta rnathernaticay t. V, p. '219); de même, la fonclîon dé-
signée par ^ ûst l'inverse du carré de la fonction^ du Mémoire cité.
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mètres A, B et D, et j o u e n t le même rôle; nous poserons

o, ̂  __ + _/i_ .,... ̂  __ „. _„]„,._ „ _ „„ _L_,
.r — <^ .z" — ci 3 .2' — a// ,r — ^i .-t; — bp

p^^+^+p_^ .^^ .y_@_^v^A^^^^1 1 ^ ./; — a, «̂1 x — ^/,
où

t P^.B,-.^f-^-.^...+ ————_ _^^...^ ___,Y
1 \ ̂  — ^i ^( — a,, ai — b^ n, — b^ )9 ) s,= D,+ ('—+...+ ^_ _ _^ _...._ - _ y
l. \ ̂  — ^ i ^/, ~ an b/, -— b i bj, — b^ )

On doit avoir
1 ii3/-+- ^O^-rro,

(IO) o^^.(^.-——) ^ ( P , - ^ ) .[ ^ .^^^./^^^ ^ ^_^^,^^^

Nous poserons ensuite

^=^4-^ (ï=:<' i f ,>, ^:»::i^(ï'i, ratï 'a=I, © rr: ©^h. O^,

^=^ ^-^ 0.-=^ e^^, Q^e?-^0.-.o,

et nous aurons
QI ̂ ^^+0,=?^^

a,-4--^e,ô,-i-o,=Q^h- c

pour déterminer 0^ Q^ et» par suite, Q.
La réduction est possible de plusieurs manières, car on peut rem-

placer 1/une des racines r^. par i — //„ et --1 par ?.

19. Un cas par t icul ièrement simple est celui où la constante C est
nulle; cela ne peut avoir l ieu, d'après l 'équation (7), que si l 'équa-
tion donnée a une intégrale dont la dérivée logarithmique soit rat ion-
nelle; toutes les équations cherchées jouissent de la même propriété,
et sont réductibles; l 'une des intégrales est précisément

(*i = (.r — ai)'-, (.r — a^. . .{x — ^)^\ . .(^ — bp)~\
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et l'autre est
rdx"•J^ •

on prendra dans ce cas ^== i ; ^ sera une fonction quelconque de la
forme
.j;=(,y«^^//^^_^)m^^^._^y,,,,^_^

de sorte que l'une des intégrales de la nouvelle équation sera

Yi •==. wi== (.y — a^-'\ (.z? — aâ)'^-^... (x — a„)m^l•n{x — Ci)^. .. (^ — Cyp,

et l'on aura
0= ^1 =:Ô^Q .

on pourra , du reste, choisir ^, de façon que la nouvelle équation n'ait
p lus de points à apparence singulière.

Les racines des équations déterminantes de Q diffèrent de nombres
entiers des racines correspondantes relatives à P, de sorte qu'il existe
entre les paramètres A les relations déjà trouvées

'^ A,)2- 2(/^— i)2^.-}- A,) 4- (mr- i)'- (^- ly^o;(A,

les coefficients p/ et à/y sont nuls dans chacune des équations.
On peut faire à ce su je t la remarque suivante : les équations

p^o, p^o, — • . |3,,===o

sont les condi t ions nécessaires et suffisantes pour que l'équation ai t
pour intégrale v^ : on voit, en effet, que ces équations entra înent S< == o,
o^ == o, . . . , §^== o; car, si dans les équations (10) on fait les p égaux
à zéro, on a, entre les p quant i tés §, p -h ï équations qui n 'admettent
en général d'autre solution que xéro.

Il existe plusieurs systèmes de quanti tés ?, obtenus en permutant
les racines des équations déterminantes; tous les éléments de l'un de
ces systèmes doivent être nuls pour que l'équation soit réductible.
Nous avons trouvé, d'autre part, au n° 4 (F0 Partie), an — 3 équa-
tions (17); ce sont des relations algébriques entre les invariants fon-
damentaux, qui sont des fonctions transcendantes des paramètres A
et B; les deux systèmes d'équations doivent être équivalents.
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Pour le montrer sur un exemple, considérons le cas de l 'équation
hypergéométrique, sans points apparents; i l y a quat re systèmes de
valeurs de [3, :

?n = Bi — a / l / - = ———— (r, - /•, - /-, ) ( r, -h /•i 4- /'2 + i),
— 1 —— "-2 - 1 —— — ' 2

P——B,-^—^ =..___(,.,+/.._^_,)(/•,-/•, 4-/-,+.<),
C2^ — Cl^ Cf-\ — ('7 g

,3is=Bi- ' 2 r i ( I ~ f ' } =———(^-rt+r,_- ()(/-,+ /•i- /•,+ a),
(.(.̂  —— (t^ (A^ —— Kg

?i4=-Bi— i-i-—^—^^ := ^^—(r^r,-+-r,'-t2)(/•,—r,—r^^3');
(.{, ̂  —— (./'<•> «'•j —— Ct (»

l 'équation est réduct ib le dès que l 'une des quanti tés 7\-±:r\± r;, est
nulle ou égale à un nombre entier; pour l 'exprimer sous forme de rela-
t ion invariante, nous écrirons

sin7T(ri+r2+/"3)sin '7r(ri4~ ^-—^O si.n7r(ri—^•4-^) s in7T(—/" i 4"r24-/ ';})=o;^

le premier membre n'est autre que le carré du sinus du triangle de
Schwarx, et cette relatioh n'est autre que

I^ I j+I j_ IJ,I^ 4::=o;

l 'équation Pu^ap^^ , , , == o et la précédente sont donc bien équiva-
lentes,

20. Je considère le cas général où G n'est pas nul ; on voit a priori
que les racines des équations déterminantes relatives à Y d i f f é r e n t d e
nombres entiers des racines correspondantes relat ives ày; je suppose
p == n — 2, et Je cherche la transformation qui remplacerait les racines
de l'équation déterminante du point a^ : r^ et i — ^ par — r\ et ï + r,.

Je pose

c- rz C ̂ -̂ Allfr̂
y "* ^ (^ — a^f (^ — a,)2... (.z- — a,, ̂

n n

=y_^—.^V_ï_
^{x—aiY ^àx—ai

, 2 - 2

0^-A-+...+__^
1^' — Oâ 1 .r — a,i
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l ' équat ion
0|4~aM2+^==P2-l-^

fourn i t entre les inconnues G, c,, c^, . . . , c^a» ^ 2 » - • • •> ^ IGS re la t ions
suivantes :
(n) ^?—.^+ ^/•^==5^,

(i^) ^/•J—'—4-...+—^_)=^
V // . __ r/.. /-/. __ ri f ' i '

(.3) .(^^/^V^^+^./V^—A^^^
A"i a,— rt/, \ À»à a— a/, ^ ̂ •— b/, / l r / ya—^/,

2 >1>, 1 1

C.^) l;,-^———0/-
^ ... .̂'S>A

À^— a/,A»d ^/.— ai,

i va'i^1. de 2 à n, et /:• de i a n — 2; les sommes £ sont prises par rap-
port à h ou A, et dans S' on doit exclure la valeur h == i.

Les équations (12) et (i4) sont '̂  -— 2 équations linéaires entre les
n—2 inconnues s, et ont une seule solution, car le dé te rn i inan tdes
coefficients des inconnues n'est pas nul en général; les équations (n)
donnen t ensuite les quant i tés X, d'où l'on dédui t C, c^ c^ ..., c,̂ . Si
l'on représente, en effet, parF^/oj^ les produits

FI = (.r — ^2) 0 — ^.0... (^ •— ^,),
/!:= (^ - ̂ ) (^ —— ^). . .(^ —— ^_,),

/2=(;r— Ci) (^— € 3 ) . ..(.r— c,,-.a),

la formule de Lagrange donne
... F.^^y^Fi(^) Fi(^)(r.,) L.AW -^ A, ̂ ^^ -̂_-̂

a

et fourni t une équation algébrique de degré n — ^ dont les points c
sont les racines; il reste n — i équations (i3) qui se réduisent à
n — 2, en vertu de la relation

2p,4- 2^+2^=o,

mais ces équations sont satisfaites en vertu des relations (to), qui
expriment que les points b sont apparents.
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Toutes les inconnues sont déterminées par suite d'une manière
unique; on peut remarquer que les quantités s et les coefficients du
polynôme/a (.r ) sont des fonctions symétriques des quanti tés bj, et c^-

Pour calculer le polynôme Q, on prendra

<r, -=-. ̂  === (^ —a, )-^ [x - rta)1-^. . . (x ~ a,, Y-'-n (x - c, )~ ̂ . .. (.r - c,,,.,)"^,

©^-^

de sorte qu'il suffira de changer dans les équations précédentes r^ en
—• r,, r^ en i — r^ ..., ^ en i — /-„, ^ en — .̂  et &/, en c/,; les quan-
tités À et [j. ne seront pas changées, tandis que ?, et o/, devront être
remplacées par les quanti tés .̂ et ^ relatives à la nouvelle équa t ion .

On trouve ainsi

p^:^,

lp^^=^ /-^—4-2^V—^- „ ,,,v^.A ^,^y^_^
^^ ^ ai- a,, ^ a,- a^ ^ a/~ h, l ̂  a,- c/

n

o'~: V' :-!/^_
^ci,-a,,

2

On peut exprimer les nouveaux paramètres au moyen des anciens, et
des points a et &, en remarquant que le coefficient de ^s, est — '- ^;
on a ainsi

3'-- P.= 7———7 - P^ ̂  - r^—"- + ̂ .V^-^- - 3., V -i- ;'̂ + 2 / / — i ^w a/ — ^/, ^^ a.i —ai, l À»à a/ •"" b/, '
l- 2 1 i .j

le second membre est une fonction ra t ionnel le du premier degré de 8,,
^•, ̂ , â^, . .. , â^s.

La transformation que nous venons d'effectuer fourni t une équation
ayant les mêmes points singuliers a,, ^, . . . , ^ que la première;
l'équation déterminante relative à a, a pour racines — ^ et i - + - ^ ;
les équations relatives à a,, a,, . . . , a,, et à l ' infini ne sont pas chan-
gées. Les points apparents b^ b^ . . . , b^ disparaissent et sont rem-
placés par c ^ , c^ ..., c^, auxquels correspondent les racines - ̂
et t.
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La transformation est de plus réversible, comme cela résulte de la
symétrie des calculs relatifs à 6, ©, P et Q : elle est donc du genre des
transformations Cremona; enfin elle est quadratique, car, si on l'ef-
fectue sur Q, on retombe sur la fonction primitive P.

On a ainsi augmenté d'une unité la racine r\ ; si l'on veut encore
l'augmenter d'une uni té , il est nécessaire d'opérer la réduction du poly-
nôme Q auquel on est parvenu, en permutant les deux racines -— r\ et
i -(-- r^ et en posant

:̂=: (^ ̂  a^)1-^ (.y — aa)1-^. . .(,T — ^J1"7'" 0 — cO"^.. .(.r— c^)"^;

on arrivera alors à une équation telle que les racines relatives à a^
soient — :ï: — ^ et 2 +^, les racines relatives aux autres points n'étant
pas changées.,

On peut répéter la même transformation pour les différents points a,,
a^, . . . , 0,2; la méthode s'applique aussi au- point infini; si /^.^ et
— .1 — /^,,..^ sont les racines correspondantes, on peut former une nou-
velle équation dont les racines soient — / ^ n et — i-l-^.,; on pose
pour cela

il - r ̂ riMl̂ riMiilifLr̂
y "•""- ' ' (a- - a, f (a' -.- a, )2 . . . ( ̂  - a^

et l'on. obtient des formules de transfomiation analogues aux précé-
dentes.

2'!. Nous avons employé, pour faire la transformation, des fonc-
tions ^ <^ 0 particulières; il reste à montrer que ce sont les seules
fonctions répondant à la question lorsque l'on astreint la nouvelle
équation à avoir, comme la première, n -—• 2 points apparents.

Supposons que l'on. ait formé par la méthode précédente une équa-
tion ayant les points singuliers a^ a^, ..., a,^ auxquels correspondent
les racines r\, i "— r\, r^, ... et qu'elle ait n — 2 points apparents l\.
^p • • " » ^L-aî J^dis que toute autre équation sera identique à la pré-
cédente si elle satisfait aux .conditions suivantes ; elle a les mêmes
points singuliers avec les mêmes racines correspondantes; elle a même
groupe relativement aux contours formés de lacets entourant ces points,

Ann, de l'Rc, Normale. 3e Série. Tome VI. S.9



S. 66 H. VOGT.

enfin elle a n — 2 points apparents répartis d'une manière quelconque
dans le plan.

Soient j, et y^ deux intégrales de la première équat ion, et Y< et Y^
deux intégrales d'une autre équation dont nous venons de parler; en
se reportant aux formules du n.° 18, on voit que la fonction ^ est, au
signe près,, égale au déterminant •

Dans le domaine d'un point singulier tel que a,,, les racines des équa-
tions fondamentales sontr^ et i —r[; le déterminant contient, par suite,
en facteur Çx — a, y1 (oc —• a^y-^ = oc — a^ et la fonction ^ doit être
divisible par le produit (x — a, ) ( x — Œ a ) . . .(\r — a^). Dans le do-
maine du point infini , les racines sont r^, et — i — r^; ^ doit alors
contenir - à une puissance égale ou supérieure à — î; autrement dit ,
^ est de la forme

^rr ^ (,-r - a,Y (x - a,)\ . .(x - a^\

et a un degré au moins égal à — 2; le degré de ^3 est, par soi te, au
moins égal à in — à, et cette fonction ne s 'annule pour aucune des
valeurs a,, a^ . .., a,^

Si ^2 est divisible par (x — b\)Çx — /^).. .(^ — 'b'^}, ces points
apparents disparaissent, et c'est le cas le plus favorable qui puisse se
présenter; après suppression des facteurs contenus dans le produi t
précédent, il reste au dénominateur de ̂  un polynôme de degré au
moins égal à n; je dis que les racines de ce polynôme sont des points
apparents de la nouvelle équation différentielle; il suffit de faire voir
pour cela que l'une au moins des intégrales

Y,='H~0ji^yo.
, Y'2=d;(-0j,+j,)

devient in f in ie en même temps que ^ pour toute valeur de x autre que
a,, a^ ..., a^ b\, ..., b^, ou bien que — Qy, -+-y\ et ^Qy^+y^ ne
s'annulent pas en même temps.
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Si elles s 'annulaient, en effet, polira = x^, on aurait
_0^^^=(^_^)ap^

-.^.-.Hy^=(^_,yo)aFl;

(l'ois
•Y,y^ —. jar^ -= (.̂  — x, Y ( Fiyi — FaVâ).

et Je premier membre s 'annulerai t pour.'r = .x^, ce qui. est impossible
puisqu ' i l est égal à l 'un i té pour toute valeur autre que a,, ^>, ..., a//,
^,^^..^;,,.

Ainsi donc la seconde équation a au moins n points apparents, ce
q u i est contraire à l 'hypothèse; "il faut alors supposer que ^ est n u l ,
ou que

ïl^^^^^-'fi^.
y , ~" y, ~ an+pj, """l'l/ v t" / î

mais a'Yi -hf:iY^ ne sat isfai t à une équation du second ordre de la
fo rme "Y" == QY que si y est constant; la seule transformation, possible
est, par suite, Y •= Cr, et les deux équations différent ie l les sont iden-
tiques; la proposition est ainsi démontrée.

Nous arrivons f ina lement à la conclusion suivante :
Ktant donnée une équation ditrérentielle du second ordre, de la

tbrmey" == Py, et à intégrales régulières, possédant n points singu-
liers e t / ^ — 2 points apparents, il existe une infinité d 'équations de
même nature possédant les mêmes points véritablement singuliers que
la première, et les mêmes invariants fondamentaux, et ayant le mê'n'ie
noml):re de points apparents; les racines des équations déterminantes
relatives aux points singuliers et à l ' infini diffèrent de nombres entiers
quelconques des racines correspondantes affectées à l 'équation don-
née. Si r ^ , r^, . . . , r/^ r^^ sont racines des n -+-1 équations détermi-
nantes de l'équation différentielle,donnée, et /^ , k^ ..., k,^^ des nom-
bres entiers positifs ou négatifs choisis arbitrairement, il existe une
seule équation différentielle satisfaisant aux condit ions données, et
.dont les équations déterminantes admettent pour racines

/•l •+- /'i, ^'3 4- /'a, ... i ^n ••+" f'fn ^.4-1 + ̂ ^-l ;

les n — 2 points apparents de cette dernière équation sont les racines
d'une équa t ion algébrique de degré n — 2; de plus, les coefficients de
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cette équation algébrique et les paramètres de la nouvelle équat ion
différentielle sont des fonctions rationnelles des paramètres de la pre-
mière, et des racines ^, /^ .. . , 7^,.

Un raisonnement analogue montre qu'il existe une in f in i t é d'équa-
tions de même nature que la première lorsque l'on, n'assujettit plus le
nombre des points apparents à être égal à n — 2, même lorsque ,1/on
choisit les racines k, -+- r,, h -4- r,, ... des nouvelles équations déter-
minantes; s'il y a n 4- 2p points apparents dans la nouvelle équat ion ,

.les formules de transformation cont iennent 27.» -+- 2 arbitraires.
Toutes ces transformations sont analogues aux transformations

Cremona des équations algébriques; les paramètres de l 'équation ré-
duite représentent ici les modules de classe de Riemann, et les inva-
riants fondamentaux, les 'modules de périodici té ; car ce sen t ies in-
variants des transformations.

22. Ce qui précède nous fourni t quelques indications sur la na ture
des paramètres de l 'équation di f férent ie l le considérés comme (onc-
tions des invar iants . Nous avons vu que les invariants J peuvent être
remplacés par 3,. - 3 autres : ̂  X,, .., X,,,, p^,.^, .., ^,
ç:u, ...; ils sont fournis , pour toute valeur réelle ou imaginai re des
invariants, par les équations (2,3), (24.) et <25) (F6 Partiel et peuvent
être eux-mêmes imaginaires.

Les paramètres d'une équat ion différent iel le possédant n points sin-
guliers donnés et n-- 2 points apparents sont des fonctions uniformes
des quantités ^À,, 2^ ..., ^À,^, ^ et 9, car nous avons démon-
tre qu'il n'y a qu'une seule équat ion possédant ces invar iants ; en
particulier,

A.^^,

Ai -+- As 4-...-+- A.^4- Bi a, +...4- Ïï,a, -+-1), h, ̂ ...+ D/^^ A 2 .

Lorsque les A varient et passent par une valeur entière, les points
singuliers correspondants deviennent des points critiques logarithmi-
ques; si Fon augmente ou si 1-on diminue ces mêmes variables de
nombres pairs, les nouvelles valeurs des paramètres sont des fonctions
rationnelles des premières, et réciproquement. On peut encore ajouter
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que ai l'on donne à certaines des quantités y des valeurs égales et de
signes contraires aux valeurs primitives, sans changer les autres inva-
riants, on obtient un autre des a^"'2 groupes fournis par le système des
3 /z—3 invariants 1^ , L, ..., 1 ,̂ 1^» .-, I^, et l'équation correspondante
à cet autre groupe.

Lorsque l'on considère les paramètres comme fonctions des inva-
riants I, on obtient des fonctions d'une nature plus compliquée; elles
ne sont plus uniformes, et présentent de plus des singularités; ces
dernières t iennent surtout à la nature des invariants À, ( J - e t o consi-
dérés comme fonctions des I.

La présence des différentes valeurs de ces fonctions non uniformes
tient à plusieurs causes :

i° Les }̂  ont une Inf ini té de valeurs en fonction de I , , L, ..., 1,̂  ;
à ce point de vue, nous avons vu comment se déduisent les unes des
autres ces valeurs et les équations correspondantes; de plus les 1 ont
pour valeurs singulières ± 2 et lorsque 1^, par exemple, acquiert une
de ces valeurs, deux des brandies de

. T / I.AÀI:= - arc ces — •—
1 7T \ 2;

se confondent ; ces points rfc 'i sont pour les paramètres de l 'équat ion
des points critiques algébriques.

3° Lorsque l 'une des quantités ©^3, ®.i3,^ ®\,n~\,n. àont nous avons
parlé dans la première Partie s'annule, la quantité ç correspondante
s 'annule; deux groupes différents deviennent identiques : ceux que
l'on dédui t l 'un de l'autre en changeant l'un des angles ç en, — ç et
deux des V'111""1^ équations correspondant aux 2.^"~2 groupes ont leurs
paramètres égaux; on a donc des surfaces singulières analogues à des
points crit iques algébriques où deux brandies des fonctions se con-
fondent; lorsque toutes les fonctions © s'annulent, les a""2 groupes
sont confondus en un seul. Nous avons vu qu'on peut s'affranchir de
ces singularités en considérant L\n — 5 invariants, et une variété
d'ordre 3n — 3 formée par les n — 2 équations auxquelles satisfont
les n — 2 invariants 1^23, I^/,, ..., variété prise dans l'espace à ^n — 5
dimensions.

3° Lorsque l'une des quantités Hia,!!^, . . . , Hsa» ... s'annule, les
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invariants fournissent deux groupes, car la substitution auxiliaire 2
peut prendre l 'une des formes

/ ï 0\ / I 0\

(.0 J5 {/. J-

deux équations différentielles peuvent exister; on a des surfaces où
existent deux valeurs des paramètres au lieu d'une seule.

4° Lorsque les in — 3 équations (17), n° 4,

Ôi23-ro, 6^4=0, . . . ,

Il l a -=.0, H 13 =0, . . . .

so'nl satisfaites, l ' équat ion 'devient réductible, et les quanti tés ̂  et à/,
deviennent nulles; il y a alors une infini té d'équations différentielles
fournies par les invariants, car nous avons vu au n° 19 que l'on peut
alors, sans changer les invariants, remplacer les n — a points appa-
rents ^ i , &2, ..., &,̂  par d'autres <^, c^, ..., c,.^ absolument quel-
conques, et même supprimer les points apparents.

Le cas le plus important est celui où les invariants sont réels et sa-
tisfont aux conditions"(rexistence d'un polygone ; il, faut alors que les
quantités © soient positives, et l 'une des quantités H positive pour la
pseudosphere, négative pour la sphère; il existe alors une .équation
sans points apparents possédant les invariants donnés; ses paramètres
et ses points singuliers sont des fonctions uniformes des invar iants ,
car M. Poincaré a démontré qu'il existe une seule équation fournis-
sant la représentation conforme sur un polygone donné; mais on ne
peut affirmer que l'on puisse continuer analyt iquement cette équation
lorsque les conditions précédentes cessent d^être remplies; on peut
dire simplement que le polygone n'existe plus .

23. En résumé, pour déterminer un groupe dérivé de n substi tu-
tions fondamentales, il est nécessaire de donner 3n—3 invariants
fondamentaux, m a i s , ils déterminent en général û^""2 groupes diffé-
rents.; ils se distinguent par le. choix des racines de n — 2 équations
du second degré dont les coefficients dépendent des 3n—3 invariants
primitifs; il est nécessaire de donner alors t^n — 5 invariants pour dé-
terminer un seul groupfe.
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Lorsque les invariants sont réels et satisfont à certaines inégalités,
ils déterminent un polygone sphérique ou pseudo-spbérique analogue
.aux polygones fucbsiens; c'est la représentation conforme du plan de
la variable, fai te au moyen du rapport (le deux intégrales (Fune équa-
tion différentielle sans points apparents admettant le groupe donné.
On peut déduire de là en particulier les conditions pour qu'une équa-
tion soit fuclisienne.

Les invariants sont des fonctions des paramètres et des points sin-
guliers de l 'équation différent ie l le ; ce sont des fonctions uniformes
des paramètres A et B, et elles restent invariables lorsque l'on fait
subir à ces paramètres et aux points apparents des transformations
analogues aux transformations Cremona. Ce sont des fonctions non
uniformes de l'origine des contours qui, servent à d é f i n i r le groupe;
leurs valeurs se déduisent l 'une de l 'autre par des transformations ra-
t ionnel les et entières, et réversibles; ce sont aussi des fonctions non
uniformes des points singuliers de l 'équation, d i f f é ren t i e l l e ; lorsque
l'un (feux décrit un contour fermé entourant un ou plusieurs autres
points, elles subissent des transformations analogues aux précédentes.

Inversement, les paramètres d'une équation différentielle ayant
n points singuliers donnés et n — 2 points apparents sont des fonc-
t ions non uni formes des invariants; leurs valeurs se déduisent l'une
de l'autre par des transformations Cremona; de plus, elles ont des
points et des surfaces s ingul iè res analogues à des points critiques al-
gébriques.


