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SUR LES SOLUTIONS REGULIERES

D'UN

SYSTEME D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES

( TROISIEME MEMOIRE ),

Par M. L. SJ\UVJ\GE,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SGIENGES DE MARSEILLE.

I. Un systeme d’équations diflérenticlles linéaires et homogenes,
étant mis sous la forme

@y .
Az =ap Yt AinYn (t=1,2,...,n),
admet, dans le domaine d’un point, Porigine par exemple, un systeme
fondamental de solutions de la forme

yu=x"o(z) (k=1,2,...,n; i=1,2,...,n),

lorsque les nombres r,, r,, ..., r, different entre eux & des nombres
entiers pres, ¢’est-a-dire lorsque I'équation fondamentale relative au
point z = o a n racines distinctes.

Sicette équation fondamentale aune racine multiple d’ordre ., on a
un groupe de . solutions de la forme

Y= x"(0ny 4+ Gps loga . ..+ gy logh—tz)
(i=1,2,. . .,n5 A=I1,2,..., 1),

correspondant aux mémes nombres r 4 des nombres entiers pres, el
toutes les fonctions ¢ peuvent étre supposées holomorphes dans le cas
o le systeme proposé a toutes ses solutions régulieres, et récipro-
quement.
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Les nombres 7 sont liés aux racines w de I’équation fondamentale
par la relation

P2y =1 — o,

et ne sont définis qu’a un nombre entier pres.

Nous nous proposons de montrer comment on pourrait déterminer
par la méthode d’identification les solutions précédentes d'un systeme
dont toutes les solutions sont régulieres, et nous tirerons de la quel-
(ues conclusions importantes. Ce Mémoire doit étre rapproché de deux
autres qui ont paru dans les Annales de I’ Ecole Normale supérieure ('),
et d’un travail présenté i I’Académie des Sciences de Vienne par
M. Grinfeld (*).

2. 11 est facile d’établir qu'un systeme d’équations différentielles
linéaires et homogenes, et dont toutes les solutions sont régulieres,
peut étre mis sous la forme

0 1 9
' ary 2i @i
Yi=— o —— ... -+...
, S \ Lt 28! 282 be
1
) a’ al a?
+ o + — n _:‘lll +. ..
XEin a1 + 28in—2 Yn
(l =1,2, ’ ”‘)

Les coefficients @ sont des constantes qui ne sont pas toutes nulles
pour une méme valeur de 7, c’est-a-dire dans une méme équation; les
nombres ¢ sont des exposants entiers positifs ou négatifs.

Ce systeme admet au moins une solution de la forme

(2) yi=mar(o) +ole +otat4...) = a0,

telle que tous les coefficients constants ¢f ne soient pas nuls a la fois.
Nous allons d’abord chercher a reconstruire cette solution en suppo-
sant les coefficients o} indéterminés et en les retrouvant par I’identi-
fication appliquée aux équations (1).

(1) Novembre 1886 el janvier 1888.
(2) 3 février 1888.
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Ot
el

En portant les valeurs (2) dans les équations (1), on a

I‘ D 2 L 9
;(cp?+cp}x+qo§x2+...)+q9,-‘+2np;;z:+5cp;3x—+...

aly ajly 0 1 2 2
= |+ ) (Wl+eiz+oiat+. )

it it
e e e e
0 1
(’H [('II
~+ <T + o e (0} ol +ofz+...)
Ll
0 1
Ain Aip 0 1 9 .9
- <1z"tn ﬁtn"i +' t (E'D,L-*—CP”‘L.—*_CP”‘L‘_'_. ”)

(b==1,2,...,n).

Dans chacune de ces équations, on égalera d’abord les termes du
ylus bas degré en a, et 'on aura n équations de la forme
)

(3) (—rol +al o) +...4alio! +.. .+ al¢}) =0

({==1,9, ...,n).

Nous indiquons par la double parenthese que tous les termes écrits
dans ces équations n’y entrent pas forcément, mais qu’il n’y entre
d’ailleurs aucun autre terme.

Ces ¢quations ayant au moins une solution en 2}, ..., ¢, le déter-
minant des coefficients sera nul : on aura donc une condition dans la-
quelle entreront les coefficients ay, et, s’il y a lieu, le nombre r. Sup-
posons cette condition remplie, nous aurons au moins une solution en
Gy o oes Dpy 0l tous les éléments ne seront pas nuls.

Nous pourrons supposer, s’il en est besoin, qu’aucun élément gy, ...,
o, n’est nul, & moins que la fonction ¢; correspondante ne soit identi-
quement nulle. En effet, si o}, ¢;, ..., o, sont nuls, mais que 9,
Geiar --es @, Ne soient pas nuls, remplagons y,, y., ..., ¥, par xy,,
Xy, ..., xys dans le systeme (1). Nous aurons un nouveau systeme
de méme forme que (1) et sur lequel nous raisonnerons dorénavant.
Dans ce sysleme nouveau, nous commencerons par déterminer, comme
tout d ’heure, ¢, ..., . Il pourra arriver encore que @\, ..., g, soient
nuls avec s’ <s. S’il en est ainsi, nous remplacerons encore y,, ., -- -,
Y PAr Y, XYy, ..., XYy, et nOUs substituerons pour raisonner un nou-
veau systeme de forme (1) aux deux précédents.
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Nous continuerons & modifier ainsi le systeme (1) jusqu’a ce que tous
les coefficients ¢}, ..., o, soient différents de zéro. Cela arrivera en gé-
néral, car la solution y; =a"y; peut étre mise sous la forme

yi= Ny 05

hys by, ..., k, étant des nombres entiers positifs tels que ¢,,4,, ..., 9,
ne s’annulent pas pour « = o. On peut méme supposer nul 'un des
nombres %, soit %, ; alors, soit 4 le plus grand des nombres 4., ..., 4,,
on aura a faire au plus % fois des substitutions de la forme xy 2 cer-
tains y pour amener le systeme primitif (1) 4 la forme voulue.

Nous pouvons donc supposer que le systeme (r) admet une solu-
tion (2), telle que toutes les quantités ¢! soient différentes de zéro, &
moins que la fonction ¢; ne manque.

On peut maintenant imaginer deux cas différents de calcul.

Premier cas : Les équations (3) ne renferment pas la lettre r.

Second cas : La lettre r entre dans ces équations.

Examinons d’abord le second cas. Il se subdivise en deux autres.

I. La lettre rentre dans toutes les équations (3). Alors les termes

. ‘ . 1
du plus bas degré dans ces équations sont des termes en —, et le sys-

teme (1) est de la forme
:zy} =bny1 -+t 0wy,

ol les fonctions b sont holomorphes dans le domaine de 'origine.
Nous appellerons ces systemes des systémes canoniques. L'étude des
systemes canoniques a fait 'objet d’'un Mémoire spécial (*). Leurs so-
lutions sont toutes régulieres.

II. La lettre r n’entre pas dans toutes les équations (3). Cela est
d’abord impossible si toutes les racines @ de I'équation fondamentale
sont distinctes; car rien ne distingue dans la condition tirée des équa-
tions (3) une valeur » d’une autre, et cette condition, qui est algé-
brique en r, devra avoir = racines distinctes, et, par suite, étre du degré
noen r, ce qui ne pourra avoir lieu que si r entre dans toutes les
équations (3).

(1) Annales de 1’Ecole Normale, novembre 1886.
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Supposons que I'équation fondamentale en » ait une racine mul-
tiple d’ordre (.. Alors, & cette racine 7 correspondra un groupe de
w. solutions de la forme

Yi = x" Qi1
Yio =& [0n -+ loga],

.)'m,::.'l"'[c“),‘p,-}— 2});[,,._1 loga +...+0; 10[_’,"7‘“1.1?],

et, par conséquent, si I'on pose y;= a'" 9,,¢q,, les g; étant de nouvelles
inconnues, le systeme différentiel en ¢,, ..., ¢, qu’on pourra former
aura | — 1 solutions olt 7 sera nul ou entier correspondant a y., ...,
Yip» €t une solution ott ¢,, ¢,, ..., ¢, seront en général égaux i 1.

Supposons qu’on ait pris toutes les précautions nécessaires pour
que tous ceux des ¢; qui ne sont pas identiquement nuls ne s’annulent
pas pour & = o.

Soient 94, 9., ..., 9, les g, non identiquement nuls, et, par suite,
Dsitr Porns - -1 Tnles o, qui sont identiquement nuls.

Posons w;= a” 9;, en remplacant par convention o, ..., %, qui
sont nuls par I'unité, et faisons la substitution y;= «;¢;. Nous aurons

! 7
Wiy == Ay Uy Gy~ oo (Wl — W) e o o~ Wiy Uy Gy

4 1 ’ ,J oy
Mais —u} = = + 2.
w; @€ ©;

It

Le systeme différentiel en ¢ devient done

o r o Q
(v/l) (//i:ailz:g—i_ ([1'+" B <’li[_ E —_ (’;’> qi+- . -+ain’;?_:'f/nv
et ce systeme admet la solution
Gg1=1, ey qs—=1, @541 == O, ey dn==0,

de sorte qu’on a identiquement
w /)8
a“f—l ~+. ..+a,~5(~‘}~" == 0.
©; P
Si I’on pose
qi=a" (gl +qle +qgixt—+...),

on devra, pour déterminer les coefficients ¢, égaler les mémes puis-
Ann. de I’Ec. Norm. 3° Série. Tome VI. — Mar 188g. 21
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sances de « dans les deux membres de chacune des équations
r 0 1 1 2
;z]i+c]ix+...)—+—q[ +eqiz—+...

a? a} oY +. ..
—_<—f_%+ - +--->;3—;~—(f/‘f+---)+~-,
. .l. T e e e

et 'on aura d’abord n équations de la forme

0 0!
(B ra—r =g ) =o
14 4
La double parenthese indique encore ici que tous les termes écrits
ne doivent pas nécessairement figurer, mais qu’aucun terme non écrit
ne peut entrer dans ces équations.
Considérons une équation (3), la premiere par exemple,
(((af, = 7)ot +afy 93 +. . .~ aj,gp)) = o
Tous les termes entrant effectivement dans cette équation corres-
pondent & la plus basse puissance de « dans la premiere des équa-
tions (1). Les termes correspondants formeront la premitre des équa-
tions (5)
. oY )
(==t +at. B v at, Zg1)) o
71 1

et, par conséquent, & la condition tirée des équations (3)

0 . 0 0
al,—r aj, ce.oal,
0 0 . 0
a, a —] ceoe a,
(31) 21 22 2 — 0
0 0 0 .
(O Aoy cee Qpp—
correspondra élément a élément la condition
0 0
0 J 0o P2 o Pn
al,—r'—r aj, 2 af, =
1 %1
0 0
0 cPl 0 0 q)n
Ayq — Aoog— 1 — 7 eee Ay, —
(51) 21 “0(2) 22 2/1,@3 =0
0 0
o
0 <P1 0 2
nl 0 ani,‘n_ App—10" —17
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tirée des équations (5). Les doubles barres ont le méme sens conven-
tionnel que les doubles parentheses.
La seconde condition se met facilement sous la forme

0 W . 0 0
al,—r'—r aj, .o.ooay,
ay, al,—r'—r ... al,
-0,
0 0 0 o .
@p Uy 2 App— 1" —1

¢'est-d-dire que la condition (5,) est identique & la condition (3,)
~quand on a remplacé r par 1+ r.
Cela posé, rappelons que la solution

f1=1, e As=1, o s+1 = 0, L) fn=—0

donne les relations

@1 Ps _
Qiy =~ = ...~ ;g — == 0.
3 C,Di

Par suite, les équations (4) pourront se mettre sous la forme

b P2 N 9s
i== Uy 'q;;((/ﬁ Gi) A= gy 2y 1

(¢gs—q1) + Q51 s+1 oo o = Qip %ﬁ GIn-
Posons alors
qr—(1=5. et sl = Bsk (h:I’Dﬂ v 8)5

nous aurons un nouveau systeme différentiel en z,, ..., z, de la forme

A @2 P2\ . v 9n\ -
Sp = <ah2 =y | Sat. . | Qpp— 1 — Qp | Sp
P ¢ @y

2 1
\ D1 Ps+1 @Qp On\ _
(6) -+ <“IL,S+1 L =y ) By = Ay — — Gy ) Bp,
Pr @ Cn 91
! Q2 Iy ~
Bgphe™ Uggefeys ——— Sg—t. .. (as+/r,.s+/.- — ) Bk e Qoiegn Sne
\ Ps+rk D5t

Sil’on pose
si=a (s + sl sfat+..0),

on devra, pour déterminer les coefficients constants s}, égaler les
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mémes puissances de x dans les deux membres de chacune des équa-
tions

r ay, \od+...  [aY, oY —+..."
L (8 ) 5kt = np o VBt (Fag V@)
S X ha y C‘)/I—-I—-.., L @y —t=...
e S
A CP2+' (6?” ‘?3"‘— . -0
-+ < 0 z 0 (‘*’n"l_ )
2 hn o) —+... I o) +
L S

On aura d’abord » équations de la forme

/ 0 09
<< <a;}2 9—3 —al, ~%> 5. >> =o0
bn %1

(7) - ou
0 \
0 9 -0 —
' ((a“._*_/‘,‘g 0 Sy +-..>)~__“ 0.
VNN cl).*»'+/n‘ A
I4 . - .
A ces équations (7) correspondra la condition
0 0 0 ) .0
0 0o P2 ' 0o 93 o 9 0 Pn 0o Pn
“22““127"—" r (t237 (lwﬁ (2293 _aln—z;'
@1 P2 %1 P2 2
0 0 0 0 0
0 9_9_%___(20 .c&’-. a®. —a ﬂ__,’__./ a’ C‘D_."'__ao Sn
32 .0 12 .0 33 13 .0 3 .0 i
s @1 D1 D3 ¢}
(71) 0 93 o 93 o P / o @n o Pall=0-
(27723 -'——0-—-(112—(-) app a[/z':'?)"—r’—' (L/llLﬁ——al/f.;.o—
D @1 91 P h ?1
0 0
D 0 J . 0 Pn
Qs ley2 =5 Qsileysrhe— 1" — 1 cee eipen T
sl ‘:°s+/.

Comparons cette condition a celle qu’on tire des équations (5),
¢’est-a-dire a

0 ]
] V]
a, —r'—r ab, 2 al, ==
11 12 .0 in
@1 @y
(51) e e Pere e mes  saees = 0.
0
o %1 0 N
a/HZD'(T Qup—1" —17
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Tenons compte des conditions

[ CP(l) (4] / ()(P?
a“—o-—l—...—i—(lﬁ-—r +...+ai‘q—‘0 =0,
Pi @

qui résultent du fait que les équations (5) admettent la solution

g1=1I, ceey gs=1, (51 == 0, ey Gn=20.

Ajoutons dans (5,) les s premieres colonnes pour remplacer la pre-
miere, nous aurons

0 0
—_ g0 22 b Zn
120() cer IIL(()
71 1
(90
—r al, —r'—1r ay, =%
~ - [« 9
(54) T2 ==o.
0 o)
L2 0 _Tn
o Csvleyn 7 Lsilean w0
Dswte Ys+k

Rien ne nous empéche de supposer que dans (5,) les éléments de la
premiere ligne hovizontale correspondent & la puissance la plus élevée

I ’ . P
de — dans les équations (5). Avec cette hypothése, retranchons la
premiere ligne horizontale de (5,) des s — 1 suivantes; nous aurons

0 0
—_—roal ?Z.ﬁ a’ .C_P_'_‘_
12 0 'Hz,gu
P ?1
0 0 "
0o P2 N . 0 Pn 0o %
O (lzg—(l12"7)—] —F “ e Lon o a“L o
1 P2 1
=0
0 0
0 0 ..ig._g. 2
s+0,2 70 s+l,n 70
Dk Dt

ou encore
rf(r)y=o,
en appelant f(r) = o la condition (7,).

Nous voyons donc que les racines en r de (5,) sont égales aux ra-
cines de (3,) diminuées de ', et que les racines de (7,) sont celles

de (5,) 4 'exception de la racine o.
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Cela posé, nous avons admis que le systeme (1) ou le systeme équi-
valent sur lequel nous raisonnons admet un groupe de solutions cor-
respondant & la racine 7. Il faudra donc que I'équation (7, ) admette la
racine r=r — r ou o, ct, par suite, 7f(r) = o, ou (5,), admettra
deux fois la racine o, ou encore I’équation (3,) admettra au moins deux
fois la racine 7.

Plus généralement, si (7,) admet £ — 1 fois la racine o (ou un
nombre entier & la place de o), 'équation (3,) admettra £ racines »/
(ou 7 augmenté d’un nombre entier ).

On remarquera que, si le systeme (3) admet des solutions %f, ...,
oy différentes de zéro, c’cst que ce systeme renferme effectivement n
équations. Il en sera de méme des équations (5), et enfin les équa-
tions (7) seront effectivement au nombre de n — 1.

Nous pouvons alors raisonner sur le systtme en =, comme nous
avons raisonné sur le systeme en y, et nous verrons que, si I’équation
fondamentale en « a une racine multiple d’ordre ., il faudra que
I’équation (3,) ait i racines 7’ correspondantes, dilférant entre elles
de zéro ou de nombres entiers.

Par conséquent, I'équation (3,) en r, ayant autant de racines dis-
tinctes ou confondues que I’équation fondamentale en o a de racines, est
nécessairement du degré » dans tous les cas, et, par suite, s¢ la lettre r
entre dans 'une des c¢quations (3), elle entrera dans toutes les équa-
tions (3) tirdes d’un systéme pour lequel on ait ¢} = o, & moins que o, ne
soit identiquement nul.

Il ne nous reste donc que deux cas possibles 4 examiner :

Premier cas. — Les équations (3) ne renferment pas la lettre r.

Second cas. — La lettre rentre dans toutes les équations (3).

Ce second cas correspond & un systeme canonique. Il ne nous reste
donc & examiner que le premier cas.

Supposons donc que la lettre »n’entre pas dans les équations (3).
Ces équations auront la forme

(alyop+ ...+ al gp)) =o.

. L .
Les plus hautes puissances de — se rencontrent au moins dans une

des équations (1). Nous pourrons déterminer des nombres constants
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Ay Kyy oony Ay, tels que

‘((7\1(1(1’1 ... al) =o,

((hyal, ...+ h,al,)) =o,

et nous poserons
=M yi+.. . Y

Nous aurons alors, en ajoutant les équations (1) multipliées respec-
tivement par A, A,, ..., A,

)“ )‘-'1 e 7\/1 .)’::,

oun
o' = (Mg e Ry lpy) Yr e (Mo Ry @) Yo

Tous les A ne sont pas nuls. Soit A;5£ o. Nous pourrons alors élimi-
ner y; par 'équation
1 I Dn

Yi==m s e Yy e Y
Iy hi ).,‘ "

el nous aurons un systéme en ¢, ¥, ..., ¥i 1y Yiers -«-1 Yar 00 Pexpo-
I .y ’ . « . , .
sant de —» dans la premiere équation en ¢, aura diminué au moins

d’une unité, sans avoir augmenté dans les autres équations.

Mais alors nous raisonnerons sur ce systéme comme nous avons rai-
sonné sur le systeme (1), et nous arriverons, par des substitutions suc-
cessives, & un systeme ol la lettre 7 apparaitra. Si 'on s’arrange alors
pour que tous les g} soient différents de zéro, & moins que 2, ne soit
identiquement nul, on aura 4 ce moment un systeme canonique.

Il pourra se présenter le cas singulier ol I'on aurait identiquement

My==. ..~y =0
et, par suite,
' =o.

On aura alors & considérer un systeme de la forme

}"[:Au}’r*'- "+Ai/1—iylz—1+ Ai}’ﬂ,

Ju=0
(t=1,2,...,n—1).

()

En supposant toutes les solutions régulieres, on devra admettre que
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les solutions olt 'on a y, = o sont aussi régulieres. Donc le systeme
(3) Yi=Auri+. o+ An 1 Yea (i=1,2,...,0—1)

a toutes ses solutions régulieres. Les substitutions qui ramenent (8) &
la forme canonique rameneront les coefficients de () & la forme ca-
nonique, sauf en ce qui concerne les termes en y,. Supposons donc
que le systeme (B) tiré de («) ait la forme canonique et posons

B; .
A;= —; de sorte que les B; soient holomorphes ¢t ne s’annulent pas

tous pour z = o. Si I'on fait alors y, = «°z, on a le systeme canonique

.)’;‘ = A[l .}’1 +... AI'n—l J’n—-] -+ B,‘S,

(i=1,2,...,n—1).

En résumé, zout systéme d’équations différenticlles linéaires et homo-
genes (a solutions régulicres) peut étre ramené a la _forme canonique par
des substitutions successives de la formexyay,ouo =72n1y, + ...+ N, v,
& l'un des 'y, les \étant des constantes conpenablement choisies.

3. Faisons quelques applications de la théorie préc édente.

Soit, d’abord, le systeme

P P2, P,
Y11= 29, .}/‘l+ 25, ‘7“.’_*"- - 9 Y

y;':,yi——h (i:?'ys’---an)'
Ce systeme correspond a I’équation linéaire et homogene d’ordre n

dn ¥ ”) dn—l s d/l, —2 )
7 'n:-[_z_nl— n—.?: T]_;; / /_}:++_/.L Yo
dzx 2% dx % dan—2 25

et, par conséquent, nous nous proposons de retrouver les conditions
bien connues pour que cette équation d’ordre n ait toutes ses inté-
grales régulieres.

Si nous posons y; = x”¢;, nous supposerons d’abord que nous pou-
vons donner a r une valeur différente de o ou d’'un nombre entier.
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Nous aurons alors

r Pi P
() el = (el ) e o (9 ),

A .
7(@?—}-—...)+—<p}+...:f9}’_l+... (E=2,...,n).

o
o)

Les dernieres équations donnent ¢; =o, ..., ¢, = o et, par suite,
la premiere équation donne ¢} = o, & moins que @, = 1. Donc il faul

iy = 1.
Supposons cette condition remplie et posons
Yi=xu; ([r:i: Iy %y o v ey IL).

Nous aurons
, P, P2 Pnr

yy= 7 Yy ‘_“—_’;m_,-—l o+ ..~ ;—17{3———"‘-1 U,,
1] . r u;
RAITRS S (TR A ou W = Ujey — o

ce que nous écrirons

e [)l P2 L Pn .-
1= T Y+ LTl Yoo 2T 1 R

, [ 1
) T ———
2 Z Y1 P .7.'.’

I . .
Vi Yia— v (0= 3,4, 0.

Faisons
Ye=a" (o) +ola...) (k=1,2,...,n);

nous aurons

r . Dy
-;(q:‘l’—{—...)ﬁ—cp}—l—...: %(cp?+...)+...+ ;%;;(@3—&—...),

7" 1
Zles ) Foye = o (0 ) = — gy ),

&=

I 1
;(qoi-’+...)+cp} = (cp?_,—{»...)——;(cg?—l—‘...).

Nous tirons de la

o
r—+1 !
Ann. de U’ e, Normale. 3¢ Séric. Tome VI. — Mar 188g. 22

(r+ney=9i  dou  gj=
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Posons alors, dans le systeme précédent,

yi=azuw; pour [=3,4,...,n;
nous aurons

s P P2 Ps Pn
"= =z Y+ 2o, Yo+ o= Ug~+ ...+ T, Uy,
’ R "y
yy= 2t — 2,
Vi x
ruy, + u u ou w, = 22 akad
JZ U = P q [ f T2 T =
3 3= )2 3 3 z z
’ ’ 22Uy
XU+ U= LUy — U; ou Up = Ujy— —=

Nous écrirons ce systeme sous la forme

Pn ,
oL

et, en faisant y; = 2" ¢;, nous aurons

r 2
—;(cg‘,-’+...)+q}—1—...:::(w‘v’__, S e ;(cp%’+,..),

d’ol nous tirerons

Au contraire, nous aurons

0
Ir'4-2)0? = 0! d’olt @)= --———CP—’——————
( )16 v 27 T3 (,.+])(,.+2)

Nous sommes donc conduit 4 former des systemes successifs par une
loi facile & deviner, et, dans le dernier systéme auquel nous nous arré-
terons, la premiere équation aura la forme

), , )
Boyir Lo Lo+ L

FEEE 2=ty S

I——
Y=
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et, si I'on pose y; = «"o,, les fonctions 9; ou bien seront identiquement
nulles, ce qui ne sera pas le cas habituel, ou bien seront toutes diffé-
rentes de zéro pour x = o.

Mais maintenant il est visible que r apparait toujours dans les équa-
tions en o}, ..., o,; il faut donc qu’il apparalsae dans toutes ces équa-
tions et, en particulier, dans la premiere.

Il est évident qu’il faudra que tous les exposants @ — £ soient 1 ou
un nombre plus petit. On aura donc les conditions connues

W, 0, w, 2 3, R w, = n.

Reprenons I’équation d’ordre n et posons y = «?u. Nous aurons une
autre équation linéaire el homogene d’ordre » en u, et il est évident
que, en posant pour une intégrale « = x"¢, on pourra supposer que r
n’est ni zéro ni un nombre entier. Le théoréeme estdonc vrai dans tous
les cas, comme on le verra facilement en revenant de I'équation en «
a I'équation en y. ‘

Comme seconde application de la théorie générale, nous allons cher-
cher tous les cas olt un systeme de deux équations linéaires et homo-
genes peut étre ramené a la forme canonique, ou encore, si 'on veut, a
deux solutions fondamentales régulitres, ou encore a toutes ses solu-
tions régulieres.

Le systeme & étadier peut étre mis sous la forme

/ ay, aiy ayy ar
.’::<‘—,;-'—+.:= - - >71'r‘< "‘T‘__‘I"‘"‘)}’:’v

v Xz

Nous aurons a remplir les conditions

r (2l ay, \ oo \
;((p‘f—-l—...)—}-cp{—i—..._ (w—au +,..>(<p?—§-—...)+ <_xem+"') (9% —+...),
0 3 1 asy, 0 @y, ’ 0

';‘(C.Dz—}—,..)—l-—cpz—i—...: ;:—:-I-" ((Plﬂ-...)—'l— ._SZ‘:: ...)(?2"{—.,.).

Profitons du théoreme important d’apres lequel @(a,, + a,,) est ho-
lomorphe pour simplifier de suite ces équations. Si g, =1+ ¢ par
exemple, il faudra que ,, =1+ ¢, et 'on aura de plus

a,=—al,=a [i=o0,1,2,... (¢ ——1)].
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Nous aurons alors & étudier les équations

r a® at an ' .
;(clo‘}—&—...)—i—cp}—l—...:(zg _!_.L—-E:—l+"'> (/;J';_*_,,.)—y-(z's—;—{— ......... >("9f_3+...),
A . al, ) a® al N\,

;(cpg—a—...)—k—t?.l—i—-...: e e (94 +...)— — —}—F_—lﬁ-...>(%+...).

Nous considérerons d’abord le cas oli 'ona e =1.

Soientd’abord €,, >1 ete,, > 1, on aura 9} = o, 2, = 0. On ne peut
accepter ce résultat, car I'un au moins des o] et o] est différent dezéro
dans le cas d’une solution réguliere; donc les solutions ne sont pas
toutes régulieres (et méme il n’y en a ici aucune réguliere).

Le casdee,, =1, &,, > 1 est analogue au précédent. En cffet, on a,
dans ce cas,

gy=o0, (r+a’)ey=ajy, 9}
ou encore : -

) e [(J—
gi=o0, gi=o.

Soit donc le cas ¢,, >1 et e,, < 1. On aura encore g, = o, et rien ne
tixera . Alors remplacons y, par xy,, nous aurons

Yi=an) it ragnys,

T 1
.}’2"‘7,}1"1“ 2= — ) )2

On a donc un systemeanalogue au précédent, mais ol €,, est diminué
d’une unité, tandis que ¢,, est augmenté d’une unité. On en conclut
que plusicurs substitutions successives (ou une seule a la fois) don-
neront un systeme ou l'on aura &, =1 ou g,,=1. On rentrera dans
les cas déja étudiés ou bien on aura un systéme canonique.

Donc, dans le cas de e =1, les systemes & solutions régulieres sont
de la forme

[4] @y,
e M I
.yl“" Z .71 + JL'H'E‘ -}'2:
' Qa1 Aoy

‘)/2:_:' a,:[.g'yl_*_ 7)‘11

ou ¢ est un nombre entier et les a des fonctions holomorphes quel-
conques.



Abordons le cas de ¢ >1.

Pour simplifier la question, on pourra toujours supposer ¢, = «.
C’est une question facile de substitutions. Il suffit donc de considérer
les équations

J a® x
I—(D?—}—...)—I—C"J}—!——...H(?E—i— ..)(?‘;—}- )-4—(%;—*— (e9-+...)
I 1 (% 0 a 0
L@ ) = (A (ot )—= (= + (98-...)
On a

@9y aly =0, (@l o) —((a'9L)) =o.

Il faut nécessairement imaginer que les deux termes de la seconde
équation existent ensemble, sans quoi Pon aurait ¢} = o, 2)= o.

On aura done g, = «.

Ensuite on aura la condition

a’ al,
— 0.
)
ay, —a

SiT'on pose alors
h=a’ Doz — a° et =y hyr=a, y,— @y,

on aura
sl=ald, v —a'ys,,

d’ol
— QQL'*’J) o ( @)y —y>
N 21 2z o T - - ”
xZe ) . i
ou
o @l ala. Dy (@ adyz )l = @l )= (@) g

X

ou ¢ncore
] \ B a
sl= = (a0 — dag) yi+ Lay,afy -+ (@) ]ya+ 2 (M yi+ My ) |

ou simplement
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[l est évident que, si maintenant on remplace y, par

on aura un nouveau systeme en y, et z, ot I'exposant ¢ devra étre ra-
mené & e— 1. Cela imposera des conditions nécessaires pour que toutes
les solutions en = et ¥, ou en y, et y, soient régulieres. En continuant
a diminuer ainsi ’exposant ¢ jusqu’a le ramener & 1, si toutes les con-
ditions qu’on rencontre sont satisfaites, on aura finalement un systeme
canontque.

Faisons une application numérique en vérifiant que le systeme

i [ 1
Y= (-—— -+ o)+ ol +. ..>')’, -+ <-;—~, + = al, - al, -, ‘-).)'2’

N I I 1 |
== <—— il oy, H-al w4 >yl+ <— —+ ol ol e ..))'2
a toutes ses solutions régulieres.

On a d’abord —4{—+ 9)=o0 pour les deux ¢quations, ou encore
L——
o T Y

Posons alors z=:y,— y,, et éliminons y, par la relation y,=z-+y,,

il viendra
) RS ) L A
I ; e .?"‘_;_*"")(34’".}’1)7

T I 1
,.,+V1'__ ;3—1—;—F—...)yl-l—<7¢2+...>(5+)',);

o,
T

d’olt I'on tirera

e )5 (g hyr .. ) e

(L L r ,
yl—<w2+b > +( + >71,

I
L — [ —
—92—5@2 ou @y == 0.
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e |
(523

On est donc conduit & remplacer z par xz, ce qui donnera

, i A 1
Y= <—; +>:+<:l_ +...>}/1,

ho Py +. ..
3= (ot e )8+ Sy,
ce qui est un systéme canonique.

Dans le cas particulier ou les A sont nuls, et ot les « sont nuls aussi,
on est ramené au systeme

y':(—l- —+1 5+L)', s'=—o;
N € xX°

N\

mais cet exemple n’offre aucune difficulté dans une étude directe.

4. Nous venons de démontrer le théoreme général suivant :

Tout systéme d’équations différenticlles lincaires et homogenes, dont
toutes les solutions sont régulicres, peut étre ramené a la forme canonique
par des substitutions successives de la_forme

0= A XY e Ay XFa Yy,
U'inconnue v remplagant ensuite l'une des leitres y.

Il est facile de voir que cet énoncé doit étre substitué a celui que nous
avons donné dans notre deuxieme Mémoire (Annales de I Ecole Nor-
male, janvier 1888).

Nous allons montrer maintenant que, si ’on ne veut pas se servir de
la substitution que nousvenons d’indiquer, on peut considérer déja les
solutions non transformées du systeme (1) comme appartenant & un
autre systeme d’équations de forme canonique. Ce point de vue théo-
rique peut étre utile dans certaines questions.

Je vais donc démontrer la proposition suivante :

Lorsqu’'un systéme de n équations différenticlles lincaires et homogénes
a toutes ses solutions régulicres, ces solutions appartiennent toules a un
systéme canonique de r' équations, n'Zn.

Soit un systeme d’équations de la forme

(n Yimap it oA apya ((=1,2, 000, 0).
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En dérivant ces équations et en é¢liminant, au moyen des équations (1),
les dérivées qui se présentent, on forme facilement un systeme d’¢-

quations de la forme
‘ ..V,1 =dp Yyt QaYa,

(.',‘) . )'; — f\21.1'1 . A:’l}_yn’
( ‘)"(;”): Anl,yl CE I Anny/n
et toutes les solutions du systeme (1) conviennent au systeme (2).

On peut considérer ces équations comme étant du premier degré en
Yareees Yoo €L, cOmme ces équations sont satisfaites en méme temps par
les mémes valeurs de y,, ..., ¥, tirées des solutions du systeme (1), on
en conclut que toutes les valeurs de y, qui entrent dans les solutions
du systeme (1) satisfont & la condition de compatibilité

| Yi—auy: e ...
......... oo .o o = O.

.7”1")_ Anl,)'l An“.! “ .. Ann

Cette condition développée donne une équation linéaire et homo-
gene d’ordre nen y,. L'ordre n peut s’abaisser dans certains cas.

Supposons maintenant que toutes les solutions dusysteme (1) soient
régulieres. Tous les éléments y, seront des intégrales régulieres d’une
¢quation linéaire et homogene d’'un ordre au plus égal a n.

Rappelons maintenant certaines propriétés d’une équation linéaire
et homogene, d’ordre 4 par exemple.

Sitoutes les intégrales de cette équation sont régulieres, I'équation
peut se mettre sous la forme

dr v P dh—1 % i
drh o da T ..ot por/ y=o0,

ol les p sont des fonctions holomorphes dans le domaine de I'origine.

Si toutes les intégrales ne sont pas régulieres, celles des intégrales
qui sont régulieres satisfont & une équation linéaire et homogene de la
forme précédente, mais dont I'ordre est égal au nombre de ces inté-
grales régulieres, et, par suite, inférieur & A. Résumons sur ce point
la théorie donnée par M. Floquet ().

(1) Annales de ULicole Normale supérieure, Supplément de I'année 1879.
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Unc équation différentielle linéaire et homogéne dontles coefficients
. . s . 1 M ’
ne contiennent qu'un nombre limité de puissances de — est dite réduc-

ttble quand elle a au moins une intégrale commune avec une autre
¢quation différentielle linéaire et homogene d’ordre moindre, et dont
les coefficients offrent le méme caractere.

in partant de cette définition et de la notion d’expression différen-
tielle composée, M. Floquet démontre le théoreme suivant :

St une équation a des intégrales régulieres, il existe une autre équa-
tion de méme forme dont toutes les intégrales sont les intégrales regu-
lieres de la premiere. ‘

(Cest précis¢ément le théoreme ue nous voulions rappeler. Nous
ajouterons que cette deuxieme équation, n’admettant que des inté-
grales régulieres, sera de la forme donnée plus haut.

Revenons au systeme (r) dont nous supposons toutes les solutions
régulieres. Nous pouvons affirmer que les éléments y, de ces solutions
fontpartie des intégrales d’une équation linéaire dont toutes les inté-

grales sont régulieres, et nous pouvons écrire

dhy,  pa dtyy Pni
deih T et T i =0
De méme, les y, satisferont & une équation analogue, et, en géné-
ral, les ¢léments y,, y,, ..., ¥y, des solutions du systeme (1) satisfe-
ront respectivement aux n équations

(3) Dy P BTy P
dal x dxph—t o ol vt
(i=1,2,...,n).

Pour appliquer le théoreme de M. Floquet, il faut que les coefficients
des équations différentielles ne présentent qu'un nombre limité de

. I .o . . )
puissances de —; mais il est facile de voir qu’il suffit pour cela que les

coefficients des équations (1) satisfassent & cette méme condition, et
ce dernier point s’établit facilement dans le cas ot toutes les solutions
du systeme (1) sont régulieres.
De tout ce qui précede, il résulte que les éléments des solutions du
Ann. de I’Fc. Normale. 3° Série. Tome VI. — JuiN 188g. 23
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systeme (1) satisfont au systeme (3) formé de » équations & une seule
variable chacune.
Considérons a part’'une des équations (3)

dh.y P1 d/z——i.,y Pa

dzi Tz dmhit T g V=

Les fonctions p,, ..., p, sont holomorphes dans le domaine de I'ori-

gine.
Posons
.)" — xh—-l uy,

dy .
2‘; == g2 Up—1,
................ s
dh—l v
dal—1 Uy,

Nous aurons d’abord

du, P1 Pnr

—(Z._Z‘—_P-_J-LT ll;—}-...—l-? i, =0,

et ensuite les deux équations

dky
dx®

— ple—f—1 (l/‘H—l Y .
e firm Jy ) .
=z u,_, ct Pl = xh Up—fomy;

nous tirerons de la

fet=1 s
il.t_h_"l” — d Y e ph—l—1

127
de  — dak+r” ‘

(h— e — 1) gph—t=t 222k o ppn—ii—
x ax

ou
Qbpsp _ Un—t—1 _ (h—k—1x)up_s
dz ~— =z x

On aura donc le systeme de n équations linéaires et homogenes

du, 1 7
—— -+ P Ug—t+.. .+ Lr U= o,
dz x z

X 2 Ao U a
; = - u
] 21 Yq 12 U2y

X — = u -+ a
p— — Uy,
" hh—1 h—1 hhtpn

Il est facile de donner & ce systeme Ja forme canonique.
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On peut donc remplacer chaque équation (3) par un systeme cano-
nique. Il est évident que I'ensemble de » systemes canoniques indé-
pendants forme lui-méme un systeme canonique.

Dans le cas actuel, toute solution du systeme (1) convient au sys-
teme canonique d’ensemble, dont le nombre des équations variera de
nan®, et ¢’est ainsi que se trouve démontrée la proposition que nous
avons énoncée plus haut.

5. Quelle que soit donec la maniere dont on traite un systeme
d’équations différentielles linéaires et homogenes, il faudra toujours,
dans le cas de la régularité, arriver & considérer un systeme cano-
nique, ¢’est-a-dire un systeme de la forme

’ -
Xyi= @Y1+ ..+ Ya (=1,2,...,0),

ol les coefticients @ sont holomorphes dans le domaine de l'origine.
Il nous reste & étudier, spécialement au point de vue de la pra-
tique du calcul, ces systemes dont les propriétés font 'objet du pre-
mier Mémoire que j'ai publié, et de I'important Mémoire de M. Griin-
feld. Nous avons peu de chose & ajouter.
Si I'on considere les équations (3) du premier paragraphe, elles
prennent la forme

al o) +...--(al—r)e)+...+aj, ¢, =o0.

Les doubles parentheses ne sont plus nécessaires. Ces équations en-
trainent I'équation caractéristique en 7, ou encore I’équation fonda-
mentale déterminante, selon U'expression de M. Fuchs. Soit /(r) = o
cette équation. '

Il n’y a aucune difficulté & calculer les coefficients ¢}, ¢/, 97, ...
par des calculs de proche en proche dans le cas ol r est une racine
simple. En effet, on voit facilement que, /(r) n’étant pas nul, tous
les mineurs du premier ordre de f(r) ne peuvent étre nuls, et, par
suite, le systeme en ¢f, ..., 9, admet une solution et une seule pour
les valeurs proportionnelles de ces inconnues ¢;.

Supposons que rsoit une racine multiple de f(r) = o, et, pour sim-
plifier, prenons seulement une racine double. Nous aurons une solu-
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tion de la forme
yi=a"(Y; + o;logz).

N

En faisant I'identification, nous aurons 2 considérer les deux sys-
temes d’équations

r ,
x(;@i-kcpi)::a“cpl—l—...—i—a,-,-cp,'—i—..‘—kamcpn,

r v 2) = g, d ! :
x ;'13,-4-9,-—!—:; =a;b 4. a4y b

Considérons le premier systeme, qui ne contient que les lettres o.
Nous en tirerons :

0 0 " 0 0 0 —
al(')l (2 +"'+(a1'i“,)cp‘l ek al 279 @, = 0.

Nous remarquerons que, r étant racine double de f(r) = o, les mi-
neurs du second ordre de /(r) ne seront pas tous nuls, mais que les
mineurs du premier ordre peuvent étre nuls tous & la fois ou non. De
la deux cas.

Supposons d’abord que les mineurs du premier ordre ne soient pas
tous nuls. Alors les équations

@l ¢y - (au—1r) ¢l 4. ..+ af, gy =0
soluti : 0 0 .
ont une solution unique en 97, ..., ,. On en conclut que les équa-
tions

r P
z (E CP[+ {51) =ap <P1+- o= Qgp Opn

admettent une solution et une seule, correspondant 4 la valeur donnée
de r. De la cette conclusion, qu’a la valeur donnée de r correspondent
deux solutions ayant les formes

Yiu=a" 0,
Yio=2"(y;+ o;logz),

et, pour achever de déterminer la seconde de ces solutions, il suffit de
calculer les fonctions ¢; (nous retrouvons la un théoreme connu sur le
coefficient de la plus haute puissance de log).
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Les ¢, satisfont au systeme d’équations
Ll P ]
2 i+ i+ D) =an i+ A @,
et 'on doit avoir d’abord
apy Yy (@l = ) e+ ad b= ol

Ces équations devant admettre une solution, et le déterminant des
coefficients des inconnues f(r) étant nul, il faut que ce systeme se
compose seulement de » — 1 équations, linéairement distinctes : on
peut prendre pour ces n — 1 équations celles dans lesquelles entre
le déterminant des coefficients des inconnues ¢}, ..., 4,  ; ce déter-
minant est un mineur du premier ordre de f(r), et 'on peut supposer
ce mineur différent de zéro. On pourra alors caleuler 47, ..., 4y en
fonction de ¢, arbitraire, et de 9, ..., ¢, déja calculés.

La suite du calcul des coefficients ¢}, 7, ... n’offre ancun intérét.

Supposons maintenant que tous les mineurs du premier ordre de
J(r) soient nuls. Alors, dans les équations

] ( 0. . 0 0 [ p—
aly o) 4. .. (af—r)e) .. .4 a, e =0,

on peut prendre arbitrairement deux des inconnues g, ct g, , et ex-

primer les aulres inconnues @}, ..., ¢,_, en fonction de ces deux-la.
De 1a résulte que ’on pourra construire deux solutions

Yu=x" 0,

Yia= 2" O

linéairement distinctes. Il suffira pour cela que le déterminant

Prors Ph l
Ph-12 Pna
soit différent de zéro.

Toute solution y;= a"0;, correspondant 4 la méme racine r, sera
composée linéairement avec les solutions y;,, ., cariln’y a que deux
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solutions linéairement distinctes correspondant & une racine double r
de f(r) =o. Donc, dans le cas qui nous occupe, le logarithme dis-
parait.

Nous n’insisterons pas sur ces remarques de caleul, la théorie gé-
nérale n’étant plus a faire (*). ‘

(1) Au sujet de I'extension de la théorie des solutions régulieres aux équations différen-
tielles & plusieurs variables indépendantes, on consultera avec fruit 'important Mémoire
publié par M. Horn dans les dcta mathematica (octobre 1888) sous le titre Ueber e¢in
System linearer partieller Differentialgleichungen.

Y v o N



