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SUR LES SOLUTIONS REGULIERES
D'UN

SYSTÈME D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
( T R O I S I È M E MEMOIRE ),

PAK M. L SAUVAG-E,
PROFESSEUR A L,V FACULTÉ DES SCIENCES DE MARSEILLE.

l. Un système cl/équations différentielles linéaires et homogènes,
étant mis sons la forme

f/y .
— = a/,i ji +... + a,n y,, 1 ( i = î , 2, ..., n ),

admet, dans le domaine d'un point, l'origine par exemple, un système
fondamental de solutions de la forme

y ,/,'=: x^Qi^) ^ ( /cr=:t, 2, .. .,n; ^=ï, 2, .. . , /z),

lorsque les nombres r,, r^ ..., ^ difïerent entre eux à des nombres
entiers près, c'est-à-dire lorsque l'équation fondamentale relative au
point oc == o a n racines distinctes.

Si cette équation fondamentale a une racine multiple d'ordre ;̂  on a
un groupe de p solutions de la forme

y^ -= ̂ ^ ©AI -h ¥û2 log.^ 4- . .. + ?AX log^-11 x)

(^•=1, 2, . . ., H; Àr-r;!, 2, . . .,;x),

correspondant aux mêmes nombres r a des nombres entiers près, cl
toutes les fonctions ç peuvent être supposées holomorphes dans le cas
où le système proposé a toutes ses solutions régulières, et récipro-
quement.
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Les nombres r sont liés aux racines 00 de l 'équation fondamentale
par la relation

^V^r^û),

et ne sont définis qu'à un nombre entier près.
Nous nous proposons de montrer comment on pourrait déterminer

par la méthode d'identification les solutions précédentes d'un système
dont toutes les solutions sont régulières, et nous tirerons de là quel-
ques conclusions importantes. Ce Mémoire doit être rapproché de deux
autres qui ont paru dans les Annales de U Ecole Normale supérieure ( ^ ) ,
et d'un travail présenté à l'Académie des Sciences de Vienne par
M. G r û n f e l d ( 2 ) .

2. Il est facile d'établir qu'un système d'équations différentielles
linéaires et homogènes, et dont toutes les solutions sont régulières,
peut être mis sous la forme

/ a° a1 a2 \yfi ̂  [^ "h ̂ ^ + x^=:À +.. ̂  yi -+-...
(0

4- (<! ^ -^ ̂  < ^ \ y
[ T^ 'r8,»-1 ^^2 ̂  ' ' ' ) Y'1
•\ 1<- I ' 1 ' €•<•/ "l «.A; (W /

(/ '=i, 2, . . ., n).

Les coefficients a sont des constantes qui ne sont pas toutes nulles
pour une même valeur de i, c'est-à-dire dans une même équation; les
nombres e sont des exposants entiers positifs ou négatifs.

Ce système admet au moins une solution de la forme

('-0 J/=.2? r(cp?+(pJ^+.<p?A?2-^-...)=::: X ' 0 { ,

telle que tous les coefficients constants cp^ ne soient pas nuls à la fois.
Nous allons d'abord chercher à reconstruire cette solution en suppo-
sant les coefficients ç^ indéterminés et en les retrouvant par l'identi-
fication appliquée aux équations (i).

( r) Novembre 1886 et janvier 1888.
( î ) 3 février 1888.
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En portant les valeurs (2) dans les équations (i), on a

•̂  ( q)? 4- 9} x 4- yf ^ +• . . . ) -+• 9; H- 2 o/2 .z' -4- 3 cpf ^2 -+-. . .

= fê+-fe+•••)(? ;+?î^-^-9^ 2+-•)\ >A/ t ' ».A/ ll y

-+- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . * . . . . . . . . . . . . . . . . .

+ fê + -ET -+-• • •) (?? + ?? '̂  + T^2-^ • • •)\ iX'"'" f.Ju " /

+(^+^Lï+..•)(y:+?^+?^^+•.•)
(^=::ï , 3, . . ., ^).

Dans chacune de ces équations, on égalera d'abord les termes du.
plus bas degré en x, et l'on aura n équations de la forme

(3) ((- r^ + < y; +. . . + rt?/y? -h. . . 4~ a^ y^)) r= o

{ l ^ î , a, . .., /z).

Nous indiquons par ta double parenthèse que tous les termes écrits
dans ces équations n'y entrent pas forcément, mais qu'il, n'y entre
d'ai l leurs aucun autre terme.

.Ces équations ayant au moins une solution en ç^p * . . , 9^, le déter-
minant des coefficients sera nul : on aura donc une condition dans la-
quelle entreront les coefficients a^. et, s'il y a l ieu , le nombre r. Sup-
posons cette condition remplie, nous aurons au, moins une solution en
o^, ..., o0^, où tous les éléments ne seront pas nuls.

Nous pourrons supposer, s'il en est besoin, qu^aucun élément 9^, ...,
9^ n'est nul, à moins que la fonction ç^ correspondante ne soit identi-
quement nulle. En effet, si o^ y^, ..., y,0 sont nuls, mais que ,̂.p
9^, ..., y,0 ne soient pas nuls, remplaçons y^ y^ ..., y s par ^y;i»
ocy^ . » . , xys dans le système (ï). Nous aurons un nouveau système
de même forme que (ï) et sur lequel, nous raisonnerons dorénavant.
Dans ce système nouveau, nous commencerons par déterminer, comme
tout à l'heure, ç^, ..., ç^. Il pourra arriver encore que ç^,. . . . ç.ï soient
nuls avec s ' ^ s . S'il en est ainsi, nous remplacerons encore y^ ja, ...,
y, par xy^ xy^ ..., xy^ et nous substituerons pour raisonner un nou-
veau système de forme (x) aux deux précédents.
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Nous continuerons à modifier ainsi le système (i) jusqu'à ce que tous
les coefficients ^), ..., o^ soient différents de zéro. Cela arrivera en gé-
néral, car la solution y,==a/o, peut être mise sous la forme

yf^-x^^^i,

h^ As, ..., hn étant des nombres entiers positifs tels que ç^ o^ • - • » ^n
ne s'annulent pas pour < r = = o . On peut même supposer nul l'un des
nombres h, soit h^ ; alors, soit h le plus grand des nombres /^, ..., h^
on aura à faire au plus h fois des substitutions de la forme xy à cer-
tains'y pour amener le système pr imit i f (i) à la forme voulue.

Nous pouvons donc supposer que le système (r) admet une solu-
t ion (2), telle que toutes les quantités ^ soient différentes de zéro, à
moins que la fonction <p^ ne manque.

On peut maintenant imaginer deux cas d i f férents de calcul.
Premier cas : Les équations (3) ne renferment pas la lettre r.
Second cas : La lettre r entre dans ces équations.
Examinons d'abord le second cas. Il se subdivise en deux autres.
I. La lettre rentre dans toutes les équations (3). Alors les termes

du plus bas degré dans ces équations sont des termes en — ? et le sys-
ûC- *

terne (i) est de la forme

xy\-^ ̂ iji +.. .+^/,/r,,,

où les fonctions b sont liolomorphes dans le domaine (le l'origine.
Nous appellerons ces systèmes des systèmes canoniques. L'étude des
systèmes canoniques a fait l'objet d'un Mémoire spécial (1). Leurs so-
lutions sont toutes régulières.

II. La lettre r n'entre pas dans toutes les équations (3). Cela est
d'abord impossible si toutes les racines œ de l 'équation fondamentale
sont distinctes; car rien ne distingue dans la condit ion tirée des équa-
tions (3) une valeur r d'une autre, et cette condition, qui est algé-
brique en r, devra avoir n racines distinctes, et, par suite, être du degré
n en r, ce qui ne pourra avoir lieu que si r entre dans toutes les
équations (3).

( 1 ) Annales de l'Ecole Normale y novembre 1886.
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Supposons que l'équation fondamentale en co ait une racine mul-
tiple d'ordre p.. Alors, à cette racine // correspondra un groupe de
p. solutions de la forme

yi\ ̂  ^ ' ' ' 9/1»
y^ ==: .•^[9/2 -1- +/i log^']»
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y^=.:z^[©^-4- '̂ -i Iog.:r 4-. . .+ 0, lo^-1^],

et, par conséquent, si l'on posey^== x ' ' ̂ ^q^ les y^ étant de nouvelles
inconnues, le système différentiel en y, , . . . , q,, qu'on, pourra former
aura [J. — i solutions ou. r' sera nul ou entier correspondant ày^, ...,
y/(A» ^t u-ne solution où, y , i » ya? .. * r <7/2 seront en général égaux à i.

Supposons qu'on ait pris toutes les précautions nécessaires pour
que tous ceux des ç^- qui. ne sont pas ident iquement nuls ne s 'annulent
pas pour oo == o.

Soient é p i , ^, ..., ç.y les ç/ non ident iquement nuls, et, par sui te ,
ç.î+0 9,M-^ • • • » î/î '̂ ^ îz qui sont ident iquement nuls.

Posons u^x^^i, en remplaçant par convention o.^, . . . , ç^ qui
sont nuls par l 'unité, et faisons la substitution y^= u^q^ Nous aurons

u, q', =: a^ f.f.i q^ -l-. . . •+ ( au Ui — u'i ) qi +. . . •+" a//, zz/, g/,.

Mais^;-^^
^^ < X ÇQi

Le système différentiel en q devient donc

(4) q^a^ q^. ..+ (^- ̂  - ̂ ) <7/-+- •+ ̂ /.^^

et ce système admet la solution

de sorte qu'on a identiquement

a ̂ £l+...+^^==o.
<p/ ?/

Si l'on pose
<7,=: ̂ ''(^,0 4- 9'! ûc + ̂  .r2-4-. . . ),

on devra, pour 'déterminer les coefficients q^ égaler les mêmes puis-
Ann. de l ' K c . A'orrn. 3e Séné. Tome VI. — MAI 1889. 2 Î
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sauces de x dans les deux membres de chacune des équations

/<7^- i -<7^-4- . . . ) -^<7J•4-2<7j^-^ . . .
«.-c/

'^ÙL
^i

——11—
,y.Ê-,—l

iÂ^ (!

,£1
?? - ( r y ? +...)+.

et Von aura d'abord n équations de la forme

(5) ((<^;+•••+<-^--^^+•••+<îj^))^o.

La double parenthèse indique encore ici que tous les termes écrits
ne doivent pas nécessairement figurer, mais qu'aucun terme non écrit
ne peut entrer dans ces équations.

Considérons une équation (3), la première par exemple,

(( (a;,- r) y? + a?^ 4~. . .^ <^)) = o.

Tous les termes entrant effectivement dans cette équation corres-
pondent à la plus basse puissance de x dans la première des équa-
tions (i). Les termes correspondants formeront la première des équa-
tions (5)

' . " 1 1 — — / —— / /"/Ï -+- "12^72 ^• - -.L-/-/O t'î.aO• ' ^ifi- fflo y^

et, par conséquent, à la condition tirée des équations (3)
, 0
" l / l

(3i)
,y0

^l

... a 0
ri n

correspondra élément à élément la condition

r — r cio . 2
1 2 ~ U

ïlt^

(5i)
,0 ?î
^1 -0

7<î .
•"2 2

yO
"art yj

,0 ¥Î rn°
,0 ?2
^â-o-
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tirée des équations (5). Les doubles barres ont le même sens conven-
tionnel que les doubles parenthèses.

La seconde condition se met facilement sous la forme

<i
a^

<i

r'— r /y0

^1 2

r/°a 2 2

<7°"/^

^.r'-- r
... a
... a

... a

oi/<
0
2«.

0 ,.' ».
n il ' '

c'est-à-dire que la condition (S^) est identique à la condition (3^)
quand on a remplacé r par /-h- r.

Cela posé, rappelons que la solution

^=:i,

donne les relations

q^-zz i , ^.1=0, ^==0

^. 2l + ... +. a/,. ̂  =: o.
?/: ?/

Par suite, les équations (4) pourront se mettre sous la forme

c/',^, 0/2 ̂  {q^—r/v ) -1- ... 4- a/,, ̂  ('7.9—<7i ) -i- <^-t^+.i 4- ... 4- ̂ ^ — g/..
<?/• 9^ ^P'

Posons alors

^h — fh ̂  ^/^ et qs+k -==- z^f, ( h = ï, a, .. ., s) ;

nous aurons un nouveau système différentiel en ^3, ..., ^ de la forme

^) ̂  -'- • • • + (a^ -/J ~ a^ Ïf) ^A^ == (^/.2 (pl •— ^12 92 ) ^2 -1-. . . 4- (a/,/, — /J — ̂ i/, ̂ ') ^A
\ 9^ ?!/ \ P I /

<?54-1 'P.M-1
ï cv}^,S•Jt-'[. ———— —— "'l^S'+l '————(6) 3.̂ .1 4- ... 4- ( Ûî/^z — — d\^ — \ S m

\ ^h ?!/^ y/, yi
o,

/̂,= ^.s'-h/^a —1- 5.2 4- ... 4~ (a /̂,,̂ .̂ — /•/ ) 3s.^ -h- - . . 4- a^k,n ^—^

Si l'on pose
^,=:.:rr(^4-^^4-•^f^4-.. .),

on devra, pour déterminer les coefficients constants ^, égaler les
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mêmes puissances de x dans les deux membres de chacune des équa-
tions

: (4+...)-

+

['
[<
quations de la

(^ (?î

{aflî îl

(a^
^aA.

^L^

i Y1''hï-

4- }€•7?r

-a» 3l
1 2 ??

+-... '

+-...

-i-...

-t-...

forme

.).-.

(^+...)\^^ )

/a0 \
—tl -+-...^.r^» /

...))=„

9°.-
? ï -

?;;-
?ï-

f - - 1 / - o , -
+-. . .J ( - -2 + • - • •

ï~•••~\(-»+ )^^,,+...)

( 7 ) ou

^o
•*.¥+/•,

9S
P.̂ /.

^0
"''2

A ces équations (7) correspondra la condit ion

(7i)

<2

<

<

0^
^-^,2^

— a

?S
(P'i

ctiS
ï^

0
1 2

-<

3 ^0o— ... a^^ •—
Î4-Â--

/yO
a l 2

2Jyï —/*

?1
?ï

ys
y?

/

... a;̂

—— /• <.

<.

^
?'»

-^î,

-<.

^î,

9S
?ï '

?%
9 Î "

,./„

?!;
9Î

-,.'-

-/.'-

- /'

...

- /' ...

- /' ...

/,()
• • • aS+k

<.

aL

a^

^-a
^

^-ay»

<-a^
0°Vn

. it .,„ o
?.Î+Â-

0
1 /;.

0
1 n

0
1 /<•

€.
yï
2Â
?î

?^
yî

Comparons cette condition à celle qu'on tire des équations (5),
c'est-à-dire à

(5i)

/-/ôll

a°^ni

—

?î
9°.

r'— /• ^0
"12

9S
9Î

(7°... a^,

/y0
. . . ^/u^

c?'.
?ï
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Tenons compte des conditions

,0 ?î
1 1 9?

.+ a?
fr\ V

••-^,

qui résultent du fait que les équations (5) admettent la solution
/7i=i, ^,=1, <y,--n==o, <7,,=o.

Ajoutons dans (5i) les ^ premières colonnes pour remplacer la pre-
mière, nous aurons

,5.)

.— /•

— r

0

aï,

as,

".?+/

<?S
9Ï

— / • ' — / •

?s
'2 9,?u.

... <.

• • • «29»

• • . a^.

<
?î

^
9 S

?;;
'" ?^

Rien ne nous empêche de supposer que dans (5i) les éléments de la
première ligne horizontale correspondent à la puissance la plus élevée
de ^ dans les équations (5). Avec cette hypothèse, retranchons laoc
première ligne horizontale de (5a) des s •—• i suivantes; nous aurons

0

0

- /• <
^22

a.<+/l, 2

^
?ï

a» ?i"-yï

?s
9.?+A

«.^--/ ' ...

^ ^a ' " ^
a9 ^"^oS

(7° ,".»+*,/»

- aî,.

y;l
f.̂

O?

cp
0
tt

1

ou encore
r/(r)=o,

en appelânty(r) === o la condition (71).
Nous voyons donc que les racines en r de (5i) sont égales aux ra-

cines de (3<) diminuées de /, et que les racines de (7^) sont celles
de (5,) à l'exception de la racine o.
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Gela posé, nous avons admis que le système (i) ou le système équi-
valent sur lequel nous raisonnons admet un groupe de solutions cor-
respondant à la racine r\ II faudra donc que l'équation (71) admette la
racine r = = r — ^ / o u o, et, par suite, rf(r) == o, ou (5^), admettra
deux fois la racine o, ou encore l'équation (3, ) admettra au moins deux
fois la racine r\

Plus généralement, si ( 7 ^ ) admet k — i fois la racine o (ou un
nombre entier à la place de o), l'équation (3,) admettra k racines r '
(ou r ' augmenté d'un nombre entier).

On remarquera que, si le système (3) admet des solutions o°, . . . ,
ç^ différentes de zéro, c'est que ce système renferme effectivement n
équations. Il en sera de même des équations (5), et enfin les équa-
tions (7) seront effectivement au nombre de n — i.

Nous pouvons alors raisonner sur le système en ^, comme nous
avons raisonné sur le système en y, et nous verrons que, si l 'équation
fondamentale en œ a une racine multiple d'ordre p., il faudra que
l'équation (3,) ait \j. racines r' correspondantes, différant entre elles
de zéro ou de nombres entiers.

Par conséquent, l'équation (3,) en r, ayant autant de racines dis-
tinctes ou confondues que l 'équation fondamentale en œ a de racines, est
nécessairement du degré n dans tous les cas, et, par suite, si la lettre r
entre dans F une des équations (3), elle entrera dans toutes les équa-
tions (3) tirées d'un système pour lequel on ait cp^^ o, à moins que o^ ne
soit identiquement nul.

Il ne nous reste donc que deux cas possibles à examiner :
Premier cas. — Les équations (3) ne renferment pas la lettre r.
Second cas. — La lettre rentre dans toutes les équations (3).
Ce second cas correspond à un système canonique. Il ne nous reste

donc à examiner que le premier cas.
Supposons donc que la lettre m'entre pas dans les équations (3).

Ces équations auront la forme

(«<p°,+.,.+-a^^))==o.

Les plus hautes puissances de ^ se rencontrent au moins dans une
<5C"

des équations (i). Nous pourrons déterminer des nombres constants
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Âo \, ..., ̂ , tels que
((}^î,+...+^a^))=o,
.... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
((^<.+——^A)):=0,

et nous poserons
^ =r }.i y,i -4-. . .+ À,, y/,,.

Nous aurons alors, en ajoutant les équations ( i ) multipliées respec-
tivement par 7^, À^, ..., X^,

^}'\ 4-.. .+X/,J;,

OU
^ r = ( À i ^ n 4 - . . .+^/^^i)yi+-- •-+- (^ i^ i^~+- - • •+^A//)j /z '

Tous les "\ ne sont pas nuls. Soit \^ o. "Nous pourrons alors él imi-
ner y^ par l 'équation

i ).i î.//yi—y-^y^'—^y^

et nous aurons un système en ^ ji, ..-,,//-.-. i , . y / + i » -^y^ ol1 l^xpo-
sant de -["? dans la première équation en 9, aura diminué au inoins
d 'une unité , sans avoir augmenté dans les autres équations.

Mais alors nous raisonnerons sur ce système comme nous avons rai-
sonné sur le système (î), et nous arriverons, par des substi tutions suc-
cessives, à un système ou la lettre r apparaî t ra . Si l'on s'arrange alors
pour que tous les ̂  soient différents de zéro, à moins que y, ne soit
identiquement nul, on aura ace moment un système canonique.

I l pourra se présenter le cas singulier où l'on aurait iden t iquement

\a^^r.. .-|-À,,,a,,/.== o

et, par su i t e ,
(-'/==:o.

On aura alors à considérer un système de la forme

y .̂ := An y-i -+-.,. -+- A^-i y,,-i "+- A,/j^
^ = o

(^=: i, a, ., . , n — i ) .
(a)

En supposant toutes les solutions régulières, on devra admettre que
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les solutions ou l'on a y ^ = = o sont aussi régulières. Donc le système

(i3) J/^A/iji-h-.. .--t-A^-ij^-i (i= i, 9., . . ., / z — i )

a toutes ses solutions régulières. Les substitutions qui ramènent ([3) à
la forme canonique ramèneront les coefficients de (a) à la forme ca-
nonique , sauf en ce qui concerne les termes en y^. Supposons donc
que le système ((3) tiré de (a) ait la forme canonique et posons
A /= ~i? de sorte que les B, soient holomorphes et ne s'annulent pas
tous pour x = o. Si Fon fait alors y^ == x^z, on a le système canon ique

y;- == An ji +... -4- A//^i j/,.,.,..i + B/.3,

(i-= i, a, . . ., ii— i ) .

En résumé, tout système d'équations différentielles linéaires et homo-
gènes (à solutions régulières) peut être ramené à la forme canonique par
des substitutions successives de la forme xy à y, ou v = À^ -+-... 4- X^ y^
à Vun des y, les \étant des constantes convenablement choisies.

3. Faisons quelques applications de la théorie précédente.
Soit, d'abord, le système

yi=^^+5;y.+...+^j/.

7^==J/-i? ( z = = 3 , 3, . . . , / z ) .

Ce système correspond à l'équation linéaire et homogène d'ordre n

±1. = PL ̂ y ^ PI^ ̂ .r . . j^, „
clx11 ^i dz^-1 GC^Ï dx^^ ' x^n " 9

et/par conséquent, nous nous proposons de retrouver les conditions
bien connues pour que cette équation d'ordre n ait toutes ses inté-
grales régulières.

Si nous posons j<== of 9^ nous supposerons d'abord que nous pou-
vons donner à r une valeur différente de o ou d'un nombre entier.



SOLUTIONS RÉGULIÈRES l/l^ SYSTÈME D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. l6q

Nous aurons alors

^(^+...)^^^...^^(^+...)+...^^(^4-...),

^(^+...) ̂ ^4....=^+... (^ ̂  . . . , / / . ) .

Les dernières équations donnent o^ == o, ..., ç^ === o et, par suite,
la première équation donne <p^ = o, à moins que 0, = i . Donc il faut
uï, == i .

Supposons cette condition remplie et posons
y , ̂ =.^({.., ( / = i , 2, . . ., /^) .

No us aurons
Pi /^> p/;

Ji = ̂  .ri + ̂ rï ̂  +...-+- ̂ r-i ̂ .,

/ r ^/•.z'f,/^ + /// r::: .r/./-/:„..1 ou »/• == //./^i — --- •»

ce que nous écrirons
, Ri p.î Pn„,/ — / i. i^ _/ ^ , . , , , ĴL-.L-- •r

"•• l ~" "̂  •' 1 1 ,^CT,-«. •/1 2 ~1~ • • • 'r ^.CT,,-.-I .7 / / y

^=^ri"^y^

y^ ::= j,.-i — -^ j/ ( <' -::=. 3, 4, ..., /Q.

liaisons
y^'=- ^'W ^ < ? l ^ ' ' • . ) (A-=: î , 2, . . . , / z ) ;

nous aurons

/: (^ +. . .) + y; +. . ̂  ^1 (<?î+. . .) +. . .H- ——— (^ +. . .),
tX/ lA/ l'/. " ' /t

^ ( 9 ^ + - . . . ) + œ i + . . . - = ^ ( ^ + . . . ) - ^ ( 9 S + . . . ) ,

^ (©? +.. Q •+- 9! +.. .= (yt, +...)- ̂  (9? +.. .) .

Nous tirons de là
0°(/•-M)^ ==y;, d'où 9^=:——? el 9?==o .

Ariiî. de l'Éc, Normale, 3" Série. Tome VI. — MAI 1889. 22
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Posons alors, dans le système précédent,

Yf == ,r Ui pour ^ == 3, -/!, . . ., n ;
nous aurons

^^^^^^^••^^•'
/ -r- 2j _ Z2

" ' 2 X X 7

, , >'9 3 //'-}x u.^ 4- ^3 == y^ — ^3 ou ^3 == --'' — —^ i

.r </^ + /// == x i(.i^ — «/• ou u'i -= u^

Nous écrirons ce système sous la forme

2 Ui

X

i Pi P-> P'i Pn
yl = x rl 4" .̂ ï ̂ 2 -1- .ï̂  ̂  -h • • •+ ï^ -r"'

y. =-,y.--^y^
, l 3
f^ ^72—— J./3,

y;. == j^ — - j/ ( < == 4, 3, . . ., n )
•À.'

et, en faisant j^- == ^y^, noas aurons

^W+...)+??+...=(?^^h...)- ^(9?+...),

d'où nous tirerons
^rrO.

Au contraire, nous aurons

(^-^=^ d-où cp^^^

Nous sommes donc conduit à former des systèmes successifs par une
loi facile à deviner, et, dans le dernier système auquel nous nous arrê-
terons, la première équation aura la forme

/ pi p-> p't i )y ^ x y 1 + ̂  •y-1 + ̂  ̂  + • • •4- rA î y " -
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et, si l'on posey^= ^c^-, les fonctions ç/ ou bien seront identiquement
nulles, ce qui ne sera pas le cas habituel, ou bien seront toutes diffé-
rentes de zéro pour x == o.

Mais maintenant i l est visible que r apparaît toujours dans les équa-
t ions en ç^, ..., cp^; il faut donc qu'il apparaisse dans toutes ces équa-
tions et, en particulier, dans la première.

Il est évident qu ' i l faudra que tous les exposants vs —h soient î pu
un nombre plus petit . On aura donc les conditions connues

Z î72^"2 , TïÏ3 ^ 3, . . . , U5,t,"^Ïl.

Reprenons l'équation d^ordre n et posonsy =OD^U. Nous aurons une
autre équation l inéai re et homogène d'ordre n en u, et il est évident
que, en posant pour une intégrale u ==a/'cp, on pourra supposer que r
n'est ni zéro ni un nombre entier. Le théorème est donc vrai dans tous
les cas, comme on le verra facilement en revenant de l 'équation en, //
à l 'équation en y.

Comme seconde application de la théorie générale, nous allons cher-
cher tous les cas où u n système de deux équations linéaires et homo-
gènes peut être ramené à la forme canonique, ou encore, si l'on veut, a
deux solutions fondamentales régulières, ou encore a toutes ses solu-
tions régulières.

Le système à étudier peut être mis sous la forme
(a\, a 1 , \ [a\, a\, \

y, ̂  ^U. .4, ____ 4- ... y + _U -+- ——i—— 4- . . . . y,,< / 1 ^.r-n .x^ii1"1 /*' \.z'^ x i.»-1 ) v

,/^^L. ^1 ^ \ Y . ( a ^ ^ J a l l . - \y^-"'^^S^ 1 ••7Jl+\^+.:z•^ "r—;^
Nous aurons à remplir les conditions

^(y^...)+9l4-...=(^^...)(y^-h..Q-(^+...)(y^...5.

^(^+...)^^+...=^^...)(y;+..0+(^+...)^

Profitons du théorème important d'après lequel x(a^ < •+• a^) est ho-
lomorphe pour simplifier de suite ces équations. Si s^ = i + € par
exemple, il faudra que £22 = i + £/» ^t l'o11 ^urâ d6 pi118

a{^—a^==€i1 [i=:o, i,a, ... (e '—ï)] .
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Nous aurons alors à étudier les équat ions

/ ' / /7 ( ) /7^ \ //7° \
^+,.)+^+.,^^ +^^+,^(^+,.)+^+......... )(^+,.

^(,S-,...)^^+,.^^+,,,,^^^,^^ +^+.,^+,.

Nous considérerons d'abord le cas où l'on a £ == r.
Soientd'abord £^ ^> i et s^ > i, on aura ç^ = o, c^ == o. On ne peut

accepter ce résultat , car l 'un au moins des ̂  et y° est différent de zéro
dans le cas d 'une solut ion régulière; donc les solut ions ne sont pas
toutes régulières (et même il n'y en a ici aucune régulière).

Le cas de £12== ï , £21 > î est analogue au précédent. En effet, on a,
dans ce cas,

cpS=o, (/•+^)9;=:<,9<;
ou encore

Soit donc le cas ̂  > i; et £ ^ , < r . On aura encore ̂  == o, et rien ne
fixera ç^. Alors remplaconsya par.-ry^ nous aurons

f^a^y^xa^y^
, a/,i / j \

y^-j .ri,+[^2-^»y2.

On a donc un système analogue au précédent, mais où £^ est d iminué
d'une unité, tandis que £3, est augmenté d'une un i té . On en conclut
que plusieurs substitutions successives (ou une seule à la fois) don-
neront un système où l'on aura £^ == r ou £^= ï . On rentrera dans
les cas déjà étudiés ou bien on aura un système canonique.

Donc, dans le cas de £ == r , les systèmes à so lu t ions régulières sont
de la forme

/ _ ^n . a^ji-^yi +^^,
/ Û^I ^221 y^^'y^'r^y^

où ^est un nombre entier et les a des fonctions holomorphes quel-
conques.



SOLUTIONS RÉGULIÈRES D'UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS UÏFFÉHENTÎELLES. 1:73

Abordons le cas de £ ^> i.
Pour simplifier la question, on pourra toujours supposer £ , 2 = = £ .

C'est une question facile de substitutions. Il suff î t donc de considérer
les équat ions

^(^+...)+oi+...=:(^+...h??+...)-.-(^+...)(?s4-...),^;+...)+oi+...=:(^ ,...^^,-..

/'
-W+- • •) + ̂ +. • • = ("¥+.. . ) (??+....)- (- +...)(?!;+...).u-" \ A'"* / \ ..Z'- l

On a
^î+^o^o, ((ai;l0<;))-((ao?^))=o.

I I faut nécessairement imaginer que les deux termes de la seconde
équat ion existent ensemble, sans quoi l'on aurait ç^=== o, ^°== o.

On aura donc s, = £.
Ensui te on aura la condit ion

n\) ./<)

^ -^

Si l'on pose alors

?4 =: ^1.,, ?>2 =; — a0 et ,; = '/^ri + /^y^ '= ^ 2 1 Ji — ^°J^

on aura
^=^2iri~^J^

d'où
^ a0 //ffr l+ ^^JA _ ̂  /^i7i - ̂ 72^" ' ^ v .̂  y " ^ ^ ^

ou

ÎL^ ,̂̂ ^

ou encore

^^^^^^^-^^^^^^[^^^^(^^^^^^(M^n+Ma.^);

ou simplement
* • , 'a «•

,, M^1+M2.^
" ""'""" -^^-———'
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11 est évident que, si maintenant on remplace y^ par

a^ z
^ r1"""^5

on aura un nouveau système en j, et s, où l'exposant s devra être ra-
mené à £— i . Gela imposera des condit ions nécessaires pour que toutes
les solutions en s et y, ou en y, etj^ soient régulières. En continuant
à d iminue r ainsi l'exposant £ jusqu'à le ramener à i, si toutes les con-
dit ions qu'on rencontre sont satisfaites, on aura f inalement un système
canonique .

Faisons une application numérique en vérifiant que le système

y\ :=:: ̂  ̂  4- a;, + a^+. . .\y, + ( A + ̂  + aï,+ ai,.-r +. . . ) y,,

r^ ^— ^ 4- ^ 4- ai;i 4" a^ ,2- + . . . ^ ̂ i 4- (^ -h a^ + a^^-i-. . .} r^

a toutes ses solutions régulières.
On a d'abord —^+o;;==:,o pour les deux équations, ou encore

o;;^0
i 2 j 1

Posons alors ^=;ja—)^, et é l iminons y^ par la relation y^=:^+y,,
i l viendra

.n- (- ̂  +- • •)j> + (^ -,4 +...)(. +,.n),

^,n'=(-^-+-^-4-...)^+(^-»-...)(.+„);

d'où l'on tirera

yl:=('^+^•••)z+(L•+•••)^'\vv ^ / \ut y

5 1 =(^+---)3+(>•<)+>.r^+...).ri.

Si l'on pose ^ == a-^Ç), ^ =: a;''02, on a

^?^==^yS ou yS==o.
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Un est donc condui t à remplacer z par xz, ce qui donnera

^=^+...).4-(^+...)j.

^=:(^o4-^i^4-...)5-4- -^ t̂—1^-^^

ce qui est un système canonique.
Dans le cas particulier où les X sont nuls, et ou les a sont nuls aussi,

on est ramené au système
y/= /l _{_ï^4- 1 y ^=0;

\,::r / ,r'

mais cet exemple n'offre aucune diff icul té dans une étude directe.

4. Nous venons de démontrer le théorème général s u i v a n t :
Tout système ^équations différentielles linéaires et homogènes, dont

toutes les solutions sont régulières^ peut être ramené à la forme canonique
par des substitutions successives de la forme

ç ==: Ai .-r /̂i -4-...-+- ).„ ̂ "fn,

l'inconnue v remplaçant ensuite l'une des lettres y.

I l est facile de voir que cet énoncé doit être substitué à celui que nous
avons donné dans notre deuxième Mémoire (Annales de l'Ecole Nor-
male, janvier 1888)*

Nous allons montrer maintenant que, si l'on ne veut pas se servir de
la substitution que nous venons d'indiquer, on peut considérer déjà les
solutions non transformées dm système (ï) comme appartenant à un
autre système d'équations de forme canonique. Ce point de vue théo-
rique peut être u t i le dans certaines questions.

Je vais donc démontrer la proposition suivante :
Lorsqu'un système de n équations différentielles linéaires et homogènes

a toutes ses solutions régulières, ces solutions appartiennent toutes à un
système canonique de n' équations, n'^n.

Soit un système d'équations de la forme

( t ) j^=:a/ij(-h- . .+ ^in)'n ( ^ . = r , ^ , . . , ,^).
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En dérivant ces équations et en é l iminant , au moyen des équations (i),
les dérivées qui se présentent, on forme facilement un système d'é-
quations de la forme

^ y\ =z a^)\ -+-. . . 4- <^«y//,

y\ -=:,. A^Yi 4-... -h Aa/^y/,,

( j.̂  == A/uji -t-... -l- A^,y/«

et toutes les solut ions du système (i) conviennent au système (û).
On peut considérer ces équations comme étant du premier degré en

y^, . . . , y,^, et, comme ces équations sont satisfaites en même temps par
les mêmes valeurs de Va, .-,772 tirées des solutions du système (i), on
en conclut que toutes les valeurs dej< qui entrent dans les solutions
du système (i) satisfont à la condi t ion de compatibilité

Jl——^ll j l ^ 1 2 .- ^

„ - > / / ) _ À ^ A A
./ l •'•/M,/ 1 •'•*•/( 2 ' • • •t*7^•^

Cette condit ion développée donne une équation l inéaire et homo-
gène d'ordre n en ji. L'ordre n peut s'abaisser dans certains cas.

Supposons maintenant que toutes les solut ions du système ( r ) soient
régulières. Tous les éléments y ^ seront des intégrales régulières d 'une
équation linéaire et homogène d'un ordre au p lus égal à n.

Rappelons main tenan t certaines propriétés d'une équation l inéai re
et homogène, d'ordre h par exemple.

Si toutes les intégrales de cette équation sont régulières, l ' équat ion
peut se mettre sous la forme

d^y p, d^y pi, _
dx11 + ̂  d?^ +' • t + ' X 1 1 7""- oï

oiî les p sont des fonctions holomorphes dans le domaine de l'origine.
Si toutes les intégrales ne sont pas régulières, celles des intégrales

qui sont régulières satisfont à une équation linéaire et homogène de la
forme précédente, mais dont l'ordre est égal au nombre de ces inté-
grales régulières, et, par suite, inférieur à À. Résumons sur ce point
la théorie donnée par M. Floquet ( ' ). •

( ] ) Ânncdcs de l'École Normale supérieure y Supplément de l'année 1879.
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Une équation différentielle linéaire et homogène dontles coefficients
ne contiennent qu'un nombre limité de puissances de - est dite réduc-
tible quand elle a au moins une intégrale commune avec une autre
équation différentielle linéaire et homogène d'ordre moindre, et dont
les coefficients offrent le même caractère.

En partant de cette définition et de la notion d'expression différen-
tielle composée, M. Floquet démontre le théorème suivant :

Si une équation a des intégrales régulières, il existe une autre équa-
tion de même forme dont toutes les intégrales sont les intégrales régu-
lières de la première.

C'est précisément le théorème que nous voul ions rappeler. Nous
ajouterons que cette deuxième équation, n 'admet tant que des inté-
grales régulières, sera de la forme donnée plus haut.

Revenons au système ( r ) dont nous supposons toutes les solut ions
régulières. Nous pouvons affirmer que les éléments y, de ces solutions
font partie des intégrales d'une équation l inéaire dont toutes les inté-
grales sont régulières, et nous pouvons écrire

^+^^ClZl+ +^y,=o.
T^ x dx1^ .•r^"1

De même, les y^ sat isferont à une équation analogue, et, en géné-
ral, les éléments y,, y^, . . . ,y^ des solutions du système ( i ) satisfe-
ront respectivement aux n équations

S'^ê^'——^—
( / = i ,2, . . ., r i ) .

Pour appliquer le théorème de M. Floquet, il faut que les coefficients
des équations différentielles ne présentent qu 'un nombre l i m i t é de
puissances de ^; mais il est facile de voir qu'il suffit pour cela que les
coefficients des équations (i) satisfassent à cette même cond i t ion , et
ce dernier point s'établit facilement dans le cas où toutes les solutions
du système (i) sont régulières.

De tout ce qui précède, il résulte que les éléments des solutions du
Ànn. de l'Èc. Normale. 3° Série. Ïome VI. — JUIN 1889. 2^
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système (i) satisfont au système (3) formé de n équations à une seule
variable chacune.

Considérons à part l 'une des équations (3)

^-L.^I^ZL- ^.Ely^-Q
dx^ 1 x dx1^ ' " x ' 1 ' ~

Les fonctions/?!, ...,^ sont holomorphes dans le domaine de l'ori-
gine.

Posons
jrr:.^-1 tt^

^r __ ,/,<, _ .— /v.A—2 ,,,
âa; "" u^

cl11-1 r _dy-1^
Nous aurons d'abord

dut p. p.,
__4-ZJ u i4-...-h L± ^//=0,dx x x

et ensuite les deux équations
rfky ///(••+• 1 y

-É = xh-k~l u1^ et d^ - xh-k-t "—— ;

nous tirerons de là

( k - k ~ T ) ̂ ^-^1 "^ + x'^ du^ = ̂ ^ -. ̂ -^ "±±=1
a: dx dx'^ x

OU
^/^ _ Uh-k-\ ___ {h—k—ï)u/^f,

dx .r a? *

On aura donc le système de n équations linéaires et homogènes
du, p , pf,
—j— 4- — tt\ -h . . . -4- — u/z ==: o,
(3A* .̂  ,'2? '

du^
^^-===021^1-+-Oiâ 02,

^Ax ' d x =a^-iuh-'i•J^ ^hh^h-

II est facile de donner à ce système la forme canonique.
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On peut donc remplacer chaque équation (3) par un système cano-
nique. Il est évident que l'ensemble de n systèmes canoniques indé-
pendants forme lui-même un système canonique.

Dans le cas actuel, toute solution du système (r.) convient au sys-
tème canonique d'ensemble, dont le nombre des équations variera de
n à /z2, et c'est ainsi que se trouve démontrée la proposition que nous
avons énoncée plus haut.

5. Quelle que soit donc la manière dont on traite un système
d'équations ditïerentielles linéaires et homogènes, il faudra toujours,
dans le cas de la régularité, arriver à considérer -un système cano-
nique, c'est-à-dire un système de la forme

xy'i-^a^y^-\~.. .-^-a^Yn (<==i,2, ...,n),

où les coefficients a sont holomorphes dans le domaine de l 'origine.
Il nous reste à étudier, spécialement au point de vue de la pra-

tique du calcula ces systèmes dont les propriétés font l'objet du pre-
mier Mémoire que j'ai publié, et de l'important Mémoire de M. Grûn-
feld. Nous avons peu de chose à ajouter.

Si l'on considère les équations (3) du premier paragraphe, elles
prennent la forme

a^ 9? +.. .-h- (<^-~ r)<p?4-...+ <y/î ==o.

Les doubles parenthèses ne sont plus nécessaires. Ces équations en-
traînent l 'équation caractéristique en r, ou encore l'équation fonda-
mentale déterminante, selon l'expression de M. Fuchs. Soit/(r) = o
cette équation.

Il n'y a aucune difficulté à calculer les coefficients ç^, ç|, çf, ...
par des calculs de proche en proche dans le cas où r est une racine
simple. Eu effet, on voit facilement que,/'(r) n'étant pas nul, tous
les mineurs du premier ordre de f(r) ne peuvent être nuls , et, par
suite, le système en ç^ .... y^ admet une solution et une seule pour
les valeurs proportionnelles de ces inconnues y?.

Supposons que rsoit une racine mult iple de/(r) == o, et, pour sim-
plifier, prenons seulement une racine double. Nous aurons une solu-
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l ion de la forme
j^^'^^^log^).

En faisant l ' identification, nous aurons à considérer les deux sys-
tèmes d^équations

/ /• A
oc - ç>,+ o, ) == a,i (pi 4-. . - -h au o / • -+- . . . -1-- a^ <?„,\x /

•rf-^'^- -^ ̂  "+- -^ ) ̂  ̂ •i ̂ i 4-. . . 4- ̂  4^4~. .. 4- ̂ ^ ̂ .
V'^ ^ /

Considérons le premier système, qui ne contient que les lettres ©.
Nous en tirerons

a], y; +.. . + (a?,- r) 9; +... 4- < y?, = o.

Nous remarquerons que, r étant racine double de/(r) = o, les mi -
neurs du second ordre de/(r) ne seront pas tous nuls, mais que les
mineurs du premier ordre peuvent être nuls tous à la fois ou non. De
là deux cas.

Supposons d'abord que les mineurs du premier ordre ne soient pas
tous nuls. Alors les équations

< 9; 4-. . . 4- (au— r ) <p? 4" ... 4- a^ ̂  = o

ont une solution unique en ç^, . . . » ç^. On en conc lu t que les équa-
tions

( r \x[ -^•+^J-^a/ l9l+•••+^y/^\w /

admettent une solution et une seule, correspondant à la valeur donnée
de r. De là cette conclusion, qu'à la valeur donnée de r correspondent
deux solutions ayant les formes

yn^^'^h
j,2=^-(^4-o),log.r),

et, pour achever de déterminer la seconde de ces solutions, il suffi t de
calculer les fonctions '̂ (mous retrouvons là un théorème connu sur le
coefficient de la plus haute puissance de log<z*)*
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Les ̂  satisfont au système d'équations

^ ( -/- ^- -{- ̂ . + ?i ) = a^ '^1 +... + ff^ ̂ ,
\^ l<" /

et l'on doit avoir d'abord

^ ^î +. . .+ Wi- r) ̂  + . . .+ < ̂  == 9?.

Ces équations devant admettre une so lu t ion , et le dé t e rminan t des
coefficients des inconnues f{r) é tant nu l , i l faut que ce système se
compose seulement de n — i équations, l inéairement distinctes : on,
peut prendre pour ces n — i équations celles dans lesquelles ent re
le dé terminant ,des coefficients des inconnues ̂  - • " » ^^i ; ce déter-
minan t est un mineur du premier ordre def(r), et l 'on peut supposer
ce mineur différent de zéro. On pourra alors calculer ^, . . . , .̂,,,, en
fonction de f^ arbitraire, et de y^, ..., cp^ déjà, calculés.

La suite du calcul des coefficients f^, ^j, ... n'offre aucun in térê t .
Supposons maintenant que tous les mineurs du premier ordre de

f{r) soient nu ls . Alors, dans les équations

a^ 9; 4-. . . -h ( a?, — /•) ̂  -+-. . . •+• a^ y;;, = o,

on peut prendre arbitrairement deux des inconnues ç^ et y^,, et ex"
primer les autres inconnues cp^, ..., y^ en fonction de ces deux-là,
De là résulte que l'on pourra construire deux solut ions

y ^ ^ x 1 ' 9/1,
y^^-:,^'^

l inéa i rement distinctes. II suffira pour cela que le déterminant

?Ln 9°u

<^ y^
soit différent de zéro.

Toute solution ^==^9^ correspondant à la même racine r, sera
composée l inéairement avec les solutionsy^.y/a, car i l n'y a que deux
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solutions linéairement dist inctes correspondant à une racine double r
de /(r) == o. Donc, dans le cas qui nous occupe, le logarithme dis-
paraît.

Nous n'insisterons pas sur ces remarques de calcul, la théorie gé-
nérale n'étant plus à faire ( ').

( l) Au sujet de l'extension de la théorie des solutions régulières aux équations différen-
tielles à plusieurs variables indépendantes, on consultera avec fruit l'important Mémoire
publié par M. Horn dans les Âcta rnathematica (octobre 1888) sous le titre Ueber ein
System Unearer partielle? Differentialgleichungen.


