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SUR UNE

EXTENSION DU THEOREME DE PASCAL

A LA

GEOMETRIE DE L’ESPACE,

Psar M. A. PETOT,

ANCIEN ELEVE DE L’ECOLE NORMALE.

INTRODUCTION.

Unc surface du second ordre étant déterminée par neuf points, il
existe une relation entre dix points pris arbitrairement sur une telle
surface. La recherche de I’expression géométrique de cette relation a
¢té proposée par 1’Académic de Bruxelles, au concours de 1825; plus
tard, en 1837, Chasles a insisté, dans son Apercu historigue, sur I'uti-
lité que présenterait la connaissance de cette expression, dans la
théorie des surfaces du second degré. Depuis cette époque, de nom-
breuses recherches intéressantes ont été faites sur ce sujet; mais,
malgré Pimportance des résultats obtenus, il ne nous semble pas que
la question ait été résolue d’une manigre; défipitive. Quand on veut
généraliser un théoreme de Géométrie, .on doii ‘tout d’abord se de-
mander ce qui caractérise essentiellement le fait exprimé par ce théo-
reme, afin de faire porter la généralisalion sur ce caractere essentiel.
Ce premier point a été nettement indiqué par Chasles; fious ne pouvons
mieux faire & ce sujet que de citer textuellement quel/q’ues passages de
I’Apergu historique : « On peut regarder le théoteme de Pascal comme
exprimant une relation générale et constanté entre six points quel-
conques d’une conique, c’est-d-dire un de plus qu’il n’en faut pour
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déterminer cette courbe, ou bien comme exprimant une propriété
générale d’une conique par rapport 2 un triangle tracé arbitrairement
dans son plan.... D’aprés cela, on peut concevoir de deux manieres,
dans l'espace, I'analogue du théoréme de Pascal. Ce sera, dans le
premier cas, une propriété générale de diz points appartenant i une
surface du second degré, c’est-a-dire un point de plus qu’il n’en faut
pour déterminer une telle surface. Dans le second cas, ce sera une
propriété générale résultant du systeme d’une surface du second ordre
et d'un tétraedre placé d’une maniere quelconque dans Pespace. »
(Apergu historique, Note XXXII.)

M. Paul Serret a complété cette analyse des différentes formes, sous
lesquelles on peut concevoir le théoreme analogue & celui de Pascal,
en montrant que I’on n’aurait pas ce théoreme dans une propriété de
dix points d’une surface du second ordre, qui n’aurait pas, pour une
telle surface, les mémes conséquences pratiques que le théortme de
Pascal pour les coniques. Si 'on désigne par A et B deux des cing
points donnés pour déterminer une conique, ¢t par M un point quel-
conque de celte courbe, le théoreme de Pascal fournit, entre les deux
droites AM et BM, unc relation géométrique telle que, 'une des deux
étant donnée, I'autre s’en déduit immédiatement par une construction,
qui exige seulement ’emploi de la regle. De méme, si 'on désigne
par A, B, C trois des neuf points donnés pour déterminer une qua-
drique, et par M un point quelconque de cette surface, le théoreme
cherché devra fournir, entre les trois plans ABM, BCM, CAM, une re-
lation géométrique telle que, deux d’entre eux étant donnés, le troi-
sieme s’en déduise simplement par une construction linéaire. Les plans
variables ABM, BCM, CAM forment ce que I'on appelle zrois faisceaux
duplo-projectifs; les axes de ces trois faisceaux sont dans un méme
plan ABC; de plus, ce plan appartient & chacun des faisceaux. Dans le
cas général, oli les axes des faisceaux sont des droites quelconques non
concourantes, M. Cremona (') a montré que le licu de M estune surface
du troisieme ordre. La relation duplo-projective est définie analytique-
ment, et 'on n’a pas pu en déduire jusqu’a ce jour un mode géomé-

(V) Mémoire de Geometrie pure sur les surfaces du troisicme ordre (Journal de Crelle,
p- 80; 1868).
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trique de description de la surface du troisieme ordre par points;
M. Cremona s’en est seulement servi pour mettre en évidence certaines
propriétés de cette surface. M. Reye (') a indiqué, il est vrai, une
construclion géométrique de la surface cubique, mais la surface que
I'on obtient par cette construction a un point double. Enfin M. Le
Paige (), en étudiant une homographie particulitre analogue & la
relation duplo-projective, est parvenu seulement i ramener la con-
struction d’une surface du troisieme ordre donnée partrois droites non
concourantes et sept points a celle d’'une quadrique donnée par neuf
plans tangents.

Nous avons ¢té ainsi conduit & chercher, au lieu de la propriété
de dix points d’une quadrique, I'expression géométrique de la relation
qui existe entre trois droites non concourantes et huit points appar-
tenant 2 une méme surface du troisieme ordre. Toute droite, qui
s’appuie sur deux droites données de la surface, ne rencontre plus
cette surface qu’en un point; la relation cherchée devra, pour étré
comparable au théoreme de Pascal, donner une détermination géomé-
trique de ce point, qui exige seulement 'emploi de la régle. D’autre
part, M. Cremona a montré que toutes les surfaces cubiques, qui ont
en commun (rois droites non concourantes A, B, C et six points pris
arbitrairement dans 'espace, passent par une courbe gauche du sixieme
ordre et du premicr genre. Il y a seulement exception quand les trois
droites et les six points considérés sont associés et appartiennent & un
faisceau doublement infini de surfaces du troisieme ordre. Nous avons
étudié, en méme temps que la surface cubique, la courbe gauche du
sixitme ordre considérée, ainsi que le groupe de droites et de points
associés. D’ailleurs les trois relations dont nous venons de parler com-
prennent, comme cas particuliers, les propriétés de dix points d’une qua-
drique, de neuf points d’'une quartique gauche, de huit points associés.

Nous allons maintenant résumer ce qui a été fait sur les surfaces du
second ordre, en nous tenant & ce qui concerne ’extension du théo-
reme de Pascal & ces surfaces, et en nous plagant au double point de
vue de la théorie et de la pratique.

(1) Géometrie de position, deuxiéme Volume, p. 209.
(%) Bulletin de I’ Académie de Belgique, t. V, 1883.
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Lamé (') démontra, le premier, que- toules les surfaces du second
ordre qui passent par huit points onl en commun une quartique
gauche, et que toutes celles qui passent par sept points se rencontrent
en un huitieme point. On lui doit en outre une construction de la sur-
face du second ordre donnée par neuf points.

Chasles () donna différentes propriétés de la cubique gauche, et la
relation suivante entre douze points d’une quadrique : (/uand les six
arétes d’un tétraédre quelconque rencontrent une surface du second ordre
en douze points, ces douse points sont trots a trois sur quatre plans dont
chacun contient trois points appartenant aux trois arétes issues d’un
méme sommet du tétracdre ; ces quatre plans rencontrent respectivemnent les
Jaces opposces & ces sommels suivant qualre droiles, quisont les généra-
trices d’un méme mode de géncration d’un lyperboloide.

On doit a Thomas Weddlc (") ane propriété du groupe de huit
points associés et une construction de la quadrique donnée par neuf
points; ce qui caractérise cette construction, c’est qu’elle cxige la
détermination de certains éléments métriques.

Nous citerons de Hesse (*) la propriété suivante de huit points as-
sociés : St l'on sépare huit points associds en deux groupes égaux com-
poses chacun de quatre points, les deux tétracédres ayant pour sommets
respectifs les points de lun ou de Uautre groupe sont toujours conjuguds
une méme surface du second ordre.

On doit, en outre, & Hesse, & Schroter () et Steiner (%) diverses
constructions de In quadrique donnée par neuf points.

M. Darboux ("), apres avoir e¢xposé un mode de correspondance
d’apres lequel & un point correspond un point et & une droite une
conique, en a déduit une construction de la surface du second ordre
donnée par neuf points. On commence par déterminer, sur un plan

(1) Examen des différentes méthodes employces ern Géomdtrie, 1818.
(2) dper¢u historique, Notes XXXII et XXX — Compies rendus, t. LI, LI et LIV.
(3) Journal de Cambridge, . IV, p. 26 & 44; t. V, p. 58 & 69, 238 4 243; t. VI, p. 10
a 13, -
(%) Journal de Crelle, 1842 et 1843.
(3) Journal de Crelle, t. 62, p. 215
(%) Journal de Crelle, t. 68, p. 191.
(7) Bulletin de la Socicte philomathique, 1868.
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mené par trois des points donnés, la quatrieme trace de la quartique
gauche déterminée par ces trois points el par cinq des autres points
donnés. On peut ainsi obtenir des coniques appartenant i la surface
demandée et en déduire les différents éléments de cette surface.

Les résultats les plus importants que 1'on ait obtenus sur le sujet
qui nous occupe sont dus & M. Paul Serret; nous ne pouvons pas ana-
Iyserici son tres intéressant Livre sur la Géoméirie de direction; nous
citcrons seulement la propriété suivante de dix points d’une surface
du second ordre : Dix points d’une surface du second ordre étant séparés
en deux groupes égaux, les poinis de chaque groupe déterminent les
sommets de deux pentagones gauches respectivement conjugués & une
deuxieme surface du second ordre, et réciproquement. Ce qui fait I'in-
térét du théoreme précédent, c’est qu’il est la généralisation d’unc
propriété de six points d’une conique. M. Paul Serret a d’ailleurs
donné des théoremes analogues 4 celui que nous venons de citer, pour
la quartique gauche, pour la cubique gauche ct pour le groupe de
points associés, et il a pu en déduire la solution d’un grand nombre
de problemes sur les surfaces du second ordre.

Nous signalerons encore les résultats obtenus par MM. Héger (') et
Hunyady (2), et tout particulierement le mode de construction indiqué
par M. Le Paige (*) pour la quadrique donnée par neuf points. '

En résumé, la question que nous nous sommes proposée n'a pas
¢1é abordée, en ce qui concerne les surfaces du troisieme ordre, et n’a
pas été completement résolue pour celles du second. Nous allons in-
diquer la méthode que nous avons suivie et les résultats’ que nous
avons obtenus.

Quand on cherche & étendre le théoreme de Pascal & la Géométrie de
I'espace, on ne sait tout d’abord comment aborder cette recherche,
Cela tient & ce que 'on n’a pas a démontrer un théoréme énoncé, mais
bien A inventer I’énoncé méme de ce théoreme; et, pour cela, on n’est
guidé que par des considérations assez vagues sur les analogies que
peuvent présenter le plan et espace. Nous allons indiquer par quelle

(V) Journal fir Mathematilk, 1880.
(2) Journal de Borchardt, 1880.
(3) Bulletin de U dcadémic de Belgique, t. V.
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suite d’inductions nous avons pu déterminer & I’avance, sinon I’expres-
sion définitive, du moins la forme générale des résultats auxquels on
doit arriver.

Dans le théoréme de Pascal, ou dans les théoremes analogues, on fait
correspondre linéairement & un point décrivant une conique, soit une
droite enveloppant un point, soit, ce qui revient au méme, un point dé-
crivant une droite. De méme, on peut faire correspondre linéairement
“aun point M, qui se déplace sur unesurface du troisicme ordre S,, un
certain élément » qui engendre une forme géométrique 2. Sila forme 2
est déterminée par n éléments w, la condition pour que le point M dé-
crive une surface S, sera ramenée & la relation entre (n—+ 1) éléments @
d’une méme forme X; pour qu’il y ait a cela un avantage, il faudra
évidemment que cette derniere relation soit connue. D’autre part,
lorsque le point M décrit une droite I s’appuyant sur deux des trois
droites données pour déterminerS,,1’élément correspondantw engendre
une deuxieme forme o5 par suite, la détermination de la troisieme trace
de L sur S, sera ramenée a celle de I’élément w, commun aux deux
formes = et o. Dés lors, pour que le théoreme obtenu ait, relativement
aux surfaces du troisieme ordre, les mémes conséquences pratiques que
celui de Pascal pour les coniques, il faudra que I'on sache déterminer
linéairement I’élément commun aux deux formes X et o, puis revenir de
cet élément & M. On aura bien alors la troisieme trace de L sur la sur-
face S;, el I’on saura construire cette surface par points. Il reste a dé-
terminer la nature de 1'élément w et celle de la forme Z, ainsi que le
mode de correspondance a établir entre M el w.

Tout d’abord, nous avons pris pour w un plan, mais ce mode de cor-
respondance nenous a donné aucun résultat simple; nous avons alors
choisi pour w une droite. Dans ce cas, il était tout naturel de prendre
pour Zun complexe du premier ordre et pour o un faiscean du premier
ordre. Le premier probleme i résoudre a alors é(é le suivant : Trouver
la relation homographique a établir entre un point M et une droite o de
Uaspace pour que, M décrivant une droite quelconque qui s’appuie sur deux:
des trois droites données de la surface, » engendre un faisceaw du premier
ordre. Apres avoir obtenu ce mode de correspondance, nous avons
cherché le lieu que décrit M quand on impose & w d’appartenir i un
complexe du premier ordre; nous avons trouvé que ce lieu est une sur-
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face du troisieme ordre, se dédoublant, dans un cas particulier facile
a caraclériser, en un plan et une quadrique. On parvient ainsi & faire
dépendre la situation de trois droitesnon concourantes et de huit points
sur une méme surface du troisieme ordre, et, en particulier, celle de
dix pointssur une surface du second ordre de la situation sur un méme
complexe du premier ordre, de six droites déduites linéairement des
points considérés. D’ailleurs, le méme mode de correspondance donne
immédiatement les propriétés de neuf points d’une courbe gauche du
quatrieme ordre et de huit points associés, et, plus généralement, les
propriétés analogues pour la courbe gauche du sixieme ordre et pour
le groupe de droites et de points associés. On obtient comme conclu-
sions : pourles courbes gauches, cinq droites appartenant & une méme
congruence du premier ordre; pour les groupes d’éléments associés,
quatre droites appartenant & un méme systeme de génératrices d’un
hyperboloide. Ce sont ces différents théoremes que nous présentons
comme une extension du théoreme de Pascal a la Géométrie de l’es-
pace; nous montrons qu’ils ont, pour les surfaces du troisieme ordre
et pour celles du second, les mémes conséquences pratiques que le
théoreme de Pascal pour les coniques; un grand nombre de problemes,
jusqu’ici non résolus, sur ces surfaces et sur quelques-unes de leurs
courbes d’intersection sont ainsi ramenés immédiatement 4 des con-
structions que on sait exécuter sur des systemes de droites.

CHAPITRE L

IXTENSION DU THEOREME DE PASCAL AUX SURFACES DU TROISIEME ORDRE.
PROPOSITIONS CORRELATIVES.

1. On peut faire correspondre homographiquement, & un point dé-
¢rivant une conique, une droite qui enveloppe un point. Nous allons
déduire de ce fait une démonstration du théoreme de Pascal; puis, en
suivant une marche semblable, nous obtiendrons des théoréemes ana-
logues 4 ce dernier pour les surfaces du troisieme ordre.

Ann. de UEe. Normale. 3¢ Série. Tome V. S.2
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I. — Coniques.

2. Considérons dans un plan deux points fixes A et B (fig. 1), et
cherchons l'expression analytique générale du mode de correspon-
dance homographique & établir entre un point M et une droite w, mo-
biles dans ce plan, pour que, M décrivant une droite qui passe par I'un
des points A ou B, » enveloppe un point.

Fig. 1.

Si I'on prend les points A et B pour deux des sommets du triangle
deréférence, et pour troisieme sommetun point quelconque C du plan,
les équations des droites BM et AM sont

(1 x4 Az =o0,
(2) Y +ps=o,

en désignant par A et . deux parametres arbitraires, qui peuvent étre
considérés comme les coordonnées du point M.

Pour la droite w reliée homographiquementa M, elle est détermincée
par deux points donnés, en coordonnées tangentielles, par les équa-
tions

(3) AP +pQ +R =o,
4y AP 4+ pQ+ Ry =0,
ot P, Q, ..., R sont des fonclions linéaires et homogenes des coordon-

nées a, b, ¢ d’une droite.
7 . . , . .
Pour que w enveloppe un point, quand M décrit une droite quel-
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conque passant par A ou par B, il faut et il suffit que P et Q aient leurs
coefficients respectivement proportionnels & ceux de P, et de Q,.

D’autre part, si I'on cherche les points M tels que les équations (3)
et (4), modifiées comme il vient d’étre dit, représentent le méme point,
on trouve, en dehors de AB, un seul point jouissant de cette propriété;
on peut prendre ce dernier point pour le troisitme sommet C, jusqu’ici
arbitraire, du triangle de référence; il suffit pour cela que R et R,
alent aussi leurs coefficients proportionnels. La droite » est alors dé-
terminée par les deux points

(5) T =P +mpQ +~R=o,
(6) Ty=04( P +mpQ+R=o.

On a d’ailleurs

(7) P =aa-+ b+ dc,
(8) Q=Pa+pb+pe,
(9 R=ya+y'b+ e

Les trois points fixes P, Q, R sont jusqu’ici quelconques et assujettis
seulement & ne pas étre en ligne droite.

3. Cherchons maintenant quelle estla courbe engendrée par M quand
w enveloppe un point quelconque X,.
Les équations (5) et (6) peuvent s’écrire

(10) (lok +=mPBp +p)a—+{ad'h +mPB'p +9)bo+(la"h +mB"p +7y")c=o,
(11)  (lor+myBu+y)a-+ Lo h+m B p+y) o+ (o' A 4+m " p+y") e =o.

Le licu de M a alors une équation de la forme

(12) ZL

Cette équation représente une conique C, circonscrite au triangle
ABC; on peut d’ailleurs faire passer cette conique par deux autres
points quelconques 1 et 2 du plan; il suffit pour cela de prendre comme
point 2, le point derencontre des deux droites »,, w,; done, pour que
les siz points A, B, G, 1, 2, 3 appartiennent & une méme conique, il faut
et il suffit que les trois droites ©,, w,, v, soient concourantes.

loh +mfBp. +y la'h +mB'p 4+
LodmBp—+y Load+mBA+y
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4. D’autre part, lorsque M décrit une droite quelconque passant par
I'un des points A, B, C, @ enveloppe un point; dés lors la droite w,
qui correspond au deuxieme point de rencontre de 1'une des droites
considérées avec la conique C,, s’obtient immédiatement en joignant
deux points connus. Par suite, pour que le mode de correspondance
considéré fournisse une détermination pratique du sixieme point de la
conique donnée par cing points, il suffit de trouver de ce mode de cor-
respondance, jusqu’ici analytique, une définition géométrique permet-
tant d’obtenir ®, connaissant M, et inversement de revenir de o a M.

Les points enveloppés par o lorsque M décrit une droite (A) pas-
sant par B ou une droite (@) passant par A ont respectivement pour
équations

(13) (dmy —ml)AP + (my —m)R =o,
(14) (mly —ImHpQ—+ (I,—{) R=o.

Pour déterminer la droite w, qui correspond au point d’intersection
M des deux droites (1) et (), on peut prendre, au lieu des points (5)
et (6), les points (13) et (14), qui sont situés sur les droites fixes PR,
QR, et dépendent seulement, le premier de A, et le second de p.

Les points et v, ol les droites variables (1) et (2) rencontrent les
droites fixes PR et QR, ont pour équations

(13) (7 + Y VP — (2 + ") R =0,
(16) (7' 4+ 7'2)Q — (B'+ ') R =o.

Ces équations montrent que les points connus & et v sont reliés
homographiquement aux points cherchés (13) et (14) et, par suite,
peuvent servir & les déterminer. Pour que les points (13) et (14)
coincident respectivement avec les points & et v, quels que soient A
et ., il suffit de poser

W =p" =y=y'=o,
(17) (m—m))y"+ (ml, — lm))a=o,
(18) (=104 y"+ (Imy —ml)B' =o.

En tenant compte des hypotheses faites, on voit que le point R
coincide avec G, et que les points P et Q sont pris arbitrairement suy
AB; les deux droites RP et RQ peuvent donc étre menées arbitraire-
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ment par le point C; nous les désignerons par $ et «. D'ailleurs, on peut
toujours déterminer les parametres /, /,, m, m, de maniere a vérifier
les relations (17) et (18). On obtient ainsi le théoreme connu suivant :

Tukorime I (Propriété de six points d’une conique.) — St, menant
arbitrairement dewx droites o. et 3 par le sommet C du triangle ABC, qui
a pour sommets trois de ces points, on fait correspondre a tout point M du
plan la drowte w déterminée par les points ou les droites AM, BM ren-
contrent respectivement les drovtes o. et (3, les trovs droites correspondantes
aux derniers points de la conigue sont concourantes.

D’ailleurs, si I'on prend pour droites e et B des droites passant par
deux des trois derniers points de la conique, on obtient le théoreme de
Pascal. :

On sait démontrer simplement le théoreme 1; sinous en avons donné
la démonstration complexe qui précede, c’est qu'elle peut, comme
nous allons le montrer, étre transportée terme & terme aux surfaces du
troisieme ordre. Il apparait alors clairement que les théorémes ob-
tenus de cetle maniére peuvent étre considérés comme une extension
du théortme de Pascal a la géométrie de I'espace.

II. — Surfaces du troisiéme ordre.

5. Considérons trois droites fixes non concourantes A, ¥, € (fig. 2),

Fig. 2.

@

c

et cherchouns I'expression analytique générale de la relation homogra-
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phique & établir entre un point M et une droite » de I'espace, pour
que, M décrivant une droite qui s’appuie sur deux des trois droites
A, %, ©, @ engendre un faisceau plan, c’est-a-dire tourne autour
d’un point et reste dans un plan.

Sil'on prend pour trois des faces du tétraédre de référence des plans
menés respectivement par les droites &, w, € et par un point D, les
équations de ces droites sont

xr =o,

1
) dog=f 2+ fy-+/"5+Tu=o0,
(0) Y =0,

N Vo =gz+gy+g"'s+g"u=o0;
) S

' e=hx+NIy+ s+ "u=o.

oy, Uy, ©, désignant trois nouveaux plans fixes menés par les droites
b, b, © et par un point B.

Un point quelconque M de I'espace peut étre déterminé par les trois
plans

(4) Z =+ holog = 0,
(5) ¥+ piby=o,
(6) 5+vE, = o0,

ol A, i, v sont des parametres arbitraires.

Pour la droite o reliée homographiquement & M, elle est déterminée
par deux points donnés en coordonnées tangentielles par les équa-
lions

(7) AP+ pQ +vR +S =o,
(8) WP+ p Qi +vR -+ 8, =o,

ou P, Q, ..., S sont des fonctions linéaires et homogenes des coor-
données a, b, ¢, d d’un plan.

Quand M décrit une droite s'appuyant sur . et wb, A et g restent
constants ; pour que «» engendre un faisceau plan, il faut et il suffit
que R et R, aient leurs coefficients proportionnels. On voit de méme
que les coefficients de P et de Q doivent étre respectivement propor-
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tionnels & ceux de P, et de Q,. D’autre part, si 'on cherche les points
M, tels que les équations (7) et (8), modifiées comme il vient d’étre
dit, représentent le méme point, on trouve, en dehors des droites
A, ¥, €, un seul point jouissant de cette propriété ; on peut prendre
ce dernier point pour le sommet D, jusqu’ici arbitraire, du tétraédre de
référence ; il suffit pour cela que S et S, aient leurs coefficients pro-
portionnels. On est ainsi conduit & prendre pour o la droite qui joint
les deux points

(9) T=I{AP+mpQ+nrvyR+S=o,
(10) Ty=4LAP +mpQ +nvR+S=o.

On a, d’ailleurs,
P=aa+oa'b+a"c+a"d,

Q=pa~+p'b+pc+p"d,
R=vya+yb+y'c+y"d,
S =da +d'b+d"c + d"d.

Les quatre points fixes donnés par les équations obtenues en égalant
a zéro les fonctions P, Q, R, S sont jusqu’ici quelconques et assujettis
seulement & ne pas étre dans un méme plan; nous désignerons par 0 le
tétraedre ayant pour sommets ces points et par p, ¢, r, s les faces de
ce tétraedre, respectivement opposées aux sommets P, Q, R, S.

6. On a étudié le complexe engendré par une droite reliée homo-
graphiquement & un point de ’espace. La droite w, qui joint les points
T et T,, engendre un complexe tétraédral, ayant 0 pour tétraedre prin-
cipal. Le rapport anharmonique des plans menés par o et par les
points P, Q, R, S et celui des traces de w sur les plans p, ¢, r, s sont

tous deux égaux a la constante

(m—my)(lny—ln)
(L= 4))(mny — myn)

que nous appellerons parametre du complexe.
A tout point M de ’espace, non situé sur I'une des droites .t, , €,
correspond une droite » et une seule; il y a seulement exception pour
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les points D et E; les points T et T, sont, pour le premier, confondus
et, pour le second, indéterminés. Cherchons la surface engendrée par
M quand on impose & w, qui est par construction sur X,, d’appartenir
en outre & un complexe du premier ordre X,.

Les équations des points T et T, peuvent s’écrire

(loah +mBp +ny +08)a + ({a'X +-mP'p 4+ nyv +3d")b
+ (lal!7‘ + ’72ﬁ”“ + ’ly”v __I__ 6”)0 + (la///)\ _+_nzﬁ1//[J‘ + ’Z“/”I\J + allf)d: 0’

(11) ;

Lok +myBu +nyyv +8)a + (L' h +m By +nyy'v+9)b
) + (Lo +my B - ng Yy 48" )e+ (Lo h—my B pA4-ny y" v+ 48" )d=o.

I.e lieu de M a alors une équation de la forme

lad +mBp +nyy +0 la'h +mB'p +ny'v 40
Lok +mBp+ngypv+08 Lok +mB'p—+ ny'v+9d

~

(13) ML

Cette équation représente une surface du troisieme ordre S,, passant
par les droites &, b, © et par les points D et E. On peut d’ailleurs
faire passer celte surface par cinq aufres points quelconques 1, 2, 3,
4, 5; il suffit pour cela de prendre comme complexe Z, celui qui est
déterminé par les cinq droites w,, w,, ..., wy; done, pour que les trois
drottes &, W, © et les huit points D, B, 1, 2, ..., 6 appartiennent a une
méme surface du trotsiéme ordre, 1l faut que les six droites o, v, ..., w,
appartiennent & un méme complexe du premier ordre.

Cette condition est d’ailleurs suffisante; en effet, les six droites pré-
cédentes doivent étre situées sur la congruence du second ordre (£,,%,);
mais, comme elles sont par construction sur X,, il suffit de leur im-
poser d’appartenir a X,.

7. Cherchons maintenant si les résultats obtenus peuvent avoir,
pour les surfaces du troisieme ordre, des conséqueuces pratiques ana-
logues & celles du théoreme de Pascal pour les coniques.

Quand M décrit une droite quelconque (A, u) s’appuyant sur les
deux droites .t et b, © engendre un faisceau du premier ordre. Ce fais-
ceau a pour pole le point

(14) (Iny— L,n) )P + (mny— myn)p.Q 4+ (ny—n)S = o,
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et pour plan celui des trois points

. R=o,
(15) AP +=mpQ +S=o,
(16)  LAP 4+mpQ +S=o.

On a des résultats analogues quand M décrit une droite (u., v) s’ap-
puyant sur % et @, ou une droite (v, A) s’appuyant sur € et -u.

Une cubique gauche ¢, ayant pour cordes -u, w, @ et passant par
les points D et Ea des équations de la forme

- ) - v
(17) IS

Si M déerit une pareille cubique, » ¢ngendre un faisceau du premier
ordre, ayant pour pole le point

(18) (U—=1)EP+(m—m)Q+(n—n ) R=o,
et pour plan celui des trois points

S =o,
(19) P +mh'Q +nk"R =o,
(20)  ULAP +m K'Q 4+ n "R =o.

On obtient ainsi quatre séries de faisceaux du premier ordre; tous les
faisceaux d’une méme série ontleurs poles dans une méme face du té-
traédre 0, de plusleurs plans passent par le sommet opposé i cette face;
¢’est d’ailleurs 1a une propriété connue du complexe tétraédral, de
laquelle il résulte un mode simple de génération de ce tétratdre.

La détermination du dernier point de rencontre de la surface S, avec
[’une des droites ou des-cubiques considérées est ainst ramence a la déter-
mination de la droite commune a un complexe du premier ordre et & un
Jaisceau du premier ordre; il en résulte pour celte surface un mode pra-
tique de description par points.

Il reste & trouver du mode de correspondance établi entre M et w
une définition géométrique permettant d’obtenir simplement » con-

naissant M, et inversement de revenir de  a M.
Ann. de I’ Ee. Normale. 3° Série. Tome V. S.3



S.18 A. PETOT.

8. En tenant compte de ce que la droite » appartientau complexe Z,,
il suffit de trois conditions pour la déterminer; cherchons & faire in-
tervenir séparément dans expression de ces conditions les parametres
A, poetv.

Quand M décrit un plan quelconque passant par -\, » engendre une
congruence du premier ordre Cy ayant pour directrices les droites

Q=o,

(21) % (22) (l’rl—'llll ))\p'*l'—(lll-—ll)s::o;
R=o,

(23) ; (24)  (Imy— {m)AP +(my— n)S =o.

On obtiendrait facilement par permutation circulaire les directrices
des congruences Cy, C, engendrées par » quand M décrit un plan quel-
conque passant par v ou par €. .

On retrouve ainsi le mode de génération connu du complexe té-
traédral par des congruences du premier ordre. Les trois congruences
Cy, Cy, C, ont en commun la droite w; pour déterminer cette droite,
il suffit, en tenant compte.de ce qu’elle appartient & X, de lui imposer
de rencontrer une directrice de chacune de ces congruences, par
exemple la droite (23) et les deux suivantes, qui s’en déduisent par
permutation circulaire

P=o,
(25) .
[ (26) (mng—mn)pQ -+ (n,—m)S=o,
\ Q=o,
(27) : .
(28) (nly—n )yR~+ ({{,— )8 =o.

On sait en effet déterminer simplement fa droite d’un complexe té-
traédral qui s’appuie sur trois droites menées respectivement par les
sommets et dans les faces du tétrakdre principal: Sil’on remarque que
les droites (23), (25), (27) passent respectivement par les points fixes
R, P, Q, on voit que la détermination de o est ramenée a celle des
trois points (24), (26), (28), qui sont situés sur les droites fixes PS,
QS, RS, et dépendent seulement, le premier de A, le deuxieme de p.,
le troisieme de v.

Le point de rencontre & du plan variable 4 M avec la droite fixe PS a
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pour équation
[)‘(af+aI/l+6!/f//+aI!/j/ﬂ)+ a]P—[)»(af'l—dlfl+oﬁllf,;+al”f”,)"l—a]S:O.

On obtient facilement par permutation circulaire les équations des
points 7 et { ol les plans variables wM, eM sont respectivement ren-
contrés par les droites fixes QS, RS. On voit ainsi que les points connus
£, v, (sontreliés homographiquement aux points cherchés (24), (26),
(28); pour que ces derniers coincident respectivement avec les pre-
miers, quels que soient A, . et v, il suffit de poser

a\

0=2a

N

o)
af - al/‘l -+ al/fll -+ a/llj'l/l — O,
{3(;, -+ ﬁ’,‘?"_*— ﬁllg.!/_*_ @Vl/é,.l”: 0,
'yll' -+ ,/Ihl - ./II hr/ -+ }//ll /LW — O;

”..'—_O,

(30) (Im, —lLim)a -+ (my—m)ad” [ == o,
(31) (mny—myn)3' -+ (ny —n)d"g" =o,
(32) (nly —ng )y + (4, —0"A" =o.

En tenant compte des hypotheses précédentes, on voit que le point
S coincide avec D et queles points P, Q, R sont prisarbitrairement dans
les plans AL E, wE, @E; les trois droites SP, SQ, SR peuvent donc étre
menées arbitrairement par le point D; nous les désignerons par «, 3, y.
D’ailleurs on peut toujours disposer des parametres /, /,, m, ..., n,, de
maniere & vérifier les relations (30), (31), (32). On obtient ainsi le
théortme suivant :

Tugorime IT (Propriété de trois droites non concourantes et de
huit points appartenant 3 une méme surface du troisieme ordre). —
St, menant arbitrairement par U'un des points donnés D trois droites o, {3,
Y- et considérant un complexe tétraédral quelconque Xy, dont le tétracdre
principal a pour sommets D et les traces P, Q, R des droites o, {, y sur les
plans menés par les droites données N, W, € et par un aulre des points
donnés B, on fait correspondre & tout point M de U'espace la droite » de %, ,
qui s appuie sur trois droites variables avec M, déduites les unes des autres
par permulation circulaire, et obtenues en joignant L'un des points fizes
P, Q, R & lun de ceux ot les plans s M, wwM, €M sont rencontrés respec-
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tivement par les drotles fizes o, B, y. les siw droites correspondanies aux
derniers points de la surface appartiennent & un méme complexe du pre-

muer ordre.

9. On peul éviler de faire intervenir le complexe X, dans les con-
structions qui donnent v, et obtenir cette droite comme intersection
de deux plans connus. Les six directrices des congruences, auxquelles
appartient w, passent deux d deux par les trois sommets P, Q, Rde 0 et
déterminent ainsi trois plans qui se coupent suivant w; on peut donc
pour déterminer cette droite prendre deux de ces plans, par exemple
les suivants que nous désignerons par Vet W :

P=o,

Plan V. 2 (mny—mn)pQ + (ny —n)8 =o,
(34) (nmy—nm)yR + (my—m)S=o;
( Q=o,
Plan W. 5

(35)  (Ung—Ln)AP <4 (n;—n)S =
( (36)  (nly—n D)vR—+ (¢4 —0)8
On verrait, comme plus haut, que si I’on pose

d=0'=d"=o,

af +adf + o f! 4o =o,
Be+Pg+ @”g’,’” -~ @/”g"” =0,

(37 (Iny —linya +(ng—n)d" /" =o,
(38) (mny—mn)p' 4+ (ny—n)d"g" =o,

les points (33) et (35) sontles pomp\;gig,rencontrc des plans & M, wM
avec les droites fixes PS, QS. e

On connait ainsi deux points pahwnu des plané Vet Wsil reste
4 déterminer un troisitme point'de chicun d’eux. Eour le troisieme
point du plan V, on peut prendr’é ap point qw}}oﬁq e de ladroite qui
jointle point P au point (34), par, xemple le p@mt de rencontre de
cette ligne avec le plan 2M; ce point ajmur é(}aﬁllon

(‘-'5 ) ( {(nmt-— nlm)v[v(yh —l—'//t/ +'//I/£”—|—'ylllllm)~l— 7//] +(m.1 -—-In)()”//l/”v’ P
“9 | —[v(ah—4o b+ 2B+ 2" By + a"1[(nmy— nm)yR 4+ (my—m)S]=o.
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De méme, pour le troisieme point du plan W, on peut prendre le point
de rencontre du plan @M avec la droite qui joint le point Q au point
(36).

Ce point a d’ailleurs pour équation

z(nll—’l l)v[v(y/z—i—y’h’—{—7”/L”—i—y”’/a”’)—|—-/”]+(/,—l)o“”’lz”’v’P

40
(40) —[V(RBA4+B A +B"N "R+ B 1 [(ndy— n L) yR+(L, —)S]=o.

Si Pon pose

([”) ah =o' W =" D - o P — 0,
(42> . .Bh -+ f)’lll -+ ﬁr/ /L” -+ ﬁ/// /l///: o,
(/I?") “//l - _/I /L’ + 7!/ /L” -+ ylll hll/ o O,

les deux points (39) et (40) sont respectivement situés sur les droites
fixes

S—o,
i ; (45) [(nmy—ngm)y" =+ (my—m)e" K" 1P -- (nm;— nym)a" R = o,
S =o,

46)
( ;(A 7Y [(nly —nd Yy (L —1)3"AQ— (rly — n,l )B'R=o.

En tenant compte des hypotheses faites, on voit que les troisiemes
points des plans Vet W sont ccux ol le plan CM est rencontré par les
droites fixes (44) et (46); d’ailleurs le point S coincide avec D, de
plus les points P, Q, R peuvent étre pris arbitrairement, le premier
sur la droite (A, ©, ), le second sur la droite (w,, ©,), enfin le troi-
sieme dans le plan 2,. D’autre part, on peut disposer des parametres /,
l;, ..., n; de manitre a vérifier les relations (37) et (38) et a faire
prendre aux deux rapports, qui déterminent les directions des
droites (44 ) et (46), des valeurs arbitraires; ces deux droites peuvent
donc étre menées arbitrairement par le point D, la premiere dans la
face DPR, la seconde dans la face DQR du tétrabdre 0. D’ailleurs, si
'on ne se donne pas a I'avance le point R, les deux drox»tcs([;[;) et (46)
peuvent étre menées arbitrairement par le point D; nous désignerons
la premitre par « et la seconde par 8. On obtient ainsi le théoreme
suivant :

Turonime I (Propriété de trois droites non concourantes et de
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huit points appartenant 4 une méme surface du troisieme ordre). —
Si, désignant par A, v, €, D, B les trois droites et deux des poinis
donnés, et par P et Q deux points pris arbitrairement sur les intersections
respectives du plan 2E avce les plans A E, WwE, puis menant parD deux
drottes quelconques a. et 3, on fait correspondre a tout point M de l'espace
la droite w, intersection des deux plans menes respectivement par les
points fixes P et Q, parles traces des droites fixes DQ, DP sur les plans
wM, WM e, par celles des droites fixes « et  sur le plan €M, les siz
drottes correspondantes aux derniers points de la surface appartiennent
& un méme complexe du premier ordre.

L’énoncé de ce dernier théoreme est moins symétrique que celui du
théoreme II, mais la droite o correspondante au point M s’obtient
immédiatement, sans que ’on soit obligé de considérer le complexe X,
comme 'intersection de deux plans donnés chacun par trois points.

Nous avons supposé jusqu’ici que les droites &, v, © ne se ren-
contrent pas; on peut supposer qu’elles soient concourantes deux &
deux, mais il faut alors que leurs points de rencontre respectifs soient
des points doubles de la surface S,. On obtient ainsi, 4 V'aide des
théoremes 11 et III, deux énoncés de la propriété de trois points
doubles et de huit points appartenant & une méme surface du troi-
sieme ordre.

Nous allons montrer maintenant que le mode de correspondance
étudié donne aussi une propriété de la courbe gauche du sixieme
ordre, suivant laquelle se coupent deux surfaces du troisieme ordre,
qui ont trois droites non concourantes communes.

III. — Courbe gauche du sixiéme ordre. — Groupe de points et de droites
associés suivant le module trois. — Cubique gauche.

10. 11 y a différentes especes de courbes gauches du sixieme ordre;
nous allons éindier la courbe gauche du sixieme ordre (S,, S,) com-
mune a toutes les surfaces du troisieme ordre, qui passent par trois
droites non concourantes ., W, © et par six points D, E, 1, 2, 3, 4.
Chacune des droites -1, W, © rencontrant la courbe (S,, S,) en quatre
points, nous dirons, pour simplifier le langage, qu’elles sont, pour
cette courbe, des droites de quadruple appui.
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Si 'on considére un septicme point quelconque 5 de la courbe
(S;, S;), toutes les surfaces du troisieme ordre qui passent par les
droites A, W, € et par six des points D, E, 1, ..., 5 passent par le
septieme; par suite, tous les complexes du premier ordre, qui con-
tiennent quatre des cinq droites w,, ..., ®;, contiennent la cinquieme.
Cela exige que les cinq droites w,, ..., ®; appartiennent & une méme
congruence du premier ordre (I, X)). :

Cette condition est d’ailleurs suffisante; en effet, les cingq droites
®,, ..., ©; appartiennent en réalité & une méme surface réglée du
quatrieme ordre (Z,,Z,, X,); mais, comme elles sont par construc-
tion, en vertu du mode de correspondance, sur le complexe X,, il
suffit de leur imposer d’appartenir i la congruence (Z,, £,). De la ré-
sulte un théoreme que nous énoncerons plus loin.

De méme, si les trois droites o, W, @ etles six points D, E, 1, ..., 4
sont associés suivant le module trois, toutes les surfaces du troisieme
ordre, qui passent par ces droites et par cinq de ces points, passent par
le sixieme; par suite, tous les complexes du premier ordre, qui con-
tiennent trois des quatre droites w,, ..., w,, contiennent la quatrieme.
Cela exige queles quatre droites w,, ..., w, appartiennent 4 un méme
systeme de génératrices d’'un hyperboloide. On démontrerait d’ailleurs,
comme plus haut, que cette derniere condition est suffisante.

Enfin on a vu (§VII) qu’a une cubique gauche g¢,, passant par D
et £ et s’appuyant sur A, W, 2, correspond un faisceau du premier
ordre, dont le pole est dans la face s de 0, et dont le plan passe par le
sommetS de ce tétraedre. On obtient ainsi les trois théoremes suivants:

Tusoriyes 1V, V, VI (Propriétés : 1° des trois droites de quadruple
appul et de sept points d'une courbe gauche du sixieme ordre; 2° de
trois droites et de six points associés; 3° de trois cordes et de quatre
points d’'une cubique gauche). — Si, désignant par &, , 2, D, E les
trots droites et deux des points donnds, et par P et Q deux poinis pris ar-
bitrairement sur les intersections respectives du plan € E avec les plans % E,
WwE, puis menant par D deux droites quelconques « et 3, on fait corres-
pondre & tout point M de Uespace la droite o, intersection des deuz plans
mends respectivement par les points fixes P et Q, par les traces des drottes

‘ Jfixes DQ, DP, sur les plans wM, &M, et par celles des droites fixes o
et B surle plan <M :
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1° Les cing droties correspondantes aux derniers pownts de la courbe
gauche appartiennent & une méme congruence du premier ordre ;

2° Les quatre droites correspondantes aux derniers points associes ap-
partiennent & un méme systéme de géncratrices d’un fyperboloide ; ’

3¢ Les deux droutes correspondantes aux derniers points de la cubigue
~sont concourantes, de plus leur plan passe par le point D.

11. On simplifie beaucoup les applications des théoremes précé-
dents en choisissant les points P et Q et les droites « et (3, jusqu’ici
arbitraires, de manitre que les droites w, et w,, qui correspondent &
deux des points donnés, soient concourantes; voyons a quelle condi-
tion il en sera ainsi.

La courbe gauche du sixieme ordre (S;, S}) peut se dédoubler en
deux cubiques gauches ¢, et ), ayant toutes deux pour cordes ., b,
2, passant la premiere par D, la seconde par E, et, de plus, se ren-
contrant en deux points; dans ce cas, la surface réglée du quatrieme
ordre (2,, £, X)) se dédouble en deux hyperboloides, 'un H circon-
serit au tétracdre 0, Pautre H’ inscrit dans ce méme tétraedre; le pre-
mier correspond & ¢y, le second & ). Cherchons ce qui caractérise,
parmi les cubiques ¢, celles pour lesquelles les génératrices de 1 de-
viennent les langentes & une conique.

Toute cubique ¢ a des ¢quations de la forme

(1) A=kv +/,
(2) p=/Ilyv+/,.

Les équations des deux points T et T,, qui déterminent o, deviennent
alors, pour un point de J),

(3) (LkP+mhy Q+nR)yva+(lj P+mj; Q+8S)=o0,
(4) (LAP 4 myJy Q -+ myR)Y + (b P+ myjy Q + 8) = o.

Pour que w reste, quel que soit v, dans un plan fixe, il faut que les

(uatre points
tk P+mky Q+nR=o,

J P+mjQ+ 8 =o,
LEP -+ mylyQ +nR=o,
Ly P+m/;Q+ S=o0
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soient dans un méme plan; on en déduit, pour la condition cherchée,

(5) (m——ml)(ln,——lln)_jﬁ.
({—4)(mni—mn) ~ kj,

Les plans menés par la droite e et par les troisiemes traces de
sur les plans x ety ont pour équation

(6) ks —j 2y=o,

(7) ks —ji1@.=o.

La condition (5) signifie que le rapport anharmonique des quatre
poinlts z, €,, (6), (7), est constant et égal au paramétre du complexe
tétraédral. D’ailleurs on sait que le rapport anharmonique des quatre
plans menés par quatre points fixes d’une cubique gauche et par une
quelconque de ses cordes est constant; par suite, une fois la cubique
déterminée, ce rapport ne dépend que des points considérés; on peut
donce Pappeler rapport anharmonique des quatre points de la cubique.
Cette dénomination étant adoptée, les cubiques 5, pour lesquelles
I'byperboloide H' se réduit aux tangentes & une conique, sont celles
qui sont coupées par les quatre plans z, €,, @, y suivant un rapport
anharmonique constant et égal an parametre de X,; elles forment un
complexe analogue au complexe tétraédral de droites. Pour que les
droites ®,, w, soient concourantes, il suffit de prendre le paramétre
de X, égal au rapport anharmonique des quatre plans z, 24, (6), (7);
c’est 1a une condition a laquelle il est toujours facile de satisfaire,
parce que le parametre de X, représente aussi le rapport anharmo-
nique de quatre plans. On peut d’ailleurs ne pas faire intervenir le
complexe X, dans la détermination des deux droites o et .

Considérons les deux plans V, et W,, dont Pintersection est la
droite o, correspondante au point 1; chacun de ces plans est déter-
miné par trois points. Par exemple, V, est donné par le pointfixe P, par
la trace de la droite fixe DQ sur le plan (w, 1) et par celle de la droite
fixe o sur le plan e,. Sur ces trois points, un seul, le dernier, dépend
de la droite o, les deux autres peuvent étre déterminés avant qu’on ait
choisi cette ligne : il suffit que 'on se soit donné les points P el Q. 11
en est de méme pour le plan W, et pour les plans V,, W, qui déter-
minenl w,.

Ann.de I'Ee. Normale. 3¢ Série. Tome V. S.4
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Imaginons maintenant que I'on se donne arbitrairement le point de
rencontre ¢ des droites o, w,; les quatre plans V,, V,, W, W, devant
passer par €, on connait trois points de chacun d’eux; on peut done
les considérer comme des plans connus. On a alors, pour déterminer
les droites o et B la construction suivante : La droite o est celle qui,
menée par le point D, s’appuie sur les intersections respectives des plans
(e,1), (e,2) avec les plansV,, V,; de méme la droue B est celle qui,
menée par le point D, s’appute sur les intersections respectives des plans
(e, 1), (2,2) avec les plans W,, W,.

En choisissant, comme nous venons de le dire, les droites «et B, les
droites »,, w, se coupent au point € et déterminent un plan que nous
appellerons .

On connait trois sommets du tétraedre 0 : ce sont les points D, P, Q;
le quatrieme sommet R de ce tétraédre est le point de rencontre des
droites que joignent respectivement les points P et Q aux (races des
droites e et 3 surle plan €E. Pour le complexe X,, il est déterminé par
son tétraedre principal 0 et par 'une ou I'autre des droites w,, v,.

12. Voyons maintenant comment se modifient, avec le choix indiqué
des droites o et 3, les conclusions du théoreme précédent.

Pour la surface du troisitme ordre, le complexe 2, est donné par
un plan = et son pole €, et par trois droiles w,, w,, w;; il est alors tres
facile de déterminer relativement & ce complexe le pole d'un plan
donné ou, inversement, le plan qui a pour péle un point donné.

Remarque. — Dans le cas particulier ol les quatre points B, 1, 2, 3
sont sur une cubique gauche admettant ., v, @ pour cordes, ’énoncé
du théoreme IIT se simplifie; on a la nouvelle conclusion suivante :

Les traces des trous droites correspondantes aux derniers points de la
surface sur le plan « sont en ligne droite.

Pourla courbe gauche (S;,S,), la congruence correspondante (2,,2))
a pour directrices la droite qui joint la trace des droites w,, o, sur
le plan w et la droite suivant laquelle se coupe le plan mené par les
mémes droites g, w, et par le point . On a alors, pour le théoreme IV,
la nouvelle conclusion suivante : :

Les iraces des droites correspondantes aux derniers points de la courbe
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surle plan « sont en ligne droite; de plus, les trois plans menés par ces
mémes droites et par le point ¢ se coupent suivant une drotte.

Pour le groupe de points associés, 'hyperboloide w,, w,, w, se dé-
double en deux faisceaux plans : le premiera pour pole e et pour planm,
le second a pour pole la trace de w, sur = et pour plan celui qui est
déterminé par la droite w, et par le point e. On a alors, pour le théo-
reme V, la nouvelle conclusion suivante :

Les deux droites correspondantes aux derniers points associés sont aussi
concouranles; leur point de rencontre est situé dans le plan ©; de plus,
leur plan passe parle point .

On peut supposer que les droites .\, v, © soient concourantes,
pourvu que I’on admette en méme temps que leurs points de rencontre
respeclifs soient des points doubles de la courbe du sixieme ordre. On
obtient alors, & Vaide du théoreme 1V, une propriété de trois points
doubles et de sept points d’une courbe gauche du sixieme ordre. On
obtient de méme une relation entre trois points doubles et six points
associés suivant le module trois; de méme, enfin, une relation entre
sept points d’une cubique gauche.

IV. — Propositions corrélatives.

[3. Toutes les surfaces de la troisieme classe, qui passent par trois
droites non concourantes A, b, & et sont tangentes & six plans sont
inscrites dans une méme développable de la sixieme classe. Par cha-
cune des trois droites &, W, €, on peut mener quatre plans tangents &
cette développable; nous dirons, pour simplifier le langage, que ces
droites sont, pour la développable considérée, des arétes de quadruple
tangence. En appliquant aux résultats obtenus plus hautla méthode de
transformation par polaires réciproques, on obtient les théorémes sui-

vants ;

Tutorimes VII, VIII, 1X, X (Propriétés : 1° de huit plans langents a
une surface de la troisieme classe et de trois droites non concourantes
de cette surface; 2° de sept plans tangents 4 une développable de la
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sixibme classe et des arétes de quadruple tangence de celte surface;
3¢ de trois droites et de six plans associés; 4° de quatre plans tan-
gents 3 une développable cubique et de trois arétes de double tangence
de cette surface). — Si, désignant par &, ¥, €, D, E les trois droves et
deuzx des plans donnés, et par P et Q deur plans menés arbitrairement par
les drottes qui joignent le point (€, E) aux points (&, E), (W, E); puts,
tragant dans le plan D deux droites quelconques o et B, on fait corres-
pondre & tout plan M de Uespace la droite », qui joint les deux points de
rencontre des plans fixes P et Q avec les droutes, suivant lesquelles les plans
mencés par les points (v, M), (4, M) et par les droites fixes (D, Q), (D, P)
coupent respectivement les plans mends par le point (2, M) et par les droutes
aeth:

1° Les six droites correspondantes aux derniers plans tangents a la sur-
Jace appartiennent & une méme complexe du premier ordre.

2° Les cing drottes correspondantes aux derniers plans tangenls a la
développable appartiennent & une méme congruence du premier ordre.

3° Les quatre droites correspondantes aux derniers plans associés ap-
partiennent & un méme systéme de geénératrices d’un hyperboloide.

4° Les deux droites correspondantes aux derniers plans tangents a la
développable cubique sont concourantes; de plus, leur point de rencontre
est situé dans le plan D.

On pourrait d’ailleurs déterminer, comme plus haut, les droites «
et, de maniere que les droites correspondantes & deux des plans donnés
solent concourantes, et énoncer les nouvelles conclusions qui résultent
de ce ehoix pour les deux théoremes relatifs & la développable de la
sixieme classe et au groupe de plans associés; il suffit pour cela de
transformer par la méthode des polaires réciproques, ce qui a été dit
aux n 11 et 12.

Nous allons maintenant étudier les conséquences pratiques des théo-
remes obtenus.



EXTENSION DU THEOREME DE PASCAL A LA GEOMETRIE DE L'ESPACE.  S. 29

CHAPITRE II

APPLICATIONS : DESCRIPTIONS PAR POINTS DE LA SURFACE DU TROISIEME ORDRE
ET DE LA COURBE GAUCHE DU SIXIEME ORDRE. PROBLEMES DIVERS.

14. Nous allons montrer que les théoremes obtenus dans le Chapitre
précédent permetlent de ramener un grand nombre de problemes du
premier et du second degré sur les surfaces du troisieme ordre, et quel-
ques-unes de leurs courbes d'intersection, 4 des constructions que
I’on sait exécuter sur des systemes de droites. La résolution d’un pro-
bleme sur les surfaces du troisieme ordre comprendra alors trois par-
ties: 1° on effectuera, une fois pour toutes, cerlaines constructions
préliminaires pour transformer le probleme proposé en un probleme
sur des systemes de droiles; 2° on résoudra ce dernier probleme; 3° on
repassera du résultat obtenu pour le probleme auxiliaire & la solution
du probleme proposé. Nous allons indiquer rapidement les solutions
de plusieurs de ces problemes auxiliaires.

Proprive [. — Trouver la droite w correspondante & un point donné M.

L’énoncé du théoreme III montre que la droite w est I'intersection
de deux plans donnés chacun par trois points.

Prosuive 1. — Revenir de la droite » au point M.

Les plans menés par et par les points fixes Q et P coupent respec-
tivement les droites fixes DP, DQ en deux points qui appartiennent le
premier au plan &M, le second au plan « M; ces deux plans sont ainsi
déterminés chacun par une droite et un point. De méme les plans menés
par » et par les points fixes Q et P rencontrent les droites fixes o et 3
en deux points qui appartiennent au plan €M; un seul de ces points
suffit pour déterminer ce plan. Le point M est alors le point de ren-
contre de trois plans donnés chacun par une droite el un point.

Remarquons que le plus souvent on donne dans I’énoncé du pro-
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bleme un plan ou unedroite passant par le point cherché M, oun connait
alors un ou deux des trois plans .M, wM, eM; il en résulte une grande
simplification dans la construction précédente.

Nous avons vu que le plan €M est donné par une droite et par deux
points: cela exige que cette droite et ces deux points soient dans un
méme plan, et cela a lieu précisément parce que la droite w appartient,
par construction, au complexc X,; de la résulte pour ce complexe la
définition trés simple suivante : La droute, qui joint les traces respectives
des droutes fizes o et B sur les plans menés par les points P et Q et par une
droute quelconque « de X, passe par un point fixe.

Propuime HI. — Détermination des éléments du complexe téiracédral L, .

1° Téiraédre principal §. — Ce tétraedre a pour sommets les points
D, P, Q, et le point de rencontre des droites, qui joignent respective-
ment les points P et Q, aux traces des droites o et § sur le plan 2E.

2° Directrices d’une congruence quelconque duw premier ordre apparte-
nant a X,. — Par la trace de la droite © sur le plan des deux droites
« et B, on mene, dans ce plan, une droite quelconque, qui rencontre
les droites o et B en deux points; en joignant respectivement ces points
aux points fixes P et Q, on obtient les directrices cherchéces.

3¢ Cones des droites du complexeX, , qui passént par un point de I espace.
— On connait quatre génératrices du cone, ce sont les droites menées
du point donné aux sommels du tétraédre 0; on a une cinquieme gé-
nératrice du cone en menant parle point donné une droite, qui s’appuie
sur les deux directrices d’une descongruences du premier ordre, obte-
nues comme on vient de le dire.

4° Faisceau plan du complexe %, qui a pour péle un point donné dans
Uune des faces du tétraédre principal 0. — Ce probleme est un cas parti-
culier du précédent : au lieu ’un cone on obtient deux faisceaux plans;
le plan de I'un des faisceaux est précisément celui de la face de 0 ouse
trouve le point donné. Le plan de P"autre faisceau passe par le point
donné et par le sommet de 0 opposé a la face ol se trouve le point
donné: cnfin on a une droite de ce plan en menant par le point donné
une droite qui s’appuic sur les deux directrices d’une congruence
quelconque de Z,, obtenues comme nous I’avons dit plus haut.



EXTENSION DU THEOREME DE PASCAL A LA GEOMETRIE DE L'ESPACE. S. 31

Proprine IV. — Déternunation des éléments du complexe %, .

Ce complexe est donné par un plan« et son pole ¢ et par les trois
droites w,, w,, w,; on obtient alors facilement les directrices d’autant
de congruences du premier ordre que I’on veut de ce complexe; il en
résulte une détermination immédiate du pole d'un plan donné, et in-
versement du plan quia pour pole un point donné. Nous désignerons
par d,, p,, g,, r, les plans qui ont pour poles, relativement a X, les
sommets D, P, Q, R du tétraédre 0, et de méme par D,, P,, Q,, R, les

<17

poles des faces d, p, ¢, rde 0 relativement au méme complexe.

Prosrive V. — Determination des élements de la congruence tétraédrale.

Les deux droites de la congruence tétraédrale (Z,, X,), qui passent
par un point donné, sont les intersections du cone relatif & X, avec le
plan relatif & X,. Dans le cas particulier ol le point donné est situé
dans I'une des faces de 0, Vune des droites s’obtient en joignant le
point donné au pole de cette face relativement i 0; I'autre est 'inter-
section des plans des deux faisceaux relatifs, I'un 4 X,, 'autre 2 X,.
D’ailleurs la congruence tétraédrale comprend les quatre faisceaux du,
premier ordre qui ont pour poéles les sommets D, P, Q, R de 0 et pour
plans les plans d,, p,, ¢,, r,; elle comprend de méme les quatre fai-
sceaux qui ont pour plans les faces d, p, ¢, r de 0 et pour poles les
points D,, P,, Q,, R,.

Proprime V1. — Détermination de la surface tétraédrale (X,, 2,,X)).

La congruence du premier ordre est déterminée parle plan = et son
pole e et par les droites w,, w,; on a alors immédiatement ses direc-
trices : 'une est la droite qui joint les traces des droites w,, w, sur le
plan =, Pautre est la droite d’intersection des plans menés par le point
e et ces mémes droites w,, ©,. S1 maintenant on considere le cone de
¥, qui a pour sommet un point pris arbitrairement sur l'une des
directrices, que nous venons d’obtenir, les deux droites de ce cone qui
s’appuient sur P'autre directrice sont deux génératrices de la surface
tétraédrale. Cette surface est & la fois circonscrite au tétraédre 0 et in-
scrite dans ce méme tétraédre. Les génératrices de la surface tétraédrale
qui passent par les sommets D, P, Q, Rsont les intersections respec-

’ ’

tives des plans &,, p,, ¢, r,, relatifs & Z,, avec les plans 4/, p|, ¢, 7,
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relatifs 4 X; de méme les génératrices de celte surface, quisont situées
dans les faces d, p, ¢, r de 0, s’obtiennent en joignant respectivement
les poles D,, P,, Q,, R,, relatifs & X,, aux poles D', P\, Q}, R}, relatifs
aZl.

Surface dutroisiéme ordre donnée par troisdroites non concourantes .\, vb, &
et par sept points D, E, 1, 2, 3, 4, 5.

15. Propuive I. — Trouver le dernier point de rencontre de la sur-
Jace avec une drovte quelconque, qui s’ appuie sur deux des droutes données.

On est ramené & trouver sur un complexe du premier ordre X,,
donné par un plan = et son pole € et par trois droites w,, w,, w,, la
droite qui se trouve dans un plan et passe par un point. D’ailleurs, si
la droite donnée L s’appuie, par exemple, sur 4 et €, le plan qui con-
tient o est le plan W pour le point par lequel passe v, il est Uinter-
section de ce méme plan W avec la droile qui joint le point fixe Q a Ia
trace de la droite fixe B sur le plan €L. Quand on a déterminé o, on re-
~vient de cette droite 2 M; d’ailleurs la construction i effectuer pour
cela est tres simple, parce que ce point est sur Ja droite L. Elfectivement
le point M est la trace de la droite L sur le plan mené par la droite
et par le point de rencontre de la droite fixe DQ avec le plan oP. Il
résulte de la, pour la surface du troisieme ordre, un mode de descrip-
tion par points, qui exige seulement I'emploi de la regle.

La construction précédente peut élre beaucoup simplifiée si, tenant
compte de ce que le plan variable W passe toujours par le point fixe
Q, on détermine une fois pour toutes le plan ¢, qui a pour pole le
point Q relativement au complexe X,.

Proprime II. — Zrouver le dernier point de rencontre de la surface avec
une cubique gauche quelconque, ayant pour cordes les trots droiles don-
nées et passant par deux des points donnés.

La cubique considérée g est déterminée par ses trois cordes ., b, ,
par les deux points D et E, et par un point M’ donné arbitrairement
dans I'espace. Si I'on désigne par o’la droite correspondante 3 M’, on
voit qu'aux points de ¢ correspondent les droites d’un faisceau du
premier ordre, qui a pour pole le point (o', d) et pour plan le plan
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(o, D). Le probleme proposé est ainsi ramené au suivant : Trouver la
droite w de X,, qui est située dans le plan («’, D) et passe par le point
(w’, d) de ce plan. ‘

On peut faire ici les mémes remarques que pour le probleme pré-
cédent. '

CAs PARTICULIER. — Délerminer la cubique @ de maniére qu’elle soit
tangente en D & la surface.

Il suftit, pour cela, que le plan du faisceau correspondant & ¢ coupe
le plan & suivant une droite appartenanta X,; on peut donc prendre
pour plan du faisceau cousidéré ’un quelconque des plans menés par
la droite DD,. D’ailleurs, une fois le plan du faisceau choisi; on déter-
mine facilement son pole, en tenant compte de ce que ce faisceau
appartient an complexe X,.

Proprime 111, — Déterminer la conique suivant laquelle la surface est
coupée par un plan quelconque passant par I'une des trois droites données.

Soit (p) le plan donné, mené arbitrairement par C; aux différents
points de ce plan correspondent les droites d’une congruence du pre-
mier ordre, qui a pour directrices les droites menées re<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>