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SUR UNE

EXTENSION DU THÉORÈME DE PASCAL
A LA,

DE L'ESPACE,

PAR M. A. PETOT,
A N C I E N É L È V E DE L ' É C O L E - N O R M A L E .

I N T R O D U C T I O N .

Une surface du second ordre étant déterminée par neuf points, il
exis te u n e relat ion entre dix poinis pris arbi t ra i rement sur une telle
surface. La recherche de l'expression géométrique de cette relation a
été proposée par l 'Académie de Bruxelles, au concours de 1825; plus
tard, en, 1837, Chasies a insisté, dans son Aperçu histonque, sur l'uti-
lité que présenterait la connaissance de cette expression," dans la
théorie des surfaces du second degré. Depuis cette époque, de nom-
breuses recherches intéressantes on t été faites sur ce sujet ; mais,
malgré l ' importance des résul ta ts obtenus, il ne nous semble pas que
la question ait été résolue d'une mani^e;'$ê@pitiye. Quand on veut
généraliser un théorème de Géométriô^>on ̂ '"d^it -^teut d'abord se de-
mande r ce qui caractérise essentiellement le.fart exprimé par ce théo-
rème, afin défa i re porter la généralisation s.ar ce caractère essentiel.
Ce premier point a été net tement indiqué pârGhasIes.;ïtôus ne pouvons
mieux faire à ce sujet que de citer lexiaellement qMekues passages de
V Aperçu historique : <c On peut regarder le thgo<é^ Pascal comme
expr imant une relation générale et constantre^^
conques d 'une conique, c'est-à-dire un de plus qu'il n'en fau t pour
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déterminer cette courbe, ou bien comme exprimant une propriété
générale d'une conique par rapport à un triangle tracé arbitrairement
dans son p lan . ... D'après cela, on peut concevoir de deux manières,
dans l'espace, l 'analogue du théorème de Pascal, Ce sera, dans le
premier cas, une propriété générale de dix points appar tenant à une
surface du second degré, c'est-à-dire un point de plas qu'il n'en f a u t
pour déterminer une telle surface. Dans le second cas, ce sera une
propriété générale résultant du système d'une surface do second ordre
et d'un tétraèdre placé d ' une manière quelconque dans l'espace. »
(Aperçu historique. Note XXXII.)

M. Paul Serret a complété cette analyse des différentes formes, sous
lesquelles on peut concevoir le théorème analogue à celui de Pascal,
en mont ran t que l'on n 'aurai t pas ce théorème dans une propriété de
d ix points d'une surface du second ordre, qui n 'aurait pas, pour une
telle surface, les mêmes conséquences pra t iques que le théorème de
Pascal p o u r les coniques. Si l'on désigne par A et B deux des cinq
points donnés pour déterminer une conique, et par M un point quel-
conque de cette courbe, le théorème de Pascal 'fournit, ent-re les deux
droites AM et BM, une relat ion géométr ique telle que, l 'une des deux
élant donnée, l ' au t r e s'en dédui t immédia tement par u n e construction,
qui exige seulement l 'emploi de la règle. De même, si l'oii désigne
par A, B, G trois des neuf points donnés pour déterminer une qua-
drique, et par M un point quelconque d(i celte surface, le théorème
cherché devra fournir , entre les trois plans ABM, BCAÏ, CAM, une re-
lation géométrique telle que, deux d'entre eux é tant donnés, le troi-
sième s'en déduise s implement par une construction linéaire. Les plans
variables ABM, BCM, CAM forment ce que l'on appel le trois faisceaux
duplo-projeciifs; les axes de ces trois faisceaux sont dans un même
plan ABC; de plus, ce plan appart ient à chacun des faisceaux. Dans le
cas général, où les axes des faisceaux sont des droites quelconques non
concourantes, M.Cremona ( ^ ) a montré que le lieu de M est une surface
du troisième ordre. La relation duplo-projective est définie analytique-
ment, et l'on ii^a pas pu en déduire jusqu'à ce jour un mode géomé"

(1 ) Mémoire de Géométrie pure mr les mr'faces du troisième ordre (tournai de Crelle,
p. 80; i868).
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trique de description de la surface du troisième ordre par points;
M. Cremona s'en est seulement servi pour mettre en évidence certaines
propriétés de cette surface. M. Beye (1) a indiqué, il est vrai, une
construction géométrique de la surface cubique, mais la surface que
l'on obtient par cette construction a un point double. Enfin M. Le
Paige (2), en étudiant une homographie particulière analogue à la
relation duplo-projective, est parvenu seulement à ramener la con-
struction d 'une surface du troisième ordre donnée par trois droites non
concourantes et sept points à celle d'une quadrique donnée par neuf
plans tangents.

Nous avons été ainsi conduit à chercher, au lieu de la propriété
de dix points d'une quadrique, l'expression géométrique de la relation
qui existe entre trois droites non concourantes et huit points appar-
tenant à une même surface du troisième ordre. Toute droite, qui
s'appuie sur deux droites données de la surface.» ne rencontre p lus
cette surface qu'en un point ; la relation cherchée devra, pour être
comparable au théorème de Pascal, donner un-e détermination géomé-
trique de ce point , qui exige seulement remploi de la règle. D'autre
part, M. Cremona a montré que toutes les surfaces cubiques, qu i ont
en commun trois droites non concourantes A, B, C e t six po in t s pris
arbi t ra i rement dans l'espace, passent par une courbe gauche du sixième
ordre et du premier genre. Il y a seulement exception quand les trois
droites elles six points considérés sont associés et appartiennent à un
faisceau doublement infini de surfaces du troisième ordre. Nous avons
étudié, en même temps que la surface cubique, la courbe gauche du
sixième ord're considérée, ainsi que le groupe de droites et de points
associés. D'ailleurs les trois relations dont nous venons de parler com-
prennent, comme cas particuliers-, les propriétés de dix points d'une qua-
drique, de neuf points d'une quartique gauche, de huit points associés.

Nous allons maintenant résumer ce qui a été fait sur les surfaces du
second ordre, en nous tenant à ce qui concerne l'extension du théo-
rème de Pascal à ces surfaces, et en nous plaçant au double point de
vue de la théorie et de la pratique.

( 1 ) Géométrie de position,deuxième Volume, p. 209.
( 2 ) Bulletin de l'Académie de Belgique, t. V, i883.
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Lamé ( ' ) démont ra , le premier, que- (ouïes les surfaces du second,
ordre qui passent par huit points ont en commun une quar t ique
gauche, et que toutes celles qui passent par sept points se rencontrent
en un h u i t i è m e p o i n t . On l o i doit en out re une construction de la sur-
face du second ordre donnée par neuf points.

Chasies (2) donna différentes propriétés de la cubique gauche, et la
relation suivante entre douze points d'une quadriquc : c/ucmd les six
arêtes d'un tétraèdre quelconque rencontrent une surface du second ordre
en douze points, ces douze points sont trois à trois sur cf'uatre plans dont
chacun contient trois points appartenant auoc trois arêtes issues d'un
môme sommet du tétraèdre; ces quatre plans rencontrent respectivement les
faces opposées à ces sommets suivant quatre droites, qui sont les généra-
trices d^un même mode de génération d'un hyperbololde.

On doit à Thomas "Weddie (;î) une propriété du groupe de huit
points associés et une construction de la quadrique donnée par neuf
points; ce qui caractérise cette construction, c'est qu^ellc exige l a ,
détermination de certains éléments métriques.

Nous citerons de Uesse (4 ) la propriété suivante (,1e huit. points as-
sociés : Si l'on sépare huit points associés en deuoc groupes é^aux com-
posés chacun de quatre points';, les deux tétraèdres ayant pour sommets
respectifs les points de l^un ou de l'autre groupe sont toujours c'onju^'ués à
tine même surface du second ordre. ,

On doit^ en outre, à Hesse, à Schrôler (&) cl à Steincr (°) diverses
constructions de la quadrique donnée par neuf points.

M. Darboux (7), après avoir exposé un mode de correspondance
d'après lequel à un point correspond un point et a une droite une
conique, en a déduit une construction de la surface du second ordre
donnée par neuf points. On commence par déterminer, sur un plan

( 1 ) Examen des différentes mât. 1 iodes cmployceK on. GéométriCy 1 8 1 8 .
( 2 ) aperçu historique^ Notes XXX1Î et XXXÎ'IL — Compter rendue, fc- LÎI, LÎI!: et LIV.
(3 ) fourncd de Cambridge, t. IV, p. 26 à 44: t. V, p. 58 à 69, %38 à a43 ; t. VIL p. 1 0
ï 3. ! ! "
( ' * ) Journal de C relie, i84% efc 1843.
( î > ) fourrud de C relie, t. 62, p. ai 5.
(6) fournal de Crellc, t. 68, p. K)I.
(7) Bulletin de La Socle te phi tomeitJurfue^ 1868.
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mené par trois des points donnés, la quatrième trace de la quariique
gauche déterminée par ces trois points et par cinq des autres points
donnés. On peut ainsi obtenir des coniques appar tenant à la surface
demandée et en déduire les différents éléments de cette surface.

Les résultats les plus importants que l'on ait obtenus sur le sujet
qui nous occupe sont dus à M. Paul Serret; nous ne pouvons pas ana-
lyser ici son très inléressani Livre sur la Géométrie de direction; nous
citerons seulement la propr ié té suivante de dix points d 'une surface
du second ordre : Disc points d'une surface du second ordre étant séparés
en deux groupes égaux, les points de chaque groupe déterminent les
sommets de deux pentagones gauches respectivement conjugués à une
deuxième surface du second ordre, et réciproquement. Ce qui fa i t r in-

' térêt du théorème précédent, c^est qu'il est la généralisation d 'une
propriété de six points d 'une conique. M. Paul Serret a d'ailleurs
donné des théorèmes analogues à celui que nous venons de ci tery pour
la quar t ique gauche, pour la cubique gauche et pour le groupe de
points associés, et il a pu en déduire la solut ion d'un grand nombre
de problèmes sur les surfaces du second ordre.

Nous signalerons encore les résultats obtenus par MM. Héger(1) et
Hunyady (2), et tou t part icul ièrement le mode de construction indiqué
par M. Le Paige ( ; ï) pour la quadrique donnée par neuf points.

En résumé, la question que nous nous sommes proposée n'a pas
élé abordée, en ce qui concerne les surfaces du troisième ordre, et n'a
pas été complètement résolue pour celles du second. Nous allons in-
diquer la méthode que nous avons suivie et les résultats que nous
avons obtenus.

Quand on cherche a étendre le théorème de Pascal à la Géométrie de
l'espace, on ne sait tou t d'abord comment aborder cette recherche.
Cela tient à ce que l'on n'a pas à démontrer un théorème énoncé, mais
bien à inventer l 'énoncé même de ce théorème; et, pour cela, on n'est
guidé que par des considérations assez vagues sur les analogies que
peuvent présenter le plan et l'espace. Nous allons indiquer par quelle

(r) Journal fur Mcahematïk, 1880.
(ss) Journal clé jBorchardt, 1880.
(3) Bulletin de l'Académie de JSelgique, t. Y,
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suite d'inductions nous avons pu déterminer à l'avance, sinon l'expres-
sion définitive, du moins la forme générale des résultats auxquels on
doit arriver.

Dans le théorème de Pascal, ou dans les théorèmes analogues, on fait
correspondre linéairement à un point décrivant une conique, soit une
droite enveloppant un point , soit, ce qui revient au même, un point dé-
crivnnt une droite. De même, on peut faire correspondre l inéai rement
à un point M, qui se déplace sur une surface du troisième ordre 83, un
certain é lément coqui engendre une forme géométrique 2. Si la forme2
est déterminée par n éléments QJ, la condit ion pour que le point M dé-
crive une surface 83.sera ramenée à la relation entre (n+ i) éléments œ
d 'une même forme 2; pour qu'il y ait à cela u n avantage, il f aud ra
évidemment que cette dernière relation soit connue . D'autre part,
lorsque le point M décrit une droite L s 'appuyant sur deux des trois
droites données pour déterminer 83, l 'élément correspondantco engendre
une deuxième forme a; par suite, la déterminat ion de la troisième trace
de L sur 83 sera ramenée à celle de l 'é lément co, commun aux deux
formes ï et a. Dès lors, pour que le théorème obtenu ait, relat ivement
aux surfaces du troisième ordre, les mêmes conséquences pratiques que
celui de Pascal pour les coniques, il faudra que l 'on sache déterminer
l inéa i rement l'élément c o m m u n aux deux formes S et cr, puis revenir de
cet é lément à M. On aura bien alors la troisième trace de L sur la sur-
face 83,. et l 'on saura construire celte sur face par points. Il reste à dé-
terminer la nature de l 'élément œ et celle de la forme 2, ainsi que le
mode de correspondance à établir entre M. et QJ.

Tout d 'abord, nous avons pris pour eu u n p lan , mais ce mode de cor-
respondance ne nous a donné aucun résul ta t simple; nous avons alors
choisi pour œ une droite. Dans ce cas, il était t o u t naturel de prendre
pour Sun complexe du premier ordre et pour a un faisceau du premier
ordre. Le premier problème à résoudre a alors été le su ivan t : Trouver
la relation homographique à établir entre un point M et une droite oj de
l'espace pour que, M décrivant une droite quelconque qui s'appuie sur deux
des trois droites données de la sur face y co engendre un faisceau du premier
ordre. Après avoir ob t enu ce mode de correspondance, nous avons
cherché le lieu que décrit M quand on impose à 03 d 'appartenir à un
complexe du premier ordre; nous avons t rouvé que ce lieu est une sur-
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face du troisième ordre, se dédoublan t , dans un cas particulier facile
à caractériser, en un plan et une quadrique. On parvient ainsi à faire
dépendre la situation de trois droites non concourantes et de l iui l points
sur une même surface du troisième ordre, et, en particulier, celle de
dix points sur une surface du second ordre de la situation sur un même
complexe du premier ordre, de six droites déduites l inéairement des
points considérés. D'ailleurs, le même mode de correspondance donne
immédia tement les propriétés de neuf points d 'une courbe gauche du
quatr ième ordre et de huit points associés, et, plus généralement, les
propriétés analogues pour la courbe gauche du sixième ordre et pour
le groupe de droites et de points associés. On obt ient comme conclu-
sions : pour les courbes gauches, cinq droites appartenant à une même
congruence du premier ordre; pour les groupes d'éléments associés,
quatre droites appar tenant à u n même système de génératrices d'un
hyperboloïde. Ce sont ces différents théorèmes que nous présentons
comme une extension du théorème de Pascal à la Géométrie de l'es-
pace; nous montrons qu'ils ont, pour les surfaces du troisième ordre
et pour celles du second, les mêmes conséquences pratiques que le
théorème de Pascal pour les coniques; un grand nombre de problèmes,
jusqu ' ic i non résolus, sur ces surfaces et sur quelques-unes de leurs
courbes d'intersection sont ainsi ramenés immédia tement à des con-
structions que Fon sait exécuter sur des systèmes de droites.

CHAPITRE L
EXTENSION DU THÉORÈME DE PASCAL AUX SURFACES DU TROISIÈME ORDRE.

PROPOSITIONS CORRÉLATIVES.

1. On peut faire correspondre homographiquement , à un point dé-
crivant une conique, u n e droite qui enveloppe un point. Nous allons
déduire de ce fait une démonstration du théorème de Pascal; puis, en
suivant une marche semblable, nous obtiendrons des théorèmes ana-
logues à ce dernier pour les surfaces du troisième ordre.

A un. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome V. ^ • 2
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I. — Comçues.

2. Considérons dans un plan deux points fixes A et B Çfig- i), et,
cherchons l'expression analytique générale du mode de correspon-
dance homographique à établ ir entre un point M et une droite OD, mo-
biles dans ce plan, pour que, M décrivant une droite qui passe par l 'un
des points A ou B, co enveloppe un point .

VÏQ. I.

Si l'on prend les points A e t B pour deux des sommets du t r iangle
de référence, et pour troisième sommetun point quelconque C du plan,
les équat ions des droites BM et AM sont

( J ) X-^r- À-S ===0,

(3) y+^=:o,

en désignant par X et p. deux paramètres arbitraires, qui peuvent ê t re
considérés comme les coordonnées du point M.

Pour la droite où reliée homographiquement à M, elle est déterminée
par deux points donnés, en coordonnées tangentielles, par les équa-
t i ons

(3) ^P -h-ixQ -4-R ==o,
< 4 ) ' ^ P i -+- ^ Q i -h B.i ==o,

où P, Q, ..., jî sont des fondions linéaires et homogènes (les coordon-
nées a, &, c 'd 'une droite.

Pour que o;> enveloppe un po in t , quand M décrit une droite quel-
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conque passant par A ou par B, il faut et il suffit que P et Q aient leurs
coefficients respectivement proportionnels a ceux de Pi et de Qr

D'autre part, si l'on cherche les points M tels que les équations (3)
et (4)» modifiées comme il vient d'être dit, représentent le même point,
on trouve, en dehors deAB, un seul point jouissant de cette propriété;
on peut prendre ce dernier point pour le troisième sommet G, jusqu'ici
arbitraire, du triangle de référence; il suffit pour cela que R et 1̂
aient aussi leurs coefficients proportionnels. La droite co est alors dé-
terminée par les deux points

(5) T ==ZÀP -+-wpLQ +R=o,
(6) Ti = l, 1 P -h- m, p.Q -i- B. = o.

On a d'ailleurs

( 7 ) P = a a -h ^b -h vfc,
(8) Q^pa+P'^-h^c,
( 9 ) R ̂ ya^fl} 4- fc'

Les trois points fixes P, Q, R sont jusqu'ici quelconques et assujettis
seulement à ne pas être en ligne droite.

;i. Cherchons maintenant quelle est la courbe engendrée par M quand
o.) enveloppe un point quelconque Si.

Les équat ions (5) et (6) peuvent s'écrire

((.o) {l(yl +mf^ +y)a-+-(^^ ^w(3^ -h/)^-}-(7a^ -hm^p. ^'f)c=o,
( î i ) (^aÀ4-/nlPfJr.+y)a+(^a^4-w^i3 /^+yO^^(^^^+WlP /^

Le l ieu de M a alors une équation de la forme
^. iah -+-w(3^ 4-y 1^'k 4-wp^ 4- y' _

( ïa ) 2/' l,rA^m^[j.-\-y ^À-4-wi(3^ -^ "0'

Cette équation représente une conique Cs circonscrite au triangle
ABC; on peut d'ailleurs faire passer cette conique par deux autres
points quelconques ï et 2 du plan; il suffi t pour cela de prendre comme
point 2^ le point de rencontre des deux droites <o^ œ^; donc, pour que
les six points A, B, C, i, 2,3 appartiennent à une même conique, il faut
et il suffit que les trois droites o^, o^, 003 soient concourantes.
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4. D'autre part , lorsque M décrit une droite que lconque passant par
l 'un des points A, B, C, co enveloppe un po in t ; dès lors la droi te œ,
qui correspond au deuxième point de rencontre de l ' une des droites
considérées avec la conique C^, s'obtient i m m é d i a t e m e n t en joignant
deux points connus. Par suite, pour que le mode de correspondance
considéré fournisse une dé te rmina t ion prat ique du sixième point de la
conique donnée par cinq points, i l suff i t de trouver de ce mode de cor-
respondance, jusqu'ici analyt ique, une déf ini t ion géométrique permet-
t a n t d'obtenir oo, connaissant M, et inversement de revenir de œ à M.

Les points enveloppés par œ lorsque M décrit une droi te (À) pas-
sant par B ou une droite (pi) passant par A ont respectivement pour
é q u a t i o n s

(,i 3 ) ( lïn^ — ml^ ) À F 4- ( Wi —- m ) R. :== o,
04) O^i -" lm^ )^Q + ( l, — l) R = o.

Pour dé terminer la droite œ, qu i correspond au point d ' intersect ion
M des deux droites (À)e t ( ix ) , on peut prendre, au lieu des points (5)
et (6), les points (i3) et ( ï4), qu i sont situés sur les droites fixes PR,
Qïl, et dépendent seulement , le premier de X, et le second de ^..

Les points ^ et Y], où les droites variables ( r ) et (2) rencontrent les
droites fixes PR et QB, ont pour équat ions

05) (y + /À)P~(a +a^)R==o,
06) (/-+- fp)Q - (^-h (3^.)R. = o.

Ces équations montrent que les points connus ^ et Y] sont reliés
homographiquement aux points cherchés (:r3) el (ï4) et, par suite,
peuvent servir à les déterminer. Pour que les points ( ï 3 ) e l ( i 4 )
coïncident respectivement avec les points S et Y], quels que soient X
et [x, il suff i t de poser

a^p^y^/^o,
07) ( w — W i ) / 4 - (m/i — Zmi)a== o,
(18) (l—l^ y^^lm^ml^'^Q.

En tenant compte des hypothèses faites, on voit que le point R
coïncide avec C, et que les points P et Q sont pris arbitrairement sur
AB; les deux droites RP et RQ peuven t donc être menées arbitraire-
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meni par le point C; nous les désignerons par ? et a. D'ailleurs, on peut
toujours déterminer les paramètres /, l^ m, m^ de manière à vérifier
les relations (17) el (18). On obtient ainsi le théorème connu suivant :

THÉORÈME 1 (Propriété de six points d'une conique.) — Si, menant
arbitrairement deux droites a et ? par le sommet G du triangle ABC, qui
a pour sommets trois de ces points, on fait correspondre à tout point M du
plan la droite a> déterminée par les points où les droites AAI, BM ren-
contrent respectivement les droites a et [S, les trois droites correspondantes
aux derniers points de la conique sont concourantes.

D'ailleurs, si l'on prend pour droites a et p des droites passant par
deux des [rois derniers points de la conique, on obtient le théorème de
Pascal.

On sait démontrer simplement le théorème 1 ; si nous en avons donné
la démons t ra t ion complexe qui précède, c'est qu'elle peut, comme
nous allons le montrer , être transportée terme à terme aux surfaces du
troisième ordre. Il appara î t alors clairement que les théorèmes ob-
tenus de cette manière peuvent être considérés comme une extension
du ihéorème de Pascal à la géométrie de l'espace.

II. — Surfaces du troisième ordre.

5. Considérons trois droites fixes non concourantes .Ao, ijl, e (fig. 2),

•c^-" , , , ' ! . . , /

et cherchons l'expression analytique générale de la relation homogra-
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phique à établir entre un point M et une droite co de l'espace, pour
que, M décrivant une droite qui s'appuie sur deux des trois droites
.Ai, ^5, o, œ engendre un faisceau plan, c'est-à-dire tourne autour
d 'un point et reste dans un plan.

Si l'on prend pour trois des faces du tétraèdre de référence des plans
menés respectivement par les droites x, ^o, e et par un point D, les
équations de ces droites sont

(i)

(3)

(3)

,y=o,
o^o =fx -h/y ̂ /"z ̂ fhi = o,

j=o,
l(î,o -=gx^ g'y + ̂  -(- g^n == o ;

Co = h x -h À y -4- h" s -4" /^M == o.

Ao? ^o» ^o désignant trois nouveaux plans fixes menés par les droites
.̂,, i(l>, © et par u n point E.

Ua point que lconque M de l'espace peut être déterminé par les trois
plans

(4.) .y 4- U-o==:o,
(^>) y-4-^0=0,
(6) ^+ ^ © o =0,

ou À, p., v sont des paramètres arbitraires.
Pour la droi le œ reliée homographiquement à M, elle est dé te rminée

par deux points donnés en coordonnées tangentielles par les équa-
tions

(7) ÂP +^Q +vR .+-S =o,
(8) "ÀPi+pOi^-vRi-h-Si^ô,

où P, Q, ..., S sont des fonctions linéaires et homogènes des coor-
données a, 6, 6', J d ' u n plan.

Q u a n d M décrit une droile s 'appuyant sur ^ et ail), ?v et p. restent
constants; pour que o) engendre un faisceau p lan , il faut et i l suff i t
que R et 1̂  a ient leurs coefficients proport ionnels . On voit de même
que les coefficients de P et de Q doivent être respectivement propor-
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t ionnels à ceux de î\ et de Qr D'autre part, si l'on cherche les points
M, tels que les équations (7) et (8), modifiées comme il vient d'être
d i t , représentent le même point, on trouve, en dehors des droites
4.,, ad, ©, un seul point jouissant de cette propriété ; on peut prendre
ce dernier point pour le sommet D, jusqu'ici arbitraire, du tétraèdre de
référence; il suffit pour cela que S et S^ aient leurs coefficients pro-
portionnels. On est ainsi conduit à prendre pour co la droite qui jo in t
les deux points

(9) T = l ÀP + m ^.Q -+• n ^R 4- S = o,
(10) Ti ==A?.P -h/ni^Q "î-/^B.+ S==o.

On a, d'ailleurs,
P == a a + yJb + a^c 4- ^'d,

Q = (3 a 4- (3^ -4- p'c + (3 ,̂

B =: y a •+• /& -l" y^1 +• y " cl,
S==(îa~hô^-+-y /c-+"â / /W.

Les quatre points fixes donnés par les équat ions obtenues en égalant
à zéro les fonct ions P, Q, R, S sont jusqu' ici quelconques et assujettis
seulement à ne pas être dans un même plan; nous désignerons par ô le
tétraèdre ayant pour sommets ces points et parp, q, r, s les faces de
ce tétraèdre, respectivement opposées aux sommets P, Q, R, S.

6. On a é tudié le complexe engendré par une droite reliée homo-
graph iquement à un point de l'espace. La droite œ, qui joint les points
T e t T i , engendre un complexe tétraédral, ayant 0 pour tétraèdre prin-
cipal. Le rapport anharmonique des plans menés par co et par les
points P, Q, B? S et celui des traces de co sur les plans p , y , r, s sont
tous deux égaux à la constante

(m—m^{ln^—l^n)
(7 — /i ) ( mn^ — Wi n)

que nous appellerons paramètre du complexe.
A tout point M de l'espace, non situé sur l'une desdroîtes ^, IJL, e,

correspond une droite co et une seule ; il y a seulement exception pour
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les points D et E ; les points T et T, sont, pour le premier, confondus
et, pour le second, indéterminés . Cherchons la surface engendrée par
M quand on impose à oo, qu i est par construct ion sur £3, d 'appar teni r
en outre à un complexe du premier ordre Si.

Les équations des points T et T| peuven t s'écrire

00

(i^)

(ly.A -i-/?z,p^. -+-nyv 4-(î)<2 -l- (loc'T^ -j-wp^ 4- rz^'v -^S'^b
-h ( 1^'h -+• m (3^ + n yS + S" ) c -+- ( IOL'" À 4- m (S ĵ. -+- n y"^ 4- §'" ) d = o,

(/icA 4-^iP/^ 4-^iy^ 4-â)<2+(^a'À -h-Wip'pi -}-n^y'v 4-rî /)^

4-(/la^-hml(3 / /^+nly^+ô / /)6 l+(^^ / /À+Wlp / /^+/^lyw^

Le l ieu de M a alors une équation de la forme

Y T ^ +77^P|!JL -+" nYV •+-^ ^a/^ 4"^?^ -t-^y^ -hô
(, 1 0 / «^ -Li __ Q ^

À8B11 /iaÀ 4- WiP^ -+• ^iy^ + S li^'h 4- mip^ji + ̂ i/^ + r^

Cette équation représente une surface du troisième ordre 83, passant
par les droites A), ^, e et par les points D et E. On peut d'ailleurs
fa i re passer cette surface par cinq aulres points quelconques ï , ^, 3,
4, 5; il su f f î t pour cela de prendre comme complexe £4 celui qui est
déterminé par les cinq droites c^, o^, ..., o^ ; donc, pour que ks trois
droites oA», ^o, © et les huit points D, E, i, ^s, ..., 6 appartiennent à une
même surface du troisième ordre, il faut que les six droites o^, o^,..., ojy
appartiennent à un même complexe du premier ordre.

Cette condi t ion est d'ailleurs suffisante; en effet, les six droites pré-
cédentes doivent être situées sur la congruence du second ordre (£3» 20 î
mais, comme elles sont par construction sur £^, i l suffit de leur im-
poser d'appartenir à £,.

7. Cherchons maintenant si les résultats obtenus peuvent avoir,
pour les surfaces du troisième ordre, des conséquences pratiques ana-
logues a celles du théorème de Pascal pour les coniques.

Quand M décrit une droite quelconque (À, p,) s 'appuyant sur les
deux droites o^et^l, co engendre un faisceau du premier ordre. Ce fais-
ceau a pour pôle le point

04) {l^ï-— ^)XP-h (mni— m^î)p.Q + (^i -~/î)S =: o,
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et pour plan celui des trois points

R == o,
(i5) ap +-WP.Q -t- s==o,
(16) ^ÀP -4-Wip.Q -4-S==o.

On a des résultats analogues quand M décril unô droite (a, v) s'ap-
puyant su r^ été, ou une droite (v,"^) s 'appuyant sur © et ^.

Une cubique gauche ©3 ayant pour cordes .An, ^, © et passant par
les points D et E a des équations de la forme

(r;) ^-ii.-jL7 / /• ~ k1 ~ k"

Si M décrit une pareille cubique, co engendre un faisceau du premier
ordre, ayant pour pôle le point

(18) (i^ l ^ ^ p ^ ^ — m ^ / c ' Q ^ Ç n — n ^ f ^ R - ^ o ,

et pour plan celui des trois points

S=o,
(19) /Â-P +m^Q +/î^R -==0,
(20) ^ Â-P 4- mi k 1 Q -+- /ii À-^ R := o.

On obt ient ainsi quatre séries de faisceaux du premier ordre ; tous les
faisceaux d'une même série ont leurs pôles dans une même face du té-
traèdre 0, de plusieurs plans passent par le sommet opposé à cette face;
c'est d'ailleurs là une propriété connue du complexe tétraédral, de
laque l le il résulte un mode simple de génération de ce tétraèdre.

La détermination du dernier point de rencontre de la surface 8;^ wec
l'une des droites ou des cubiques considérées est ainsi ramenée à la déter-
mination de la droite commune à un complexe du premier ordre et à un
faisceau du premier ordre; il en résulte pour cette surface un mode pra-
tique de description par points.

Il reste à trouver du mode de correspondance établi entre M et co
une définition géométrique permettant d'obtenir simplement œ con-
naissant M, et inversement de revenir de co à M.

Ann. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome V. S-3
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8. En tenant compte de ce que la droite co appartient, au complexée 2;̂
il suffit de trois conditions pour la dé t e rmine r ; cherchons à faire in-
tervenir séparément dansPexpression de ces condi t ions les paramètres
À, ^ et v.

Quand M décrit un plan quelconque passant par ,A->, OD engendre une
congruence du premier ordre C^ ayant pour directrices les droites

Q=o,
( 21 )

(22) (lfî'i — l^n )).P -4- ( /?4— /^)S-==-o;

R == o,
(23) ( (24) (^^l—^m)ÎJ>+(ml—/^)S==:o.

On obtiendrait faci lement par permutation circulaire les directrices
des congruences Op., C^ engendrées par o quand M décrit un plan quel-
conque passant par ^ ou par e.

On retrouve ainsi le mode de génération connu du complexe té-
traédral par des congruences du premier ordre. Les trois congruences
Cx, C^, Cv ont en commun h droite œ; pour déterminer cette droite,
il suffît , en tenant compte.de ce qu'elle appartient à Sg, de lui imposer
de rencontrer une directrice de chacune de ces congruences, par
exemple la droite (^3) et les deux suivantes, qui s'en déduisent par
permutation circulaire

(.5) | p=;o>

( (26) ( /n /^—/ni /z)^Q+(^ i—-w)S==o,

(^7)
Q == o,

(28) (ni,— /tiOvR + (/i~- /)S= ô.

On sait en effet déterminer simplement fa droite d 'un complexe té-
traédral qui s'appuie sur trois droites menées respectivement par les
sommets et dans les faces du tétraèdre principal: Si l'on remarque que
les droites (a3), (aS),^) passent respectivement par les points fixes
R, P, Q, on voit que la déterrninalion de o> est ramenée à celle des
trois poin ts (2^) , (26), (28), qui sont situés sur les droites fixes PS,
QS, RS» et dépendent seulement, le premier de À, le deuxième de ;j.,
le troisième de v.

Le point de rencontre Ç du plan variable <Â»M avec la droite fixe PS a
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pour équa t ion

EW+ oy'-h ô'y^ cSV^ â]P -p.(a/+ ̂ f^^f^^f^^ a] S=o.

On obtient facilement par permutation circulaire les équations des
points T] et *C où les plans variables iilM, eM sont respectivement ren-
contrés par les droites fixes QS, B.S. On voit ainsi que les points connus
î;, Y], *( sont reliés homographiquement aux points cherchés (24), (26),
(28); pour que ces derniers coïncident respectivement avec les pre-
miers, quels que soient À, (JL et v, il suffît de poser

rî^c^â^o,

.̂/ + ̂ 'f -+- <r •+- ^ f " 1 == o,
(3^+^^+^^4-^^=0,

y A ̂  y^/ + y^ + y^ =: Q;

( 3o ) ( Im i — /i m ) a 4- ( m^ ~ r/? ) cî"/^ =: o,

( 31 ) ( mni — mi /À ) ̂  4- ( /z, — n ) â^^ == o,

(3%) (/z/i —^l)f -h(/i — l ) S l " h " f ==o.

En tenant compte des hypothèses précédentes, on voit que le point
S coïncide avec D et que les points P, Q, R sont pris arbitrairement dans
les plans 4oE, ^lE^ ©E; les trois droites SP, SQ, SR peuvent donc être
menées arbi t ra i rement par le po in t D; nous les désignerons par a, [S, y.
D'ailleurs on peut toujours disposer des paramètres l, l^ m, . . . , n^, de
manière à vérifier les relations (3o), (3i), (82). On obtient ainsi le
théorème suivant :

TIIÉOBÈME II (Propriété de trois droites non concourantes et de
h u i t points appartenant à u n e même surface du troisième ordre). —
Si, me riant arbitrairement par l'un des points donnés D trois droites a, (3,
y, et considérant un complexe tétraédral quelconque Sg, dont le tétraèdre
principal a pour sommets D et les traces P, Q, R des droites a, [3, y sur les
plans menés par les droites données X? ^>, © ^ par un autre des points
donnés E, on/ait correspondre à tout point M de ï'espacela droite co de 2^
<y-ra s'appuie sur trois droites variables avec M, déduites les unes des autres
par permutation circulairey et obtenues en joignant l'un des points fixes
P, Q, R a l'un de ceux où les plans xM, ajlM> CM sont rencontrés respec»
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Uyement par les droites fixes a, [3, y, fe.?m? droites correspondantes aux
derniers points de la surface appartiennent à un même complexe du pre-
mier ordre.

9. On peul éviter de faire intervenir le complexe £3 dans les con-
structions qu i donnen t œ, et obtenir cette droite comme intersection
de deux plans connus. Les six directrices des congruences, auxquel les
appartient 03, passent deux à deux par les trois sommets P, Q, R de 0 et
déterminent ainsi trois plans qui se coupent su ivant œ; on peu t doqc
pour dé t e rmine r cette d ro i te prendre deux décès plans, par exemple
les suivants que nous désignerons par V et W :

^ P=o,
Plan V. \ (33) (m^i— m^n)^Q -4- (^i — n)'S =o,

\ (34) (nwi — n^ m) t/R 4- (mi — m) S = o ;
i Q=o,

Plan W. < (35) ( ^ i — ^ / î ) Â P + ( / ^ — / ^ S = o,
( (36) ( / ^ i — / ^ Q v R + ( ^ — / ) S ==o.

On verrait , comme plus hau t , que si l'on pose

ô^ô^â^o,

a/ + ff'f + yff" + ay == o,
^+p/^+^^+p^.^o,

(87 (^i —1^1) a -^{n^n)yj"!=:Q,
(38) (w/^— mi /^^+^ i— /Qo^.^^o,

-ijlUfli»"'*1'"'1""» .̂

les points (33) et (35) sont les poinj^l^renc^ des plans oUI, -^M
avec les droites ûxes PS, QS. /1^<^ k "••.'"'•''\

On connaît ainsi deux points d^li^ des plan^ V et W; il reste
à déterminer un troisième poin^He chtïéini./reu^^^^^^^^^ le troisième
point d u plan V, on peut prendrè^p point qt^kpîïâàe de la droite qui
joint le point P au point (34)1» P^K^^pl6 ^'^yï't àe rencontre de
cette ligne avec le plan aM; ce poinl-^I^Fé^^^^^^

( 1 (nm,i - n,m)v[v{yh 4- y'h' + fh"^^fh"f)^ f] + {m, - m^'h'1'-) \ P
\ -[v^h+afhr+^h'f+ffwhff/)^a'f][(nm^ n,m)v'R -4- (/ni- m)S] == o.
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De même, pour le troisième point du plan W, on peut prendre le point
de rencontre du plan eM avec la droite qui j o i n t le point Q au point
(36).

Ce point a d'ailleurs pour équation
^nl^n,l)v[vÇyh-+-yhf-^yrfk"-^ffkw)-{-Yf]+ (/^) ̂ /^S | P^_^y^+y^/^/ ^ . \ ( K ' ^ I — ^ i ^ . / L . ^ y / A - t - y / ^ - i - y / ^ - t - y /A ;-t-/ J - t - ^ .1—&;u ^ ^ j J

vio/ -[y(pA+(3 /^ /+P /V^4-i3 / / /^w)+^][(/^l--/lJ)^R4-(^l-^S]=o.:> n
 /»//

 -1—
 /s /// /lw '\ -J p ^ 1

Si l'on pose

( 4 ï ) aA 4- ^'h' 4- a'/^ 4- a^nro,

( 42 ) j3 h -4- ̂  A' -4- ̂  /^ 4- P" À" = o,

(43) y/À 4-y'/^//^^/^^o,

les deux points (39) et (4o) sont respectivement situés sur les droites
fixes

(44)

(46)

S=o,

(4;3) [{nm^n^ïn)y'^r {m^—fn')^ h'"}^ — (/mi— n^n^a^R = o,

S=o , 1

(47) [(^i -^i^ )yy+(^ -^ )^^]Q-(^i -rz,l )^R=o.

lin t enan t compte des hypothèses faites, on voit que les troisièmes
points des plans V et W sont ceux où le plan CM est rencontré par les
droi tes fixes (4/s) et (46); d'ailleurs le point S coïncide avec ï), de
plus les points P, Q, R peuvent être pris a r b i t r a i r e m e n t , le premier
sur la droite (<Â)(), ©o), le second sur la dro i te (^o» ©o)» enfin le troi-
sième dans le plan ©o. D'autre part, on peut disposer des paramètres /,
l^ ..., n^ de manière à vérifier les relations (37) et (38) et à f a i r e
prendre aux deux rappor ts , qui déterminent les directions des
droites (44) et (46)» des valeurs arbitraires; ces deux droites peuvent
donc être menées arbi trairement par le point D, 1a première dans la
face DPR, la seconde dans la face DQR du tétraèdre 6. D'ailleurs, si
Fon ne se donne pas à l 'avance le point R, les deux droites (44) et (46)
peuvent être menées arb i t ra i rement par le point D; nous désignerons
la première par a et la seconde par ?. On obtient ainsi le théorème
suivan t :

TiïÉonÈME III (Propriété de trois droites non concourantes et de
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huit points appar tenan t à une même surface du troisième ordre). —
Si, désignant par A», i)L, ©, D, E les trois droites et deux des points
donnés, et par P et Q deux points pris arbitrairement sur les intersections
respectives du plan eE awc les plans A,E, IP.)E, puis menant par D rf<?^a?
droites quelconques a ^ j3, on/ait correspondre à tout point M âfe l'espace
la droite œ, intersection des deux plans menés respectivement par les
points fixes P et Q, parles traces des droites fixes DQ, DP sur les plans
IIÎ)M, .A..M ^, j^r ç^/fcy c/^ droites fixes a <^ ? ^w /ê ^/a/i eM, les six
droites correspondantes aux derniers points de la surface appartiennent
à un même complexe du premier ordre.

L'énoncé de ce dernier théorème est moins symétrique que celui du
théorème II, mais la droite co correspondante au point M s'obtient
immédia tement , sans que l'on soit obligé de considérer le complexe 2^»
comme l'intersection de deux plans donnés chacun par trois poin ts .

Nous avons supposé jusqu'ici que les droites x, ^, 3 ne se ren-
contrent pas; on peut supposer qu'elles soient concourantes deux à
deux, mais il faut alors que leurs points de rencontre respectifs soient
des po in t s doubles de la surface Sy. On oblient ainsi , à l 'aide des
théorèmes I] et III, deux énoncés de la propriété de trois points
doubles et de h u i t points appar tenan t à une même surface du troi-
sième ordre.

Nous allons montrer ma in tenan t que le mode de correspondance
étudié donne aussi une propriété de la courbe gauche du sixième
ordre, suivant laquel le se coupent deux surfaces du troisième ordre,
qui o n t trois droites non concourantes communes.

III. — Courbe gauche du sixième ordre. — Groupe de points et de droites
associés suivant le module trois. — Cubique gauche.

10. Il y a différentes espèces de courbes gauches du sixième ordre;
nous allons étudier la courbe gauche du sixième ordre (83, S^) com-
m u n e à toutes les surfaces du troisième ordre, qui passent par trois
droites non concourantes 4o, on>, e et par six points D, E, r , 2, 3, 4.
Chacune des droites ^,, ^, a rencontrant la courbe (S^, 83) en quatre
points, nous dirons, pour simplifier le langage, qu'elles sont, pour
cette courbe, des droites de quadrup le a p p u i »
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Si l'on considère un septième point quelconque 5 de la courbe
(83,83), toutes les surfaces du troisième ordre qui passent par les
droites A), iil>, o et par six des points D, E, i, ..., 5 passent par le
septième; par suite, tous les complexes du premier ordre, qui con-
tiennent quatre des cinq droites o)^, ..., 0)5, contiennent la cinquième.
Cela exige que les cinq droites oj>,, ..., 0)5 appar t iennent à une même
congruence du premier ordre (2^,2^).

Cette condition est d^ailleurs suffisante; en effet, les cinq droites
o)^ ..., o)g appartiennent en réalité à une même surface réglée du
quatrième ordre (Sa, 2^,2^) ; mais, comme elles sont par construc-
tion, en vertu du mode de correspondance, sur le complexe S^ il
suffit de leur imposer d'appartenir à la congruence (2^, 2^). De là ré-
sulte un théorème que nous énoncerons plus loin.

De même, si les trois droites jio, ill, © elles six points D, E, i, ..., 4
sont associes suivant le module trois, toutes les surfaces du troisième
ordre, qui passent par ces droites et par cinq de ces points, passent par
le sixième; par suite, tous les complexes du premier ordre, qui con-
tiennent trois des quatre droites o,, ..., û).^ contiennent la quatrième,
Cela exige que les quatre droites o>^ , ..., 0)4 appar t i ennen t à un même
système de génératrices d'un hyperboloïde. On démont rera i t d'ailleurs,
comme plus haut, que cette dernière condit ion est suffisante.

Enfin on a vu (§VH) qu'à une cubique gauche ç;p passant par D
et E et s'appuyant sur ji>, iil, 3, correspond un faisceau du premier
ordre, dont le pôle est dans la face s de 6, et dont le plan passe par le
sommet 8 de ce tétraèdre. On obt ient ainsi les trois théorèmes suivants:

THÉORÈMES IV, V, VI (Propriétés : i° des trois droites de quadruple
appui et de sept points d'une courbe gauche du sixième ordre; a° de
trois droites et de six points associés; 3° de trois cordes et de quatre
points d'une cubique gauche). — Si, désignant par jl), ^o, ©. D, E les
trois droites et deux des points donnés, et par P et Q deux points pris ar-
bitrairement sur les intersections respectives du plan cE avec les plans <A>E,
^Efpuù' menant par D deux droites quelconques a et ?, on fait corres-
pondre à tout point M de l'espace la droite o), intersection des deux plans
menés respectivement par les points fixes P et Q,/w les traces des droites
fixes DQ, DP, sur les plans adM^ <A>M, et par celles clés droites fixes a
et P surleplan sM :



S. 24 - A . PETOT.

i° Les cinq droites correspondantes aux derniers points de la courbe
gauche appartiennent à une même congruence du premier ordre ;

2i° Les quatre droites correspondantes aux derniers points associés ap-
partiennent à un même système de génératrices d'un hyperboloïde ;

3° Les deux droites correspondantes aux derniers points de la cubique
sont concouîrmtes, de plus leur plan passe par le point D.

I l » On simplifie beaucoup les applications des théorèmes précé-
dents en choisissant les points P et Q et les droites a et (3, jusqu'ici
arbitraires, de manière que les droites o^ et (Oa, qui correspondent à
deux des points donnés, soient concourantes; voyons à quelle condi-
tion il en sera ainsi.

La courbe gauclie du sixième ordre (S^S^) peut se dédoubler en
deux cubiques gauches ^3 et ^;p ayant toutes deux pour cordes j'i,,, iib,
s, passant la première par D, la seconde par E, et, de plus, se ren-
contrant en deux points; dans ce cas, la surface réglée du quatrième
ordre (Sa? S,,, S';,) se dédouble en deux byperboloÏdes, Tun î-I circon-
scrit au tétraèdre 0, l 'autre IF inscrit dans ce même tétraèdre; le pre-
mier correspond à ^3, le second à ^y. Cherclions ce qui. caractérise,
parmi les cubiques ^3» celles pour lesquelles les génératrices de ï;r de-
viennent les tangentes à une conique.

Toute cubique ^3 a des équations de la forme

(i) \=kv 4-./,
(9.) ^=/^ -f-./i.

Les équations des deux points T e t T ^ , qui déterminent QJ, dev iennen t
alors, pour un point de ^p

(3) , \lk P^rm/q Q+n R)^.4-(// p -+. rn/\ Q-4-S)=o,

( 4) , , ( li k P -+- /ni k, Q + /^ R ) v ̂  ( IJ P -+- mji Q -+- S ) == o.

Pour que oj reste, quel que soit v, dans un plan fixe, il fau t que les
quatre points

Ik P -h m/Ci : Q -h n R == o,
Ij P -h mi/i Q -h S = o,
^ /fp 4- /^ f^ Q -h /^ R =: o,
/i/P-4-m,y\Q-h. S=.o
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soient dans un même plan; on en déduit, pour la condi t ion cherchée,

W
(m— m^Çl/ii— l^n) ̂  J/^ ^
( /•— 4 ) (/^i — m^ n ) ~" kj\

Les plans menés par la droite o et par les troisièmes traces de ̂
sur les plans x etj ont pour équation

(6) kz -y ©0=0,

(7) k^—j\Q,-=o.

La condition (5) signifie que le rapport anharmonique des quat re
p o i n t s z , ©o, (6), (7), est constant et égal au paramètre du complexe
tétraédral . D'ailleurs on sai t que le rapport anharmonique des quc^tre
plans menés par quatre points fixes d 'une cubique gauche et par une
quelconque de ses cordes est constant ; par suite, une fois la cubique
déterminée, ce rappor t ne dépend que des points considérés; on peut
donc l 'appeler rappor t anharmonique des quatre points de la cubique.
Cette dénominat ion étant adoptée, les cubiques ^3, pour lesquelles
rhyperboloïde H' se réduit aux tangentes à une conique, sont celles
qui sont coupées par les quatre plans z, ©o? a?? y su ivan t un rapport
anhannonique constant et égal au paramètre de Sa; elles forment un
complexe ana logue au complexe tétraédral de droites. Pour que les
droites CD, , co^ soient concourantes, il suff i t de prendre le paramètre
de Sa égal au rapport anharmonique des quat re plans z, ©o, (6), (7 ) ;
c'est là une condition à laquel le il est toujours facile de satisfaire,
parce que le paramètre de S^ représente aussi le rapport anharmo-
nique de q u a t r e plans. On peut d 'a i l leurs ne pas faire intervenir le
complexe^ dans la dé te rmina t ion des deux droites a et ?.

Considérons les deux plans Vi et W\, don t l ' in tersect ion est la
droi te o^ cor respondante au point i; chacun de ces p lans est déter-
miné par trois po in t s . Par exemple, V^ est donné pa r l e point f ixeP, par
la trace de la droite fixe DQ sur le plan (ail, i) et par celle de la droite
fixe a sur le plan ©^. Sur ces trois points, un seul, le dernier^ dépend
de la droite a, les deux autres peuvent être déterminés avant qu'on ait
choisi cette ligne : i l suffit que l 'on se soit donné les points P et Q. Il
en est de même pour le plan W\ et pour les plans Vg.Wa qui déter-
minent co^.

Ann.de V Kc. Normale. 3e Série. Tome V. 8.4
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Imaginons maintenant que l 'on se donne arbi t rairement le p o i n t de
rencontre £ des droites o^, co^; les quatre plans V < , V^, W < , Wa d e v a n t
passer par £, on connaî t trois po in t s de chacun d 'eux; on peut donc
les considérer comme des plans connus. On a alors, pour dé terminer
les droites a et (S la construct ion suivante : La droite a est celle qui,
menée par le point D, s'appuie sur les intersections respectives des plans
('C,i), (s,2) avec les plans V ^ , V^ ; de même la droite [3 est celle qui,
menée par le point D, s'appuie sur les intersections respectives des plans
(©, i), (©, 2) avec les plans W^, W^.

En choisissant, comme nous venons de le dire, les droites a e t p , les
droites o^, 0)3 se coupent au po in t £ et dé t e rminen t un pl;in q u e nous
appellerons TC.

On connaît troi3 sommets du tétraèdre 0 : ce sont les points D, P, Q;
le quatrième sommet R de ce tétraèdre est le point de rencontre des
droites que joignent respectivement les points P et Q aux traces des
droites a et [S sur le plan eE. Pour le complexe Sa» il est dé te rminé par
son tétraèdre pr incipal 0 et par l 'une ou l 'autre des droi tes co,, o^.

12. Voyons maintenant comment se modi f i en t , avec le choix i n d i q u é
des droites a et ?, les conclusions du théorème précédent.

Pour la surface du troisième ordre, le complexe 2^ est donné par
un plan TC et son pôle £, et par trois droites 0)3, co,,., cog; il est alors très
faci le de déterminer relat ivement à ce complexe le pôle d 'un plan
donné ou, inversement, le plan qui a pour pôle un point donné.

Remarque. — Dans le cas par t icu l ie r où les quatre poin ts E, i , 2, 3
son t su r une cubique gauche a d m e t t a n t A,, ̂ , 3 pour cordes, l 'énoncé
du théorème III se simplif ie; on a la nouvelle conclusion suivante :

Les traces des trois droites correspondantes aux derniers points de la
surface sur le plan u sont en ligne droite.

Pour la courbe gauche (83,8,) Ja congruence correspondante (2,, Ï\)
a pour directrices la droite qui joint la trace des droites 003, co,, sur
le plan TC et la droite suivant laquelle se coupe le plan mené par les
mêmes droites 0^3, co,, et pa r le point &. On a alors, pour le théorème IV,
la nouvelle conclusion suivante :

Les traces des droites correspondantes aux derniers points de la courbe
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sur le plan TC sont en ligne droite; de plus, les trois plans menés par ces
mêmes droites et par le point s se coupent suivant une droite.

Pour le groupe de po in t s associés, l 'hyperboloïde (Oi , (D^ ^3 se dé-
double en deux faisceaux plans : le premier a pour pôle sel pour planrc,
le second a pour pôle la trace de 0)3 sur TC et pour plan celui qui est
dé te rminé par la droite cog et par le point £. On a alors, pour le théo-
rème V, la nouvelle conclusion suivante :

Les deux droites correspondantes aux derniers points associés sont aussi
concourantes; leur point de rencontre est situé dans le plan TT; de plus,
leur plan passe par le point s.

On peut supposer que les droites .À), i(l), o soient concourantes,
pourvu que l'on admette en même temps que leurs points de rencontre
respectifs soient des points doubles de la courbe du sixième ordre. On
obtient alors, à l 'aide du théorème IV, une propriété de trois points
doubles et de sept points d 'une courbe gauche du sixième ordre. On
obtient de même une relation entre (rois points doubles et six points
associés suivant le module trois; de même, enfin, une re la t ion entre
sept points d 'une cubique gauche,

IV. — Propositions corrélatives.

13. Toutes les surfaces de la troisième classe, qui passent par trois
droites non concourantes ^*, oïl, © et sont tangentes à six plans sont
inscrites dans une même développable de la sixième classe. Par cha-
cune des trois droites cA>, ojl, ©, on peut mener quatre plans tangents a
cet te déve loppable ; nous dirons, pour simplifier le langage, que ces
droites sont, pour la développable considérée, des arêtes de quadruple
tangence. En appl iquant aux résultats obtenus plus haut ia mélhodede
transformat ion par polaires réciproques, on obt ient les théorèmes sui-
vants :

THÉOKÈMES VII, VIII, IX, X (Propriétés : 1° de hui t plans tangents à
une surface de la troisième classe et de trois droites non concourantes
de celte surface; 2° de sept plans tangents à une développe^ble de la
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sixième classe et des arêtes de quadruple tangence de cette surface;
3° de trois droites et de six plans associés; 4° de quatre plans tan-
gents à une développable cub ique et de trois arêtes de double tangence
de cette surface). — Si, désignant par oA,, ^, ©, D, E les trois droites et
deux des plans donnés, et par P et Q deux plans menés arbitrairement par
les droites qui joignent le point (e, E) aux points (.Ao, E), (€), E) ; puis,
traçant dans le plan D deux droites quelconques a et [3, on fait corres-
pondre à tout plan M de l'espace la droite a), qui joint les deux points de
rencontre des plans fixes P et Q avec les droites, suivant lesquelles les plans
menés par les points (^M)^ (U, M) et par les droites fixes (D, Q), (D, P)
coupent respectivement les plans menés parle point (e, M) et par les droites
a et ? :

i° Les six droites correspondantes aux derniers plans tangents à la sur-
face appartiennent à une même complexe du premier ordre.

2° Les cinq droites correspondantes aux derniers plans tangents à la
développable appartiennent à une même congruence du premier ordre.

3° Les quatre droites correspondantes aux derniers plans associés ap-
partiennent à un même système de génératrices d'un hyperboloïde.

4° Les deux droites correspondantes aux derniers plans tangents à la
développable cubique sont concourantes; de plus, leur point de rencontre
est situé dans le plan D.

On pourrait d'ailleurs déterminer, comme plus haut , les droites a
et p, de manière que les droites correspondantes à deux des p lans donnés
soient conco-urantes, et énoncer les nouvelles conclusions qui résultent
de ce choix pour les deux théorèmes relatifs a la développable de la
sixième classe et au groupe de plans associés; il suffit pour cela de
transformer par la méthode des polaires réciproques^ ce qui a été dit
aux n0811 et 12.

Nous allons maintenant étudier les conséquences pratiques des théo-
rèmes obtenus,
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CHAPITRE II.
APPLICATIONS : DESCRIPTIONS PAR POINTS DE LA SURFACE DU TROISIÈME ORDRE

ET DE LA COURBE GAUCHE DU SIXIÈME ORDRE. PROBLÈMES DIVERS.

14. Nous allons montrer que les théoreines obtenus dans le Chapitre
précédent permettent de ramener un grand nombre de problèmes du
premier et du second degré sur les surfaces du troisième ordre, et quel-
ques-unes de leurs courbes d'intersection, à des constructions que
l'on sait exécuter sur des systèmes de droites. La résolution d 'un pro-
blème sur les surfaces du troisième ordre comprendra alors trois par-
ties: i° on effectuera, une fois pour toutes, certaines constructions
préliminaires pour transformer le problème proposé en un problème
sur des systèmes de droites; 2° on résoudra ce dernier problème; 3° on
repassera du résultat obtenu pour le problème auxiliaire à la solution
du problème proposé. Nous allons indiquer rapidement les solutions
de plusieurs de ces problèmes auxiliaires.

PROBLÈME!. — Trouver la droite co correspondante à un point donné M.
L'énoncé du théorème III montre que la droite co est l'intersection

de deux plans donnés chacun par trois points.

PnOBLÈME II- — Revenir de la droite œ au point M.
Les plans menés par œ et par les points fixes Q et P coupent respec-

tivement les droites fixes DP, DQ ent deux points qui appartiennent le
premier au plan xM, le second au plan i^M; ces deux plans sont ainsi
déterminés chacun par une droite et un point. De même les plans menés
par (o et par les points fixes Q et P rencontrent les droites fixes a et p
en deux points qui appartiennent au plan ©M; un seul de ces points
suffit pour déterminer ce plan. Le point M est alors le point de ren-
contre de trois plans donnés chacun par une droite et un point.

Remarquons que le plus souvent on donne dans l'énoncé du pro-
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blême un plan ou une droi te passant par !e po in t cherché M, ou connaî t .
alors un ou deux des trois plans A.M, IÛ)M, ©M; il en résulte une grande
simplif icat ion dans la construction précédente.

Nous avons vu que le p l an eM est donné par une dro i te et par deux
points : cela exige q u e cette droite et ces deux points soient dans un
même plan, et cela a lieu précisément parce que la d ro i t e (^appar t ien t ,
par construction, au complexe S^; de là résulte pour ce complexe la
définition très simple su ivante : La droite, qui joint les traces respectives
des droites fixes a et [3 sur les plans menés par les points P et Q et par une
droite quelconque oj de Z^, passe par un point fixe.

F ROBLÈME III. — Détermination des éléments du complexe tétraêdral^.,.
i° Tétraèdre principale. — Ce té t raèdre a pour soimnets les points

U, P, Q, et le p o i n t de rencontre des droites, qui jo ignent respective-
ment les points P et Q, aux traces des droites a et [3 sur le plan 3E.

^° Directrices d'une congruence quelconque du premier ordre apparte-
nant à ̂ . — Par la trace de la droi te a sur le p l a n des d e u x droites
a et p, on mène, dans ce p lan , une dro i te que lconque , qui r encon t re
les droi tes a et P en deux points ; en joignant respect ivement ces points
aux points fixes P et Q, on obt ien t les directrices cherchées.

3° Cônes des droites du complexe £3, équipassent par un point de l'espace.
— On connaît qua t r e génératrices du cône, ce sont les d ro i t e s menées
du point donné a u x sommets du tétraèdre 0; on a une c inqu ième gé-
nératrice du cône en menant pa r l e po in t donné une droi te , qui s 'appuie
sur les deux directrices d 'une descongruences du premier ordre, obte-
nues comme on vient de le dire.

4° Faisceau plan du complexe S^ qui a pour pôle un point donné dans
l'une des faces du tétraèdre principal 0 .— Ce problème est un cas parti-
culier du précédent : au lieu d'un cône on obtient deux faisceaux plans;
le plan de l 'un des faisceaux est précisément celui de la face de 0 où se
trouve le point donné. Le plan de l 'autre faisceau passe par le point
donné et par le sommet de 6 opposé à la face où se trouve le point
donné: enfin on a u n e droite de ce plan en menant par le point donné
une droite qu i s 'appuie sur les deux directrices d 'une congruence
quelconque de Sa, obtenues comme nous l 'avons dit plus haut .
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PROBLÈME IV. — Détermination des éléments du complexe £ ̂

Ce complexe est donné par un plamr et son pôle £ et par les trois
droites 0)3, oi>/., c0g; on obtient alors facilement les directrices d ' au tan t
de congruences du premier ordre que l'on veut de ce complexe; il en
résulte une détermination immédiate du pôle d'un plan donné, et in-
versement du plan q u i a pour pôle un point donné . Nous désignerons
par cl^ p^ q^ r^ les plans qui on t pour pôles, relativement à Si, les
sommets D, P, Q, B. du tétraèdre 6, et de même par D^ P ^ , Q,, Ri les
pôles des faces cl, /?, q, r de 0 re la t ivement au même complexe.

PROBLÈME V. — Détermination des éléments de la congruence tétraédrale.
Les deux droites de la congruence tétraédrale (Sa, S^), qui passent

par un point donné, sont les intersections du cône relatif à S^ avec le
plan rela t i f à S^. Dans le cas part iculier ou le point donné est s i tué
dans l 'une des faces de 0, l 'une des droites s'obtient en joignant le
point donné au pôle de cette face re la t ivement à 0; l ' aut re est l ' inter-
section des plans des deux faisceaux relatifs, l 'un à S^, l ' au t re à S^.
D'ai l leurs la congruence tétraédrale comprend les quatre faisceaux du.
premier ordre qui ont pour pôles les sommets D, P, Q, R de 0 et pour
plans les plans d^p^ q^ r\ ; elle comprend de même les qua t re fai-
sceaux qui ont pour plans les faces cl, p , ç, r de 0 et pour pôles les
points D ^ , Pi , Q,, K i .

PROBLÈME VI. — Détermination de la surface tétraédrale (S^, S,, S^)»
La congruence d u premier ordre est déterminée par le plan T: et son

pôle £ et par les droites 0)3, QJ/,; on a alors immédiatement ses direc-
trices : l 'une est la droite qui joint les traces des droites œ;p OD^ sur le
plan TC, l 'autre est la droite d'intersection des plans menés par le point
& et ces mêmes droites 033, co/,. Si main tenant on considère le cône de
Sa qui a pour sommet un point pris arbitrairement sur l 'une des
directrices, que nous venons d 'ob ten i r , les deux droites de ce cône qui
s 'appuient sur l 'autre directrice sont deux génératrices de la surface
tétraédrale. Cette surface est à la fois circonscrite au tétraèdre 6 et in-
scrite dans ce même tétraèdre. Les génératrices de la surface tétraédrale
qui passent par les sommets D, P, Q, R s o n t les intersections respec-
tives des plans r f i , ^^ , y , , r^ , relatifs à Si, avec les plans d ^ p ^ q \ i r^
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relatifs àS^; de mêmelesgénératrices de celte surface, qui sont situées
dans les faces d ^ p , q, r de 6, s 'obtiennent en jo ignant respectivement
les pôles Di , Pi, (h, Ri , relatifs à S^ aux pôles D^ P^, Q^, Rp relatifs
à 2:.

Surface du troisième ordre donnée par trois droites non concourantes (A), i)L, 3
et par sept points I), E, 1 ,2 , 3, 4, 5.

15. PROBLÈME I. — Trouver le dernier point de rencontre de la sur-
face avec une droite quelconque, qui s appuie sur deux des droites données.

On est ramené à trouver sur un complexe du premier ordre 2^,
donné par un plan -rt et son pôle £ et par trois droi tes o-»,^, 0^4, cog, la
droite qu i se trouve dans un plan et passe par un point . D'ai l leurs, si
la droite donnée L s 'appuie, par exemple, sur ^ et e, le plan qui con-
t ient œ est le plan W; pour le point par lequel passe 03, il est l ' inter-
section de ce même plan W avec la droite qui j o in t le po in t fixe Q à la
trace de la droite fixe p sur le plan OJL Quand on a déterminé o), on re"

. vient de cette droi te à M; d 'ai l leurs la cons t ruc t ion à effectuer pour
cela est très simple, parce que ce point est sur la droite L. Effectivement
le point M est la trace de la droite L sur le plan mené par la droi te .À..
et par le point de rencontre de la d ro i t e fixe DQ avec le p lan coP. Il
résulte de là, pour la surface du troisième ordre, un mode (le descrip-
tion par points, qui exige seulement l 'emploi de la règle.

La construction précédente peut être beaucoup s impl i f iée si, t e n a n t ,
compte de ce que le plan variable W passe toujours par le point f ixe
Q, on détermine une fois pour toutes le plan q^ qui a pour pôle le
point Q relativement an complexe 2^.

PROBLÈME II. — Trouver le dernier point de rencontre de la surface avec
une cubique gauche quelconque, ayant pour cordes les trois droites don-
nées et passant par deux des points donnés.

La cubique considérée cp est déterminée par ses trois cordes <JL, ^l, 8,
par les deux points D et E, et par un point M' donné a rb i t ra i rement
dans l'espace. Si l'on désigne par o/ la droite correspondante à M', on
voit qu'aux points de ç correspondent les droites d'un faisceau du
premier ordre, qui a pour pôle le point (co^ d) et pour plan le plan
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(co', D). Le problème proposé est ainsi ramené au suivant : Trouver la
droite OD de 2^, qui est située dans le plan (o/, D) et passe par le point
(co\ d) de ce p lan .

On peut faire ici les mêmes remarques que pour le problème pré-
c é d e n t .

CAS PARTICULIER. — Déterminer la cubique (p clé manière qu'elle soit
tangente en D à la surface.

Il s u f H t , pour cela, que le plan du faisceau correspondant à ç coupe
le plan d suivant une droite appar tenant à S, ; on peut donc prendre
pour plan du faisceau considéré Fun quelconque des plans menés par
la droite DDi. D'ailleurs, une fois le plan du faisceau choisi, on déter-
mine faci lement son pôle, en tenant compte de ce que ce faiçceau
appart ient au complexe 2^.

PROBLÈME 1,11. — Déterminer la conique suivant laquelle la surface est
coupée par un plan quelconque passant par l'une des trois droites données.

Soit(p-) le plan donné, mené arb i t ra i rement par G; aux différents
points de ce plan correspondent les droites d 'une congruence du pre-
mier ordre, qui a pour directrices les droites menées respectivement
par les points fixes P et Q et par les traces des droites fixes a et [S sur
le plan donné ([^). Aux points de la conique cherchée correspondent
les génératrices de Fhyperboloïde commun au complexe S, et à la
congruence dont nous venons de parler.

En par t i cu l ie r , si le p lan p. est le plan CD, Phyperboloïde corres-
pondan t se réduit au faisceau du premier ordre qui a pour plan re t
pour pôle K ^ . De même, si (;j.) est le plan CE, Thyperboloïde corres-
pondant se réduit au faisceau du premier ordre qui a pour pôle R et
pour plan /\.

PROBLÈME IV. — Plan tangent en unpoint quelconque de la surface.
On détermine deux coniques passant par ce point ; les tangentes en

ce point aux deux coniques donnent le plan tangent cherché.

PROBLÈME V. — Déterminer laquartique gauche wzicursede, intersection
de la surface avec un hyperboloïde ^melconque jpasscmt wr deux des
droites et deux des points donnés.

Ami. de l'Êc. Normale. 3e Série. Tome V. S'0
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Soit H un hyperboloïde quelconque passant par cÂ>, ^, D, E; son
équat ion est de la formec) i^-

Si l'on se reporte aux équations (9) et (10)9 n° 5, on voit que la
droite œ, correspondante à un point M qui se déplace sur II, engendre
une congruence du premier ordre, dont les directrices sont les droites
menées respectivement par les po in t s fixes I{ et D et par les points

(•2) ( /—Zi ) / .P+( /n—mi)^Q=<>,

( 3 ) ( in i — li n ) A' P +• ( m n i — m i n ) k' Q =r o.

D'autre pari, Phyperboloïde II est déterminé par un point M 7 ; si
l 'on appelle o;/ la droite correspondante à M", la congruence relative
à H a pour directrices les droites qui joignent respectivement les po in t s
fixes R et D aux traces de G)' sur les faces cl et r de 0. Aux points de la
q u a r t i q u e cherchée correspondent les génératrices de l 'hyperholo ide
commun à la congruence précédente et au complexe S^

Remarque. — Le problème que nous venons de résoudre est un cas
part icul ier de l'intersection de la surface S;t avec une surface réglée
passant par deux des droites Jio, ^l>, €^ et dont on sait dé te rminer les
génératrices.

16. Parmi les problèmes du second degré, nous citerons les sui-
vants :

PROBLÈME VI. — Trouver leff deux derniers points de rencontre de lu
surface avec une cubique gauche quelconque, ayant pour cordes les
droites données et passant par l'un des points donnés.

Soit ç la cubique donnée : elle est déterminée parles cordes "l», 'i(^, s,
par le po in t E de la surface et par deux points M' et M", donnés arbi-
t ra i rement dans l'espace ; on sait qu'aux points d 'une pareille cub ique
correspondent les génératrices d 'un hyperboloïde inscrit dans le té-
traèdre 0 et dé te rminé par les deux droites co' et o/'. Les deux droites
(o correspondantes aux deux points M cherchés sont donc les deux
droites communes au complexe S, et à Fhyperboloïde précédent.
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CAS PARTICULIER. — Intersection de la surface açec une droite quel-
conque menée par F un des points donnés.

On opère comme dans le cas de la cubique.

Remarque. — La construction précédente permet d'obtenir par
points Pintersecî ion de 83 avec un cône ayant pour sommet l 'un des
points donnés, et dont on sait dé terminer les génératrices. Il en est de
ïnême pour l ' intersection de S;, avec une surface quelconque engendrée
par des cubiques , qui admel ten i pou r cordes les droites oÂ^ ^l, © et
passent par l 'un des points donnés, pourvu que l'on sache déterminer
ces cubiques.

Nous citerons, en part icul ier , l ' intersect ion de la surface S;{ avec un
plan quelconque mené par l 'un des .points donnés.

PnoitLEME Vit. — Déterminer les deux droites de la surface, qui s'ap-
puient sur deux des droites données.

Soit L la droite cherchée, qui s 'appuie sur rA> et e; le faisceau F
correspondant à L doit appar teni r à la fois a £3 et à S, ; désignons par
X et x le pôle et le plan de ce faisceau. Le faisceau F appartenant à S,
et a S^, son pôle X est situé dans le plan p^ et inversement son p l a n
passe par le point ï\ ; il en résulte que le point X est sur la droite
( p , p i ) et que le plan x passe par la droi te P, P < . Tout revient donc à
trouver u n faisceau F de £2, dont le pôle soit sur la droi te (p,/^) et
dont le p l an passe par la droite PP,.

Lorsque le sommet X du faisceau F de Sa décrit la droite (p,p0»
son plan enveloppe un cône du'second ordre, et la trace de ce plan sur
le plan p enveloppe une conique ^ tangente à la droite (p,^i) et
aux trois arêtes de 0 situées dans la. facep; on a d'ailleurs immé-
diatement une cinquième tangente à cette conique en considérant
une position que l conque du faisceau F. Si maintenant on mène à la
conique ^ deux tangentes par le point P^ les faisceaux cherchés
ont pour pôles les points de rencontre de la droite (pi p i ) avec ces
deux tangentes, et pour plans ceux qui sont déterminés par ces
mêmes tangentes et par le point P. On passe d'ailleurs facilement
des faisceaux obtenus F et F' aux deux droites L et L' cherchées.
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PROBLÈME VIII. — Tracer sur la surface les deux cubiques gauches qui
admettent pour cordes les trois droites données et passent par deux des
points donnés D et E.

A la cub ique cherchée correspond un faisceau F, dont le pôle est
si tué dans le plan d, et dont le plan passe par le point D $ d 'ailleurs ce
faisceau F doit appar ten i r à la fois à £3 et à 2^; par suite, pour ré-
soudre le problème proposé, il snft i t d'exécuter relativement au plan
d et au po in t D les constructions indiquées, dans le problème précé-
dent , relativement au plan p et au point P.

II. — Courbe gauche du sixième ordre commune à toutes les surfaces
du troisième ordre, qui passent par trois droites non concourantes
et par six points donnés.

17. PROBLÈME IX. — Trouver les deux dernières traces de la courbe sur
un plan quelconque mené par l'une des droites données.

Soient .1,, ^, 8, D, E, r , 2, 3, 4 les droites et les points qui déter-
minent la courbe cp. On construi.t une fois pour toutes (n° 12) la
dro i te Ç qui j o i n t les traces des droites o);p o^ sur le p lan TT, et la
droite Y] suivant laquelle se coupent les plans menés par ces mêmes
droites et par le point £ ; les droites ^ et Y] ainsi obtenues sont les di-
rectrices de la congruence du premier ordre correspondante à cp.

Si m a i n t e n a n t on désigne par (v) le plan sécant donné , et supposé
mené arbitrairement par ©, on voit, d'après l'énoncé du théorème IV,
qu'aux points de ce plan (v) correspond une congruence du premier
ordre, qui a pour directrices les droites g et h menées respectivement
par les points fixes P et Q et par les traces des droites fixes a et ? sur
le plan v. On est alors ramené à trower les deux droites ûû et a/ qui
s'appuient sur les quatre droites Ç, Y], g et À; les points cherchés sont
ceux qui correspondent aux deux droites co et <o'.

On remarque que, sur les quatre droites S, Y], g et À, les deux pre-
mières sont fixes, et que les deux autres passent chacune par un point
fixe et sont situées chacune dans un plan f ixe ; c'est ce qui permet
d'obtenir facilement par points l 'épure 'de la courbe ç.
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PROBLÈME X. — Trouver les deux dernières traces de la courbe sur un
hyperboloïde quelconque mené par deux des droites et par deux des points
donnés.

Nous avons vu au problème V qu'à un hyperboloïde quelconque H
passant par ji, iil>, D, E correspond une congruence du premier ordre
dont on obtient facilement les directrices. Une fois ces directrices
déterminées, le problème proposé se résout comme le précédent.

Les deux problèmes que nous venons de résoudre donnent , pour la
courbe gauche du sixième ordre considérée, un mode de description
par points, qui exige seulement l 'emploi de la règle et du compas.

On obtiendrait de même par points l'intersection de deux surfaces
du troisième ordre ayant trois droites non concourantes communes et
déterminées chacune par sept points.

PROBLÈME XI. — Etant donnée une courbe gauche du sixième ordre par
ses trois droites de quadruple appui et par six points, on demande de
mener par un point de l'espace et par l'un des points donnés une cubique
gauche qui s'appuie en deux points sur la courbe donnée et admette
comme cordes les trois droites données.

Le problème proposé admet deux solutions. Si l'on considère la
surface du troisième ordre 83 déterminée par les trois droites et les
sept points donnés, on est ramené à tracer sur celte surface les deux
cubiques gauches, qui passent par les deux points ind iqués et ad-
mettent comme cordes les trois droites données (^Problème V I J I ) . Il est
d 'a i l leurs facile de déterminer les deux points ,où chacune des cu-
biques s 'appuie sur la courbe du sixième ordre.

IIÏ. — Problèmes divers.

18. PROBLÈME XII. — Détermination du dernier point associé à trois
droites et à cinq points donnés.

En conservant les notations adoptées pour les problèmes précédents
et en désignant par <o la droite correspondante au point cherché M,
on voit que co est dans le plan £0)3 et passe par la trace de cette même
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droite (03 sur le plan TC. Les droites de £3, qui sont situées dans le
plan £(03, enveloppent une conique tangente à 0)3 et aux quatre traces
de ce plan sur les faces de 6; la droite co, correspondante au point
cherché, est la sixième tangente , que l 'on peut mener à la conique
considérée par le point (ir, 0)3} pris sur l ' une des cinq tangentes qui la
déterminent. On voit que la solution du problème proposé exige seu-
lement l'emploi de la règle.

PROBLÈME XIII. — Trower les deux derniers points communs à trois
surfaces du troisième ordre qui passent par trois droites non concourantes
et par quatre points donnés, et sont déterminées chacune par trois autres
points donnés.

Si l'on désigne par 2^ Sp 2^ les trois complexes du premier ordre
qui correspondent aux trois surfaces données, on voit que ces trois
complexes ont en commun un faisceau du premier ordre et sont déter-
minés chacun par trois droites. L'hyperboloïde commun aux com-
plexes considérés se dédouble alors en deux faisceaux du premier
ordre : l 'un de ces faisceaux a pour pôle le point £ et pour plan le
plan -n; ; il est alors facile de dé terminer le pôle et le plan du second de
ces faisceaux. On est alors ramené à chercher les deux droites deS^,
qui sont dans un plan connu et passent par un poin t donné de ce
plan.

19. On sait résoudre la plupart des problèmes sur les cubiques
gauches ; aussi nous étudierons seulement sur ces courbes le problème
suivant :

PROBLÈME XIV. — Etant donnée une cubique gauche par trois cordes
non concourantes et trois points, on demande de mener par deux nou-
veaux points donnés une cubique 'gauche s'appuyant en deux points
sur la première, et admettant pour cordes les trois droites données.

Désignons par <Â,, ofL, e, E, i, 2 les droites et les points qui déter-
minent la cubique donnée ç et par D et 3 les deux points par lesquels
doit être menée la cubique cherchée ^. A la cubique y correspondent
les droites de Sa situées dans le plan TT et enveloppant une conique.
De même, à la cubique cherchée ^ correspondent les droites de S^ qui
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passent par la trace de 0)3 sur le plan 71:. On sait que ces droites for-
ment un cône et l'on a cinq génératrices de ce cône.

Les deux droites, suivant lesquelles le cône considéré est coupé par
le plan -K, sont les droites correspondantes aux deux points où la cu-
bique cherchée s'appuie sur la cubique donnée..

20. Nous allons maintenant étudier quelques cas particuliers des
problèmes précédents.

Quand le point E est un point double, la surface est déterminée par
le point D et deux autres points. Nous verrons plus loin que la surface
du troisième degré a point double se compose de cubiques gauches
comme le plan se compose de droites. Dans ce cas, voici comment se
modifie la conclusion du théorème III : Les traces des trois droites cor-
respondantes aux derniers points de la surface sur le plan e E sont en li^ne
droite,

Courbe gauche du siociérne degré unicursale. — Si l'on considère la
courbe suivant laquelle la surface 83 est coupée par une surface du
troisième ordre à point double, on voit que cette courbe, admet t an t
aussi un point double, est unicursale. La construction donnée plus haut
pour la courbe gauche du sixième ordre se simplifie et exige seulement
l 'emploi de la règle.

Courbe gauche unicurscde du cinquième ordre. — Lorsque l 'un des
points qui déterminent la courbe gauche du sixième ordre (S;p S'y) se
trouve sur l'une des droites menées par D et s 'appuyant sur l 'une des
trois droites ^S ̂  ̂  cette courbe se dédouble en une droite et une
courbe gauche unicursale du cinquième ordre. La construction donnée
pour le cas général s 'applique encore, mais elle se simplifie beaucoup
et exige seulement l'emploi de la règle.

On aura i t aussi des cas particuliers des problèmes étudiés en suppo-
sant que les droites aiL, iil, © sont concourantes et en admettant que
leurs points de rencontre sont des points doubles des surfaces considé-
rées. Les problèmes particuliers correspondants se résolvent comme
dans le cas général.
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IV. —. Tracé des courues sur la surface du troisième ordre. — Représentation
de cette surface sur un plan.

21. On sait que l 'on peu t faire correspondre an^ ly t i que rncn t à un
point d'unesurface du troisième ordre un po in t d ' implant); nous allons
indiquer comment cette représentation de la surface du troisième ordre
sur un plan peut être obtenue géométriquement. Considérons un point
quelconque N de l'espace, par ce point passent deux droites œ et a/ de
la congruence téfcraédrale; d'ailleurs ces deux droites s 'obt iennent fa-
c i lement comme intersections du cône relatif à 2^ avec le plan relatif
à 2i. A ces deux droites o>, a/ correspondent deux points M et M' de
83. Si maintenant on imagine que le point N décrit une courbe quel-
conque ç> de l'espace, les poin ts M et M' engendrent une courbe ^ tracée
sur 83. A toute courbe y que l'on sait décrire dans le plan ou dans
l'espace correspond une courbe ^ que Fon sait tracer sur une sur face
du troisième ordre. Si les point? de ç s 'ob t iennent un par un, ceux de
^ s'obtiennent par groupes de deux. Dans le cas par t icul ier ou N est
dans l 'une des faces de 0, parce point passe seulement une génératrice
co de la congruence té t raédra le , et par suite à chaque po in t N de cette
face correspond un seul point M de 83. Si la courbe décrite par N dans
la face considérée de 0 est unicursale, la courbe correspondante tracée
par M sur 83 est aussi unicursale. Nous allons étudier quelques-unes
des transformées planes des courbes tracées sur 83.

8i l'on désigne par X, p., v les coordonnées d 'un point M pris sur S;{
et par N le point qui lui correspond sur la face PQR de 0, on voit que
ce point N a pour équat ion
( i ) ( / — / i ) À P + ( m — W i ) ^ Q + ( ^ — n O v R = : o .

Si ce point décrit une droite, le point M trace sur S;î une courbe
gauche unicursale du sixième ordre, qui admet pour point double le
point E et qui passe par le point D; d'ailleurs, de même que la droite
décrite par N est déterminée par deux points, la courbe décrite par M
l'est aussi par deux points, en tenant compte des conditions auxquelles
elle est t ou t d'abord assujettie.

0) CREMONA, Mémoire cité.
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De là résulte un moyen de t ranspor te r aux courbes tracées sur les
surfaces du t rois ième ordre certaines propriétés descriptives des courbes
planes. Si, par exemple , on désigne par 'sp, les courbes gauches unicur"
sales d u sixième ordre dont nous venons de parler et par '^2 la courbe
décrite par M sur 83 quand N engendre une conique dans le plan PQR;
on a entre six poin ts d'une courbe ^21e1 r e la t ion suivante : SiFon con-
sidère l'hexagone curviligne ayant pour sommets les points de ^>, et
formé par des courbes '^, les côtés opposés de cet hexagone se rencontrent
respectivement en trois points qui appartiennent à une même courbe ^.i.

De même le point N du plan PQS, qui correspond au point M de 83,
a pour équation
( 2 ) ( //?/i — l^ n ) A P -4- (./n/^i — m^ n ) [ j ! Q + ( n i — n ) S •==• o.

Si ce p o i n t N décrit une dro i te , le po in t M trace sur S;$ une qua r t i que
gauche un icursa le . On aurai t des résul ta ts analogues en fa i san t corres-
pondre à u n po in t M de 8;$ un point N s i tué dans l ' u n e ou l ' aut re des
deux dernières faces du té traèdre 0.

Remarque. — Si l 'on n'impose pas au point M d 'appartenir à la surface
S;pà t o u t p o i n t N c o r r e s p o n d une cub ique gauche décrite par M. Dès lors
à toute courbe ç que l'on sait décrire dans le plan ou clans l'espace
correspond une s u r f a c e S que l 'on sai t cons t ru i re par poin ts . Ce qui
caractérise les surfaces S ainsi obtenues, c'est qu'el les sont engendrées
par des cub iques gauches appa r t enan t à un complexe té t raédra l .

CHAPITRE IIL
PROPRIÉTÉS DE DIX. POINTS D^UNE SUKFACE DU SECOND ORDRE, DE NEUF POINTS

D'UNE QUARTIQUE GAUCHE, DE HUIT POINTS ASSOCIÉS. — PROPRIÉTÉS
CORRÉLATIVES. — APPLICATIONS. • - , .

9

22. Nous avons vu que, si les droites ^>, oPe), s sont dans un même
plan , la surface du troisième ordre 83 donnée par l'équation (i3)
( n ° 6 ) adrnel pour points doubles les points de rencontre A, B, G de

Âitfi. de l'Èc. NormaU'. 3" Série. Tome V. S. 6
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ces trois droites. Si Fon suppose en ou t re que le poin t E soit dans le
plan ABC, la surface considérée S;, se dédouble en ce plan et en une
surface du second ordre Sa ; par suite les théorèmes obtenus pour les
surfaces du troisième ordre comprennen t , comme cas particuliers, des
propriétés que Fon peu t immédia tement énoncer pour celles du second
ordre. Nous allons reprendre rapidement ce qui a été dit dans les Cha-
pitres précédents, afin de montrer les simplif icat ions que l'on peu t ap-
porter, dans le cas des surfaces du second ordre, aux théorèmes obtenus
pour celles du troisième.

Les plans J.o» ^o» ^o (fîg' ^) coïncident avec le plan ABC, que l'on

peu t prendre pour la face u=o du tétraèdre de référence» Les plans
qui donnen t le poin t M sont alors

(i) x -+- 7. u :=: o,
(a) y -4-^=0,
(3) z 4- ̂  =o.

Pour la droi te ^ correspondante à M, elle est encore donnée par les
deux points

(•4) ï =- /7.P -h w^Q -+- n^R + S = o, ' '
(5) > T.i=/i}.P -{-jn^j.Q 4-/^vR-{~ S ==o.

Les droites s 'appuyant sur deux des droites fixes ̂ , ojl, 0 deviennent
des droites menées par l 'un des points A, B, C. Pour les cubiques ^3
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données par les équations (17) (n°,7), elles se réduisent à des droites
menées par D. Quand le point M décrit une droite menée arbitraire-
ment par l 'un des quatre points A, B,C, D, la droite correspondante oj
engendre un faisceau du premier ordre.

De même, quand M décrit un plan passant par deux des points A, B,
C, D, co engendre une congruence du premier ordre dont les directrices
sont données par des équations ident iques à celles obtenues au n°8.
On obtient ainsi, pour la propriété de dix points d'une surface du se-
cond ordre, un énoncé analogue à celui du théorème IL

Voici ma in t enan t comment on peut s impl i f ier cet énoncé et lui
donner une forme symétrique.

Si l'on suppose que les points P, Q, R, S coïncident avec les points
A, B, G, D les équations (4) et (5) dev iennen t

( ( ) ) T == D.a 4- m[j.b -4- nvc 4-^==o,
( 7 ) ïi == ^i À a 4~ rn^ p. b -\- n^c -4- ci -.=: a.

Pour déterminer la dro i te û) , i l suffit , en tenant compté de ce quel le
appar t ien t au complexe 2^, de lu i imposer de rencontrer les trois droites
q u i jo ignen t respectivement les points A, B, C aux points
( 8 ) ( mn^ — mi n ) p. b 4- ( /^ — n ) d -==- o,
(9) {nli — U i l ) v c 4-(^i — Z)(^==o,
( 1 0 ) (lm^ — l^rn)la 4- (^ i—m)d-===.o.

Si l 'on pose
(m -+- i)/ii — (mi-i- i)n ==o,
(n 4-i) l^ — (^i 4-1)^ ==o,
( l 4- i) m^ — ( l^ 4- i) rn == o,

on vérifie facilement que la première de ces droites est la trace du plan
ACM sur le plan ABD et que les deux autres se déduisent de la pre-
mière en permutant circulairement les lettres A, B, C. Nous avons ainsi
obtenu les théorèmes suivants :

THÉORÈMES XI, XII, XIII- [Propriétés : i° de dix pointsd 'une sur-
face du second ordre; 2° de neuf points d'une quart ique gauche;
3° de huit points associés (premier énoncé)]. — Si, considérant un
complexe tèiraedral quelconque dont le tétraèdre principal a pour som-
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mets quatre des points donnés, on fait correspondre à tout point de l'es-
pace la droite de ce complexe qui s'appuie sur les trois droites suivant
lesquelles les plans menés par ce point et par les trois arêtes d'une même
face du tétraèdre principal coupent respectivement les trois autres faces de
ce même tétraèdre:

i° Les six droites correspondantes aux derniers points de la surface
appartiennent à un même complexe du premier ordre ;

2° Les cinq droites correspondantes aux derniers points de la courbe
appartiennent à une même congruence du premier ordre ;

j° Les quatre droites correspondantes aux derniers points associés ap-
partiennent à un même système de génératrices d'un /ivperboloïde.

23. On remarquera q u ' u n e fois les d ix poinîs de la surface disposas
en deux groupes, l 'un de quatre, l ' a u t r e de six points , ces po in ts in-
terviennent symétr iquement dans l 'énoncé du t héo rème . On peu t
d 'a i l leurs ne pas faire in tervenir le complexe té t raédral dans les con-
s t ruc t ions qui, d o n n e n t co, et obtenir cette droi te comme in t e r sec t ion
de deux plans connus . Il . s u f f i t pour cela de procéder comme on l'a f a i t
au n° 9.

Si l 'on pose
//^ 0'= a'" == (S -= ̂ ' = o := rî^ y-= o,

(J J) (mn^ m^ n)^+ (/^ — /i)^ =: o,

( 1 2 ) ( In i — l, n ) a -+- (. /^ — //. ) a'" ̂  o,

h d ro i te œ est d é t e r m i n é e par deux plans V et W, donnés c h a c u n par
une droi te et un po in t .

Les droites par lesquelles passent respect ivement les p lans V et, W
sont les traces des plans ACM., BCM sur le plan fixe DPQ.

De même les plans V et W passent respectivement par les p o i n t s où
le plan ABM est rencontré par les deux droites fixes

(i ,3) S s:=o.
(f ( r4) \(nm, — n, m)f -+- {m, -- m) ry'] [> — (/u^ — n, m;) y." R :=:: o,.

( 1 0 ) { ^o.
( (16 ) [{ni, -^n,l )y / /4-( / l——^)rr ]Q^(7^ - ^ / ) ^R=o .

E n ^ t e n a n t compte des hypothèses faites, on voit que le p o i n t S
coïncide avec D, et que de plus les p o i n t s P, Q, R peuvent être pris ar-
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bi t ra i rement , le premier sur la droite AC, le second sur la droite BC,
enfin le troisième dans le plan ABC. Le plan PQR est alors un plan
quelconque mené par le point D : nous le [désignerons par H. D'autre
part, on peu t disposer des paramètres /, / i , ..., n^ de manière à vérifier
les relations ( i r ) et (12) et à faire prendre aux deux rapports, qui
dé t e rminen t les directions des dro i tes (i3) et(i5), des valeurs quel-
conques, ces deux droites peuvent donc être menées arbitrairement
par le po in t D, la première dans la face DPR, la seconde dans la face
D Q R d u tétraèdre ô. D'ai l leurs, si l 'on ne se donne pas à l 'avance ie
point R, les deux droites ( ï 3 ) et ( i5) peuvent être menées arbitraire-
ment par le point D ; nous désignerons la première par a et la seconde
par p. On obtient ainsi le théorème suivant :

THÉORÈMES XIV, XV, XVI, XVII. [Propriétés : 1° de dix p o i n t s d'une
surface du second ordre; 2° de neuf points d ' une quar t ique gauche:
3° de bu l t points associés; 4° de sept points d ' u n e cubique gauche
(deuxième énoncé)]. — Si, menant arbitrairement par le sommet D du.
tétraèdre DABC, qui a pour sommets quatre de ces points, un plan fixe H
et deux droùesft.xes a et ̂  on /au correspondre à tout point M de l'es-
pace la droite co intersection des deux plans menés respectivement par les
traces des droites fixes a et p sur le plan ABM, et par les traces des plans
A CM, BCM sur le plan fixe H :

ï° Les six droites correspondantes aux derniers points de la surface
appartiennent à un même complexe du premier ordre ;

2° Les cinq droites correspondantes aux derniers points de la quartique
gauche appartiennent à une même congruence du premier ordre;

3° Les quatre droites correspondantes aux derniers points associés ap-
partiennent à un même système de génératrices d'un hyperboloïde ;

4° Les trois plans menés par chacun des points fixes ( H — B C ) ,
("g __ A.C) et par les trois droites correspondantes aux derniers points de la
cubique se coupent suivant une même droite.

Les quatre faces du tétraèdre 6 sont les plans ABC et H, et les deux
plans menés respectivement par les droites a et p et par les traces du
plan H sur les droites AC, BC.

24. Voici ma in t enan t comment on peut choisir le plan H et les
droites a et P, de maniè re que les droites o^, coa, qui correspondent
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à deux des points donnés, soient concourantes. Il suffi t pour cela que
le paramètre du complexe tétraédral soit égal au rapport anharmo-
nique des quatre points suivant lesquels la droite i , 2 est rencontrée
par les faces du tétraèdre 6.

Si l'on applique les théorèmes XI, XII, XIII, il suffit de prendre,
pour déterminer le complexe 2^, dont on connaît déjà le té t raèdre
principal , la droite i , i elle-même. Si, au contraire, on emploie les
théorèmes XIV, XV, XVII, on peut opérer comme i l a été dit au n° li
dans le cas des surfaces du troisième ordre. D'a i l leurs il suffit de
prendre pour droites a et ^ les traces des plans ACD, BCD sur le p lan
(I), 1,2) et pour plan H un plan mené arbitrairement par la droi te
qu i joint le po in t D à la trace de la droite i , 2 sur le plan ABC.

Voici maintenant comment se modif ient , avec le choix ind iqué des
éléments a, ^ et H, les conclusions des théorèmes précédents. Si l 'on
désigne par s le point de rencontre des droites co^, co^, et par T; le p l an
de ces deux droites, le complexe S, qui correspond à la surface du
second ordre est donné par un plan ^ et son pôle £, et par trois
droites 0)3, ô)^ 0)5. Dans le cas particulier ou les sept points A, B, C,
D, r , 2, 3 sont sur une cubique gauche, l 'énoncé du théorème se sim-
plif ie; on a la nouvelle conclusion suivante :

Les traces clés trois droites correspondantes aux derniers points de la
surface sur le plan n: sont en ligne droite.

Pour la quar t ique gauche, on a la nouvel le conclusion :

Les traces des trois droites correspondantes aux derniers points de la
courbe sur le plan TC sont en ligne droite; de plus, les trois plans menés
par ces mêmes droites et par le point s. se coupent suivant une même droite.

Pour le groupe de points associés, on a de même :
Les deux droites correspondantes aux derniers points czssociés sont aussi

concourantes; leur point de rencontre est situé dans le plan TC; de plus,
leur plan passe par le point e.

Enf in , pour la cub ique gauche, la conclusion dev ien t la suivante :
La droite correspondante au dernier point de la cubique passe par le

point £.
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Le théorème XIV est la généralisation du théorème 1 énoncé plus
h a u t , et qui exprime une propriété connue de six points d'une co-
nique. D'ailleurs nous avons vu que le théorème 1 comprend comme cas
par t icul ier le théorème de Pascal. L'énoncé de ce dernier théorème
doit sa s impl ic i té à ce que les six points de la conique y in terv iennent
d'une manière symétrique; on ne peut pas obtenir u n e symétrie aussi
complète pour la propriété de dix points d 'une surface de second
ordre; cela t i en t a une différence entre les propriétés des nombres 6
et 10. D'ai l leurs, si l'on compare au point de vue prat ique le théo-
rème de Pascal au théorème I, on voit qu'il présente sur ce dernier
très peu d'avantages, et que la déterminat ion ind iv idue l le de chaque
poin t de la conique donnée par cinq points est la même par l'un ou
par l ' au t re de ces deux théorèmes. Nous croyons donc pouvoir donner
le théorème XIV comme une généralisation du théorème de Pascal.
E t ïec t ivement , au poin t de vue théorique, les conclusions : trois po in t s
en ligne droi te , six droites sur un complexe du premier ordre sont
comparables; au point de vue p ra t ique , nous a l l o n s montrer que le
théorème XIV a, pour les surfaces du second ordre, les mêmes consé-
quences que celui de Pascal pour les coniques.

25, PROBLEME I. — Trouver sur une surface du second ordre S 2 donnée
par les neuf points A, B, G, D, i, 2, 3, 4,» 5 la dernière trace d'une
droite L menée arbitrairement par l'un des points donnés A.

On est ramené à t rouver , sur un complexe du premier ordre 2,
donné par un plan TC, son pôle s et trois droites co:t, (04, co^, la droi te co
qui se t rouve dans un plan P et passe par u n p o i n t p. Nous avons vu
comment s 'obtiennent une fois pour toutes les éléments de S,. Pour
le p lan P, il est déterminé par la droite (H — G, L) et par le p o i n t
(a — B L ) , enfin le po in t /? est celui où le p lan P est rencontré p a r l a
droite qui j o i n t le point fixe (H —• BG) au point (^ — BL). De là ré-
su l t e pour la surface du second ordre d o n n é e par neuf points un mode
de description par points, qui exige seulement l'emploi de la règle.

PROBLÈME II. — Mènera une surface du second ordre donnée par neuf
points A, B, G, D, T , 2, 3, 4, 5 un plan tangent par l'un des points
donnés G.
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Si l'on associe au plan ABC un plan quelconque mené par BG, en
e f f e c t u a n t la cons t ruc t ion i n d i q u é e au problème précédent, on t rouve
une cer ta ine posi t ion pour le troisième plan mené par AC; la droite
de rencontre décès deux derniers plans est u n e tangente à la surface
au point C. On peut obtenir de même une deuxième tangente, et le
plan tangent se t rouve déterminé par deux droites.

Si l'on veut le plan t angen t au po in t D, il suffit de déterminer le
pôle D, du p lan ABC, re la t ivement à S<; aux dif férentes droites du
plan tangent cherché correspondent sur 2^ les faisceaux du premier
ordre, dont le plan passe p a r D D ^ .

PROBLÈME 1,1.1. — Déterminer la conique suivant laquelle une surface du
second ordre donnée par neuf points est coupée par un plan mené arbi-
trairement par deux des points donnés,

Au plan sécant correspondent les génératrices d 'une cong'ruence du
premier ordre; et aux points de la conique cherchée correspondent
les génératr ices de FhyperboloÏde comrmm au complexe 2., et à la
congruence don t nous venons de par ler .

Remarque. — Le problème précédent est un cas p a r t i c u l i e r de l ' in-
tersection de la surface S^ avec u n cône a y a n t pou r sommet l ' un des
points donnés. Toutes les fois que l 'on saura, dé te rminer les géné-
ratrices de ce cône, on obt iendra fac i lement sa trace sur la surface du
second ordre considérée.

PnoBLÈME IV. — Trowerles traces d'une droite (/uelco/u/ue L sur une
SUT face du second ordre donnée par neuf points A, B, C, I), ï , 2, 3, 4, 5.

A la droite L correspond un hyperbolo ïde considéré comme formé
d'un seul système de génératrices, et l'on est ramené à dé t e rmine r les
deux droites communes à cet hyperboloïde et au complexe S^

Remarque. — Le problème précédent permet d 'obteni r par po in t s
l ' intersection de la surface du second ordre avec une surface réglée
quelconque, toutes les fois que l'on sait déterminer les génératrices de
cette dernière surface.

PROBLÈME V. •— Déterminer sur une surface du second ordre donnée pat
neuf points les deuoc- génératrices qui passent par l'un des points don/tes.



EXTENSION DU THÉORÈME DE PASCAL A LA GÉOMÉTRIE DE L'ESPACE. S. 4 9

On peut résoudre ce problème comme le problème correspondant
pour la surface du troisième ordre (probl. VIT, p. 37).

On peut aussi dé te rminer l 'intersection de la surface avec son plan
tangent au point donné .

PROBLÈME VI. — Une. surface du second ordre étant donnée par neuf
points^ tracer une cubique gauche sur cette surface par cinq des points
donnés.

Ce problème a deux solutions; il se résout d'ailleurs comme le pro-
blème analogue pour les surfaces du troisième ordre (probl. VIII,
p. 38).

PsuyiîLÈME Vit. — Trouver les deux dernières traces d'une quartique
^rwche donnée par huit points A, B, C, D, r , 2, 3, 4 sur un plan v mené
{(rint/rciirernent par deux de ces points A et B.

On détermine , une fois pour toutes, la droite S; qui j o i n t les traces
des droites co;^ etco,, sur le plan 'TC, et la d r o i t e Y] intersection des plans
menés par ces mêmes droites et par le po in t e.

Q u a n d le p o i n t M se déplace sur le p l an v, la droi te correspon-
d a n t e o) se déplace en s 'appuyant sur les deux droites ^ et 01L, déter-
minées respectivement par les points fixes (H — BC), (H — A C ) et par
les traces des droi tes fixes a et (3 sur le p lan v.

Les deux droites co et a/, correspondantes aux traces cherchées M
et M,\ sont les deux droites qu i s ' appuien t sur les qua t re droites $, Y],
^.)1U

On remarque que, sur les quatre droites précédentes, les deux pre-
mières sont fixes, et que les deux dernières passent chacune par un
p o i n t fixe et sont chacune dans un p lan fixe; c'est ce qui permet d'ob-
teni r faci lement par points l 'épure de la quartique gauche donnée.

tternarque. — Au lieu d'être donnée par hu i t points, la quart ique
gauche peut être donnée comme intersection de deux surfaces du
second ordre circonscrites au tétraèdre ABCD, et déterminées chacune
par cinq points . Aux po in t s de la quart ique considérée correspondent
les génératrices de la congïuence du premier ordre commune a deux
complexes du premier ordre donnés chacun par cinq droites.

Ânn. de l'Éc. Normale. S» Série. Tome V. ^ • 7 '
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PROBLÈME VIII. — Détermination du huitième point associé aux points
A, B, C, D, i, 2,3.

On considère dans le plein (& — o^) la conique tangente à co;^ et a u x
q u a t r e traces de ce même p l a n sur les faces du tétraèdre 0; la droi te co,
correspondante au h u i t i è m e p o i n t associé, est la s ixième tangente que
l 'on peut mener à la conique considérée par le po in t (n; — co;,), pris
sur l ' une des cinq t angen te s qui la déterminent .

On v o i t que la so lu t ion de ce dernier problème exige s eu l emen t
l ' emploi de la règle.

PROBLÈME IX. — Trouver les deux derniers points communs à trois sur-
faces du second ordre qui passent par six points communs et sont déter-
minées chacune par trois autres points donnés.

Aux surfaces considérées correspondent trois complexes du premier
ordre, qui ont en comnum le faisceau du premier ordre ( r^ , e), et qui
sont déterminés chacun par trois autres droites connues. On cherche
le pôle et le plan du deuxième faisceau du premier ordre commun aux
trois complexes considérés, ce qui est d'ailleurs facile, car le plan de
cefaisceiiu passe par £, et son pôle est situé dans le plan^. Ouest ,
alors ramené à chercher les deux droites du complexe S^ <iul sont
situées dans un plan connu et passent par un point donné de ce plan.

Remarquons que le problème précédent pourrait aussi s'énoncer
de la manière suivante : Trouver, sur une surface du second ordre donnée
par neuf points, les deux dernières traces d'une quart! que gauche menée
par six des points donnés et par deax; autres points pris arbitrairement
dans l'espace. La résolution de ce dernier problème exige l'emploi de
la règle et du compas, ce qui est tout naturel, puisqu'il'est du second
degré.

PROBLÈME X. — Trouver la dernière trace d'une cubique gauche donnée
par six points A, B, C, D, 1 , 2 , sur un plan v mené arbitrclirement par
deux de ces points A et B.

La droite co, correspondante au po in t M cherché, est l ' in tersec t ion
des plans menés par le point s et par les droites r et ^IL.

Tangentes au point C à la cubique. — Si l'on prend pour plan v le
plan ABC, la construction précédente donne la tangente au point C.
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PROBLÈME XI. — Mener par un point donné 3 la droite qui s appuie en
deux points sur la cubique gauche A, B, C, D, r , 2.

La droite œ^ et les quatre traces do p lan (& — c o ^ ) sur les faces du
tét raèdre 0 enveloppent une conique; les tangentes à cette conique cor-
respondent aux po in t s de la droi te cherchée.

Déterminer les deux points où la droite s'appuie sur la cubique. —- A la
cubique correspondent les génératrices d'un cône ayant pour sommet
le point £ et dont on conna î t cinq génératrices; les droites correspon-
dantes aux deux points cherchés sont celles s u i v a n t lesquelles le plan
(& — QJ;() coupe le cône considéré.

Déterminer sur la droite considérée le conjugué harmonique du point
donné 3 par rapport aux deux points où cette droite s appuie sur la cu-
bique donnée. — La droite correspondante au point cherché est la
deuxième tangente que l'on peut mènera la conique considérée plus
hîiul par \\\ trace de 003 sur la polaire de e.

PKOBLÈME XII. — Déterminer le point commun à tous les plans polaires
d'un point fixe donnée par rapport a toutes les sur faces du second ordre,
qui passent par une cubique gauche donnée A, B, C, I), i, 2.

Ce point est précisément le conjugué harmonique du point donné 3,
par rapport aux deux points où la droite, menée par ce point et s'ap-
puyant sur la cubique, rencontre cette cubique; il s'obtient donc comme
nous l'avons vu au problème précédent.

PnocLÈME XI II. — Déterminer la droite commune à tous les plans po-
laires d'un point fixe 3 par rapport aux surfaces du second ordre, qui
passent par une cubique gauche donnée A, B, C, 1), r , 2 et par un point 4
pris hors de celle cubique.

Oïl o b l i e n t un premier p o i n t de cette droite comme on l'a vu au pro-
blème précédent . Si ma in t enan t on désigne par $ la droite menée par
le point 4 et s ' appuyant sur la cubique, le p lan (3 — S) rencontre cette
cubique eu un troisième point G, fac i le à o b t e n i r ; la droite 3, G ren-
contre à son tour la droi te ^ en un cer ta in point K; le conjugué har-
monique du point 3, /pa r rapport aux deux poin ts G et K, est un
deux ième point de la droi te cherchée.
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PROBLÈME XIV. •— Déterminer le point commun à tous les plans polaires
(V un point fixe M par rapport aux surfaces du second ordre qui passent
par sept points A, B, C, D, i, 2, 3.

En considérant la cubique A, B', C, D, i, 2 et le point 3 pris hors de
cette cubique, on obtient, comme on l'a vu au problème précédent,
une droite sur laquel le se trouve le point cherché. De même, en con-
sidérant la cubique A, B, C, I), i , 3 et le poin t 2, on obtient une
deuxième droite sur laquelle se t rouve le po in t cherché.

PROBLÈME XV. — Déterminer la droite commune à tous les plans polaires
d'un point fixe M par rapport aux surfaces du second ordre qui passent
par huit points donnés A, B, C, I), i, 2, 3, 4.

En associant successivement à six des p o i n t s donnés les deux der-
niers points donnés, de manière à obtenir d o u x groupes distincts de
sept points, on obtient , comme on Fa vu au problème précédent , deux
points de la droite cherchée.

Remarque. — On pourrait faire, relativement au tracé de? courbes
sur la surface du second ordre et à la représentation de cette surface
sur un plan, des remarques analogues à celles faites plus haut pour les
surfaces du troisième ordre. A toute courbe que l'on sait décrire dans
le plan ou dans l'espace correspond une courbe que l'on sait tracer sur
une surface du second ordre. On pourra i t aussi, de la même manière ,
transporter aux courbes tracées sur une surface du second ordre cer-
taines propriétés descriptives des courbes planes.

Nous allons maintenant terminer celle é tude par des notes relatives
aux divers sujets que nous y avons traités. On obtiendrait d 'ail leurs faci-
lement, par la méthode des polaires réciproques, des propriétés de dix.
plans tangents à une surface du second ordre, de neuf plans tangents
à une développable de quatrième classe, de h u i t plans associés, et enfin
de sept plans tangents à une développable cubique.
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CHAPITRE IV.

I. — Sur une forme particulière de la propriété de dix points d'une surface
du second ordre.

26. Considérons deux coniques 9 et cp' conjuguées au triangle de ré-
férence ABC : leurs équations sont de la forme

( i) ; r/.:r2 -+- ôy2 + es2 == o,
( 2 ) a' x^ -\- b'y^ -+- c^z2 == o.

Si l'on désigne par a, (3, y les coordonnées d'un point quelconque M.
du p lan , les équat ions des deux polaires de ce point par rapport aux
coniques considérées sont

(3) . aax 4- b^y 4-cy-î == o,
(4 ) . a'o^x 4- b'^y -h c ' y z = o.

Si maintenant on écrit que le point (J- de rencontre des droites (3)
el (4) décrit une droite, on a, pour le lieu de M, une équation de la
forme
(5) 2j9(a^—W)a(3=o.

Le lieu de M. est donc une conique; c'est d'ailleurs là un résultat
connu. On sait effectivement que, si pi engendre une courbe de degré n,
M décrit une courbe de degré 2^, circonscrite au triangle de réfé-
rence.

On peut d'ailleurs faire passer la conique (5) par deux points quel-
conques i et 2 du plan; il suffit pour cela de prendre, pour la droite
que doi t décrire [j<, celle qui passe par les deux points i et2. On obtient
ainsi le théorème suivant:

THÉORÈME (Propriété de six points d'une conique).—"Si l'on con-
sidère deux coniques cp et y', conjuguées au triangle ayant pour sommets
trois de ces points, les deux polaires de chacun des trois autres points,
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par rapport à o et o, ^ coupent respectivement en trois points situés en
ligne droite.

27. Nous allons montrer que la propriété précédente de six p o i n t s
d 'une con ique peut être transportée, dans les mêmes termes, aux sur-
faces du second ordre.

Considérons deux surfaces du second ordre S et S', conjuguées au
té t raèdre de référence; leurs équa t ions son t de la forme

(6) ax^ -+- by^ -t- cz2- 4- du2 == o,
( 7 ) a' ̂  -+- //y2 4- c 1 ̂  + d' u1 =. o.

Si l'on désigne p a r a , fJ, y, 5 les coordonnées d ' u n po in t que lconque
M de Fespace, les équat ions des deux p lans polaires de ce p o i n t par
rappor t aux surfaces considérées sont

(8 ) ciax -4- b^y • J r € y z -h- dSu ==o,
( <) ) a1 y. x 4- V (3.r ••+" c' y s -L- d1 ou =: o.

Si maintenant on écrit que la droite o-), intersection des deux plans
( 8 ^ ci (9), appartient à un complexe du premier ordre, on a pour le
lieu de M une équation de la fonmi

( î o ) JS // ( aV — W ) ̂ (3 = o,

Le lieu de M est donc une surface du second ordre circonscri te au
tétraèdre de référence. On peut d 'a i l leurs (aire passer la surface (10)
par c inq po in î s que lconques r , ^, 3, 4* 5 de l'espace; il suffU pour
cela de prendre , pour le complexe sur lequel doit se déplacer QJ, celui
q u i est d é t e r m i n é par les cinq droites Q-),(, 0)2,0)3, w^ o-»;,.

Quand le point M est que lconque dans l'espace, la droi te o) appar t i en t
à un complexe du second ordre Sa; ce complexe est un complexe té-
traédral qui admet pour tétraèdre pr incipal le té traèdre de référence.
Ce complexe peut éire défini comme le lieu de la droite QJ te l le que ses
deux conjuguées par rappor t aux deux surfaces S et S' soient concou-
rantes .

Quand M décrit la surface du second ordre (10), o^ engendre en
réa l i t é une congruence du second ordre; mais on verrait comme plus
l inu t qu ' i l s u f f i t de lui imposer d^appar ten i r à un complexe du premier
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ordre. De là résulte une propriété de dix points d 'une surface du se-
cond ordre, de laquelle on dédui t s implement les propriétés analogues
pour la qua r t ique gauche, pour le groupe de points associés, et pour
la cubique gauche; on obtient ainsi les théorèmes su ivan t s :

THÉORÈMES XVIII, XIX, XX, XXI. - (Propriétés: i° de dix po in t s
d 'une surface du second ordre; 2s°de neuf points d 'une courbe gauche
du quatrième ordre ; 3° de hui t points associés; 4° de sept points d'une
cub ique gauche). — Si l'on considère deux surfaces quelconques du se-
cond ordre S et S', conjuguées au tétraèdre ayant pour sommets quatre
de ces points, les deux plans polaires de chacun des autres points, par rap-
port aux deux surfaces S et S7, se coupent respectivement :

\ ° Suivant six droites, (fui appartiennent à un même complexe du. pre-
mier ordre;

2°' Suivant cinq droites, qui appartiennent à une même congruence du
premier ordre ;

3° Suivant r/uaire génératrices d ' u n même système d'un hyperbo-
loïde;

4° Suivant trois droites dont les traces, sur chacune des faces du té-
Iraèdre considérée sont en li^ne droite.

La méthode des polaires réciproques donne immédia tement les pro-
priétés corrélatives de celles que nous venons d'énoncer.

II. ~- Sur la congruence tétraédrale.

28. A. tout p o i n t M de la surface du second ordre Sa correspond une
droi te co si tuée sur la congruence tétraédrale (Sa, 2.,); cette congruence
est ainsi formée de droites comme la surface du second ordre est formée
de poin ts ; on peut alors, à l'aide de toute propriété descriptive de Sa,
énoncer immédia tement une propriété de la congruence considérée.

On sait, par exemple , que par un point de Sa passent deux génératrices
de cette surface, qui ('railleurs peuvent êt^re réelles on imaginaires; de
même : Par une droite de la congruence tétraédrale on peut toujours f cure
passer deux hyperboloïdes, formés de génératrices de la congruence et
inscrits dans le tétraèdre principal de la congruence,
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Au double système de génératrices de la surface 82 correspondent,
sur la congruence tétraédrale , deux systèmes d'hyperboloïdes inscrits
dans le tétraèdre pr incipal et qui jouissent de la propriété suivante :
Deux hyperboloïdes inscrits dans le tétraèdre principal et de même sys-
tème n'ont jamais de droite commune ; au contraire, tout hyperboloîde
inscrit d'un système a une droite commune wec chacun des hyperboloïdes
inscrits de Vautré système.

On sait de même que, par un point de la surface 83, on peut tracer
sur -cette surface deux cubiques gauches circonscrites au tétraèdre
ABC1); de même : Par une droite de la congruence tétraédrale on peut
toujours faire passer deux hvperboloïdes, formés de ^énérainces de la
congruence, et circonscrits à son tétraèdre principal. On obt ien t a ins i sur
la congruence té t raédra le deux systèmes d ' i îyperboloïdes circonscri ts
au tétraèdre pr incipal , et pour lesquels on pour ra i t énoncer une pro-
priété analogue à celle du double système d 'byperboloïdes inscrits.
On a, en outre, en t ransformant une propriété c o n n u e des systèmes
do cubiques et de d ro i t e s a p p a r t e n a n t à S^, la propriété su ivan te :
Chaque hyperboloîde inscrit d'un système a une droite commune awc
chacun des hyperboloïdes circonscrits d ' u n des deux systèmes, et deux
droites communes avec chacun des hyperin'îloîdcs circonscrits de Vautre
système; et iwersement.

On sa i t , d ' a u t r e par t , que tou te s les génératrices d ' u n système de
S^ sont rencontrées par qua t r e génératr ices de raulre système, su i -
v a n t un rapport anba rmon ique c o n s t a n t ; on p e u t alors désigner par
rapport f in l ia r roomque de quatre droi tes , a p p a r t e n a n t à un même
système de génératrices d 'un hyperholoïde, le r appor t a n b a r m o n i q u e
constant su ivan t l eque l ces qua t r e droi tes c o u p e n t une généra-
trice quelconque, appar tenant à l ' a u t r e système de ce même hyper-
boloîde. Cette dénominat ion étant adoptée, on a la p ropr ié té suivante
de la congruence té t raédra le : Le rapport, anharmonique des quatre
droites siwant lesquelles un hyperboloîde inscrit quelconque de l'un des
systèmes est rencontré par quatre hyperboloïdes inscrits de l'autre système
est constant. On a d 'a i l leurs u n e propriété analogue pour les hyper-
boloKles circonscrits au té t raèdre p r inc ipa l .
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III. — Sur certaines propriétés de la cubique gauche. — Étude du cas où,
parmi les éléments donnés pour déterminer une surface du second ou
du troisième ordre, il entre une cubique gauche.

29. Si Von cherche le l ieu du point M, tel que les plans menés par
ce point et par trois droites fixes non concourantes ^, ijl, o rencon-
trent respectivement trois autres droites fixes a, (3, y suivant trois
points ^, Y], *C situés en ligne droite, on trouve, pour ce lieu, une cu-
bique gauche ç admet tan t pour cordes les trois droites Jl>, ^, c. On
peut d'ailleurs disposer des droites a, ?, y de manière à faire passer la
cubique <p par trois points D, E, F pris arbitrairement dans l 'espace;
il suffî t , par exemple, de prendre pour a la droite menée par D et s'ap-
puyant sur les deux droites ( A > E — e E ) , (^F—^llF); et de même
pour P et y les droi tes déduites de a par permutat ion circulaire; on
obtient ainsi le ihéorèlïie suivant :

THÉORÈME XXII (Propriété de trois cordes non concourantes ai.,
i('), c et de qua t re points D, E, F, M d 'une cubique gauche,) — Si
l'on désigne par a la droite menée par D et s'appuyant sur les deux
droites (oA.E — ©E), (aX.,F — ^F), et par (3 et y deux droites déduites
circulcdrement de la première, les trois plans xM, z)l>M, ©M rencontrent
respectivement les droites fixes a, P, y suivant trois points situés en ligne
droite.

De ce théorème résulte, pour la cubique gauche cp donnée par trois
cordes non concourantes, un mode de description par points qui nous
paraît plus simple que ceux indiqués jusqu' ici .

Imaginons, par exemple, que l'on veuille la dernière trace M de la
cubique 9 sur un plan v mené arbi t ra i rement par la corde ©. Par le
point *( où le plan v est rencontré parla droite fixe y, on mène la droite
qui s'appuie respectivement, en ^ et Y], sur les deux autres droites
fixes a et. [3. Le point M cherché de la cubique est le point de ren-
contre des trois plans v, (oAo — ^), (^l — T]).

30. Si main tenant on cherche le lieu du poin t M, tel que le plan
(Ç, Y], *() enveloppe un point, on trouve une surface du troisième ordre
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83 passant par les droites x, ijl, © et par la cubique ç. On peu t d'ail-
leurs faire passer celle surface par trois p o i n t s i , 2, 3 pris arbi t raire-
men t dans l 'espace; II suf f i t pour cela de choisir, pour le point-enve-
loppe considéré, le po in t de r encon t r e des plans correspondants a u x
p o i n t s i , 2, 3. On a alors le théorème su ivant :

THÉORÈME XXIII (Re la t ion entre les éléments su ivants d 'une surface
du troisième ordre : i° trois droi tes non concourantes 4n, iJl, e;
^° une cubique gauche 9 a d m e t t a n t 4.,, aiL, e pour cordes et déter-
minée par trois points I), 1î, F; 3° qua t re p o i n t s i , 2, 3, 4)- — ^
désignant par a la droite menée par'D et s'appuyant sur les deux droites
(\^E — eE^ (^,F -» liLF), et par ? et y deux droites déduites circulaire-
ment de la première, on fait correspondre à tout point M de l'espace le
plan P mené par les traces respectives des droites fxes a, (3, y sur les plans
<Â,M, it^M, ©M, fe,y quatre plans correspondants aux derniers points de la
surface se rencontrent en un même point.

APPLICATIONS.

PpvOBLÈMR î. — Déterminer, sur la surface 83, la dernière trace d'une
droite quelconque L s'appuyant sur deux droites données .A,), ^.

Désignons par £ le po in t de rencontre des trois p l ans 1\» Pa, P.'i,
p o i n t qu i d 'a i l leurs se dé termine une fois pour toutes . Les p lans ni.].,
oiLL rencont rent respectivement les droites a et ^ en deux poinis que
nous appel lerons '̂  et T|. Si l 'on désigne par *( la trace de la d ro i t e f i x e
y sur le p lan !;•/]£, le p o i n t cherché M de la s u r f a c e est la trace de la
dro i te L sur le plan C'C.

PROBLÈME II . — Trowerles deux droites de la surface, qui s'appuient
sur deux des droites données, 4,» et ̂  par exemple.

Désignons par L et I/ les deux droites cherchées. Si l'on exécuta i t
sur ces deux droites les construct ions ind iquées au problème précé-
den t , on devrai t trouver que le plan ©*(, q u i dé t e rmine M, est indé-
t e r m i n é ; cela exige que le point *( lui-même soit indéterminé . 11 f a u t
alors, ou que les trois points^ T], s soient en ligne droite, ou que le
plan S;Y]£ passe par la droite y. Si donc on mène par £ la dro i te qui
s 'appuie en ^ et Y] sur les deux droites a et (3, les plans J^Ç, allï] se cou"
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peut su ivan t une droite L appar tenant à 83. De même, si l'on désigne
par '$' et Y]' les traces des droites a et (S sur le plan £y, les plans (Â,^,
^ri'se coupent aussi su ivant une droite L 'de la surface. Les deux
droites ainsi obtenues L et I/ sont les droites cherchées. La recherche
des droites L et U est un problème d u second degré, si l'on a pu le
résoudre ici avec la règle seu lement ; cela t ient à ce que, dans le cas
étudié, les deux droites L et L' jouissent de propriétés distinctes et
sont en quelque sorte séparées; effectivement U rencontre en un p o i n t
la cub ique donnée y, tandis que L ne rencontre pas cette cubique.

PROBLÈME III. — Mener par deux points donnés i et 2 une cubique
gauche ^, qui admette pour corde les trois droites A.», iiL, © et qui s ' a p -
puie en deux points sur la cubique donnée o.

Toutes les surfaces du troisième ordre, qu i passent par les droites
nJl), i(^, ©, par la cub ique cp et par les points i et 2, passent aussi p a r l a
c u b i q u e f^; par suite, lorsqu 'un p o i n t M décrit la cubique r^, le plan P
correspondant à ce point tourne autour de la droite (P^ — Pa).

31.. Dans le cas ou les trois droites oA,,, ad, e se coupent deux à deux
en trois points A, B, G, la cubique gauche cp passe par ces trois points ,
de plus la surface 83 admet ces mêmes points comme points doubles ;
on obt ient ainsi , a l 'aide des théorèmes précédents , des théorèmes que
l'on peut énoncer immédia tement . Il en résulte une détermination
très simple de la cubique gauche donnée par six points.

8i l'on suppose, en outre, que le point £ soit dans le plan ABC, la
surface 83 se dédouble, el le se compose de ce plan ABC et d ' une sur-
face du second ordre 83 déterminée par la cub ique cp et par les deux
points i et 2 pris hors de cette cubique. On obtient ainsi le théorème
s u i v a n t :

ÏIÏÉOHEME XXIV ( R e l a t i o n entre une cub ique y, dé terminée par six
points A, B, C, D, E, F, et trois points quelconques i , 2, 3, apparte-
n a n t à une même surface du second ordre). — Si, désignant par a la
droite menée par D et s'appuyant sur les droites EB et FC, et par p et y
deux droites déduites circulairement de la première, on fait corres-
pondre à touU point M de l'espace le plein V mené par les traces res-
pectives des droites fixes a, ?, j sur les plans BCM, CAM, ABM, le plan
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ABC et les trois plans correspondants aux derniers points de la surface
se rencontrent en un même point.

Les conséquences pratiques du théorème précédent sont analogues
à celles du théorème XXIII; nous ne les développerons pas. Remar-
quons de plus que l'on obt iendra i t immédia tement , par la méthode
des polaires réciproques, les proposit ions corrélatives des théorèmes
précédents.

IV. — Extension de certaines propriétés descriptives des surfaces du second
ordre à celles du troisième ordre. — En particulier, pôles et polaires re-
lativement aux surfaces du troisième ordre.

32. Imaginons que l'on considère en même temps les deux systèmes
de coordonnées représentés par les/îg. 2 et 3 ; une même é q u a t i o n ,
interprétée s imul tanément dans ces deux systèmes, représente deux
surfaces différentes; il est facile, connaissant une propriété de l ' u n e de
ces surfaces, d 'énoncer i m m é d i a t e m e n t la propr ié té correspondante
pour l'autre ; cette remarque va nous permettre d 'é tendre aux surfaces
du troisième ordre certaines propriétés descriptives démontrées pour
celles du second.

Toute équation en Xp, qui représente, dans le second système de
coordonnées, une surface du second ordre S^ circonscrite au té t raèdre
ABCD, représente, dans le premier , une surface du troisième ordre
83, qui passe par les trois droites x, ^>, © et par les deux poin ts D
et E.

De même à toute droite L du second système correspond, dans le
premier, une cub ique <p,qui admet pour cordes les droites rjl», iib, © et
passe par le point E. La dro i te L et la cub ique ç sont toutes deux dé-
terminées par deux poin ts ; si L passe par le point D du second sys-
tème, y passe aussi par ce poin t dans le premier.

A tou t plan P du second système correspond/dans le premier, une
surface par t i cu l iè re du troisième ordre 0', qu i passe parles droites Jl-,
i)î>, ©, et admet le poin t E pour po in t double. Une surface rf quelconque
est déterminée, comme un p lan , par trois points. Deux surfaces a1 se
coupent suivant u n e cubique y, et trois de ces surfaces se rencontrent
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en un point . Une surface a' est engendrée par des cubiques ç comme
le p lan est engendré par des droites.

Au d o u b l e système de génératrices de la surface S^ correspond, sur
S;î, un double système de cubiques ç. Deux cubiques <p du même sys-
tème n'ont a u c u n point commun , une cubique quelconque <p d'un sys-
tème rencontre en un point toutes les cubiques ç de l 'autre système.
Il est d 'ai l leurs en tendu que l'on ne compte pas, dans ce qui précède,
le po in t E commun à toutes les cubiques (p. De plus, si l'on adopte la
d é n o m i n a t i o n ind iquée plus haut pour le rapport anharmonique de
quatre poin ts pris sur une cubique, on a la proposition suivante :
Toutes les cubiques y d'un système sont rencontrées dans le même rap-
port cm harmonique par quatre cubiques (Q de l'autre système.

A u x coniques tracées sur Sa correspondent sur 83 des courbes gau-
ches unicursales du sixième ordre, adme t t an t pour point double le
point lî. Toute surface cr coupe 83 suivant une pareille courbe, que
nous désignerons par ^. Toute courbe ^ est déterminée par trois
points. A u x plans tangents à Sa correspondent des surfaces o- qu i cou-
pent S;i suivant deux cubiques gauches <p appartenant, l ' u n e à un
système, l ' au t re à l ' au t re système.

Si l 'on considère quatre surfaces cr passant par u n e même cubique 9,
une a u t r e cubique y que lconque est rencontrée par ces quatre sur-
faces su ivan t un rapport anharmonique constant, que l'on peut prendre
pour express ion du r a p p o r t anharmonique des quatre surfaces consi-
dérées.

Si l'on considère sur deux cubiques ç, non concourantes, deux
systèmes de poin ts homographiques, la cubique c&, qui joint deux
points homologues des deux systèmes, engendre une surface du troi-
sième ordre. Les deux cubiques fixes appart iennent à l 'un des systèmes
de la surface et la cubique mobile à l 'autre.

Si l 'on considère sur une surface 83 deux cubiques <p d'un même
système, les deux rapports anharmonique^ des quatre surfaces cr me-
nées par ces deux cubiques et par quatre points de la surface sont
égaux. En d'autres termes, si l'on considère deux faisceaux homogra-
phiques de surfaces a, la cubique y, intersection de deux surfaces ho-
mologues, engendre une surface du troisième ordre.

Une cubique y rencontre généralement la surface S;,, abstraction faite
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du point E en deux points. Si l'on considère des cubiques ç menées
par un même point SI de l 'espace, le l ien du con jugué h a r m o n i q u e de
M, pris sur une cubique cp par rapport aux d e u x derniers points de ren-
contrede cette cub ique avec S;p est une surfaceo-que nous appe l l e rons
surface polaire de M; inversement nous dirons que le po in t M est
le pôle de cette surface cr. On a, r e l a t ivemen t à un po in t et à sa surface
polaire, les propriétés suivantes :

Quand un point M se meut sur une surface or, la surface (j polaire de M
tourne autour d'un point fixe, qui est le pôle de la première.

Réciproquement, quand une surface cr tourne autour d9 un point floce^ son
pôle décrit la surface o" polaire de ce point.

Quand un point M décrit une cubique ç,, la surface cr polaire de cepoint
tourne autour d'une deuxième cubique cp' et imersement. Les cubiques ç
et ç' sont dites conjuguées.

Si l'on considère quatre surfaces f7 formant un tétraèdre curviligne, et
tel que chaque sommet de ce tétraèdre ait pour surface polaire la surface
o" qui lui est opposée, on dit que le tétraèdre ainsi obtenu est oo/ifugué à
la surface S;,. On a pour une surface S;, et pour un tétraèdre conjugué des
propriétés analogues à celles que présentent une surface du second ordre
et un tétraèdre conjugué à cette surface.

Le complexe des cubiques y, qui sont rencontrées suivant un rapport
anharmomque constant par les faces d'un tétraèdre curviligne formé de
surfaces cr, a clés propriétés analogues à celles du complexe létraédral de
droites.

V. -— Sur une propriété générale des fonctions algébriques, et la méthode
qui en résulte pour trouver une relation entre N •+" ï éléments apparte-
nant à une même forme géométrique déterminée par N d'entte eux.

33. Imaginons qu'un élément géométrique dépende de p coordon-
nées <r,y, ^, ..., w\ si l'on donne entre les coordonnées de cet élé-
ment une re la t ion

(T ) V{x, y, ., ., (y )==<:>,

réiément considéré engendre une cer ta ine forme géométrique, que
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nous appellerons connexe; si l 'équation (i) est du degré 71, nous di-
rons que le connexe est du degré n, et nous le représenterons par S^.

Si le connexe S/, est déterminé par N éléments M, il existe une rela-
tion entre N 4- î éléments de ce connexe; nous nous proposons d ' indi-
quer comment on peut obtenir cette r e l a t i on , dans le cas où l'équation
du connexe est a lgébrique.

Désignons pa rS< le connexe du premier ordre à p variables, donné
par une équat ion du premier degré entre ces variables; ce connexe est
d é t e r m i n é par/? é léments M ; i l se compose de ces é léments M, de la
même manière qu'un plan se compose de points. En général, p con-
nexes 2^ se coupent suivant un é lément M et un seul.

En résumé, d ' u n e part, i l existe une relat ion entre N -h i éléments M
appar t enan t a un même 'connexe S,^; d'autre part , il existe aussi une
re la t ion entre {•)•+- r connexesS,, qui ont un élément M c o m m u n ; nous
nous proposons de ramener la première de ces relations à la seconde.

Pour cela désignons par F< == o. Fa == o, F» = o, ..., F^ = o les
é q u a t i o n s de/.» -+" i connexes d'ordre n kp variables, qui ont en commun
N — / ^ é l é m e n i s M .

Désignons de même par 9,1 = o, cp^ == o, ©3 == o, . . . , cp^,^ == o les
é q u a t i o n s d e / > • + - ! connexes du premier ordre ^ p variables, n 'ayant
a u c u n é l é m e n t commun , ce qui est d 'a i l leurs , le cas général.

E n f i n représentons par^,y, z ' , ..., w' les coordonnées d'un élé-
m e n t q u e l c o n q u e M/, et par F , , F^, F,, .. . , F^ ce que deviennent les
fonc t ions F,, 1 ,̂ F;? . . . , F^, q u a n d on y remplace les variables
.r, y, z , ... 5 w par les coordonnées de l 'élément M7.

On peut f a i r e correspondre à tou t é lément M' de l'espace le connexe
du premier ordre à/? variables a), donné par l ' équat ion

( i ) ¥\ ̂  .4- F^ 92 -+-. . . . F^-.-i 9^1 = o.

Si m a i n t e n a n t on imag ine que le connexe oj soit assujetti à com-
prendre un é lément fixe Mo, dont les coordonnées sont .x^jo» • • • ? ^o»
le lieu de l 'élément W correspondant à QJ est un connexe donné par
l ' équa t ion
( 2 ) Fi 9? -+- Fg y^ + ... + F;̂  y^i == o,

ou î î» ?^ • • • > ?^M représentent ce que dev iennen t les fonctions <po
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îpa, ..., y^-n, quand on y remplace les variables x, y, .. . , w par les
coordonnées de l 'élément fixe Mo.

L'équation (2) représente un connexe d'ordre n, à p variables 2,,,
comprenant les N — p éléments c o m m u n s aux connexes représentés
par les équations

Fi ==o, t\ -==. o, ..., F/,4-1 = o.

On peut d 'ail leurs faire passer le connexe S^ par p autres éléments
M, pris arbitrairement dans l'espace; il suf f i t pour cela de prendre
pour l 'é lément Mo celui qui est commun aux p connexes d u premier
ordre, correspondants aux p derniers éléments considérés. On obt ien t
ainsi le théorème su ivan t :

THÉORÈME (Propriété de N4-1 éléments a p p a r t e n a n t à un même
connexe 2^, d'ordre n dé terminé par N de ces é léments) . — Si, dési-
gnant parV ^ === o, Fa == o, ..., F^j,< ==== o les équations clé p -4- i connexes
quelconques d'ordre n comprenant N — p des éléments considérés, et par
( p ^ r ^ c ^ Ç a ^ o , . . . , o^,^ == o les équations de p 4- r connexes du pre-
mier ordre non concourants, on fait correspondre à tout élément M de
l'espace le connexe oo donné par l'équation

Fi cpi + F^ 92 "+-.. . 4- F^.i ^+1 = o.

où F ^ , F ^ , • • • î F p ^ représentent ce que deviennent les fonctions''V'i,F^ . . . »
F^-^, quand on y remplace les variables x, y, . . . » w parles coordon-
nées de cet élément M ; les p -+• i connexes du premier ordre, correspon-
dants aux derniers éléments de S,̂ , sont concourants.

Nous remarquerons que le théorème précédent exprime une pro-
priété générale d e l à fonction algébrique d'ordre n, à p var iable ; si
l'on y considère l'élément M, et les connexes 2^ et 2^, c'est seulement
pour en faciliter l'énoncé.

Tous les connexes d'ordre n, bp variables, qui ont en commun N — ï
éléments M, comprennent une congruence première (2^, 2^) déterminée
par ces N •— i éléments. Le mode de correspondance que nous venons
d ' indiquer donne une propriété de N éléments d ' u n e parei l le con"
gruence; on obtient comme conclusion: les p connexes du premier
ordre, correspondants aux derniers éléments de la congruence, ont en
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commun une. congruence ( p — ^'y6^ du premier ordre. Nous désignons
d 'a i l leurs pnr congruence ( p — ^y0"16 du premier ordre l 'ensemble des
é lémenis M communs à p — i connexes du premier ordre . Une pareille
congruencese compose d'éléments M, comme une d ro i t e se compose
de points .

11 reste maintenant à faire vo i r commen t on p e u t donner du mode
de correspondance ind iqué entre M et co u n e définition géométrique.
Les deux connexes F,| = o, T^= a on t en c o m m u n une congruence
première (F^F^); cette congruence et l ' é lément M déterminent un
connexe d 'ordre n et un seul; q u a n d M décrit un pareil connexe, 03
passe par un é l é m e n t fixe. En associant a ins i l 'un q u e l c o n q u e des con-
nexes F, == o, F^^ o, . . . , F^ === o avec les p autres, on obt ien t p
éléments a p p a r t e n a n t à co. Le connexeco du premier ordre à p varia-
bles est a lors d é t e r m i n é par/? é léments connus, de la même manière
qu 'une droi te , c'est-à-dire un connexe du premier ordre à deux varia-
bles, est déterminée par deux p o i n t s .

Nous nous proposons d 'étudier , dans un prochain Mémoire , à l 'aide
du théorème précédent , les propriétés descriptives d'es connexes.
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