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SUR DES EQUATIONS LINEAIRES
INTEGRABLES A I’AIDE DE LA FONCTION
7m(2, ),

Psrx M. P. APPELL.

Nous avons introduit précédemment (') une fonction de deux va-
riables v, (2, y) qui joue un role fondamental dans la décomposition
des fonctions doublement périodiques de troisieme espece en éléments
simples et dans le développement de ces fonctions en séries. M. Hal-
phen nous a fait 'honneur de donner une place & ces recherches dans
son Traité des Jonctions elliptigues, . 1, p. 468 et suiv.

Nous nous proposons, dans cette Note, d’indiquer une équation
différentielle linéaire avee second membre dont les coefficients sont
composés avec des fonctions O et leurs dérivées, et dont I'intégrale
générale s'exprime a P'aide de fonctions O et de la fonction 7,,(x, y).

1. Prenons d’abord la fonction y,(a, z) définie par la série

=3 e .
n e i

T K, nin— ™ .
-/‘1((1,:):7)‘——!-{ 2 ¢ grin 1)C()t5—K(a—-~.—),nLh’),

N=Z=—on

’ . ., —TF
ot 'on désigne, comme d’habitude, par g la quantité e *.

Cette fonction 7, admet la période 2K pour chacune des variables «

(1) dnnales de I’ Eeole Normale, 3¢ série, t. 1, 1 et 1IL.
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et z: clle vérifie de plus les deux relations

TS
wi(ays+20K)y=e¢ * 4(a,3),

Tai Tl

- » e -
v (a+ 21K, 35)=¢ Zl(f’,J)—T)T\—(J'*‘cl‘)é"(o“(:):

dans la seconde desquelles la founction gi"(z) est la fonction entiere

B . .
n=+ nmwse T

gir(s)= e"“q"(ﬂ*ﬂ:%eﬁ‘ H,(s)

admettant la période 2K et vérifiant la relation

mai
e (s+2iKy=e¢ * gV(s).

On déduit facilement de ces relations 'identité

o) sl 3) (e, t) A )gg(:—w—u)][(:-;-t—«rc——l\')ll(t——:.)
- g(z) gy | T (e —z)l(a—1)

ou A désigne une constante indépendante de @, =, ¢. Cette identité (*),
que nous avons démontrée dans un Mémoire antérieur (Annales de
I’Ecole Normale, 3¢ série, t. 1, p, 155), résulte immédiatement des
propriétés du déterminant du premier membre considéré successive-
ment comme fonction de a, =, 1.

Sil'on divise les deux membres de la relation (1) par (¢ — z) et si
I’on fait tendre ¢ vers z, on obtient la nouvelle relation

d
ula, ) ;E'/,l(“:z) i
(2) _ = Be*t

d
£0()  Te(s)

(25—a)H(23 —a — K)

T e —3)

B désignant une constante que 'on peut déterminer en multipliant les

(*) Des identilés du méme genro dont le premier membre est un déterminant de fonc-
tions Z ont éLé indiquées par M. Hermite (Jowurnal de Crelle, t. 82).
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deux membres de la relation (2) par (@ — z)* et faisant ensuite ¢ = =
Comme le produit
. d

a—3)?—vy(a,s
( R ACHD)
tend vers l'unité quand a tend vers s, on trouve ainsi

TS

s H(s—K
— g (3)=DBe ! ——-——( i ):

en désignant par v’ la constante H'(0). Mais on a

i - ‘ L ,—;::
(s —K)=1H(s), 5"(,”(5)=W6"‘Un(v),
d’olt
‘n/:
B=— .
Va
La relation (2) peut alors s’écrire
d
——i(y3)  yy(a, s
(3) a5l =) Hal ) (25— )
’ d ' (e —s
T (5) gi(s)

ou encore, en développant,

‘ d dlogait (s o (25—a
B s = (e LB gy (22— )

£ () (a—3)

<

Celte derniere relation montre que I’équation différentielle linéaire
avec second membre

(5) di_ AIoged?(c) _ gl (25— )
429 as

g (s)YH2 (e — 3)
a pour intégrale générale

w==y(a,s)+ Cgit(z),
C désignant une constante arbitraire.
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En remplacant g, (z) par son expression

. =
-_,0—~:82“ II](G),

Va

on peut encore dire que I’équation

- l.i(:—u)
T du H (s) mi|_ ek H,(2c—a)
o) ‘T*"_U["x(:)-}—zK> =1 H,(5)H*(5—a)

a pour intégrale générale
TS

w=1y(a,s)+ 2e?® H, (),

A élant une constante arbitraire.

La formule (4) pourrait aussi étre obtenue par la décomposition
en éléments simples de la fonction de @
AV (25— )
'}
old) == ————
?(a) I (ae—3) ’
qui est doublement périodique de troisieme espece ¢t admet, dansun
paraliélogramme élémentaire, le seul pole @ = =.

2. L’équation différentielle (4) que vérifie la fonction 7, (a, =) est
immédiatement intégrable & Paide des méthodes élémentaires. Ecri-
vons-la

40 gz
ds | gt (s) (s P (a—3)
et nous serons ramenés 4 une quadrature.

Le second membre de cette derniere relation est une fonction de =
aux périodes 2K et 27K': décomposons-le en éléments simples par la
méthode de M. Hermite, I’élément simple étant Ja fonction

dlogH (z)

Z(.’J): =

Nous aurons

! L y 5 ) . . .
érolf([c);;—-s l&‘—)le‘/(:"’l\) _Ll(; __“);

803
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d’ou, en intégrant,

ol1)
() g;g;,{{f—;xl(a,n=Z<z—K>—Z(:—a>+¢<a>,

J(a) désignanl une conslante par rapport & z, c¢’est-a-dire une fone-
tion de a. Cette fonction ¢ (a) est une fonction entiere que I'on peut
déterminer en développant les deux membres de la formule (7) en
séries procédant suivant les puissances ascendantes de (s —a). On
trouve, de cette facon,

' W—_Tr_[' B IE— 1—.'::’ . l“i"(/.m . E e
W)= —g 2 9 T s (@ — K.
n==q

La formule (7) & laquelle on est ainsi conduit n’est autre chose
qu’une formule que M. Halphen a ¢tablie directement dans son Traité
des fonctions elliptiques, pages 481 el 482, formules (45) et (46), et
dont on pourrait par différentiation déduire I'équation (4).

3. La méthode que nous venons de suivre pour la fonction 7, (a, 5)
permet de former une équation différenticlle linéaire d’ordre m, avee
second membre, que véritie la fonction v,,(a, ), m désignant un
entier posiltif.

Cette fonction est définie par la série

N =z o .
mnzse
T

A R r
xm(a,z)::;—K 2‘6 L gmaln—1) cot-——gK(a———:—-—eml\,’);

N R

elle admet la période 2K par rapport a chacune des variables a et z, et
vérifie les deux relations

mT i
K

g, s +2iK)=1¢ 7m(a, 3),

mmai . m i
Tt

z,,,((4+2£K’,z)=(: K 7.1:;(“73)—';‘1‘{("‘_6 . )ggym(:')

vEm=l G vimai

T O
—x 2 ¢ L s

V=1
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ot 'on désigne par gy (=) la fonction entiere

viesi "= F® unmai

gglm)(;):e K E e K qnzn(n—i)-l-ﬂnv,
n—=-—e
V=0,1,2,...,(m—1).
Dans ce qui suit, pour simplifier I’écriture, nous laisserons de coté
I'indice supérieur 7z, et nous écrirons

®

» 8'0(3), 5’1(5), Tery -gm—--l(:’)
au lieu de
gy(s), gUM(s), .- gW(5).

Nous avons démontré (Annales de I’Ecole Normale, 3° série, (.1,
p.155) que le déterminant

Som (57 al) Xm(ﬁ) “2) e m (169 am—H)

&o (o) (o) cor &o(Gmr)
A= &1 () &1(2s) coe &1(@maa)

&m—1 (al) S m—1 ( Gg) e &m-—1 ( Lt )

a pour expression

mai

H(Sa—p—mK)[ [ M(e:i—a))
(8) A=Ac*® 4

HE =) U —2a).. . H(E—cmi1)

(Zu—f)

A désignant une constante, Xo la somme o, 4 oty 4. .+ ¢, et le

produit l I étant étendu & toutes les combinaisons des quantités o,,

g
gy oeey Oy deux i deux.

Si, daus cette identité (8), on remplace B para et sil’on fait tendre
toutes les quantités a,, a,, ..., o, vers une limite commune =, apres
avoir divisé les deux membres par '

H(V-i—'aj)’
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on obtient la nouvelle identité

Aom (@, 3) Dxm (a, =) DQX"Z (a,5) ... Dm’".ln (@, 3)
&0(3) Dgo(5) D2g,(5) v Drmge(s)
g1(3) Dgi(5) D2g,(5) e. Dmgi(3)
( ) 7 . et e e
’ Em=1(3) Dgm_1(3) D2gu—(5) ... D™g,_i(5)
:Be'%——?[(mﬂ)s—'n] H[(m+1)s—a— mK],
H" (@ — 5)

ol B représente une constante et ol la notation D*f désigne la dérivée
d’ordre n d’'une fonction / par rapport 4 z. La constante B s’obtiendrait
facilement en multipliant les deux membres de l'identité (g) par
(a — =)™ et faisant @ = =.

La relation (9) montre que I'équation différentielle suivante, définis-
sant « en fonction de =,

" du d*u d"u
' s dst dz™m
&o(5) Dgy(5) D2gy (%) o Drgy(3)
(10) &1(%) Dgi (=) D2gy(2) coe Dmgy(s)
1
Eme-1(5) Dgma(s) D*gpa(s) ... D"gu_4(3)
o Be’”;f"[(m—i-us—al H[(m+1)5s—a—mK]

ll/n-s—k(a —_— z)

admet, comme intégrale générale, I'expression

==y (@ 3) + Ao Zo(5) -+ M g1 (8) 4o o= hppmg Em—1(5) .
avec les m constantes arbitraires
hos iy oeer Dot
Cette équation différentielle (10) est une équation linéaire avec se-
cond membre, dont les coefficients sont exprimables a I'aide des fonc-

tions O et de leurs dérivées. L’intégrale générale de I’équation sans
Ann. de I’Ec., Normale. 3° Série. Tome V, — JurLLer 1888, 28
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second membre est
}-Ogo(:) -+ )\15"1('3) -+ 7\;1:——18;7:—1(5)-

En employant les méthodes connues pour former une intégrale parti-
culiere de I'équation avec second membre, on obtiendrait une expres-
sion donnant y,,(a, ), qui fournirait la généralisation de la formule (7).

L’équation différentielle (9) peut aussi étre obtenue par I'applica-
tion de la méthode de décomposition en éléments simples & la fonction
de a,

mmi

=g Un+ts—adH[(m 4 1) — a — mK]
(Il(a)::e“‘ H_m.-i—l(a..._z) ’

qui posséde, dans un parallélogramme des périodes, le pole a =z
d’ordre (m + 1).

Remarque. — La différentiation de I'identité (¢) par rapport a a
fournit d’autres équations différentielles auxquelles satisfont les fone-
tions ‘

ng(ayz) J? xm,(a, 5)
T ga da "’

i



