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DE LA

E DES FONCTIONS ELLIPTIQUES
A ÏA

THÉORIE DES NOMBRES
(SUITE ET FIN),

PAR M. PIERHE NAZIMOW,
D 0 C T ÏS ÏJ H Ê S S <"; Ï K N (; :E S M A T H É M A T ï Q U K S P U II Ïî S.

CHAPITRE III.
LES TniÏORÈMES GÉNÉRAUX CONCERNANT Ï.ËS FONCTIONS ARBÎTKAÏRES.

D<^tis quatorze articles, impr imés dans les premiers V o l u m e s du
Journal de Mathématiques pures et appliquées (^e série), Liouvil le donna
des théorèmes concernant les fonctions arbitraires. Ce sont des iden-
tités entre sommes qui contiennent des fonctions arbitraires à nrgu"
ments variables; ces arguments sont des fonctions linéaires, contenant
les solutions entières de certaines équa t ions indéterminées du second
degré. Dès 1862, M. Hermile a ind iqué (1) une méthode pour ob ten i r
des théorèmes de cette na ture , où interviennent des fonctions à u n
argument ,

La p lupar t des fonctions qu'on étudie dans la théorie des fonctions
ell ipt iques peuvent être représentées par des séries trigonornétriques,
soit immédia tement , soit comme fonction des autres fonctions', de là

(r) tournai de Mathématiques pures et appliquée^ ^ série, t. Vil ,
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résultent des relations où entrent seulement des séries trigonométri-
ques, sur lesquelles on fait diverses opérations. On égale les coefficients
des puissances de q dans ces ident i tés ; d 'où a u t a n t d'égalités dist inctes
les unes des autres. Ainsi nous t rouvons des théorèmes concernant des
fonctions tr igonométriques; dans ces théorèmes figurent des sommes
qui s'étendent à toutes les so lu t ions entières ayant un caractère défini
de certaines équations indéterminées.

La p lupa r t des fonctions analytiques peuvent être représentées entre
certaines limites par des séries trigonométriques. En remplaçant , dans
l ' identité trigonométrique dont il vient d'être question, la variable par
des valeurs déterminées convenables et en sommant , nous pouvons
étendre le théorème établi pour les fonctions trigonométriques à tou tes
les fonctions représentables dans des conditions convenables par des
séries convergentes contenant la fonction t r igonométr ique pour laquelle
le théorème est démon t ré ; mais, dans les théorèmes de cette sorte, les
arguments des fonctions sont toujours des nombres entiers , D'autre
part, toute fonction analytique ou a r i thmét ique , finie et déterminée
pour les arguments entiers qui figurent dans le théorème, peut être
remplacée par une aut re fonction qui lui soit égale pour toutes les
valeurs considérées de l 'argument. Pour cette raison, les théorèmes qui
nous occupent peuvent être étendus aussi aux fonctions ari thmétiques
d'un caractère convenable et à des fonctions analytiques qu'on ne peut
pas représenter dans les l imites exigées par des séries trigonométri-
ques. Les seules condit ions pour que le théorème s'applique à une
fonction sont les suivantes : i° la fonction doit être finie et déterminée
pour les arguments qui figurent dans le théorème; ^ la fonction doit
satisfaire à quelques conditions qui résultent de ce que le théorème
n'est pas vrai pour toutes les fonctions trigonométriques. (Si, par
exemple, le théorème est démontré seulement pour les cosinus et non
pour les sinus, la fonction doit être paire.)

Toutes ces considérations générales deviendront plus claires quand
nous les appliquerons à des exemples particuliers.

Exemple I . — De l'égalité (5) on dédui t facilement

IK.2^2 ?K.r l^oi(4^) :_^_ siî^arn -^ == 8j^ j ̂ ^[^{d'—d")^ — cos(<^4-^)^] j.
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La somme qui multiplie qn doit être étendue à toutes les solutions
impaires et positives de l'équation à quatre inconnues^â'+rf^^ 2^.

En comparant les coefficients des mêmes puissances de q dans les
séries (4?) e^ (6)> on trouvera l ' identité

(48) a^S d\\ — coss^-r] == ï[cos{d'— d")x — cos(^+ d")cc~\.

En supposant que l'entier n de l 'équation d ' ^ + (^//â//= 271 soit égal
à ^'m, m étant un nombre impai r , on devra étendre la sommation
du premier membre a toutes les solutions de l'équation dï == m.

Soit /(y) une fonction paire, qui reste f inie et déterminée entre —h
et -l- À; on a entre ces limites

/., . < * * VTT A 2 VTC , /ny7r(49) /Xj) = -1 Ao 4- A.i ces '—- •+• As cos ̂ — +... -l-A,/,, ces —— -h.. .,

en posant
A.,=-rAAy)cos^^•.

^J^/,

Dans le développement (49), faisons y égal à o, ^ d . d ' — d ' ^ d ^ d ' ^
dans l ' éga l i lé (48) , faisons ^=1. ̂  ^. • • " ^ ^^ • - • • Puis multi-

plions par A, les deux membres de l ' identilé obtenue en faisant x= ̂

dans (48); par As l ' identi té obtenae en faisant x == ^? - • • ; par A;^

l ' identité obtenue en faisant.r= ̂ ' Si Fon additionne tous ces résul-
tats en ayant égard aux formules (49). on aura évidemment

(5o) 2[/(^— cl"} -/(^-4- ̂ )] = ̂  -^^/[/(o) - A^):l-

Supposons maintenant que/(y) soit une fonction paire, analyt ique
ou arithmétique, qui reste finie et déterminée pour chacune des quatre
valeurs d ' — d\ d •^ d " , o et 2 d qui entrent dans la relation (5o). Dans
ce cas, on peut toujours trouver une fonction ana ly t ique /i(y) qui
sera égale à f(y) pour ces quatre valeurs de l 'argument et qui pourra
être représentée entre les limites — À et 4- h par une série de cosinus;
on peut choisir h plus grand que les quatre arguments précédents. Alors
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l'identité (5o) a lieu pour /,(y) et, par conséquent aussi, pour/(y).
Le théorème qu'elle exprime a été donné par Liouvil le ( 4 ) .

Les théorèmes semblables à celui-là présentent des caractères diffé-
rents; leur caractère dépend essentiellement de celui des séries d'où ils
dérivent. Si l'on considère les séries que nous avons affectées des
n08 i à ï i , on les groupera na ture l lement en trois groupes. Au pre-
mier groupe appar t iennent les séries qui représentent les fonctions de
Jacobi; dans ces séries, les arguments des fonct ions t r igonométr iques
croissent suivant une progression ari thmétique simple, tandis que les
ex-posants du module q croissent suivant une progression a r i thmét ique
du second degré. Au second groupe appar t i ennen t les séries q u i repré-
sen ten t les fonct ions e l l ip t iques et les logarithmes des fonctions de Ja"
cobi; ici, chaque puissance de q est mul t ip l i ée par une somme de fonc-
tions trigonométriques, et l ' indéterminée, qui entre dans les arguments
de ces fonctions trigonométriques, est mult ipl iée par divers diviseurs
d'un nombre proportionnel à l 'exposant de la puissance de y. Telles sont

h^-i)
lessommes2situ&,2;^cos2^,Z;(~ r ) 2 ( ~1 cos<&, Sâcos^ ..., où d
représente un diviseur d'un nombre déterminé n et à le diviseur com-
plémentaire. Enf in , les séries de M. Hermite (troisième groupe) res-
semblent aux séries du deuxième groupe, en ce que les coefficients des
diverses puissances de q sont des sommes étendues à tous les diviseurs
d ' un nombre n p ropor t ionne l à l'exposant de q; mais ici les arguments
des fondions trigonométriques contiennent, comme mult ipl icateurs ,
les sommes de deux d iv iseurs complémentaires du nombre n; telles
sont les sommes ̂ sin^0-^, Z;sin(â?4- ô),r, Scos(W-+- S ) x , ....

Conformément aux divers caractères des séries d'ôù ils procèdent, les
théorèmes ar i thmét iques doivent se distinguer et se dist inguent : i° par
la forme des équations qui régissent les sommations à faire; a° par la
forme des arguments des fonctions arbitraires. Si, par exemple, au
cours d'une démonstration, on multiplie une série représentant une
fonciion de Jacobi par une série qui représente une fonction elliptique,

•dans l'énoncé du théorème figurera une somme de fonctions arbi-

( l ) Journal de Mathématiques pures et appliquées, ̂  série, t. 11Ï.
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traires ayant desargumenis de là forme pM-4-o-^; p et cr sont desnombres
constants quelconques, M et d sont des solutions entières de l 'équation

aM^bcIS^/i,

od a, b et n sont des entiers positifs ou nuls . La sommation s'étend à
toutes les s o l u t i o n s d ' u n certain caractère de cette dernière équat ion. Si
l'on a mul t ip l i é une série de M.Hermitepar une série e l l i p t ique , on aura,
dans l 'énoncé du théorème, une somme telle que Syr^C^"4"^)--^"^^]»
étendue à toutes les solutions rf, 8, d' et §' d 'un certain caractère de
l 'équat ion

Ç dS 4- •n (ï o' ==/?,;

ici [x, X, *(, YJ et r^sont des nombres constants; les trois derniers sont
des entiers positifs ou nuls. Je ne crois pas u t i l e d 'analyser tous les cas
qui peuvent se présenter dans la recherche de théorèmes arithméti-
ques. Ces considérat ions générales sont éclaircies dans mon Ouvrage
par huit exemples, d o n t le premier a déjà été exposé p lus haut. En
voici trois autres :

Exemple J V , — L iouv i l l e a énoncé ( ^ ) le théorème suivant :

Si fÇ—x) =J'\x\ si d\ S\ d\ ^f, (l, S et m sont des nombres im-
pairs positifs, on a

(5 i ) . ^^[/(d'^-^d'^-fÇd'+^d^^îÇô^d)/^),

la première somme s'étendant à toutes les solutions de l'équation

d'S'^^d'è^m,

où a est une variable et m une constante, et la seconde somme à toutes les
solutions de dS == m.

Démonstration. — Dans la formule (8), remplaçons oc par ~ et effec-
tuons sur les deux membres de la nouvelle égalité l 'opération

, . d d1 • ' :
^^^;

( ' ) Journal de Mathématiques pure/! et appliquées y 2e série, t. liï.
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comme on a

/^^(N ^(H .̂)
q———dq———+——da-———=:0' ^——V-^———^———^ 0 '

on trouve, après des réductions faciles,

'5a' [È '̂ . (-:)]'-[s '°8<^'=<.2 \,- 2 (i-^cos^l,
L w=//3 J

w est impair. Vautre part , la combinaison des égalités (8) et (q) nous
donnera c '

<53 ' s1»^.^) -*- a '» )̂ -4"f "f/,.- 2 .,,.̂ 4
7»==l a=i \ m:=^ /

En multipliant la dérivée de (8) par (53), nous aurons une autre
séné tngonométrique pour exprimer la fonction qui figure au premier
membre de (5a). En comparant les coefficients de q'- dans (5a) et dans
la nouvelle série, on aura

(34) a^cos^'-a^^-cos^'+aa^^^^ô-^cos^.

De l'égalité (54) on passe aisément à l'identité (5i)
En représentant par f(œ) une fonction qui satisfait à la condition

A-a;)-/(a?) et qui est égale à des nombres finis et déterminés
pour tout argument qui figure dans le théorème, on démontre, dans
l exemple V, l'identité

•(55) 2(-^(d-•l)^-„)=2(-,)^d-l'y(^).

Dans cette dernière égalité, on suppose que cl. S, d', S', m, et m
sont des nombres impairs positifs dont les cinq premiers sont variables

1 JJ'T^TÏ15 7; est un entier q^100"^. Les sommationss étendent a toutes les solutions entières des équations

ûfô+2/î2=w, d'S'-{-m^=2m.

Exemple VI. - Si, dans la formule (4), on fait .• = o et qu'on mul-
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t ip l iePéga l i t é ainsi ob t enue par l 'égalité ( î i), on aura une série trigo-
nométr ique représentant la fonction 2-"̂ -1 sin am 2-^- Sr^f/r) .

On obtiendra une autre série pour cette fonction en m u l t i p l i a n t (^)
par (5). Ces calculs donnent

"•+-r> v< . cl -4- a \ vi [ ft-\-^-^ / /24—^ . a -4- o \ v "-'-s^^ / ,/2^7 ^^"r'^/^^r7 ^ s î ^ ( ^ + " 9 / ^ / ) t z > •J—d \^ ^^ à
/;, •-= 0 • ' n=. 0

Les sommations doivent s'étendre a tous les entiers impairs positifsm,
d, o, d\ o' et à tous les entiers quelconques n' qui sa t is font aux équa-
t ions

cïo + m2 == 4 /^ -+~ 2, ^ ô' 4- 2 /^2 "= 2 n -h i,

7î étant un entier constant positif ou nu l . De la on d é d u i t
/ - / > \ V • / // / \ V • ^-+-<î ^^ _,, , ,, - '̂ i _ f d ^r- Ô\(^6) ^s in^+a/^)^—- z,sm———.z-, 7 F(^ /+ ^ n ' ) = ^ F -—— ) .

ÀaaA Âssà '.î amassa ^uavà \ ' > , /

La fonction F(^) doit satisfaire aux condi t ions F f — x " ) == — F^r),
F'(o) == o, et prendre des valeurs f inies et déterminées pour. toutes les
valeurs considérées de d' -+- ^n! et de ^—ho.a

Exemple V I I I , — Si, dans (2), on f a i t ^ ^ ^ o et qu 'on mu l t i p l i e îe
résultat par (5), par cos<x" et par (ro), on aura

riK2/.-2 . , aK,.^, , ,——^— sin2 am —— ^2 ( x) cos .:y
Tr34 TT " /

^ .. j -^ ^s +! </3 •+1 ^« 5* ̂  f /^ -1- Ô y \ / ̂  -"1- r} , \
(57) ^ :.:::;: 2 ̂ , </ 4 ^ j , cos ( —^— — d^ — î ^ x -- cos ( —^— + cl^ +1 ) .r

/^+o , \ AJ-i-rî , Y);+cos -—— —d^ i .z'—cos — — + ^ — i /\ 2 / \ 2 y j ?
En m u l t i p l i a n t (6) par (4) et par cos,r, on aura

^.K2/.2 . , a K ^ , , ,^— sin2 am —— ^2 (<^) cos ̂.̂a ^

„. ^ ( rf(2(5"-l)-r--^«—^--, , y p , . -, •., ( r f (25- l ) -+4(5 i / / - î ) 2 , ».- / < ->i±= 8 2/ i <7 4 A d [cos a ̂  .r -4- cos 2 (/x —-1 ) .r] (
(58)

— 4-S ( ^/ J ' 4 ' 2 ('/[cos 2 ( /% -1^- d) x -4- cos 2 ( n — <:<?) <r

4" cos 2 (/^ -4- d— î ) ,y 4- cos 2 (/^ — û? — î ) .̂ ] $.
À/m.. de l'Éc\ Normale. 3e Série. Tome V- — MAI ï888. 20
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Des égalités (57) et (58) on peut , en su ivan t les méthodes exposées
dans notre premier exemple et clans les considérations générales q u i
le précèdent, dédu i r e a i sément l 'égalité que voici, où/(— x) =/(<r) :

v r . / W 4 - o \ /^+o \ fd-+.o \ , /W+o^ j Y ^—^- - ̂  - ij -y ̂ —^ + cî, 4- jj +/^— -,/, + 1 \ -fl—^. +,/, „„., ^

. =4^^[/(^</)-l-/(2^-2)]

- 2 ̂ -^ [/(';i^/4-• 2^) +/(27^— 9^4) +/(9,/^-(- îtc4— 2) -|-/(a,//— a^^. ̂ ^

Soient À, ch et 72' des en t i e r s positifs quelconques, n un ent ier quel-
conque, d, S, rf,, à, , ^ des entiers positifs impairs, d et S é t an t tels
que r f+-§ soit divisible par 4. La première des trois sommes (5()) est
relat ive à toutes les solutions, ayan t le caractère i n d i q u é , de l 'équat ion

4. fC- -4- clo •4- 'î ̂ i <î i := 4 h 4- i

et les deux dernières sommes à f o u t e s les solutions de l ' équa t ion

^^^^-(a/^—i)2^^//-!-!.

Si dans l ' équa t ion (SQ) on suppose/(o) == i et/^r) = o pour toute
valeur de x au t r e q u e xéro, on en d é d u i t a isément les trois formules I,
I I e t V de M. Kronecker (*). En général, des formules qui sont établies
dans les hu i t exemples du présent Chapitre, aussi bien que des formules
analogues, on peut déduire une m u l t i t u d e de théorèmes arithmétiques
par t i cu l i e r s , entre autres ceux qui font l 'objet des Chapitres I et 11 du
présent article. Ainsi , la formule (5o) donne u n théorème, déjà dédu i t
dans -ce t article, sur le nombre des solut ions entières de l 'équat ion

^ + jâ ̂  3 ̂  ̂  3 ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  ̂

ainsi qu 'un autre théorème, concernant le nombre des solut ions, d 'un
caractère spécial, de l 'équation

^+j2-}- 3^+ 3^== ̂ ^n + ̂  ^ ^ > ̂

Pour voir combien ces conséquences sont variées, on n'a qu'à lire ce
que L iouv i l l e écrivait dans le troisième Vo lume de la seconde Série de
son J o u r n a l (p. t45-i5o).

( l ) Journal de Crellc, t. ^7.
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Liouvil le a donné encore des théorèmes semblables aux précédents,
mais dans lesquels f igurent des fonct ions à plusieurs var iables . Ces
théorèmes peuven t être dédui ts de quat re manières différentes; 1a qua-
trième méthode reposani sur des considéra t ions algébriques élémen-
taires, je ne donnerai q u ' u n court aperçu des trois autres ,

La théorie des fonct ions e l l i p t i q u e s présente maintes égaillés, où
f i g u r e n t plusieurs indéterminées di f férentes . Une telle égal i té peut être
remplacée par une égalité de deux sommes algébriques; ces sommes
algébriques sont composées de p rodu i t s de fonct ions , qu 'on peut repré-
senler par des séries tr igonométriques, sur lesquelles on fa i t diverses
opérations. (La somme a lgébr ique p e u t , dans quelques cas, se r édu i r e
a un seul te rme, comme aussi l ' u n des membres de l 'égalité en question
peut être zéro.) l'în c o m p a r a n t les coefficients des mômes puissances
de q, on aura une égalité t r igonomét r ique entre plusieurs indétermi-
nées. Celle égalité est parfois composée de termes de nature diverse
et peut alors être divisée en p lus ieurs au t res , quand on y remplace les
indé terminées u^ p, / , . . . par — u, — v>, — / , . . . Si, par exemple , l'é-
galité cont ient des p r o d u i t s de d e u x cosinus et des p rodu i t s de d e u x
sinus , elle pourra être divisée en deux autres : l 'une c o n t i e n d r a seule-
men t les produi ts de cosinus, l ' au t re seulement les produits de sinus.

Toute fonct ion a n a l y t i q u e de plusieurs a rgumen t s peut ê t re repré-
sentée, entre des l imi t e s déterminées pou r chaque argument , par u n e
série t r igonométr ique, pourvu qu 'e l le soit f inie et bien dé te rminée
entre les l imi tes en question. Soient x, y, ^, ... les a r g u m e n t s de la
fonct ion. Supposons q u e celte fonction soit représentée par des

i ., i. . . , il T: x n i ?: vp r o d u i t s de sinus et cosinus, a y a n t pour a rguments ——> -—.•--.,

——y ...; n, n , , /^, , . . sont des nombres entiers qui v a r i e n t d ' un
ll^ • " • . A

ternie de la série à l ' aut re ; ±: A, ±h^±h^, . . . représenteni les
l imi tes entre lesquel les la fonction est égale a la série t r i gonomét r ique .
Nous avons trouvé plus haut une i d e n t i t é t r igonomét r ique (on peu t
parfois en o b t e n i r p lus ieurs analogues) entre diverses indé terminées
u, ( f , i, . . . ; cette i d e n t i t é est composée de p rodu i t s t r igonométr iques
homogènes; a ins i , par exemple, dans tous les termes l ' indéterminée u
entre dans les arguments des cosinus, l ' indéterminée p dans les argu-
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nients dess inas , et ainsi de sui te . Remplaçons ^.successivement par-^

1IÏ, i^, ., ^ par -^ 27^ ̂  . * . , et ainsi de suile : nous aurons une
h îi ' t ^i A i ^i

série de nouve l l e s i den t i t é s , dont nous désignerons l 'ensemble par (A) ,
Dans la série q u i représente la fonc t ion , remplaçons .r, y, z , ... par
des entiers, tels que les arguments des fonc t ions t r igonomét r iques
d e v i e n n e n t i d e n t i q u e s à ceux qui se rencont rent dans les i d e n t i t é s (A).
[On suppose, bien en tendu , que les fonctions t r i gonoméi r iques q u i
f igurent dans la série et celles qui f igurent dans les i d e n t i t é s (A) sont
les mômes) . Cette s u b s t i t u t i o n sera répétée p lus ieurs fois; on o b t i e n d r a
ainsi plusieurs i d e n t i t é s , d o n t rensemble sera désigné par (Bj. M u l t i -
p l ions les deux membres des éga l i t é s ( A ) par les coeiÏicients c o m m u n s
à toutes les égalités (B) et add i t ionnons ; nous aurons une éga l i t é (CY),
composée de séries t r igonométr iques , à l a q u e l l e nous donnerons pour
second membre zéro . M u l t i p l i o n s les deux membres des égalités (B)
par les coefficients c o m m u n s à toutes ies égalités (A) et a d d i t i o n n o n s ;
nous aurons une é g a l i t é (I) ) dont le second membre sera égal à zéro
en vertu de (G). La relat ion (D) cont icnl ; une fonc t ion a r b i t r a i r e ; par
su i t e , elle c o n s t i t u e un théorème de Liouvil le (' l). Les a r g u m e n t s de la
fonction dans ce théorème sont des nombres ent iers , en sor te que le
théorème peut être é tendu a u x fonctions a r i t h m é t i q u e s et à des fonc-
t ions ana ly t iques qui sont i n f i n i e s , ou indéterminées , ou font un saut
pour les a rguments non entiers ou pour les arguments ent iers qu i
n ' en t r en t pas dans l ' i d e n t i t é p r i m i t i v e .

Dans la seconde m é t h o d e de d é d u c t i o n des théorèmes en ques t i on ,
on remploie les formules f o u r n i e s par la théorie des fonc t ions el l ip-
t iques que pour démont re r des théorèmes à u n e v a r i a b l e qui sont des
cas par t icu l ie rs des théorèmes a p lus i eu r s variables. En d é d u i s a n t un
théorème de Liouvi l le à u n e var iable , on obtient une égalité e n t r e des
sommes de s inus ou cos inus ; ces sinus ou cosinus do iven t se dé t ru i re
m u t u e l l e m e n t , car ils c o n t i e n n e n t u n e va r i ab le i n d é t e r m i n é e x. Les

( i ) Dans ce Chapitre, on entend par fJléorcnîeff de Liowille non seulement- les tbôo-
rèmes publiés dans les quatorze arlicles de Liouville, mais en général tous les théorèmes
d'un certain caractère.
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a r g u m e n t s des termes qui se dé t ru isen t doivent être égaux, ou égaux
et de signes contraires. Mais les arguments contiennent la variable .y
m u l t i p l i é e par des fonctions l inéaires de paramèt res qui sat isfont à
certaines équa t ions indé te rminées du second degré Ainsi, nous aurons
des re la t ions l inéa i res entre les diverses so lu t ions d 'une même équa t i on
du second degré ou de deux équations du même degré. Mais les para-
mètres en ques t ion peuvent être liés encore par d 'aut res équa t ions
l inéaires . Ces nouvel les équations l inéaires donneront les a rçuments
des fonct ions t r igonornétr iques à employe r pour m u l t i p l i e r les termes
q u i se dé t ru i sen t . A ins i , nous pouvons déduire des égalités ent re des
sommes de p rodu i t s t r i g o n o m é t r i q u e s ; dans une t e l l e égal i té à la
var iab le ^ s 'ajoutent les variables y, s, / , . . . ; les s o m m a t i o n s s'é-
tendent à toutes les s o l u t i o n s d ' un ce r ta in caractère des é q u a t i o n s
indéterminées q u i ont f i g u r é dans le théorème à une var iable . La
marche de d é d u c t i o n est, à p a r t i r de la , iden t ique à celle que nous
avons i nd iquée en exposant la première méthode . 'Ev ideminenî : , on
peu t var ie r d iversement la seconde méthode . A ins i , dans que lques
cas, on aura des égali tés c o n t e n a n t deux , trois, ... var iab les et l 'on
en d é d u i r a des r e l a t ions c o n t e n a n t u n plus grand nombre de va-
r i ab les .

Dans la t ro i s ième méthode de d é d u c t i o n des théorèmes en quest ion,
on emploie des séries aut res que celles que f o u r n i t la théorie des fonc-
tions e l l i p t i ques ; néanmoins , il y a un l ien é t ro i t entre ce t t e théor ie et
la présente m é t h o d e . D'abord, en effet, les séries que nous avons é tu-
diées j u s q u ' i c i son t des cas par t icul iers des n o u v e l l e s séries. Celles-ci
sont aussi des séries t r igonométr iques et con t i ennen t l ' i ndé te rminée q\
mais les puissances de (/ sont mul t ip l iées par des fonctions t r igonomé-
t r iques a p l u s i e u r s va r iab les (par exemple, les termes peuvent avoir la
forme ç^cosw^cosw^y, ou y et x sont des var iables) . A la i s il y a
plus. Pour t ransformer les séries étudiées dans la théorie des fonct ions
ell ipt iques, on effectue certaines opérations algébriques; les mêmes
opérat ions, à peine modif iées , se représenten t q u a n d , dans les séries
en ques t ion , on i n t r o d u i l , s u i v a n t des lois déterminées, des fonct ions
t r igonomét r iques des nouve l l e s variable?. Toutes ces considérations
générales sont éclaircies dans mon Ouvrage par six exemples (n08 9
à 15). . !



158 ' • P. INAZIMÔW.

Exemple IX. — Des formules connues, qu i donnent
a K , , , . ^ K , ,sinam — (.-r 4- r) ± smam — (A- -— r),
T: " 7T

connaissant les trois fondions e l l i p t i q u e s des a rgumen t s —— et
on déduit f ac i l ement

7T 7:

i lôS^'Â-3 [' a l^ , aK / „ " ^Kr aK.r , ^ K , r——^— gn — ( ,-y + y ) 4-. si) — (,r — y su —— en —— (Jn ——
^ } 7:1 | .7: " ' TT •' . 7T 7: 7:

^ i iGK^r ^•/ \ a K , ; ^K.2- aKr , ^ K y:̂ ———— sn — (.r + r) — su — {x - y) su -—— cri —- (hi.——..
l r^ L" 1 T: '•' r, ~ ^ r. r, T:

l î inpioyons m a i n t e n a n t l 'égalité (5) et celle qu i s'en dédui t en diffé-
r e n t i a n t par rapport à a?; nous t rouvons aisément

11 =S. 00

^ / _; 1 ̂ , \
7 (^' ^^<fsin^u';oS(:^'sin^^vcos^^r

/; ;:;; r.

q ~ ~ ï ^ ^ sinrf ) ' cos^z* s in ^'.z' cos»;/" y::=: ̂  [ (y" i ̂  d" s i n c/j ' c o s ̂ ,̂  s i n ̂ // .z' (; o s ̂ f j'' j •

En comparan t les coefficients des mêmes puissances d e y , nous a u r o n s ,
après une t ransformat ion tou t é l émenta i re ,

1 Y. d" [si n ( d 4- d " ) .r -(- si n ( d - ̂ ) .;r] [si n ( </ 4- d' ) y - si n ( ̂ / - </' ) j ]
( 6 1 ) }

i ^S/^810 ̂ /+ ̂ /)'2' """ sil1 ̂ /'" ̂ )lr^ l-sin ̂ 4"" ̂ }^' + sin(^""" ^^J'I-

Les deux sommations ci-dessus s 'é tendent à toutes les va leurs impaires
et positives de d, à, d ' , §', d" et ̂  qu i vérifient l ' é q u a t i o n

d 5 ^ d ' S l - + • d t f ô " ^ f ï n — l ,

n é t a n t un nombre positif constant ; L'égalité (61) peu t être é t e n d u e ,
par les méthodes décrites plus h a u t , à une fonction q u e l c o n q u e im-
paire F(.r,y) :

^d" [ F {d + d\ d+d1 ) + F (d- d " , d+ d1) - F (/•/ 4- <A // -• rf) - F (d - ̂ , r/- ̂ / j

=^[F(^4~^\^4-^)4-T(^+rf\^-^)-F(r/-^\^4^:f)-^
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L' iden t i t é (62) a été donnée par Liouvi l le ( ' ) dans le dernier des six
articles insérés dans le même Volume de son Journal et qui avaient le
même objet que le présent Chapi t re .

Exemple XI. -— Dans les exemples IX etX, on a employé la première
méthode de d é d u c t i o n ; l 'exemple XI est consacré à la seconde mé-
thode. Prenons la p remière des formules (06) et la formule (55);
posons dans cette dernière/(.z*) === cos^. Si ces deux égalités ont l ieu,
c'est que certaines des fonctions t r igonoméfcr iques qui ent rent dans
ces formules on t des a rgumen t s ou égaux ou égaux et de signes con-
traires. Ains i les formules (56) et (55) nous m o n t r e n t que certaines
s o l u t i o n s des équa t ions

(63) m2-]- cîr] =4/z -+"3,

(64) a// /2-4--^ /o'=:^-4•" r

sont liées par les condit ions

(65 ) | (cl 4" 3) =:= d1 4- a n\ m =: :i: (V — a /^).

Dans l ' équa t ion (G3) remplaçons rn et d par les valeurs tirées de (65);
alors, en ayant égard à (6,4), on voi t que d^ ^ ( Ï , 5\ m et n! sont liées
encore par la relat ion

^ (a _ 0)2 =: (a n1 4- cl! — o')2.

Ainsi cer ta ines solut ions de l 'équat ion (63) sont liées aux solutions
de (6 / i) par les relat ions

( 00 ) d' 4- 2 n'^ | ( d 4- 3 ), ^ — 2 n^ ± m, a n! 4- cV — o^ ± •|r ( d — o ).

Une analyse très facile m o n t r e que ces trois dernières relat ions ne
peuvent subsister que si 4^-^ ^df— û';>o, et que réc ip roquement ,
si l ' inégal i té précédente a l i eu , les solutions des équa t ions (63) et (64)
seront l iées par les re la t ions (66). Si l ' inégal i té précédente n'a pas l i e u ,
les fonct ions t r igonométr iques , qui con t i ennen t d1, o' et n' dans (55)
et (56), doivent se réduire avec d 'autres fonc t ions t r igonométr iques
où d\ ï' et n' ont d'autres valeurs. Une ana lyse très simple mont re ra i t

( 1 ) tournai de Mathématiques purc.v et appliquée,^ ^ série, t. ÎIÏ, p» 335.
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que, en posant
cl' 4 -2 / ^==—^—2 /<>-^

( 67 ) • Ô/ — 2 /^/ == Ô\ — 2 //^,

2 /^ -+- ^/ — Ô7 = 2 /^ 4- <f^ — 0\,

on aura deux solutions d\ S', n' et ^, ^, ^ de l ' é q u a t i o n (64), don-
n a n t , cL^ns (06) et (55), des termes qu i se r é d u i r o n t . On trouvera
fac i lement que les relations (67) ne peuven t avoir l i eu que si
4/^4- 2^ — S ' < o et 4^ -h W, — S\ < o. Les égali tés (66) et (67)
font voi r que chaque terme du premier membre de la première équa-
t ion (56) peut être mul t ip l ié pnr des fonctions tr igoïlométriques des
arguments (5'~ a/?/) y et ( ^ n ' - h d ' — ê / ) z , et chaque t e r m e de son
second membre par les mômes fonct ions tr igonométriques des argu-
ments rny et ^ ( c l — S)^. Mais ces m u l t i p l i c a t e u r s ne do iven t pas chan-
ger de signe quand on change à la fois les signes de y et z. D'après
cela, l ' i d e n t i t é (56) peut être remplacée par ces deux au t res :

a^sin^-h 2/?/).r cos^— ̂ n')y ces (a/?/-}- d'_ rY)^

vi , d -h <3 d — Ô::= JL sln "11"~"~~•" x cos/^zj cos —-"-- .z,
•'ll"a>w" 3 î

?^sin(^+ 2^ ' )^s in ( â '—an^ j s in (s/// +c f— 'î'),:.

V' • rz -+• 8 ' . d — o== ,7Sin —~— x sm m y sin — -1- - -j.AU •^ " a

De ces deux ident i tés on dédu i t le théorème suivant :
fnÉonÈME. — Slf(x,y, z) est une fonction analytùjue ou arithmétique

c/iu reste finie et bien déterminée pour toutes les valeurs de x, y, s (me Von
considère; si, de plus, cette/onction satisfait aux conditions

/(——r,y, 5)==-/(.^y^), /(.y, ̂ y, - ̂ )==/(,^y, ̂ ),

on aurct

0)8). ^7 l(^+a/l/,y~2^,2^+^-âQ==V/^^^ m, ̂ IrJV

Cette ident i té a été donnée par Liouvil le ( i ).

( < ) Journal de Mathématiques pures et appliquées, a6 série, t. VIÏ, p, 42.
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Exemple XII. — Les exemples XII, XIII et XIV et le commencement
de l 'exemple XV de mon Ouvrage sont consacrés à la troisième méthode
<le déduction des théorèmes contenant des fonctions arbitraires. Une
méthode bien connue dans la théorie des fonctions elliptiques est celle
par l aque l le Jacobi déduit la formule (6) de la formule (5); la même
méthode peut être app l iquée à d'autres séries plus compliquées. Dési-
gnons par m un nombre impair et prenons les deux séries trigono"
métriques

/// "=. VtS

(69) A = ̂  {T,n + T-^) sin m x,
m == 1
m == oo

( 70 ) , B = ̂  ( T/,, — T.̂  ) cos m .:r,
m=l

ou l'on a posé
i i

T,,, := ev1 (f m ( ï — e^y1 ̂ m ) • l, T»,/, == G ̂ y1 r/2 m ( i — e--^1 (f1 ) -l.

Notre but est de déterminer A2 4- B2. Il est bien aisé de voir que cette
somme de deux carrés sera composée des trois parties suivantes :

i° La série
W e^^1' ^ ^2rf 2^ .^.^r^z^^ cos ̂ / - ̂  ) j ,

// (f

a° Une série double, qui se dédu i t de la précédente par le change-
ment de iyi en — 2yi;

3° La série double

^ ̂  — a ^qd-^d'
^ ̂  ̂ ,̂..̂ .̂ ^^^ cos ̂ ci 4- ci ) x ;

(S (V

cl et d sont impairs. Déterminons le coefficient de ws^nx dans la sup-
position que n n'est pas nu l ; la partie de ce coefficient qui provient
de la première série peut être écrite ainsi :

2 q^y1 f^ / c^ (f^1 \ _ ïq^e^y1^ q^-1 _ -.
YZr^TrI ̂  ̂  ̂ ^^^^ — ̂ ^^^ =: -^ ̂  ̂  j _„ ̂ îr-i^yi — - •

Ànn. de l ' É c . Normale. 3e Série. Tome V. — MAI 1888. 2 î
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La seconde série donnera pour coefficient de cos2/?.r

2 <7" e-^y1 ̂  (y27'-1 __ „
TTT^" JL T^Z^^e'-̂ ^ """" <

II est aisé de voir que la troisième somme nous donnera

a/î.7"
j — cj^

. M „« N.

Ainsi, si l'on désigne par ^/(j*) le coefficient de eos^nx quand n == o,
on aura

/<=-<»
( 7 1 ) . •A2+B2=2/(J)-^^^^cos^n.r.

Mais on peut écrire A et B d 'une autre manière :

(jïa) • A " = 3 V ( q111 V c o s o y s î î i r / . r \ ,
in'.::: Ï \ • ///=</8 /

^ 1 " 1 " w =; os

/// ï:= S \ ! 1'H := (lu

m ;;-; os

(;3) '̂ ^( '̂"•I;
//•/ =S; 1 \ ///. ,;:: (l?j

B ^^ a 'Y rç^'-'"Y s inc^rcûs^rY
/ / /==1 \ w^:r/o /

En ca l cu lan t A 2 -^-B 2 au tBoyen des formules ( '72) e l . ( "73) , on verra
que A2 -^ B2 est symétrique par rappor t à x ely; ainsi la f o n c l i n n f { r )
doit être égale a la somme qui la suit dans ( '7r) , si dans cetle soirime
on fait .r==j. Nous aurons donc F iden t i té

^ y^ [cos(^—^)^ cosCô^â^j— cos(^+ <-f)A•cos(ô /~o' /)r ] |

(74)
— ^^^

= .̂  -—/;^ ( cos 2 ̂ y — ces ̂ nx) ;"" ' — v
/î1;^:!

la sommation indiquée au premier membre s'étend à toutes les va-
leurs impaires et positives de û?, c^ d^ ^> qui vérifient l 'équation

2n=:df6f-+•€l'fy.

En posant /z ^= ^m, a étant égal à l 'un des nombres o, î , 2 , 3 , . . . ,
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et désignant par /(^.y) une fonct ion qui satisfait aux conditions
/(- ̂ ,y) -==/(.y, -y) ==/(- x, -j) =/(^j),

on dédui t faci lement de (74) l ' identité suivante

i 2^(^""^ôr+ oy) -/(^+ ̂  ̂  "- à')]
(7-^

^ ̂ 2 ̂ ^ 9a4"1 fo -/(l->-a4-l ̂  o)];

</, rf\ d 1 ' , ô, o', o" sont des solutions impaires positives des équations
m == Jrî, ! î>/^+-i m := ̂ / ô/ -h rf rî".

Ceî le i d e n t i t é (75} a fait l 'objet de deux articles de Liouvi l le " ( ï l ) .
Exemple XÎ.ÎI. — En désignant par m un nombre impa i r quelconque,

prenons deux nouvel les séries
/// := »S f/j ::̂  ffQ

(^6) C •=: a Jjj^/' cos/^.r cosw^y =•: 'V r/"/// cosw..r(^w^/-(- e-^.^').
m = î //,( ;1:^ i

/».-•=«? . • /n.-.-.oo

(77) I) :::: a / T ^ sin/n,r sia/ny == "V ^/^^ snim.'r^"^'—é'-71^'').
/// =ï 1 W=-.l

Par des ca lculs semblables à ceux de l 'exemple précédent, on t rouve

(78) A C — BD =i/^^(y)^(^)Â-siûam2^.

En util isant les formules (10) et (2), on dédui t de (78)
^=60 .-. ^ _ ^ ...

( 79) AC - BI) = V /4"4 V sin f'^4^') ̂  cos a ̂ y , 4.^ -+" 3 = 4 ̂ 2 + cIS.
"^ L ^^ \ 2 /
^•=0

Mais, d'autre part. on trouve

i ff^^r ^ --j

,^ . J A C — B D = = 2 ^ , ç 4 ̂  sia(^+" m)^ cos (<3—w)y ,
j ^-=0

I, ^ 4^~i- 3==.W2•4-2ftô.

( 1 ) Journctl de Mathématiques pures et appllquêefî, ̂  série, t. ÏJÏ; premier et second
article.
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Des formules (79) et (80) on dédu i t Pidenti té

(81) ^(^+m,o^m)=^/(^^/^^

dans laquelle
/(-^y)=~/(^j). /(o,7)=o, f(x, -j)^/(.r, y).

CHAPITRE IV,
SUR UNE FORMULE DE LEJEUJNE-DIRICHLET.

L'expression ax2 -4- ^6^;y 4- cy2, dans laque l le a, &, c, ,r et y sont
des entiers complexes, les trois premiers constants, les deux derniers
indéterminés , est ce que nous appellerons par abréviation une forme;
son nom véritable est forme quadratique binaire à coefficients com-
plexes. La quanti té D === 62 — ac se nomme le déterminant de la forme
ax^+bxy-^-cy^. Nous supposerons, dans ce Chapitre, que D n'est
pas un carré parfait. Quand les coefficients a, ^b et c n 'admettent
aucun diviseur commun, la forme se nomme proprement primitive.
Si a, 2b et c ont pour diviseurs communs soit i + i, soit .2, la forme
est nommée improprement primitive. Deux formes, dont l'une peut se
déduire de l'autre par une substitution linéaire

x = a^-4- (3y, y = y^+ Qf,

dont les coefficients a, fJ, y, S sont des entiers complexes tels que
ac? -"- py == i , sont dites équivalentes; dans le cas contraire, elles sont
dites non équivalentes : reforme réduite est une forme pour laque l le

2 N ( 6 ) $ N ( a ) ^ N ( c ) .

Le symbole ' N ( a ) s'énonce norme a; la norme est le produit de
l'entier a par son conjugué. Deux formes appart iennent a une même
classe si elles sont équivalentes; dans le cas contraire elles appar-
t iennent a des classes différentes. Si dans chaque classe on distingue
une forme avec le déterminant D, et seulement une, on obtient un
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système de formes avec le déterminant D. Un tel système peut être
entièrement composé de formes réduites.

Passons au théorème de Lejeune-DiricbIet. On sait que toutes les
solutions de l'équation t2 — Du2 = i sont données par la formule

£-+- avT^^T+lJ^D)^

dans laquelle T et U sont des solutions fondamentales de l 'équation
précédente et n est un entier qui varie entre —ce et -h co. Pour
abréger, nous poserons

(82) a==N(T+U/Ï ) ) .

Désignons par H le nombre des classes de formes proprement pri-
mitives, qui ont pour déterminant D. Soit

(83) D==xQV^

où yQ ne contient pas de diviseurs carrés. Q est le p r o d u i t de
nombres primitifs de deux sortes : i° des nombres réels d e l à forme
±:(4^4-3), (n^o) ; 2° des nombres primitifs complexes m+ni,
où m est impair et n pair. Q peut être égal à ± i, pourvu que y ne
soit pas égal à i. Quant à y^ c'est une des quatre quanti tés suivantes :
i, î, ï 4- ï, i(î + i).

Par le caractère ^ nous représentons le symbole d^Eisenstein;

[^"p
c'est-à-dire que j est égal à o, ou à 4-ï, ou à — ï , Si b est un

nombre primitif, €- est nul quand a est divisible par &; \a. \ est

[ —» ^
égal à 4- ï quand a est un résidu quadratique pour le module b\ ^ \
est égal à — r quand a est non résidu quadratique. Si b == V b" h ' " . . . ,
on a

r ^ i ^ r a ] r^i r a }IjJ^L^J L^J L ^ J " '
Désignons par X un entier positif ou négatif de la forme 4 N + ï et

par v un entier pair. Lejeune-Dirichlet, à la fin du Mémoire, inter-
rompu par sa mor t^ Recherches sur les formes quadratiques à coefficients
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et à indéterminées complexes ( f ), donne la formule suivante :

8N(A/D)yr y.Q 12 ____
v - 4 / 7T lOgO- Al 1 ). + VJ (P -+- V2 ̂ P '

À,V '~

Quand Q n'est pas égal à ±i , cette relat ion est susceptible d'une
autre forme. On peut supposer que ^ + vi et Q sont composés de
mul t ip l i ca teu r s congrus à ± j , su ivan t le module 2 -h 21; alors on a

2 r^^'i2^N(01))^ H-8M^y^-z_12^^±-yn2_-^_.
{ •' "'" TT 1 Og a- Zri [ À -4- ̂ J L Q ' 1 (p •+' vî ) ̂ +"p

7,, v
'̂ "j L Q" J rA2-^^^14"^

Dans les formules (84) et (85), p est un nombre in f in imen t pet i t . La
sommation i n d i q u é e s'éîend à tous les entiers À et v compris entre — 30
et -î- a), pour lesquels "X -i- v?es t un nombre premier par rapport à D.
La sommation doi t êîre effectuée avan t de faire p = = o ; si on veut,
l ' e f ïec tuer après qu'on a fai t p === o, on doit suivre un ordre de somma-
t ion convenable.

Pour f ac i l i t e r le problème, on peut s'en t en i r au cas où V = i. Par
une analyse toute semblable à celle que Lejeune-Dirichlet emploie
dans ses Vorlesungen. ûber Zahlentheorie ( 2 ), on trouve la fo rmule sui-
v a n t e :

(86) H l̂̂ l̂ n^ .-^Wil^^^^h 11 L r J N ( /") ^ " log'N (T + ir /i)7;)

Les symboles H\ l'y, T' et IT ont les mêmes signif icat ions p o u r le
dé terminant D^^Q queHJVf et U pour le déterminant I) ==/^QV2 ;
les r sont les nombres primitifs qui ent rent comme diviseurs dans V,
mais non pas dan s D'. Ainsi dans ce qui suit on supposera toujours
D=xQ- , , .. : , : / , , ,

Si dans la formule (85) on fait
Q = L ( A 4 " I B ^ ) , P=A.2•+•B^

L, A et B étant des nombres réels, et si l 'on utilise certains théorèmes
donnés par Lejeune-Dirichlet dans le même Mémoire que la for-

( 1 ) Journal de Crelte, t. 24.
(2) Deuxième édition, n° 130.
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m u l e (84)? on peu t écrire (85) de la manière su ivante :

_ . ,,. SN^Î)), . ( ^ r 7 ^ 2 / ^ - + - ^ ^ / ' A 7 . " - h B ^ \ î • i
^ ^^-d^iTj^L^^ (-L-) (-p—)(p^^p-

• , . \ À, V „ , , , '

On aur< i donc, dans ce qui suit, affaire seulement aux symboles de
Legendrc, car —^/-—. a l 'une des valeurs

l^^^^ <ht̂ l l̂ ^ .̂.̂ î pil
I , (--i)4 , (~I.) ^ , ( — — 1 ) ' . 8

su ivan t que y^ est égal à i , ^ i "4- i ou à i(i + i). Pour le second sym-
bole de Legendre, qui figure dans (87), on connaî t (r) une fo rmule
par laque l le les nombres quelconques AÀ "+• Bv dans les symboles de
Legendre p e u v e n t cire remplacés par des nombres pris d 'un système
défini de résidus par rappor t au module P. Q u a n t au premier symbo le
de Legendre dans (87), on pourra utiliser la formule

où a, h, c, k et / s o n t des ent iers que l conques , tels que ac — Ir soit
premier par rappor t a p ^ p est un nombre impa i r posit if , sans d iv iseurs
carrés. J'ai donné a i l l eu r s (2) la d é m o n s t r a t i o n de cette fo rmule (SS ) ;
aussi J 'omets ici cette analyse, qui r endra i t cet a r t ic le trop long.

Faisons p == ±: L, en remarquant que ±: L doit être toujours pos i t i f ;
soient aussi a == i , b = o, c = j ; on peut alors donne r à la r e l a t i on (88 )
l ' une des formes su ivan tes

- P + ̂  \ i ^^ ^2 ̂  r2 \ 2^^^^.^j ̂  ̂  ̂  ̂  ̂ _^- ̂  -
,r, y .;= o

, r .y.=:fcL—l
1 ^ ^> fx^ + j2 \ ', , "î ( ̂  -y — AJ ) 7:

'»•" < =3n: 22; cos-L ^ ̂  \ L ; L
y, y .= 0

.r^j^sfcL--1!
I, w^ ̂ , / ...y 2 .̂» y 2 \ ^ ̂  ̂ . ̂  ^ )^ y ̂ .

±L 11 (—^——^os-^-cos-j——
.t:-.y=<)

(,1)'DIKICHLET, Vorlemn^en, deuxièmô édition, n0 116.
C2) BalleUn. des Sciences mcdJiématiqueSj ï885., ,
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On remarquera que nous suivons toujours la notation de Lejeune-
Dirichlet : par le symbole ( - Y nous représentons toujours l'une des
trois quantités o, +i, — i ; au troisième symbole (87), nous donnerons
aussi une au f re forme, un peu artificielle :

[ ~I a !" ^/t-^-l-)-an);P<^c^' ^h+i+ïn)^i~\

(()0) ih^.ni}-^^^ \ +e" " ^

h et n sont des entiers positifs, négatifs ou nuls; les valeurs de 0 et ç»
dépendent de celles de 5^ : si y est égal à i, 0 == o et ç == o; si y = i,
0 == i et ç ==o; si )< === i -+- i, 0 === o et ç == î; si y^=== i(i + ï), 0 ==i et
y = = i .

En remplaçant les trois symboles qui figurent dans la relation (87)
par les expressions (89), (90) et par celle que nous avons empruntée
à l'Ouvrage de Dirichlet, on peut donner à cette relation la forme
suivante :
(q r ) -H-= 4N^) j^V^V ^^l^Wl^
J / ' " ^ log cr p=o ̂  ̂  [( P" -+- ïy •^"/ï2 ) l14-? '

ft, »=;— ao

F(h,n}='^^1^ '(•'y) (~\e^-^-^',
.v, y==0 5=s:I

T-» î ^ aA-; ,, i . 4 y /iBsR=^+^+^~, s=^+e+f^^ .

La fonction F^(À, n) se déduit de F(À, /?<) en remplaçant ç par — 9.
F(A, n) et F^(À, ^) doivent être un peu modifiées dans quelques cas

-sssP-î

particuliers : si P == r , on ne doit pas écrire les symboles V et ("Y
a", y==±: L--1

si L=±: i , on ne doit pias écrire ^^ et ^ï'^^y pour plus de
.y, y=s0

clarté, on doit remarquer, à l'égard de x et y, que ces nombres doivent
varier entre o et ±: L — i, de telle manière que ^-(-y2 varie entre 2
et a ( ± : L — i ) 2 .

Avant de donner à (91) la forme définitive, nous devons chercher le
moyen de nous débarrasser de p avant la sommation. Pour cela, nous
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analyserons la série doublement infinie

(9 2 ) 2 2 [mÏ ̂  )-• "2 2 a-' " '
W /ï /» rt

ou^ est un nombre positif quelconque, m et n sont des nombres posit ifs
entiers, qui v a r i e n t entre i etco; les valeurs absolues des coefficients
oc^ n sont toutes plus petites qu'un nombre dé t e rminée . Distr ibuons
les a,n n dans une Table de telle manière que tous les a^n qui ont le
même indice m composent une ligne et que tous les a^,n clui on!- Ie

même indice n composent une colonne. Briot et Bouquet, dans leur
Théorie des/onctions elliptiques, démontrent ce théorème : Une série
infinie à double entrée, dont tous les termes sont positif s, donne une somme
finie, de quelque manière qu on fasse la sommation, si par une sommation
spéciale on a trowé une valeur finie. Supposons s > î et r emplaçons
tous les oc^n psœ G. Sommons tous les termes pour lesquels m ne sur-
passe pas / — i et qui appar t iennent à la colonne pour l aque l l e n r== /;
ajoutons à cette somme tous les termes pour lesquels n ne surpasse
p a s / e t qui appar t i ennent à la l igne pour laquel le m =/. La somme en
question sera p lus pet i te que aC/^^. Faisons m a i n t e n a n t varier / de î
jusqu'à oo; nous aurons

^Sf^-^^i;2^"il
: (/̂ a"..̂ . T^p

Comme ï — ^s est moindre que î , la dernière somme donne un résul ta t
f i n i . Ainsi nous avons démontré que, dans le cas de s^> ï , la série ((p)
donnera tou jours un résul ta t fini, de quelque manière qu'on l 'évalue.

JL/analyse précédente ne peut pas être employée dans le cas de s== i ;
on devra dans ce cas sommer dans un ordre déf ini . Prenons la somme
simplement inf inie

(93) A^———-——.(/r^-hn2)"'

Supposons que la valeur absolue de

n=p

(94) ^^^=(3/>
' nss.1 . ' .

Ânn. de VÉc. Normale. 3' Série. Tome V. — MAI 1888. s'a
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soit toujours plus petite quune valeur déterminée B. On démontrera faci-
lement que la série

/' == °° /) ===ao

(95) S^H^ ^?-̂ F - ̂ -^^•^^
^=:1 / î= l

a la même l im i t e que (93). Par des cons idéra t ions toutes semblables
à celles que D i r i c h i c t emplo i e pour un cas analogue dans le § 101 de
ses Vorlesungeii, on prouve que la somme (98) a pour l i m i t e une fonc-
t ion con t inue de s; on do i t a d d i t i o n n e r dans un ordre tel, q u e le terme
pour l eque l / ? est le p lus grand s ' add i t ionne après tous les termes p o u r
lesque ls /^ est p lus pet i t . La va leur absolue de la l i r n i l e de (90), a insi
que de (93), sera t ou jou r s p lus petite que îi(m2+ ly^'Ïimr25.

Considérons m a i n t e n a n t la série inf in ie

( 96 ) Ai + As -h As + . . . -1- A/, -4- . . . = ̂  ̂ '13 -r- Ag -r. . . -r- A/, -r . . . — /_, ^ p '
p^i

La va leur absolue de cette série sera p lus pet i te que BV/r"^. Celte
dernière série sera convergente quand s > {•; pour cette raison, la série
à double en t rée (92) a u n e l imi te f inie q u a n d on la somme dans l 'ordre
i n d i q u é plus hau t , si s est supérieur à ^ et si la c o n d i t i o n (94) ̂
remplie .

Supposons donc que la condi t ion (94) soit remplie et qu 'on a i t
. y>%^>^ . Div i sons (96) en deux part ies : la première c o n t e n a n t les
2e— i premiers termes et la seconde con tenan t tous les aut res termes.
Comme les séries A,), Ag, A;p ... sont des fon-ctions con t inues de ,$\ le
premier membre de (96) sera aussi une fonction c o n t i n u e de s. La
valeur absolue du second membre de (96) est moindre que

(97)
^^^+^^^c^^^.^}<i^^+^^^^[i

o-T^ÏÏ ! L

= ^ — — î ^ a - ^ E ;
I — 2-^ î

E est un nombre positif, i n d é p e n d a n t de c, c'est-à-dire du nombre des
termes qui composen t le premier membre de (96); T est égal a sH — i
et supposé posi t i f . Il est évident qu'on peut t o u j o u r s prendre c telle-
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ment grand que a^^E soit p lus peti t que toute la q u a n î i t é donnée.
Faisons varier s et supposons que la série (96) fasse un saut don t la
valeur absolue est p<; ce saut ne peut êire fai t que par le second membre
de (96). Mais^(x<^ ^.""^lî, car la valeur absolue de ce second membre
est toujours moindre que (97). D'autre pa r t , on a expl iqué qu 'on peut
toujours f a i r e ^r^E p lu s pet i t que ^[M^ ainsi la série (96) doi t avo i r
pour l im i t e u n e fonct ion c o n l i n u e de s.

Nous avons d é m o n t r é que (92) a tou jours une même l imi te finie
quand .?;> i; donc, quand ^<0^1!, si l'on somme dans l 'ordre i n d i q u é
et si la cond i t i on (94) <-^t rempl ie , la sommat ion de (9^) donnera une
l imi te f inie , q u i sera la même fonction c o n t i n u e de s que dans le cas
de s >> i . Pour le cas spécial de s == r , il est aisé de démontrer qu'on
peut sommer les termes de (q3), aussi bien que les termes de (96),
dans un ordre a rb i t r a i r e .

On pour ra i t aussi sommer (92) a ins i qu ' i l su i t : 1° sommer par co-
lonnes, 2° réuni r les ' résultats obtenus par la s o m m a t i o n clés-colonnes.
Appl iquons l 'analyse précédente à la somme algébr ique su ivan te :

h ;:-."; -h ô& tl -=: 4" »
^ ^ ^ tt h 4-1 ) B TC l •+• //. S 71 i

W ^•"î 2- 1 ̂ ^^.^^

li :=:: •— oo n = -" »

Dans celle somme, li et S représentent les mêmes fonctions que
dans (91); seu lement cp peu t avoi r l 'une des trois valeurs o, 4-1 et
— i. On peut supposer L positif sans nu i re à la généralité. Si l'on sup-
pose que P n'est pas égal à i, on démont re ra fac i lement que

n^na-i-hV /i—l

'V ^/t+î)ï{'Ki^nS7ti~^ ^

car cette somme contiendra 4L f^ is ^l somme de toutes les racines de
l'équation ^ === » » On déinonirera facilement, par les mêmes considé-
rat ions, que là relation (94) aura lieu dans tous les cas possibles,
excepté celai où P = i f , ^ = i e t où y est n u l ou divisible par L. Dans
le dernier cas, ou devra sommer par colonnes, tandis que dans tous les
autres cas nous sommerons par lignes,
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Cherchons m a i n t e n a n t , les moyens de sommer (q8) dans l 'ordre in-
diqué. Comme dans (98) à chaque valeur positive de n on peut foire
correspondre une valeur égale el de signe contraire, on remplacera
(>n^1 par cosnSiT. Comme, en dé te rminan t H, on ne peut admet t re de
valeur? imaginaires , on n'a qu'à examiner la somme double

/;-=;-+-«; «=:-)-!»

/ \ \t i n\ Y1 V COS(4.A 4- ï)R'7T /-,(99) M(^7^,o^)== ^ ^ ^^^^.^COS^STT.
AS: — 00 /? S= — 00

Représentons par ^ un nombre positif mo indre que 4PL ou n u l , et
posons

[ RTT = '/î, 2 PLS ss // ( mod. 4 PL),
(100) . uv. . . ,

( ^^2PL (7r^>-7^)•

On conna î t la formule

don î f!!±ll̂  — L _ 2 cosi . ^cosaÇ î cos3^v ••• / a ^^—^^'""a2 a^hi^'a^T^^a2^^^ ( 7 r ^ Ç r : — 7 T ) .

Faisant a •= r — ^ dans celte relat ion, on pourra mettre (99) sous la
forme su ivan te

/•==» /r--.1^ .„^^l,\ç

M(^, ., y, 9) = ̂  V 0--——+-e-—— -̂ ̂ ^-l)^.
Ari /,.., 1 TC „ //.__! \ ^ a ,. ̂  , ^
/•=i e ' - 2/ —. e "• 2/

ce qa'on peut encore écrire

(109.) M^^^^^^âTC^^l^ ^^[sm(2r~i)a+sin(2r-r)(3],
r==l , 1

en posant

( ïô3) <7=^, a^yi+i^+iTT, (3=71-}^+i7T.

Briot et Bouquet , dans leur Théorie des fonctions elliptiques, démon-
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t rent que notre fo rmule (5) est vraie pour toute va l eu r de x don t la
partie imaginaire est comprise entre "+- —^ et — —1~ l ' Si donc dans

cette formule (5) nous remplaçons oc par - —;r, si nous in tégrons .
ensu i te entre les l imites o et .̂ , en r emarquan t que

, . ^x,.,., ,.. „,. , i -+• k sm am ——ssK./c alvA' . ^}Lx r ci , TT—— cosam ——: A a m —— •== - -7- log .,..^-.--~-..—..-—^^^^
7T 7T 7T 2 OA1 , . 2.K.'ri — A' s in a m ——

nous aurons
3K.r\s m a m ~

(io4) M(^,.y, ^, 9 , 9 ) .= ^ logN -^^ ,
4 v /i, . ^R.r\ i — i / -- s m a m •

7T

OU

K^f1-——-^^j , ^-'^w-w
La formule (io4) sera vraie dans le cas où l'on a TC ^> ^ > — n:; le cas
où ^==='n; n'est pas encore résolu. Mais ^ ne peut être égal à r. que
quand P = i, ^ == r et y est divisible par L. .En e m p l o y a n t des formules
qu'on peut t rouver dans un Ouvrage de M. Durege (1) , on dédu i t
de (tû4) 1^ relation suivante

( . a 'Ky , a K y vA am -—'- "l- ^ cos am -1'-^L \
(io5) M(^y,^9/J)+M(^j,^-^,@)==^logN ———^1-.———-———„ ;

A am •r—L — ^ cos am r—/ /
n 1 T:

dans cette formule ^ = = T , -4^? -7=L==> •••"T-rL :̂? quand y = = ï , ^ '.r-h <,
\/9. \/î 4- ^ V 1 -— ^

^(i 4- /') et

(ro6) y = îlt̂ î  4- ̂ .Arr.l̂ ^ -= î̂ î -î il + JiiZL..

f 1 ) Théorie derelliptifchen Funûtumen, a^ édition, p. 1,4, aSetay .
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J 'omets, pour ne pas t rop allonger cet article, les calculs par lesquels
on trouve M(a?, o, o, o, o), c'est-à-dire par lesquels on analyse le cas
ou P = i , y == i e t j=o. Les formules qu i sont nécessaires dans ces

.calculs se t rouvent dans le même Ouvrage de M. Durëge. Le résultat
f inal est que la formule (ro5) se vérifie aussi pour ce cas par t icul ier .
En comparant maintenant les formules (91) et (io5), on trouve facile^
ment

/ /. aK-y aKv''<-' "=^2 m (^^••"^"•"^TC
^\ L / \P/ l A aKy , y - K y•*-.y,° \ A a m — — ' — ^ c o s a m - — 7

\ TC • -jt _

Si P = = r , on doit dans cette formule prendre (p) égal à i et ne pas som-

mer par rapport à z; si L=i , on fera^î^^) égal à i et l'on ne som-
mera pas par rapport à x et àj. Pour le cas où P = i et L = i , on a la
formule

('08) H ^ ^ l o g N f ^ V
2 logo- & \l~^J

Dans la formule (107), on doit faire variera et y depuis o jusqu'à
L - i: et z de i jusqu'à P - s , en ayant égard à ce que a;2 -(-y2 ne neut
pas être nul.

On peut mettre la relat ion (1:08) sous une forme plus simple, au
moyen des deux transformations qu i suivent. En posant

La- i - (A4-B( ) (a '—vt ) sc ( - i - (3 / (mod. LA 4-LB(),

on trouvera

(109) .,-- 2(a-+-(3Q-n:y-LiTTBT)''

( .10) f^zîV^-f «+^ -i2
\ L AP/LLA+LI^J

Ensuite on peut remplacer le module yÇ par le module imaginaire /.
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En employa n i la no ta t ion

T- /I /ll ^T- A r 1 ^K. i / - = i -—===. == co,y. / .̂.̂K. i / - = l -—===. == co,y. / ^^y.
on trouve

/ , / 4(oc+PQ^\
• „ N ^ ^ r ^ ^ T i ./^^^^TA^LBTV

( I I Ï) ^-^ SlîATLBTj ̂ N 7 ^ ^a+p< ^ i - ^cosam L4^.L|^-/

nous d i s t i nguons p a r l e signe' les fonctions e l l ip t iques spéciales qui
ont pour module i. On doit étendre la sommation ( n i ) à toutes les
valeurs de a d- (3?, qui cons t i tuen t un système complet de résidus pîir
r-apport au modu le LA •+- LBî. En posant

a + (3 i ̂  ( i 4" 0 (y 4- oQ ( ÛIO(.L LA. + LB Q,

on trouvera par des ca lcu ls très faciles cette n o u v e l l e expression de H :

r ,.+./; 1 s ; N ( 7 ) ^ r y"4-^ l'i ^^I^^+^(II~•0^2-S41)'
(r1^ HJÀ^^^^^ 11^ logN^.^^^,^^^iloiï^iLr^^^^^^^^^ lub-|_,^^._^(^^2„„^,)

Y 4- 3<

, , 9,(î + 0 (y 4- oi)w^s.n-am..-.^^^^^^^^^

11 f a u t remarquer les formes très simples q u e la f o r m u l e ( t 12) prend
dans le cas où y == r ; on a alors

ï-4"^' I2 ï Vt F a+0^ ' I3 . " r — ^ 1
c 1 3 ) H- ..Li-̂ J .^^ogïl.|.L^-^--LB<•JlogNJ-(T^I2)J

a+P^ 1

Quand ^=: i et N(LA + LB^ESI: (mod . 8), on pourra écrire la for-
m u l e (r,r3) ainsi :

i r i •+• i i2 ̂  r y' -i" (3 ̂  1 2 1 'M < / 2 (l "+-<'"') (a +13 f) Gl

^ •"-^ro^L^1^^

Quand 7^= .r et N(LA4- LBï ) s5 (mod . 8), on aura

y r j 4-/ "p y, r a " h 0 < '1\ xr /s 2(i4-<)(a+(30^
(u5) "--ïo^lrA-^J iLlAd^J^^^-LA+LI^ •

a 4- ? < ,
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Dans le reste du Chapi t re (le sixième de l'Ouvrage), su ivan t l 'exemple
donné parLejeune-Dir ichle t dans ses Vorlesungen et clans les Tomes 19
et 21 du Journal de Crelle, je démontre que H, qui est donné par les
formules transcendantes (112), (114) et (n5), doit nécessairement
être u n entier réel, et je fais connaître quelques propriétés de ce nombre.


