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DE LA

THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES

A LA

THEORIE DES NOMBRES

(SUITE ET FIN),

Par M. Pirre NAZIMOW,

DOCTEUR ES8 SCIENCGES MATIH&MATIQUES PURES.

CIHAPITRE IIL

LES THEOREMES GENERAUX CONCERNANT LES FONCTIONS ARBITRAIRES.

Dans quatorze articles, imprimés dans les premiers Volumes du
Journal de Mathématiques pures et appliquées (2 série ), Liouville donna
des théoremes concernant les fonctions arbitraires. Ce sont des iden-
tités entre sommes qui contiennent des fonctions arbitraires & argu-
ments variables; ces arguments sont des fonctions linéaires, contenant
les solutions entitres de certaines équations indéterminées du second
degré. Des 1862, M. Hermile a indiqué (') une méthode pour obteniv
des théoremes de cette nature, ol interviennent des fonctions & un
argument.

La plupart des fonctions qu’on étudie dans la théorie des fonetions
elliptiques peuvent étre représentées par des séries (rigonométriques,
soit immédialement, soit comme fonction des autres fonctions; de Ia

(1) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2¢ série, t. VII. -
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résultent des relations ol entrent seulement des séries trigonométri-
ques, sur lesquelles on fait diverses opérations. On égale les coefficients
des puissances de ¢ dans ces identités; d’otn autant d’égalités distinctes
les unes des autres. Ainsi nous trouvons des théoremes concernant des
fonctions trigonométriques; dans ces théoremes figurent des sommes
qui s’étendent & toutes les solutions entiéres ayant un caractere défini
de certaines équations indéterminées.

La plupart des fonctions analytiques peuvent étre représentées entre
certaines limites par des séries trigonométriques. En remplacant, dans
I'identité trigonométrique dont il vient d’étre question, la variable par
des valeurs déterminées convenables et en sommant, nous pouvons
étendre le théoreme établi pour les fonctions trigonométriques a toutes
les fonctions représentables dans des conditions convenables par des
séries convergentes contenant la fonction trigonométrique pour laquelle
le théoreme est démontré; mais, dans les théoremes de cette sorte, les
arguments des fonctions sont toujours des nombres entiers. D’autre
part, toute fonction analytique ou arithmétique, finie et déterminée
pour les arguments entiers qui figurent dans le théoreme, pecut étre
remplacée par une autre fonction qui lui soit égale pour toutes les
valeurs considérées de I’argument. Pour cette raison, les théoremes qui
nous occupent peuvent éire étendus aussi aux fonctions arithmétiques
d’un caractere convenable et 3 des fonctions analytiques qu’on ne peut
pas représenter dans les limites exigées par des séries trigonométri-
ques. Les seules conditions pour que le théoreme s’applique & une
fonction sont les suivantes : 1° la fonction doit étre finie et délerminée
pour les arguments qui figurent dans le théoreme; 2°la fonction doit
satisfaire & quelques conditions qui résultent de ce que le théoreme
n’est pag vrai pour toutes les fonctions trigonométriques. (Si, par
exemple, le théoreme est démontré seulement pour les cosinus et non
pour les sinus, la fonction doit étre paire.)

Toutes ces considérations générales deviendront plus claires quand
nous les appliquerons a des exemples particuliers.

Exemple I. — De I'égalité (5) on déduit facilement

n=ow

Ly K S
sin*am 2—-71_42 = 82 { g"2[cos(d —d")x — cos(d' +d") ] {

n=1

4K A2

i

(47)
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La somme qui multiplie ¢” doit étre étendue & toutes les solutions
impaires et positives de I’équation & quatre inconnues d'8' + d”9" = an.

En comparant les coefficients des mémes puissances de g dans les
séries (47) et (6), on trouvera I'identité

(48) 22712 d[1— cos2%dz] = Z[cos(d'— d")x — cos(d'+ d') z].

En supposant que U'entier n de I'équation d'¢’ 4+ d’8” = 2n soit égal
a 2°~'m, m étant un nombre impair, on devra étendre la sommation
du premier membre & toutes les solutions de I"équation d8 = m.

Soit f(y) une fonction paire, qui reste finie et déterminée entre — /4
et + A; on a entre ces limites

(49) F(y)=%Ao+ Ascos 'Z-ZE -+ A, cos 3{—7} .. .+A, cos T

y A aRRE

en posant

-l
! \ Y
A""wﬁf,,, S () cos —=dy.

Dans le développement (49), faisons y égal a o, 2d, d'—d" et d'+ d”;

RTI \ . a3 mm . .
dans U'égalité (48), faisons x = ;—Z; 7:3, 7?; s+y =5 -+ Puis multi-

. . ., . ™
plions par A, les deux membres de 'identité obtenue en faisant x = 7

. .y . 2
dans (48); par A, I'identité obtenue en faisant x = 7:5; ev5 par A,

. ., . T s .. ,
'identité obtenue en faisant xz = -'{;&—- Si I’on additionne tous ces résul-

tats en ayant égard aux formules (49), on aura évidemment
(50) S[f(d—d"y — f(d -+ d")| = 2*1Zd[ f(o) — [(2%d)].

Supposons maintenant que /() soit une fonction paire, analytique
ou arithmétique, qui reste finie et déterminée pour chacune des quatre
valeurs &' — d”, d’ + d’, o et 2d quientrent dans la relation (50). Dans
ce cas, on peut toujours trouver une fonction analytique f;(y) qui
sera égale 3 /(y) pour ces quatre valeurs de 'argument et qui pourra
étre représentée entre les limites — 4 et + A par une série de cosinus;
on peut choisir % plus grand que les quatre arguments précédents. Alors
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Iidentité (50) a lieu pour f,(y) et, par conséquent aussi, pour /().
Le théoreme qu’elle exprime a été donné par Liouville (*).

Les théoremes semblables & celui-la présentent des caracteres diffé-
rents; leur caractere dépend essentiellement de celui des séries d’our ils
dérivent. Si 1'on considere les séries que nous avons affectées des
n° r & 11, on les groupera naturellement en trois groupes. Au pre-
mier groupe appartiennent les séries qui représentent les fonctions de
Jacobi; dans ces séries, les arguments des fonctions trigonométriques
croissent suivant une progression arithmétique simple, tandis que les
~ exposants du module ¢ croissent suivant une progression arithmétique
du second degré. Au second groupe appartiennent les séries qui repré-
sentent les fonctions elliptiques et les logarithmes des fonctions de Ja-
cobi; ici, chaque puissance de ¢ est multipliée par une somme de fone-
tions trigonométriques, et 'indéterminée, qui entre dans les arguments
de ces fonctions trigonométriques, est multipliée par divers diviseurs
d’un nombre proportionnel & exposant de la puissance de ¢. Telles sont

1

lessommes X sindx, Edcos2dw, X (— r)f‘(dm”coszlx, Y ¢ cosdx, ..., oud
représente un diviseur d’'un nombre déterminé n et ¢ le diviseur com-
plémentaire. Enfin, les séries de M. Hermite (troisitme groupe) res-
semblent aux séries du deuxiéme groupe, en ce que les coefficients des
diverses puissances de ¢ sonl des sommes étendues a tous les diviseurs
d’un nombre n proportionnel 4 'exposant de ¢; mais ici les arguments
des fonctions trigonométriques contiennent, comme multiplicateurs,
les sommes de deux diviseurs complémentaires du nombre n; telles

sont les sommes Y, sin d—:ﬁw, Esin(d + ¢)x, X cos(d + 0)x, ....
Conformément aux divers caracteres des séries d’ol ils procedent, les
théoremes arithmétiques doivent se distinguer et se distinguent : 1° par
la forme des équations qui régissent les sommations a faire; 2° par la
forme des arguments des fonctions arbitraires. Si, par exemple, au
cours d'une démonstration, on multiplie une série représentant une
fonction de Jacobi par une série qui représente une fonction elliptique,
"dans I’énoncé du théortme figurera une somme de fonctions arbi-

(1) Journal de Mathematiques pures et appliquées, 2¢ série, t. 1.
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traires ayant desarguments dela forme ¢gM~+od; ¢ et o sont desnombres
constants quelconques, M etd sont des solutions entiéres de I'équation

aM?+ bdé=n,

ou a, b et n sont des entiers positifs ou nuls. La sommation s’étend &
toutes lessolutions d’un certain caractere de cette derniére équation. Si
’on a multiplié unesérie de M. Hermite par une série elliptique, on aura,
dansl’énoncé du théoreme, une somme telle que Zf[y.(d—l— ) +Ad'],
¢lendue i toutes les solutions @, ¢, ' et & d’un certain caractere de
I’équation
dd+ndd =n;

ici w, A, §, 7 et nsont des nombres constants; les trois derniers sont
des entiers positifs ou nuls. Je ne crois pas utile d’analyser tous les cas
qui peuvent se présenter dans la recherche de théoremes arithméti-
ques. Ces considérations générales sont éclaircies dans mon Ouvrage
par huit exemples, dont le premier a déja été exposé plus haut. En
voici trois aulres :

Exemple 1V. — Liouville a énoncé (') le théoreme suivant :

Si f(—ux)=[f(x), st d, 8, d', 8", d, 3 et m sont des nombres im-
pairs positifs, on «

(51) 2 X[ f(d — 2%d") — f(d -+ 2%d")| =2 (0 — d) f(d),
la premicre somme s’ ctendant a toutes les solutions de I'équation
d' o'+ 2%d" 0" = m,

ouw o est une variable et m une constante, et la seconde somme a toutes les
solutions de dé = m.

L, . , . ) xZ
Démonstration. — Dans la formule (8), remplagons « par - et effec-
tuons sur les deux membres de la nouvelle égalité I’opération

d
q-(—[(; -+ -{sz7

(1) Journal de Mathdmatiques pures et appliquées, 2° série, t. III.
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comme on a

d93<‘§, (]> d233<”—;",q> ds(f-, (]) d2%<§; q>
= q

7 dq -+ dx? =0 dgq + dx? =9

on trouve, aprés des réductions faciles,

(52) L[Li log%(%)]ﬂ—[ logS( )} —~42‘[ qm Z (o——d)cosdx]-

m=d3

m est impair. D’autre part, la combinaison des égalités (8) et (9) nous
donnera

mz==co Q=0

(53) c—?—logzs( >+__ lo":< ) 4> > (a < 2”"‘Zsing°‘d.zr>.

m=1 o=1 m=dj

En multipliant la dérivée de (8) par (53), nous aurons une autre
série trigonométrique pour exprimer la fonction qui figure au premier
membre de (52). En comparant les coefficients de ¢™ dans (52) et dans
la nouvelle série, on aura

(54) a2Z[cos(d' — 2%d" )y — cos(d' + 2%d" Yx] == 2(0 — d) cosdx.

De I'égalité (54) on passe aisément a I'identité (51).

En représentant par f(x) une fonction qui satisfait i la condition
S(—x)=/f(x) et qui est égale & des nombres finis et déterminés
pour tout argument qui figure dans le théoreme, on démontre, dans
'exemple V, I'identité

(55) 3= p(d—an) =3(— x)g""“” Y r(my).

Dans cette derniere égalité, on suppose que d, ¢, d', &', m, et m
sont des nombres impairs positifs dont les cing premiers sont variables
et le dernier constant; n est un entier quelconque. Les sommations
s’élendent & toutes les solutions entitres des équations

dd + 2n*=m, d'o'+~m2=oam.

Exemple VI. — Si, dans la formule (4), on fait x = o et qu’on mul-
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tiplie I'égalité ainsi obtenue par I"égalité (r1), on aura une série trigo-

L . . 2KA& . 2 K>
nométrique représentant la fonction ~—— sin am 3, ().
pn .

T: .
On obtiendra une autre série pour cette fonction en multipliant (2)
par (5). Ces calculs donnent

n=w N n—e .
1 o 1
| s Y. (l+ 0 N n4-s . ” ,
2 g * 2 sin——xz | = Z g * E sin(d' +an')x].
n==0 - n=0

Les sommations doivents’étendre i tous les entiers impairs positifszz,
d,c, d, o et i tous les entiers quelconques 7’ qui satisfont aux équa-

tions
do 4+ m2=4fn-+o, dd +an?=on-+1,

n étant un entier constant positif ou nul. De i on déduit

T N S . d0 Y g Sd 0
(56) Zsm(d’—i—rm’);r.-:.-Zsm panbl 2”1(([’-}—2/:’):2 1<<~)—)

La fonction F (2 ) doit satisfaire aux conditions F(— ) = — F(x ),
F(o)= o, et prendre des valeurs finies ¢t déterminées pour toutes les

c 1. d -0
valeurs considérées de '+ an' et de —

2

Exemple VIII. — Si, dans (2), on fait z = o et qu'on multiplie le
résultat par (5), par cosx et par (10), on aura

B ST aKa _
7 sin? am —— 3, (x) cosa
T T

1 ~ .1 ~ - ; o~ N
. . S Al B 74 o409 .
(57) ::.:22;(/" e 'Z l_cos(i _; S d— 1>.1.' -~ €08 (———T—+ rll-l-l> x

o ;A .
—+-cos(£[+———O —(l,—}—x).r——cos<il—-"_-2+dl—x) lé
9, 0‘ = v

En multipliant (6) par (4) et par cosx, on aura

G2 L, oKa
—z— sin®am — Ty (x) Cos

ai—nwten—12 /
=8%iq e Zd[cosanx + cos2(n—1)x]f

/\‘§ (1(2a~1)+}(2,,_1)s L .
—asty ’ 2d[cos2(n+d)x +cos2(n—d)x

+cosa2(n+d—1)x+cos2(n— d~1).7:]§.
Ann. de I’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome V. — Mar 1888. 20
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Des égalités (57) et (58) on peut, en suivant les méthodes exposées
dans notre premier exemple et dans les considérations générales qui
le précedent, déduire aisément I’égalité que voici, ot f(— ) =f(x):

. ‘ N / N d -0 d+0 )
sXl,l/(d-:u—-dl——1>—‘/'<d+o+rll+1>+f< +)—(11+I>—f< 5 )“Jf‘f/r—lﬂ

2 2 2

" =43, f(en) - flan' —2)]
\ —aXdy[f(an' +ady) 4+ fan'— ady) + f(on' -+ 2ady— 2) + [(on' — ady— 2)].

9)

Soient 4, d, et n’ des entiers positifs quelconques, n un entier quel-
conque, d, 3, d,, 8,, 3, des entiers positifs impairs, d et o ¢lant tels
que d -+ ¢ soit divisible par 4. La premitre des (rois sommes (5¢) est
relative 2 toutes les solutions, ayant le caractere indiqué, de I'équation

Gt 4-do 4 2d 0 =4l +1
et les deux dernieres sommes & toutes les solutions de Péquation
Gelyla~ (20" — 1=/t 1.

Si dans I'équation (59) on suppose (o) =1 et f(x) = o pour toule
valeur de z aulre que zéro, on en déduit aisément les trois formules I,
Il et Vde M. Kronecker (*). En général, des formules qui sont ¢tablies
dansles huit exemples du présent Chapitre, aussi bien que des formules
analogues, on peut déduire une multitude de théortmes arithmétiques
particuliers, entre autres ceux qui font 'objet des Chapitres T et IT du
présent article. Ainsi, la formule (50) donne un théoreme, déjh déduit
dans-cet article, sur le nombre des solutions entitres de I’équation

224y - 3= B == fn - 0,

ainsi qu’un antre théoreme, concernant le nombre des solutions, d’un
caraclere spécial, de I'équation
24 Y330+ 30=12%2n +1), olla>1.
Pour voir combien ces conséquences sont variées, on n’a qu’a lire ce

que Liouville écrivait dans le troisieme Volume de la seconde Série de
son Journal (p. 145-150).

(Y) Journal de Crelle, t. 31.
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Liouville a donné encore des théoremes semblables aux précédents,
mais dans lesquels figurent des fonctions & plusieurs variables. Ces
théoremes peuvent étre déduits de quatre manieres différentes; la qua-
tricme méthode reposant sur des considérations algébriques élémen-
taires, je ne donnerai qu’un court apercu des trois autres.

La théorie des fonctions elliptiques présente maintes égalités, ol
figurent plusieurs indéterminées différentes. Une telle égalilé peut étre
remplacée par une égalité de deux sommes algébriques; ces sommes
algébriques sont composées de produits de fonctions, qu'on peut repré-
senler par des séries (rigonomélriques, sur lesquelles on fait diverses
opérations. (La somme algébrique peut, dans quelques cas, se réduire
2 un seul terme, comme aussi 'un des membres de 1'égalité en question
peut étre zéro.) Ein comparant les coefficients des mémes puissances
de ¢, on aura une ¢galité trigonométrique entre plusieurs indélermi-
nées. Cette égalité est parfois composée de termes de nature diverse
et peut alors étre divisée en plusicurs autres, quand on y remplace les
indéterminées w, ¢, ¢, ... par — u, — ¢, — ¢, ... Si, par exemple, 1’¢-
galité contient des produits de deux cosinus et des produits de deux
sinus, elle pourra étre divisée en deux autres : 'une contiendra seule-
ment les produits de cosinus, autre seulement les produits de sinus.

Toute fonction analytique de plusieurs arguments peut &ire repré-
sentée, entre des limites déterminées pour chaque argument, par unc
série rigonométrique, pourvu qu’elle soit finie et hien déterminée
entre les limites en question. Soient x, ¥, 5, ... les arguments de la
fonction. Supposons que cette fonction soit représentée par des
Y

hy

M >

. . . T
produits de sinus et cosinus, ayanl pour arguments ﬁ——

N3 , . . . ,
T w3 Ty My Ny, ... sODL des nombres entiers qui varient d’un
2

terme de la série a autre; == /4, &= A, == h,, ... représentent les
limites entre lesquelles la fonction est égale & la série (rigonomdirique.
Nous avons trouvé plus havt une idenlité trigonométrique (on peut
parfois en obtenir plusieurs analegues) entre diverses indéterminées
u, v, ¢, ...; cette identité est composée de produits trigonométriques
homogenes; ainsi, par exemple, dans tous les termes 'indéterminée u
entre dans les arguments des cosinus, I'indéterminée ¢ dans les argu-
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ments dessinus, et ainsi de suite. Remplagons « successivement par 5

o 3T o par T °m 3%
? TTTY e e e 4 <l T2 - 2 2 e
T » Y PAT T 0 T

série de nouvelles identités, dontnous désignerons 'ensemble par (A).
Dans la série qui représente la fonction, remplagons a, y, 5, ... par
des entiers, tels que les arguments des fonctions trigonométriques
deviennent identiques & ceux quise rencontrent dansles identités (A).
[On suppose, bien entendu, que les fonctions trigonométriques qui
figurent dans la série et celles qui figurent dans les identités (A) sont
les mémes|. Cette substitution sera répétée plusieurs fois; on obtiendra
ainsi plusicurs identités, dontensemble sera désigné par (B). Multi-
plions les deux membres des égalités (A) par les coellicients communs
a toutes les égalités (B) et additionnons; nous aurons une ¢galité (C),
composée de séries trigonométriques, a laquelle nous donnerons pour
second membre zéro. Multiplions les deux membres des ¢galités (B)
par les coelficients communs & toutes ies égalités (A) et additionnons;
nous aurons une égalit¢ (D) dont le second membre sera égal & zéro
en vertu de (C). La relation (D) contient une fonetion arbitraire; par
suite, elle constitue un théoreme de Liouville (*). Les arguments de la
fonction dans ce théoreme sont des nombres entiers, en sorte que le
théoreme peut étre étendu aux fonctions arithmétiques ct a des fone-
tions analytiques qui sont infinies, ou indéterminées, ou font un saut
pour les arguments non entiers ou pour les arguments entiers qui
n'entrent pas dans identité primitive.

Dans la seconde méthode de déduction des théoremes en question,
on n’emploie les formules fournics par la théorie des fonctions cllip-
tiques que pour démontrer des théoremes a une variable qui sont des
cas particuliers des théoremes & plusieurs variables. Eu déduisant un
théoreme de Liouville & une variable, on obtient une égalité entre des
sommes de sinus ou cosinus; ces sinus ou cosinus doivent se détruire
mutuellement, car ils contiennent une variable indéterminée x. Les

, et ainsi de suile : nous aurons une

(') Dans ce Chapitre, on entend par théorémes de Liouville non sceulement les théo-
rémes publiés dans les quatorze articles de Liouville, mais en général tous les théorémes
d'un certain caractére.
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arguments des termes qui se détruisent doivent étre égaux, ou égaux
et de signes contraires. Mais les arguments contiennent la variable «
multipliée par des fonctions linéaires de parametres qui satisfont i
certaines équations indéterminées du second degré Ainsi, nous aurons
desrelations linéaires entre les diverses solutions d’une méme équation
du second degré ou de deux équations du méme degré. Mais les para-
metres en queslion peuvent étre liés encore par d’autres équations
lindaires. Ces nouvelles équations linéaires donneront les arguments
des fonctions trigonométriques i employer pour multiplier les termes
qui se détruisent. Ainsi, nous pouvons déduire des égalités entre des
sommes de produits (rigonométriques; dans une telle égalité i la
variable” 2 s’ajoutent les variables y, z, ¢, ...; les sommalions s'¢-
tendent & toutes les solutions d'un certain caractere des ¢quations
indéterminées qui ont figuré dans le théoreme d une variable. La
marche de déduction est, & partiv de lIa, identique & celle que nous
avous indiquée ¢n exposant la premiere méthode. Evidemment, on
peut varier diversement la seconde méthode. Ainsi, dans quelques
cag, on aura des égalités contenant deux, trois, ... variables et I'on
en déduira des relations contenant un plus grand nombre de va-
riables.

Dans la troisicme méthode de déduction des théoremes en question,
on emploie des séries autres que celles que fournit fa théorie des fone-
tions elliptiques; néanmoins, il y a unlien étroit entre cette théorie el
la présente méthode. D'abord, en effet, les séries que nous avons élu-
dides jusqu’ici sont des cas particuliers des nouvelles séries. Celles-ci
sont aussi des séries trigonométriques el contiennent Uindéterminée ¢
mais les puissances de ¢ sont multipliées par des fonctions trigonomé-
triques & plusicurs variables (par exemple, les termes peuvent avoir la
forme ¢™cosm,x cosm,y, o y et « sont des variables). Mais il y a
plus. Pour transformer les séries ¢tudiées dans la théorie des fonctions
clliptiques, on effcctue certaines opéralions algébriques; les mémes
opérations, a peine modifiées, se représentent quand, dans les séries
en question, on introduit, suivant des lois déterminées, des fonetions
trigonométriques des nouvelles variables. Toutes ces considérations
générales sont ¢claireies dans mon Ouvrage par six exemples (n* 9
a :1;.")‘);



158 P. NAZIMOW.
Exemple IX. — Des formules connues, qui donnent
. 2k . 2K
sinam — (& + y) &= sinam — (& — ),
s v T
. . . - ) Ry (W3 2
connaissant les trois fonctions elliptiques des arguments — ¢l —=

“on déduit facilement

16K 3 [ 2K . 2K ’ 2Ky oK | oK
- sn —7—_~(.r + )) ~+ sn = (z—y)|sn - cn dn .
I LT - T v T ™ T
(6o} ¢ N R
) a K

I n 9—'—K( r - 1) — s 91—“( v )h sn 2z o 2AY dn Kl
s1 r . S — & - S - - —a s
T : T y ) e ™ I

( 16K 3
7:’»

Employons maintenant I'égalité (5) et celle qui s’en déduit en diffé-
rentiant par rapport & ; nous trouvons aisément

n=w 4
3 ((/“ T3 2 d" sindux cosdy sind' y cos (/".1')
e '

n=1

noooek

=) (/"';22(1”sindrcosd.r sind'.e cosd’ y -

i v v

r=1
En comparant les coefficients des mémes puissances de ¢, nous aurons,
apres une transformation tout élémentaire,

\’ Ed”[sin (d - d"yx ~+sin(d —d") ] [sin(dd ')y — sin(d —d') ]

(61)
‘ _—;zd”[sin (d+d"Yo—sin(d—d)ax][sin(d-+d")y +sin(d —d")y].

Les deux sommations ci-dessus s’¢tendent & toutes les valeurs impaires
. . N e . R ’ .
et positives de d, 5, d', ¢/, d” et &” qui vérifient I'équation

dd+d' o' +d"8"=on—1,
n élant un nombre posilif constant. L’égalité (61) peut éure étendue,
par les méthodes décrites plus haut, & une fonction queleonque im-
paire F(ac, y)
SR ' x 3
s zd' [Fd+d'd+d)V+F(d—d' d+d)—F(d+d"yd ~dy—F (d —d", d—d']

(69) ,
’ ::2(1” [Fld+d'd+d")+F(d+d,d—d)V =Y (d—d, d+d")—F(d—d', d—d"].
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L'identité (62) a été donnée par Liouville (') dans le dernier des six

articles insérés dans le méme Volume de son Journal et qui avaient le
méme objet que le présent Chapitre.

Exemple XI. — Dans les exemples IX et X, on a employé la premiere
méthode de déduction; 'exemple XI est consacré a la seconde mé-
thode. Prenons la premiere des formules (56) et la formule (55);
posons dans cette derniere f(x) = cosx. Si ces deux égalités ont lieu,
¢’est que certaines des fonctions (rigonométriques qui entrent dans
ces formules ont des arguments ou égaux ou égaux et de signes con-
traires. Ainsi les formules (56) et (55) nous mon(rent que certaines
solutions des équations ‘

(63) me24 do = hn + 2,
(64) an24-d' o' =on 41

sont liées par les conditions
(63) d 4= 0)z==d - 21!, m o=z (0" —an').

Dans I'équation (63) remplacons m et  par les valeurs tirées de (65);

’ ) \ . > N ' [
alors, enayant égard & (64), on voit que o, o, d’, o', m et n' sont liées
encore par la relation '

Td =)= (2n/ 4+ d — 3"

Ainsi certaines solutions de Iéquation (63) sont liées aux solutions
de (649) par les relations

(66)  d'+-an'=}(d+3), o' —oan'=:dm, on' ' —o'==+ L(d—3).

Une analyse tres facile montre que ces trois dernieres relations ne
peuvent subsister que si 4n'— 2d’— ¢’ > o, et que réciproquement,
si 'inégalité précédente a licu, les solutions des équations (63) el (64)
seront liées par les relations (GG). Si Pinégalité précédente n'a paslieu,
les fonctions trigonométriques, qui contiennent ', &' et 2’ dans (55)
et (56), doivent s¢ réduire avee d’autres fonctions (rigonométriques
ot &', o' et n/ ont d’autres valeurs. Une analyse tres simple montrerait

(V) Journal de Mathénatiques pures et appliquees, 2° série, t. 11, p. 335.



100 P. NAZIMOW.
(que, en posant , ,
{ d+on=—d —ani,
(67) o'—an'=0d,— 2n,

an'+d — &' =a2n|+d;— 0},

on aura deux solutions &', &', n’ et &', d,, n, de I"équation (64), don-
nant, dans (56) et (55), des termes qui se réduiront. On trouvera
facilement que les relations (67) ne peuvent avoir lieu que si
G’ +ad —& <o el 4n,+2d,— &, <o. Les égalités (66) et (67)
font voir que chaque terme du premier membre de la premiere équa-
tion (56) peut étre multiplié par des fonctions trigonométriques des
arguments (¢ — an')y et (2n'+d — ¢')z, et chaque terme de son
second membre par les mémes fonctions trigonométriques des argu-
ments my et L (d — ¢)s. Mais ces multiplicateurs ne doivent pas chan-
ger de signe quand on change & la fois les signes de y et =. D’apres
cela, I'identité (56) peut étre remplacée par ces deux autres :

02 sin(d'+an')z cos(d'—an')ycos(an +d' — ')z

N . d -+ ) d—0
::Z sin - ?—- 2 Cosmy cos —-—-9:——- s,

')‘Z sin(d'+2n' )z sin (6'—2n')ysin (a0 +d'--d') =

. d+0d . . d—20
:Z sin ——— @ sinmy sin - - - 5.

De ces deux identités on déduit le théoreme suivant :

Tutorime. — St f(2, y, 5) est une fonction analytique ou ardhmétique
qui reste_finie et bien détermince pour toutes les valeurs de x, y, s que U'on
considere; s, de plus, cette fonction satisfait aux conditions

S(—=x,y, 3y =— f(x, ¥, 5), Nz, —y, —3)=[f(z,y,3),
O aurd

0 1 ! N, 3 Z 3 /._ 7]
(63) zzz,f(d’—-’f— an',d'—an on' 4+ d —d") :Z/<( _:0, m, d ~ °>.

Cette identité a été donnée par Liouville ().

(1) Journal de Mathdmatiques pures et appliquées, 2° série, t. VII, p. 42.
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Exemple XII. — Les exemples XII, XIII et XIV et le commencement
de 'exemple XV de mon Ouvrage sont consacrés a la troisieme méthode
de déduction des théoremes contenant des fonctions arbitraires. Une
méthode bien connue dans la théorie des fonctions elliptiques est celle
par laquelle Jacobi déduit la formule (6) de la formule (5); la méme
méthode peul étre appliquée a d’autres séries plus compliquées. Dési-
gnons par 7 un nombre impair et prenons les deux séries trigono-
métriques

m=—w
v U ’ .
(69) A= 2‘ (T,,+T-,)sinmx,
m=1
m=—nm
) ' "
(7”) B= z ( T, — l‘—-m) cosm.r,
m=1
ol I’on a posé
e , l-“, 9 / rp ; l,,l 7
lm: e}t(ji (l — 21 (/m)- 1’ l —— el (12 (‘ —_ c——zyl([m)-—l_

Notre but est de déterminer A* + B2. Il est bien aisé de voir que cette
somme de deux carrés sera composée des trois parties suivantes :

1° La série
—— Qrri\J T ,
2 Z (= gtamn)y(r=ga gy Cosld —d)s

d o d

2° Une série double, qui se déduit de la précédente par le change-
ment de 27 en — 2y1;
3° La série double

SN VT
21 2‘ (1— q¥e®rt) (1 — g% =2 cos(d +d)z;

dod

d et d sont impairs. Déterminons le coefficient de cos2n2 dans la sup-
position que n n’est pas nul; la partie de ce coefficient qui provient
de la premiere série peut étre écrite ainsi :

A= r=n
2" el §~ 714 2n-d 2" 2 g2r—1
/A i ! o IA ) = 24 : 7 . —M
| - ,]m I — ,I(l e2yL [ — qzu—t-tle!yz I —— (/.zn | — qzl—l o2t
1

= r=1

Adnn, de I’Ec. Normale. 3° Série. Tome V. — Ma1 1888, 21
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L.a seconde série donnera pour coefficient de cos2nx

r=n

9 (/n e—2yi q:!l'-l —N
[ — qﬂn [ — 7‘1)‘—10-2}‘[

r=i

1l est aisé de voir que la troisieme somme nous donnera

Ainsi, si 'on désigne par 2/(y ) le coefficient de cos2na quand n = o,
on aura

n==w

(71) - A2 Bi=af(y)— 2 Z —I% cosanr.

n=1
Mais on peut écrire A et B d’une autre maniere :

nm=rw

. 1 . 1 N ‘- .v\
(72) A=2 Z <r]”’ 2‘ cos oy sin du )
m o=z mz=di
mn:=—=w
~ o
=3) B=2 g8 sin 8y cosdr .
(75) }-i <] e )
m =1 m=dd

En calculant A* +B* au moyen des formules (72) et (73), on verra
que A* 4 B* est symétrique par rapportax et y; ainsila fonetion /()
doit étre égale a la somme qui la suit dans (1), si dans cette somme
on fait 2 = y. Nous aurons done I'identité

n=cw
- | |
2 %‘/nz [cos(rl’,_(l//)xc05(~al+a//)y___ cos (d'—4 d"ya cos (3 — ')y | 2
n=1
(74) n=ow
___S‘ ll(/lz . - .
T el T_—_‘_,]‘_rTz (cos2ny — cosanz);
n=l

la sommation indiquée au premier membre s’étend 2 toutes les va-
leurs impaires et positives de &', ¢', d”, 8" qui vérifient I’équation

3/

an=d o +d"o".

En posant n = 2%*m, a étant égald I’'un des nombres o, 1, 2, 3, ...,
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ct désignant par f(«,y) une fonction qui satisfait aux conditions
f(—z, )= e, —y)=/(—2,—y)=F(z, ),

on déduit facilement de (74) 'identité suivante
4 _
\ D@ =, 8+ 0" — f(d ', 3 — 3]

(77) :
é =22 ¥ d[ f(0, 2%+ d) — [(>*+1d, 0)];

N

7 ~ " . . . .. , .
d, d,d’, ¢, ¢, ¢ sont des solutions impaires positives des équations

m=do, 2% == dl o' d" 5",

Cette identité (95) a fait P'objet de deux articles de Liouville (*).
Exemple XIII. — En désignant par m un nombre impair quelconque,
prenons deux nouvelles séries '

== 1 =] 1
6 N o' mt Y . & A me (Y@ Y myi —myi
(76) G =22 q*  cosmur cosmy = gt cosmx (emyi - emmyty,
=l mos
nm=w ‘ m=ma 1
A R . ~  omt . .
(=) Do==ad \ ' sinmasinmy = 2 gt sinma (emyi— emmyiy,
mez mz=1

Par des calculs semblables & ceux de exemple précédent, on trouve

: . ‘ K - . 2K
(78) AC — BD :’\/Trf Z3(y) Z2 () k sinam "

En utilisant les formules (ro0) et (2), on déduit de (78)

£=w .

i S, / -8 h
(79) AC—~BD = X [(/“ b 2 sin <d i' O)x cosany \, hg +-3=14n+ dj.

g==0

Mais, d’autre part. on trouve

£ = 3 .
—_ —, N "1 : N e (A
(80) AC Bl)_zz[q Zsm(dﬁ—m)uccos(o m)y],
£=20
. bg +3=m2+ 2dd.

(1) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2° série, t. IIl; premier et second
article.
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Des formules (79) et (80) on déduit I'identité
(81) 22](d+1;z,6-—/71):zf<5£1—§ﬁ,én),

dans laquelle
=z y)=—fl@,y),  flo,y)=0, [z, —=y)=[(x1).

CHAPITRE IV.

SUR UNE FORMULE DE LEJEUNE-DIRICIILET.

Iexpression ax®+ 2bxy + cy®, dans laquelle @, b, ¢, x et y sont
des entiers complexes, les trois premiers constants, les deux derniers
indéterminés, est ce que nous appellerons par abréviation une forme;
son nom véritable est forme quadratique binaire a coefficicnts com-
plexes. La quantité D = 0* — ac se nomme le déterminant de la forme
ax®+ bxy + cy®. Nous supposerons, dans ce Chapitre, que D n’est
pas un carré parfait. Quand les coefficients @, 20 et ¢ n’admettent
aucun diviseur commun, la forme se nomme proprement primitive.
Si a, 2b et c ont pour diviseurs communs soit 1 -+ ¢, soit 2, la forme
est nommée improprement primitive. Deux formes, dont I’'une peut se¢
déduire de autre par une substitution linéaire

z=oaz'+ Ly, y=ryaz'+ 9y,
dont les coefficients «, {3, v, ¢ sont des entiers complexes tels que

a6 -— By =1, sont dites équivalentes; dans le cas contraire, elles sont
dites non équivalentes : une forme réduite est une forme pour laquelle

aN(6)<N(a)ZN(c).

Le symbole N(a) s’énonce norme a; la norme est le produit de
entier @ par son conjugué. Deux formes appartiennent i une méme
classe si elles sont équivalentes; dans le cas contraire elles appar-
liennent & des classes différentes. Si dans chaque classe on distingue
une forme avec le déterminant D, et seulement une, on ohtient un
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systéme de formes avec le déterminant D. Un tel systeme peut étre
entierement composé de formes réduites.

Passons au théoreme de Lejeune-Dirichlet. On sait que toutes les
solutions de I’équation 2 — Du® =1 sont données par la formule

t+u\yD==x=(T+UYD)",

dans laquelle T et U sont des solutions fondamentales de I’équation
précédente et n est un entier qui varie entre — = et -+ . Pour
abréger, nous poserons

(82) ¢ =N(T + UVD).

Désignons par H le nombre des classes de formes proprement pri-
mitives, qui ont pour déterminant D. Soit

(83) D=5QV2

ol 7Q ne contient pas de diviseurs carrés. Q est le produit de
nombres primitifs de deux sortes : 1° des nombres réels de la forme
+=(4n+ 3), (nZo0); 2° des nombres primitifs complexes m + ni,
ol m est impair et » pair. Q peut étre égal a ==1, pourvu que 7, ne
soit pas égal & 1. Quant & 7, c’est une des quatre quantités suivantes :
Lo 142, i(r+10).

. a’ ; . .
Par le caractere [ZJ nous représentons le symbole d’Eisenstein;

’ \ . Ca]? , N a N .
c¢’est-a-dire que b] est égal &4 o, oud ~+1r1, ou & —1. Si b estun

b

2 12
nombre primitif, [%J est nul quand a est divisible par ; PJ est

b
est égal & — 1 quand @ est non résidu quadratique. Si &=20'0"4".. .,

on a
el __Jellaelle]....
AR AR

Désignons par A un entier positif ou négatif de la forme 4N + 1 et
par v un entier pair. Lejeune-Dirichlet, a la fin du Mémoire, inter-
rompu par sa mort, Recherches sur les formes quadratiques a coeffictents

- 2
égal & + 1 quand a est un résidu quadratique pour le module &; |-5‘]
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et @ indéierminées complexes ('), donne la formule suivante :
o, __8N(yD) 2 1
(84) H= mlogo E[)—kw] ToE)e

Quand Q n’est pas égal & ==1, cette relation est susceptible d’une
autre forme. On peut supposer que A -~ vz et Q sont composés de
multiplicateurs congrus & == 1, suivant le module 2 + 275 alors on a

85) H — SN(\/D) v 12[2+vi? 1 )
= mlogs & |T+vi Q| GFr e

Dans les formules (84) et (85), ¢ est un nombre infiniment petit. La
sommation indiquée s’étend & tous les entiers A et v compris entre —
et + o, pour lesquels A 4 vi est un nombre premier par rapport 4 D.
La sommation doit éire effectuée avant de faire p=o0; si on veut
Ieffectuer apres qu’ona fait p = o, on doit suivre un ordre de somma-
tion convenable.

Pour faciliter le prohl‘erﬁe, on peut s’en tenir au cas ou V=1. Par
une analyse toute semblable 4 celle que Lejeune-Dirichlet emploie
dans ses Vorlesungen iiber Zahlentheorie (*), on trouve la formule sui-

vante :

(86) He= H/N( V)[]g [n'] ;_g b logN(T+ U \Az).

logN(T"+ U"y/D')

Les symboles H', D', T" et U’ ont les mémes significations pour le
déterminant D'=7Q que H, D, T et U pour le déterminant D =7 QV*;
les 7 sont les nombres primitifs qui entrent comme diviseurs dans 'V,
mais non pas dans D’. dinsi dans ce qui suit on supposera toujours
D=yQ.

Si dans la formule (85) on fait

Q=L(A+Bi), P=A4 B2

L, A et B étant des nombres réels, et si ’on utilise certains théoremes
donnés par Lejeune-Dirichlet dans le méme Mémoire que la for-

(1) Journal de Crelle, t. 24%.
(2) Deuxieme édition, n° 130.
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(o2
~a

mule (84), on peut écrire (85) de la maniere suivante :

oy 8N(\/l)) ‘ 2732492\ /AL + By ' .
(87) M= “mlogs g 2[7\—1—1”]( L )( P >(}\?+’J2)1+92.

On aura done, dans ce qui suit, affaire seulement aux symboles de

vap | —te . :
Legendre, car [} _l_w.] a 'une des valeurs
T eve 1 V)2 —1 10.9+v=—1)+0‘+\"2_'
Lo (=) v (=) P, (=) 5,

suivant que 7, est égal & 1, ¢, 14 iou & ¢(1+ 7). Pour le second sym-
bole de Legendre, qui ficure dans (87), on connait (*) une formule
par laquelle les nombres quelconques AA + Bv dans les symboles de
Legendre peuvent étre remplacés par des nombres pris d’un systeme
défini de résidus par rapport au module P. Quant au premier symbole
de Legendre dans (87), on pourra utiliser la formule

2 w—fyiTi

o ‘akt - 2 bhl 4~ cl* ax®—-ab L} eyt
(§5,) ( L ) _____ /)2!21( _> 7 ,

xy y =0

ol a, b, ¢, k et [ sont des entiers quelconques, tels que ac — b* soit
premier par rapport & ps p est un nombre impair positif, sans diviseurs
carrés. J'ai donné ailleurs (*) la démonstration de cette formule (88 );
aussi j'omets ici cette analyse, qui rendrait cet article trop long.

Faisons p == == L, en remarquant que = L doit étre toujours positif:
soient aussi @==1, b=10, ¢==1; on peut alors donner a la relation (88)
"'une des formes suivantes

f Ay Y= oy 2lVr—lyimi

2R\ S~ +?

( I. )'“il, 24<——l )
LY=o

( y-) oS a(va T 1Ly)m

X
Ly e
2% - 320 2V 2. YT
: )cos oS

) I
(Bo) = IT 2
i ) I

Xy Y=
x, yes

=))

X,y =20

M'icM

(1) Dinicurer, Vorlesungen, deuxiéme édition, n° 116.
(%) Bulletin des Scicnces mathematiques, 1885.
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On remarquera que nous suivons toujours la notation de Lejeune-

Dirichlet : par le symbole < >, nous représentons toujours 'une des

b
trois quantités o, 41, —1; au troisieme symbole (87), nous donnerons
aussi une aufre forme, un peu artificielle :

(eh4+1-42n)PTi (Sh+1-+2n)Ppmi”

(90) [ X .]a: -;—N(\/:/:)enOm[e D e v

Lh 414 200

h et n sont des entiers positifs, négatifs ou nuls; les valeurs de 0 et o
dépendent de celles de y : siy est égal a1, 0 =o0etg=o0;siy =1,
l=retpg=o0;siy=1+i0=o0etg=rn; Sly—b([+l) =1 et
1) =1I.

En remplacant les trois symboles qui figurent dans la relation (87)
par les expressions (89), (g9o) et par celle que nous avons empruntée
a I’Ouvrage de Dirichlet, on peut donner a cette relation la forme
suivante :

4N(/) F(h, n)+F (A, n)
(91) H= 71080 5= 022[(4/&-\—l)"--t—ﬁn?)]“p’

ryy=tl—-15=pP~1
l‘(/l n)= 22‘ 2‘ <Z +Y> <F>emh+l)lmr+ns'n:
Xy J’_ .

1 2oz 2Az ., by [;B:
= - + —— § =1 7 .
R 4<p—r- P ) S e+t

La fonction F, (4, n) se déduit de F(4, ») en remplagant ¢ par — o.
F(h,n) et F,(h, n) doivent étre un peu modifiées dans quelques cas
z=P—1

particuliers : si P =1, on ne doil pas écrirc les symboles », et <[,>,

s=1
z, y=tL~1

si L==x=1, on ne doit pas écrire 22 et (x +y) Pour plus de

L
x, y=0
clarté, on doit remarquer, i I'égard de z et y, que ces nombres doivent
varier entre o et = L — 1, de telle maniere que x* + y* varie entre 1
et 2(=L — 1)~
Avant de donner a (g1) la forme définitive, nous devons chercher le
moyen de nous débarrasser de p avant la sommation. Pour cela, nous
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analyserons la série doublement infinie
Ly, n 22
2 — LR a
(92) 22(1)@2—1— nt)s i
m n m n

ol s est un nombre positif quelconque, m et 2 sont des nombres positifs
entiers, qui varient entre r et oo; les valeurs absolues des coefficients
n . SODL toutes plus petites qu'un nombre déterminé C. Distribuons
les @,,,, dans une Table de telle maniere que tous les a,,, qui ont le
méme indice m composent une ligne et que tous les a,,, qui ont le
méme indice n composent une colonne. Briot et Bouquet, dans leur
Théorie des fonctions elliptiques, démontrent ce théoreme : Une série
infinic a double entrée, dont tous les termes sont positifs, donne une somme
Jinie, de quelque maniére gu’on fasse la sommation, st par une sommation
spéciale on a trouvé une valeur finie. Supposons s >>1 et remplacons
tous les a,,,, par C. Sommons tous les termes pour lesquels 7 ne sur-
passe pas /— 1 et qui appartiennent & la colonne pour laquelle n = /;
ajoutons & cette somme (tous les termes pour lesquels n ne surpasse
pas l et qui appartiennent i la ligne pour laquelle m = /. La somme en
question sera plus petite que 2C/*=*. Faisons maintenant varier / de )
jusqu’a «o; nous aurons

=00

X C iy
24 E (m“_:}— n*)s < Z 2Co—t.
m n 1zt

Comme 1— 25 esl moindre que 1, la derniere somme donne un résultat
fini. Ainsi nousavons démontré que, dans le cas de s > 1, la série (92)
donnera toujours un résultat fini, de quelque maniere qu’on I’évalue.

L’analyse précédente ne peut pas étre employée dans le cas de s = 1;
on devra dans ce cas sommer dans un ordre défini. Prenons la somme
simplement infinie
”’;w__f‘_'i’.’_’i__.

(m2+ ,L:z).s-

n=1

(93) A=

Supposons que la valeur absolue de

nzzp

(94) 2 am,u.:pp

n==1

Ann. de U’ Ee. Normale. 3° Série. Tome V. — Ma1 1888. 22
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soit toujours plus petite qu’'une valeur determinée B. On démontrera faci-
lement que la série

,1.:ao ,):ﬁ
» . 1 . T )
(95) Eb”ﬁzﬁ”ﬁ(nﬁ—i—[ﬂ)f [m*+ (p + 1)
p=1 p=1

a la méme limite que (93). Par des considérations Loutes semblables
a celles que Dirichlet emploie pour un cas analogue dans le § 101 de
ses Vorlesungen, on prouve que la somme (95) a pour limite une fonc-
tion continue de s; on doit additionner dans un ordre tel, que le terme
pour lequel p est le plus grand s’additionne apres tous les termes pour
lesquels p est plus petit. La valear absolue de la limite de (95), ainsi
que de (93), sera toujours plus petite que B(m?*+ )" < Bm~?".
Considérons maintenant la série infinie

(96) Al—{—A2—5~A3+...‘¥-A,,—-{—...:.:EA,,.

.. . N ) .
La valeur absolue de cette série sera plus petite que BZ])‘”. Cette

derniere série sera convergente quand s > ;3 pour cette raison, la série
a double entrée (92) a une limite finie quand on la somme dans 'ordre
indiqué plus haut, si s cst supérieur & § et si la condition (94) est
remplie.

Supposons donc que la condition (g94) soit remplie et qu'on ait
s> % >4. Divisons (96) en deux parties : la premiere contenant les
2 — 1 premiers termes et la seconde contenaunt tous les autres termes.
Comme les séries A,, A,, A, ... sont des fonctions continues de s, le
premier membre de (96) sera aussi une fonction continue de s. La
valeur absolue du second membre de (96) est moindre que

o - ¢ aCtl
—20% ] —2% -2 [
B[22+ (20 1)+ (20 2) "+---]<B[;§Tx+;ﬁ?z:u’o"‘“'
(97) 2—-ch
| ==

E est un nombre positif, indépendant de ¢, ¢’est-i-dire du nombre des
termes qui composent le premier membre de (96); © est égal 3 2H —1
et supposé positif. Il est évident qu’on peut toujours prendre ¢ telle-
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ment grand que 27 E soit plus petit que toute la quantité donnée.
Faisons varier s et supposons que la série (96) fasse un saut dont la
valeur absolue est p.; ce saut ne peut étre fait que par le second membre
de (96). Mais 3. << 27™E, car la valeur absolue de ce second membre
est toujours moindre que (97). D’autre part, on a expliqué qu’on peut
toujours faire 27K plus petit que ;u; ainsi la série (96) doit avoir
pour limite une fonction continue de s.

Nous avons démontré que (92) a toujours une méme limite finie
quand s >1; done, quand § < s<1, si’on somme dans Uordre indiqué
et si la condition (g4 ) est remplie, la sommation de (g2) donnera une
limite finie, qui serala méme fonction continue de s que dans le cas
de s > 1. Pour le cas spécial de s =1, il est aisé de démontrer qu’on
peut sommer les termes de (93), aussi bien que les termes de (g6),
dans un ordre arbitraire.

On pourrait aussi sommer (g2) ainsi qu’il suit : 1° sommer par co-
lonnes, 2° réunir les résultats obtenus par la sommation des-colonnes.
Appliquons I'analyse précédente a la somme algébrique suivante :

hemeeoo pozmep o X .
elr./:—’-l)llm-r-ntiﬁz

p — H -1 T
(98) [ o= lpl_n;/z 2~ [(hh 1) G n¥]i+e

Dans cetle somme, R et S représentent les mémes fonclions que
dans (91); seulement ¢ peut avoir P'une des trois valeurs o, +1 et
— 1. On peut supposer L positif sans nuire & la généralité. Si 'on sup-
pose que P n’est pas égal & 1, on démontrera facilement que

ne=ny e b P ol

E e(kh-i—-hll'rti-l-ns'ni____:O,

n=zny

car celte somme contiendra 4L fois la somme de toutes les racines de
I'équation 2® = 1. On démontrera facilement, par les mémes considé-
rations, que la relation (94) aura lieu dans tous les cas possibles,
excepté celui olt P =1, y =1 et ol ¥ est nul ou divisible par L. Dans
le dernier cas, on devra sommer par colonnes, tandis que dans tous les
aulres cas nous sommerons par lignes.



T 7 2 P. NAZIMOW.

Cherchons maintenant les moyens de sommer (98) dans I'ordre in-
diqué. Comme dans (98) & chaque valeur positive de n on peut faire
correspondre une valeur égale et de signe contraire, on remplacera
¢"S™ par cosnSw. Comme, en déterminant H, on ne peut admettre de
valeurs imaginaires, on n’a qu'a examiner la somme double

=t n=+x

(99) M(z,y,3,0,0)= E 2 b(;s/l(ifl +——’_—i)_~R7T cosnS.

h=—w0n=-—w

Représentons par « un nombre positif moindre que 4PL ou nul, et

posons
“ Rr =m, 2PIS=u (mod.4PL),

(r00) } uT

=7~ PL (R2E>—m).

On connait la formule

wett+e~% 1 acosé  2c082f 2cos3E .
(1o01) -i-—————_(;—:—“-— - i 5 §~ . ST (mzE2 —m).
@ e —emaT T gt iy a* - 2* a* - 32
Faisant @ =r — ; dans cette relation, on pourra mettre (99) sous Ia
forme suivante
r=w < 12 ‘_(I'__ih)’é
2 \ 2
cos(2r —1)n
M(z,y,s3,0,0) =27 E - (2;-»1 ) ;

,_lc )11: 1-—-)11:

ce qu’on peut encore écrire

r=e

—_—1 -1 r—1
(102) M(z,y,3,0, )'—2152( 'lz_l ;\/:(_177—:1[sin(zr——1)ac+sin(2r—u)ﬁa],
r=1

en posant
(103) g=e",  a=q-ifi+in, B=n—Llii+im

Briot et Bouquet, dans leur Théorie des fonctions elliptiques, démon-
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trent que notre formule (5) est vraie pour toute valeur de z dont la
- .. . K'ri K'ni 4.
partie imaginaire est comprise entre + —= et — —- Si donc dans

™ . - ’
cette formule (5) nous remplagons # par ~ — x, si nous intégrons.

ensuite entre les limites o et #, en remarquant que

>

1+ ksinam 2K

2Kk 2Kz 2Kz 1 d L T
—— cosam :Aam = - — log e
T T ki p ; . 2Kz
1 — A sinam —=

=
. 2 KN
I - sinam ——=
o 2 T
1

(104) M(;I;,y,:,(p,@);:[l logN|{ —
-/

nous aurons

2

. 2N
- Sin am ——
2 T

K — / ' dx K

La formule (ro4) sera vraie dans le cas ot 'on a © > £> — w; le cas
ol £=m n'est pas encore résolu. Mais & ne peut étre égal & = que
quand P=1, v =1 et y est divisible par L. En employant des formules
qu'on peut trouver dans un Ouvrage de M. Durege ('), on déduit
de (ro4) la relation suivante

. Aam -2% —l—upcosnmglfz
(105) M (-”,.V,G,CP:O)‘*"M(%.}’,E,—-’%0)35IOQN 2Ky ,)K';
Aam —+ — Jcosam —+%
T T
dans cette formule § =1, —=) ey ———, quand 7 =1, i, 1+,
) ) \ Va Vidi Ji—i 1 /
((1+417) et
_om(x—yi)  2(A—Bi)zm _ am(x — yi) 23T
(106)  y=——7p——+ P SR P W=y ¥

(1) Theorie der elliptischen Functionen, 2¢ édition, p. 14, 28 et 29.
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Jomels, pour ne pas trop allonger cet article, les calculs par lesquels
on trouve M(z, 0, 0, 0, 0), ¢’est-2-dire par lesquels on analyse le cas
ol P=1, y =1 et y=o0. Les formules qui sont nécessaires dans ces
calculs se trouvent dans le méme Ouvrage de M. Durege. Le résultat
final est que la formule (105) se vérifie aussi pour ce cas particulier.
En comparant maintenant les formules (91) et (105), on trouve facile-
ment

N(%) 7-2-;—9/2“ -\ A am Z_WIEZ -+ cosam Zi&z

0 H= 0 E < ) (:_ log N J -——:_

(ro07) 2 logary | L p) g . &1 R 35}/
,Y55 & | K

SiP=r, on doit dans cette formule prendre ({—,) égal & 1 el ne pas som-

l.l
mera pas par rapport A ¢ et 4 y. Pour lecasouP=retL =1, onala
formule

R . @ 2\ N )
mer par rapport & z; si L=1, on fera <--———> égal a1 etl’onne som-

NG N (1Y
(108) | 11_21%610,,1\1(;:—4/)-

Dans la formule (107), on doit faire varier & et y depuis o jusqu’a
L—r1etsde1jusqua P —r, en ayanl égard a ce que x* + y* ne peut
pas étre nul.

On peut mettre la relation (108) sous une forme plus simple, au
moyen des deux transformations qui suivent. En posant

Lz +(A+Bi)(z—yi)=oa-+pL (mod. LA + LB),

on trouvera

~___ﬂ2_(oz—i—(3£)7'r

(109) T LATBY)’
224 y2\ 5\ [ a+Bi |?
(r10) ( L )(I’“)-_[LA-FLRL'J.

Ensuite on peut remplacer le module 3 par le module imaginaire i.
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En employant la notation

on trouve

/ G+ B
!
o m= N 2 ot Bi o 1P COSTAm TR TRT |
= %logo LA+ LBZ| '8 .;;o; TR Y
CX+ i - 0
LA -~ LB¢

nous distinguons par le signe * les fonctions elliptiques spéciales qui
ont pour module . On doit étendre la sommation (rr1) & toutes les
valeurs de o -+ B¢, qui constituent un systeme complet de résidus par
rapport au module LA + LBi. En posant

o -t Bi== (1 0) (y ~+ 80) (mod. LA 4+ LBY),

on trouvera par des caleuls tres faciles cette nouvelle expression de H:

o . |——1-' QN(/) /-i«f)L 2 i “|“'C_,/"+'LIJ(I-—‘)Q ""z’:")
(112) uw[l’\—i—Llizl 2 logo leJ/\~+-|J[;LJ lo NL O U1 — 2B Y )

. 2(10) (7 + r)z)m
e= sinfam =t et e

Il faut remarquer les formes tres simples que la formule (v12) prend
dans le cas ou 7 =1; on a alors

N R o A L ’A
(r13) H —I A - Llﬂiwt_l 2 logo E
. o+ fi

a-+fi =2,
TA-LB iJ logN [_'5;1(1 + ;;2)_,]

mule ([ r%) ainsi :

. N 1 L+ o [ aﬂq‘—__ﬁi*‘z o 21 0) (@ +Lz)m
(t1d) "'““”‘mgg[m+ usz] Z[L‘Xlﬁﬁj log N'sin"am == 4% 17

o+@i

Quand y =71 et N(LA + L‘Bi') ==5(mod. 8), on aura

5 e L[ LRl ostam 2B,
() M=o [LA-&-I BJ 2 I_m LB j logN cos™am === 757

a-+Pi
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Dans le reste du Chapitre (le sixieme de I'Ouvrage), suivant exemple
donné par Lejeune-Dirichlet dans ses Vorlesungen et dans les Tomes 19
et 21 du Journal de Crelle, je démontre que H, qui est donné par les

formules transcendantes (r12), (114) et (115), doit nécessairement
étre un entierréel, et je fais connaitre quelques propriétés de ce nombre.



