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SUR QUELQUES APPLICATIONS

THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES

THEORIE DES NOMBRES,

Par M. Pirre NAZIMOW,

DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES PURES.

AVANT-~-PROPOS.

Au commencement de ’année 1885, j’ai publié en langue russe un
Traité intitulé : Sur les applications de la théorie des fonctions elliptiques
a la théorie des nombres, (24 pagesin-8°. Le présent article est une ana-
lyse de ce Traité. Comme quelques Chapitres de mon Ouvrage ont pour
objet des théories étudiées assez en détail dans plusieurs Recueils
francais ou allemands, je n’en exposerai qu’une partie. Ainsile Cha-
pitre II, olt est résumé un Mémoire de Jacobi (*), le Chapitre V, ol1 est
résumé un Mémoire d’Eisenstein (2), le Chapitre VII et dernier, qui
traite des méthodes suivies par MM. Kronecker et Gierster pour dé-
duire les formules qui portent leurs noms, ne seront pas analysés
completement; le Chapitre VII sera laiss¢ de coté, parce que divers
articles de M. Gierster (*) contiennent un exposé assez détaillé des
travaux qui en font 'objet. Pour les quatre autres Chapitres, nous

(1) Ueber unendliche Reihen, deren Lzponenten zugleich in zwei verschiedenen qui=
dratischen Formen cnthalten sind (Journal de Crelle, L. 37).

(2) Ueber die Irreductibilitit und einige andere Eigenschafien der Gleichung, von
welcher die T heilung der ganzen Lemniscate abhangt (Journal de Crelle, t. 39).

(%) Mathematische Annalen, t. XVII, XXI et XXII.
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1 b ) ’ > N 0.
allons les résumer en faisant correspondre a chacun d’eux un Cha

pitre de cet article.
Nous ferons usage des notations suivantes :

K = 1 dz -y '/i‘m:l—- /\‘2,
), =2 (1 —ka?)

T

1 -
K'= dx ’ g=e¢ K.
, V—a?) (1—k"a?)

Les fonctions de Jacobi seront représentées par 7, 7,, 7, et 7, :

(1) % (z,Q)="5 (#)=1—2¢ 0822 +2¢*C0842—2¢° COSOL ...~ (—1)" 24" COS2NL | ..o,
(2) ZT3(2,q) =% (x) =1+2gcos2z+24 cosfaz+2q° cOS62 -...-- 24" COS2 L 4oy
1 2 % (,,.,.}.)’ )
B3) F(x,q)=%(z)=2¢'sinz—2g'sin3z+2q¢*sinbx—...4(-—0)t2q" ¥ sin(rnd-r)ar..
s ] u (ned)’
(4) Fy(z,q)=%:(x)=2q¢"'cosz+2¢"cosdx—2¢* cosbz-+...-~aq" ¥ cos(2n-t1)r-f...

Les trois fonctions elliptiques seront représentées d’une des, ma-
nitres suivantes :

. 2K . 2Kz . 2Kax 2K 1 F(a)
Sin am | ——> ¢ ) =sinam{ ——; & ) == $in am ——— == § = 2 e Ll
T 03 ™ T \[/\ 7 ()

2Kz 2Kz 2Kz oK K 5, ()
cosam | ——; ¢ ) = ¢cosam | —— k| == COSAM —--— == €§ ~— iz { / = iy
s T T T k g(w)

A am (?_—x’ ([) = A am <?_E-_Z_‘) k) = A am 2-!(-—{{-' - A .;..,_':.: g AN 3 ’ .
m T (@)

CHAPITRE I

LA PREMIERE METHODE DE JACOBI.

Les séries trigonométriques qu’on étudie dans la théorie des fone-
tions elliptiques peuvent étre employées de deux manieres différentes
pour obtenir des théoremes arithmétiques. La premitre consiste &
prendre ces séries sous leurs formes générales et & en déduire des
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théorémes, oll interviennent des fonctions arbitraires; en spécialisant
ces fonctions, on a divers théorémes particuliers. La seconde consiste
4 déduire les théoremes particuliers par une méthode directe, que
M. Bougaieff a trés bien caractérisée en U'appelant la méthode des con-
stantes elliptiques. Cette seconde méthode a été suivie de préférence
par divers auteurs, qui ont abordé, apres Jacobi, ces sortes de ques-
tions. Jacobi, dans le troisieme Volume du Journal de Crelle, a indiqué
en quelques lignes le principe de cette méthode. Qu’on prenne quelque
constante elliptique, fonction de K et £; celte constante peut élre re-
gardée comme provenant de telle ou telle fonction, dont le dévelop-
pement en série trigonométrique est donné dans certains cas par la
théorie des fonctions elliptiques, et dans d’autres cas peul se déduire
par des opérations élémentaires de séries trigonométriques corinues.
On obtiendra ainsi des relations contenant des séries trigonométriques
dont argument aura une valeur particuliere. En comparaunt les coef-
ficients des mémes puissances de ¢ dans les deux membres de ces iden-
tités, on trouvera des théoremes arithmétiques.

Dans ce Chapitre, nous nous occuperons seulement d'une classe
toute spéciale de théoremes arithmétiques, savoir ceux (ui concernent
le nombre des solutions de certaines équations indéterminées du se-
cond ordre, propositions de la nature de celles dont Liouville a publié
un si grand nombre dans les premiers Volumes de la seconde séric de
son Journal. Mais d'abord nous devons rappeler les séries trigonomé-
triques qui reviendront le plus souvent au cours de cet article. Nous
donnons & ces séries deux formes différentes : dans I’une, les termes
seront ordonnés suivant les multiples croissants de la variable qui
entre dans les arguments des fonctions trigonométriques; dans l'autre,
les termes seront ordonnés suivant les puissances croissantes de ¢.

n o

aKk 9K Wi ~
—— sinam _.{2‘ T S sin(en —1)a =4 Z( ey z sinclw),

E=S Qn— = d
n==om
4K2 ~2
sintamn 228 = 82 7 (1—cosana)

n==1l
notay .

l

= 82 [g” Z d(1—cosadx) |,

n=1 nz=d(25—1)

Ann. de UFe. Normale, 3° Série. Tome V. — JAxvier 1888, 4
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n=—eo
{ 21
2K . 2Kz [ ,Z q . i
—_ —_— =14 ——'—".—_—5111(211—-—1).1,
—: sinam — P p———
. n=1
(7) n=—m= ﬁ .
= +.’;Z q* 2‘ sin(2d—nx |,
sinpx .
n=1 n=02d =106 N
n=—w N . ( )
2Kz SHr) oy " cos(hn— )
logAam T —log /K" =1log E1¢3) qu Lt a0 —1
=1
(8) n=me

2 =dd

. ~ 1 ‘
! ) — ,'2 <([2n~~l 2‘ i (‘:()S').(l.l') )

n=m=x n=w9
- il (/-Il 2 1 (/ll
gF(p)y=— ) — — — 0 ¥ = coson.x
s log5 (%) oL — gt noi—qin
n=l n=1
( n=oaew 9 n=w N
LA O \
_—y = ——!————— ——22 q" 2 cosadr,
no1— i d
n=l n=1 0\ n=di26-1)
. R=o 9 NI
oK _ ~ » ; -7 ()
———*amam - Ty (@) = 42(/" sinana g t-g ooy
’ ne=l
(10) . .
L A )
o= 12‘ q " 2‘ sin —-—-——.z'>,
9
n=0 Y Wb g dd

- -u 412 )
‘ )']iiﬁﬂ m%%(“’) ’Z’/’ o Sin(2n - 1)@ (1 b oyt ug M)

ne

S/ et oNa L dd )
::224 q 2‘ sin 9 &y,

bng e df

Etant donnée une équation indéterminée du second degré, telle que
ax*4-bry +cy’+dx -+ cy=n,
on peut loujours mettre celte équation sous la forme
ax®+o2bxy + cyr=n,

olt @, b, ¢ et n sont des nombres enticrs. Pour déterminer le nombre
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des solutions entieres de cette derniere équation, considérons la somme
double

1 PO T AN
~ N o —(ax—4by)?  =(ac—b%)y*
(12) 2 E:qaa 2bxy+cyt — E: 2 qu (/a ,

dans laquelle et y prennent toutes les valeurs entieres depuis — o
jusqua + oo. Faisons y = at -+ A; il vient

ax+by=a(x+bt)+ bk =al-+ bl;

la somme (12) prendra la forme

’_1‘(” L4-bhge ,—1;(”0 b eed 42
DX Z ;

¢ et { doivent varier depuis — w jusqu’a + o et A de o jusqu'd a — t.
Dans le cas ol a, ¢ et ac — b* sont positifs, la derniére somme peut
étre représentée par une somme de-a termes, contenant les produits
des fonctions de Jacobi :

== —1

(13) Z 7R Z(bAilogq, q) T3[(ac — b)Y hilogy, qelac=t ],
2=0

Dans beaucoup de cas, on pourra donner & (13) une forme plus simple.

. . . . . 2K
Mais & ces produits de fonctions T on peut substituer le produit de <=
soit par une fonction du module £, soit par des fonctions elliptiques &

arguments particuliers. Sous cette derniere forme, on peut évidemment
considérer la somme (13) comme provenant d’une fonction elliptique
dans laquelle on a donné & "argument une valeur particulitre.

Dans le cas olt @ et ac — b* sont des puissances de 2, on trouvera
dans les formules de Landen le moyen de représenter (13) par une
fonction de £. Apres ces caleuls, on saura dans beaucoup de cas de
quelle fonction elliptique se déduit cette fonetion de £. Pour les fone-
tions elliptiques, on a des séries trigonométriques. Eu comparant les
coefficients des mémes puissances de ¢ dans la premiere somme (12)
et dans la nouvelle série trigonométrique, on aura des théoremes con-
cernant le nombre des solutions de 1’équation indéterminée en ques-
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tion. Ainsi

DI =50, ) (o0, 1) = = TV
V2 T

— . ™ " +Q ‘ O -
Faisons maintenant x = }— dans la formule (7); alors la série (7)

t ' .
nous donnera précisément la fonction cherchée de K ct £. On obtient

ainsi
‘A:-l—ce_y:-i—u n="
PP — % . T
2 Z: (/.l‘-»k-y'zl—l—Z\/Z E [//" 2 sin(2d -— l)—/- ,
I
dIm—wy=—=» nz=1 n=(2d-1)3

n=—w

1 -

s {di=d)

=1—2 E [(/" E (—1)* ]
n=1 n==(2d -~ 1)5 .

La comparaison des coefficients de ¢” dans les deux membres de la
derniére égalité donne aisément ce théoréme :

Tutorine. — La moitié du nombre des solutions de Iéquation
a2 4 ayi==n

est égale au nombre des diviseurs de n, ayant la forme 8p -+ 1 ¢t 8p + 3,
diminué du nombre des diviseurs de n, dont la forme est 8p -+ 5 ou
8p + 7.

Ce qu’on a dit dans le cas ol @ el ac — b* sont des puissances de 2
subsiste quand @ et ac — 4* sont quelconques; sculement les formules
de Landen doivent alors étre remplacées par d’autres, celles, par
exemple, que donne la théorie de¢ la transformation.

Si l'on veul étudier le nombre des solutions entitres de I'é¢quation

RE* = Myt p, ‘
n ¢l mrveprésentant des nombres impairs positifs et p un entier positif
queleonque, il faut recourir au produit 7, (o, ¢*) 7, (0, ¢™ ). La théorie
de la transformation nous donne immédiatement

f,._ ny = A - ! K
Z3(0,4") 73(0, ") = —== l(nm)

\//un T
Ay ¢ B ')hK B2 . 2l
: 27 ginam =— S ALY oo
__t 2K ]‘I I' m
- T 9/1 — 1)K 2/ —1 K
\/nm h=1 Sinam Gh=DR =1 Sinam: ( . i
/
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s K
et supposons que les nombres n et m n’ont

Remplacom — par

pas de dwxseur commun Le second membre de I'équation (14) sera
K'ne
une fonction doublement périodique de & aux périodes © el ——; cette
fonction aura seulement des infinis simples. On peut donc lui appli-
quer le théoreme énoncé 4 la page 257 de la Theorie des fonctions cllip-
tiques de Briol et Bouquet; on a ainsi
(13) 2K F(z) :EAIL [dlog%i(ac —apn) <dlog31(.x — cz/,)> : )
T 4 Z=0 _

dx dx

«; désignant affixe d’un 1nfini de F(x) compris dans le parallélo-
gramme élémentaire. La somme indiquée doit é(re étendue a tous les
a;. Dans cette somme, les A, sont généralement des fonctions du mo-
dule %; dans les rares cas ou les A, sont des quantités numériques,
notre probleme sera résolu completement.

Je donne, avee quelques remarques concernant les propriéiés de ces
infinis a,, cinq théoremes relatifs & des cas ol les A, ont des valeurs
numériques, et j'applique ces théoremes aux équations

x:4-5 yi=n, & 7 yi=m o
Comme ces théortmes ont une application trés restreinte, tout en pou-
vant étre appliqués aussi aux équations
x*+ 3 y*=n, 242y +y* =n,
22’ +axy + 3yr=n, x4 xy - 2yt=mn,

je les passe sous silence, d’autant plus volontiers que cette méthode
peut toujours étre suppléée par d’autres procédés plus rapides et qui
s'appliquent encore a des cas ol elle tombe en défaut.

Cherchons, comme exemple, le nombre des solutions entieres de
I"équation 2* + 3y*=n. Nous avons

. 2K .z 2Kz
) L [ sinam —-— Aam
D= o u z
3 m 2 K@
V3 cos am .
(16) ) @ r=
2Ka
; dlogcosam
T
=— - <"
\ \/3 dx r=
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Mais la théorie des fonctions elliptiques nous donne

dlogcosam 3‘—}_—5

I‘.'.';..‘W
(3 N {/l. Clyy o 2t 2t
7 _ e — = langax + Z —— ! sinaras
([/) (Z.I' D [l' I (____(/),-
ro=1
on aura donce
n=:%x
ZE(/”"H’D":I -+ 2 E x(z Il——[) [(/2/1-1 -+ 3,/.(2:;—-1) 4 3,/10(211‘-1)_}_ g(/(‘»’n('m =0
n=1

#(2n — 1) est la différence entre le nombre des diviseurs de an — 1,
. . .« . s e ~
qui sont de la forme 67 + 1, et celui des diviseurs de la forme 67+ 5.
Tutorive. — Pour déterminer la moitié du nombre des solutions de
I’ équation

- Sy'-’ mman -1,

il faut du nombre des diviseurs de 2an — 1 qui sont de la forme Gr -+ 1
soustraire celut des diviseurs de la forme Gr--5.

L'équation

at A= 3yt ¥ (o — 1) (a71)
n’a pas de solution. L’équation
2t 3 yte= 0¥ (an ) (1)
a trois fois plus de solutions que
&A= Jyr s an - 1.

Passons maintenant aux équations indéterminées, contenant quatre

. OU SiX Inconnues.

Pour les équations & quatre inconnues, on pourra réduire la somme
cop s , ; . , . HK?
infinie, dont dépend la résolution du probleme, au produit de ,,l.ﬁi,,
soit par une fonction du module £, soit par une fonction doublement
périodique d’un argument particulier. Dans tous les cas, la difficulté
consiste seulement dans le choix de la fonction doublement pério-
dique, dont la valeur trouvée doit provenir apres le remplacement de
I'argument variable par 'argument particulier. Soit f(«) cette fone-
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tion; elle doit avoir des infinis doubles; mais cesinfinis doubles peuvent
N 4K

o

ﬂ:f(x) soit de la

forme %, z étant 'accroissement infiniment petit de x et A une con-

étre tels qu’au voisinage de I'un d’eux la fonction

. 4K? . A B
stante, ou bien tels que i:—{——f(x) soit de la forme 5 + —- Dans le pre-

mier cas seulement, et encore si A est un nombre, le probleme sera
résolu par la fonction elliptique f/(); dans tout autre cas, on devra
recourir & d’autres moyens pour résoudre la question.

Pour les équations & six inconnues, les considérations qui précedent

. . 8K3 . «

changent seulement en ce qu'on est ramené au produit —- /(x), f(x)
iw * )

étant une fonction doublement périodique & infinis triples. Ces infinis

. . SK? \ . A .
doivent étre tels que —-/(z) soit de la forme = aux environs de

chacun d’eux; pour que le probleme se résolve immédiatement, il faut
que A ait une valeur numérique. Je donne beaucoup d’exemples qui
éclairent les considérations précédentes; tous ces exemples sont pris
parmi ceux que Liouville a publiés en si grand nombre dans les pre-
miers Volumes de la seconde série de son Journal.

Exemple. — Soit a étudier le nombre des solutions entiéres de
I’équation

X Yy SR =

Pour résoudre ce probleme, il faut considérer le produit

2K2y/2

2

EHCRAEACYDES V=K

Je cherche premitrement une série trigonométrique pour la fonetion

3K'i N K'¢ PR TN ’e cs
*am 25— — Aam =L De Iégalité (6) et de I'identité
b 4 °

; 2 Ko Lt aK.x
A?am - — =1 A?sin?am ——2

T

on déduit aisément

AR o 3K K00 Ny V= Y = Y )
(Ig) —;_;—-(A me -—-A’arn—-fr) ———1[.2 [....(]'-"" .
roxg
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Mais on connait la formule (')

. .
cosam K¢ +Aam K's - .
(20) Aram®* 2 2 (i +VE) YTk
20 ——— i — - Vit Kk
b -+ cosam =2 VE+ 1+ k
2

= (1 &) (- V) — (k 4+ VE )15 f.

De méme on Lrouvera
A’am?’l{j = (1 + k) (V&) + (k4RI F,
47152 <A2 é—lzf—l—N K['l>:§%-(;<k+\/7;>\/l-]~/{.

Remplaqons dans la derniere formule ¢ par ¢*; le second membre de-

2 (1 — k) Y1+ #, etlaformule (19) donne

r=om e 3 P .
(21) K‘/ (B TR =4 S = = e ),

[ — ,/?SI'

r=1
D’autre part, en différentiant I’égalité (5), on trouve

0o )
e KViF R =—1C kcosam (5 - K’£> Aam (5 + m)
i o Py

_ (2r—1)g*r-t
\/0—42 —= l*—-(()‘s()l——-l)/

(22)

Des formules (21) et (22) on déduit

r=oo

9]\. \/2 ,=+,) or -1 241
itk =1—2 3 (=" lm,,)zfll‘“
(?g) r=90
’.::”,»((/r__ {/:H'___ ,]1;/'+ (/71')
( +8Z — .
=1

Soit m un nombre impair. Le coefficient de ¢ dans la seconde des

(*) Briot et BovQuET, Theorie des fonctions elliptiques, p. 565.
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deux séries précédentes est

15
8% (— l)i‘l ”d:ml(m),

en supposant m = d¢ et étendant la sommation & toutes les solutions
positives et entieres de m = d¢. Le coefficient de ¢™ dans la premitre
série est
1(I’-—l]
—20(m)=—23(—1)8 d.
Sim=28l=£1, on aura

w(m) =w,(m)

et, si m = 8=+ 3,
w(m)=—w,(m).

D’ol les théoréemes suivants :
TutoriMe I. — Le nombre des solutions entiéres de I’ équation
x2St 2= m

est égal a Gw,(m), quand m=28lx1, et a 1ow,(m), quand
m= 8{=+3.

Tatoreme II. — Le nombre des solutions entiéres de ['équation
224 Y52 = 2% m (az>0)

est donné par la formule

o m =1 .
2] 2%+ — (—1)8 1oy (m).

Les mémes séries trigonométriques interviennent dans la recherche
du nombre des solutions entieres de I’équation

24 2 y2+4- 1652 4- 162 = 8/ -+ 3.

Seulement, outre les séries précédentes, il faut en considérer une

autre d’un caraclere tout & fait différent; car on aura & déterminer

392(0,¢*) ¥, (0, ¢), ce qui nous donnera dans le coefficient de ¢+

¥ 1é<r—-1‘y , \ . . TPTI.

une somme 22 (—1) r, étendue a toutes les solutions positives
Ann. de I'Jic, Normale. 3* Série. Tome 1V. — Jaxvize 1888. 5
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entieres de I'équation
ri—on?=28{+ 3.
Jai déja fait remarquer que le présent procédé ne peul pas générale-
ment étre regardé comme pratlcal)lc

l{elamement aux équations i six inconnues, semblables aux précé-

dentes, je résous les trois problemes qui consistent & déterminer le
nombre des solutions des équations

X2 Y B L % ==,

L2 Yr- G o ud - 2 0F ==,

X Y- 32 o w20
Les deux premiers se résolvent par les mémes formules; on détermine

en série de ¢ les sept foncuons( > (WE )", (n=0,1,2,3,4,5,0).

Ces sept formules donnent aussi le nombre des représentations d’un
entier n par six carrés lorsque quelques-uns de ces carrés doivent étre
pairs.

Passons aux problemes encore plus compliqués.

Prosuive 1. - Trouver le nombre des solutions enticres de U'équation

x4y 4= 3 (5t 4 (2) == n.

On a
2 K 2K N\
A e A% -
. 2K 3 hK? 3 2 K
%2(0,9) %2 (0, ¢?) = ~ S — 4R Y S
20,9)33(0,4°) = 3(ﬂ> Mgzﬁ e
3 oy
K2 2K 9
= 43-—752- [/c~ sin? am <"§' -+ K - K/ ) — 1 - k* sin* am ~—:§ ]
Ainsi on trouve, en employant la série (6) et la séric bien connue
2
pour 4—K7

ZZZZ qE YIS ;f Z I':-,Z—L/_.':L';/_F ( — 08 :L’;E

Tutonime. — Le nombre des solutions de [ "¢quation

2Py - 358 4 342 = 2% 3B (6 n ko ),
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dans’ laquelle o et B sont positifs ou nuls, est égal & 4P (6n £ 1), quand
a=o0, cta (22— 3)D(6n=1), quand o« > o, en représentant par
O (n) la somme de tous les diviseurs du nombre n.

La méme égalité (24) peut donner un théoreme sur le nombre des
solutions de 'équation a* + xy + y* + 52 + st + * =n.

Prosuive 1I. — Déterminer le nombre des solutions enticres de I’ équa-
tion
224+ Y52+ 5 =n,

ainsi que de [’équation

~

')IJ X
X’ on trouve

L)
a1 2K 2L 1 . 2 2 5
En désignant par —, — et A les expressions 57 (0, ¢), 35 (0, 4°) et

1 snusna2ulAuAaw(r— £ sn® uknl?u) 2K
T 5 5 u - ——
M cstu cs?au )

On peut mettre cette derniere sous une autre forme, comme il suit :

tolL _ g_IE 20LLK
T T 72

K’k’
4 [sm2 amﬂg——sm am-TK - sin? am (—)—IS + K’ > — sin? am <’Z_5_|_ K’ ) I
2
= 4Kk<sm amé—l—{-*sn 2K>—!—4—K; L v ! .
) T 9K 7K

in « . N2 ¢
sin® am I Sin amT

En ayant égard aux relations (6) et (7), on obtient

.

v IOL_?_]S /,KL Iz,"'(__]),-,,q-,,- .
e <7f W) ”[‘_‘—[2 f/“( )+ D (’3)

Le symbole ( ) est égal 2 o, + 1 ou — 1, suivant que r=so0, =1 ou
= 2 (mod. 5).
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Par des procédés tout semblables on trouvera

<2K 2L> 4KL
= wm )V

™ T ‘
(26) r=x - " glr__ 4T 9r rer _— P (720 e (f N e g8 e g B0
_427(4 =g +q )_12( N — gt — gt gty
= 1 — gior } Y — 1"
\ r=1 re=1

Les égalités (25) et (26) donnent les théortmes que Liouville a
énoncés dans son Journal (2°série, t. IX, p. 1-12 et 17-22).

Propuivie III. — Trouver le nombre des solutions enticres des dqua-
lions

2 Y5 B - 30 =n, 224 3 (Y S e U - 0% )

Pour résoudre ce probleme, j'exprime par des séries trigonom¢-
triques les constantes

<_[__I>_._. (_I____,>_:«
AMETGNT AN

en posant

,_(O()__f).K % (0 (3)___2.[, 1 3L 1 K
BOD = BOTI= KON,
Prosuive IV. — Trouver le nombre des représentations du nombre n

par huit carres.

Différentions deux fois, par rapport 3 x, la série (6) et faisons
2Kz ‘

= u; il viendra

-

2 K\* g v
<7:' > (k% cos® am u A? am u— £? sin?am u A?am w — k* sin® am « cos® am )

2 =i
(27) g
=16 2 —— 5= C0S2 7.
I— g%
\ r=1
‘s

s ‘ /
K oon lrouvera

En faisant successivement x =o0 ¢t # = = 4 ~
2

KA 16K A ?
— et -
™

; en additionnant ces deux dernieres valeurs, on aura

13

T

2K\ , . . . .
<?> - Bn désignant par m un nombre umpair, par C,,(m) la somme

des cubes de tous les diviseurs du nombre m, on trouve que le nombre



APPLICATIONS DE LA TIEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. 57

des représentations de m par une somme de huit carrés est égal &
16(,(m) et que ce méme nombre pour 2*m est égal a

L8 (8%t —15) gy (m).

Cette derniere formule peut se déduire par des calculs tout élémen-
taires d’une formule due & M. Bougaieff (*).

Par des considérations élémentaires, on peut toujours, des théoremes
obtenus au moyen des formules de la théorie des fonctions elliptiques,
déduire divers autres théorémes intéressants. Mais je n’insisterai pas

icl sur ce sujet.

CHAPITRE IL

LA METHODE DE M. HERMITE.

Quand M. Hermite publia sa démonstration des formules de M. Kro-
necker, celui-ci fit connaitre (*) qu’il avait obtenu ses formules (*)
par de tout autres considérations. A la fin du méme article, M. Kro-
necker donne un moyen pour déduire ses huit formules fondamentales
conformément aux idées de M. Hermite. M. Kronecker croit qu’en
donnant a 'intégrale définie

REKVK 5. a2Ke
—_— sin?am
e Jy (O

diverses formes, on peut établir les huit formules qu’il désigne dans
le Journal de Crelle par les numéros (I) & (VIII); il indique les formes
qu’on doit donner & celte intégrale pour arriver aux six premiéres for-
mules; en ce qui concerne les formules (VII) et (VIII), il affirme qu’on
peut aussi les déduire de la méme intégrale, « car on en peut déduire

s (z) cosx d

(1) Sur quelques applications de la théorie des fonctions elliptiques  la thévric des
Jonctions discontinues, premitre Partie, p. 79.

(%) dnnales de UEcole Normale, 1866.

(*) Publiées dans le Journal de Crelle, t. 517.
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P’identité (XI) ». Mais I'identité (XI) n’est autre chose que I'iden-
tité (1X) écrite d’une autre maniére, et celle-ci est une conséquence
arithmétique des formules (V) et (VI); cette affirmation est done
fautive. N'ayant pas vu jusqu’ici comment on peut déduire les for-
rrules (VID) et (VIII) de I'intégrale en question, j’en déduis sculement
les six premieres; quant aux deux autres, je les obtiens par des consi-
dérations toutes différentes.

Déterminons le coeflficient de cosa daus le produit des égalités (5)

ot (1o):

2KVK [T, 2Kz
iT——\/: sin®*am Z(z) cosxdx
" men Jo T

n=—cw

1 N . -2 N ) )
(28) zqkzlqn (1\-{-/(/%—1 1-—{]2/;4-1>[1+’/—1+ G0 g
n=1.

nmwlb=wd=n

1 - _
:(/l' E 2 E[,/s(rz,/),za)+ (151(/1,1;, u)‘l,

n=1 =0 a=1

en posant

e(n,b,a)=n*+n—1+4(2an—1)b—a*+ «a
=(n-a+b)(n—a-+b-+1)—(b-41)*
=@r—1)(n+b—a-+1)—(n—a)

q(n,b,ay=n*+n-4+ (2n-+0b—a*+a
(a4 b)(n—a-t b-1)— bt
= (22 41)(n b -1-1) = (10— @~ 1)

On peut regarder —e(n, b, a) et —e,(n, b, a) comme les détermi-
nants de formes quadratiques binaires réduites; par exemple, si

n—da-++b--1zb,
—&(n, b, a) sera le déterminant de la forme réduite
(b+n—a+n)a*tobay - (n - a-+ b))y

Donnor')s de(n,b,a)ethe(n,b,a)une valeur constante; alors on
pourra faire varier n, b et a entre certaines limites et I'on obtiendra
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ainsi deux fois (sauf quelques formes particulitres) toutes les formes
réduites ayant au moins un coefficient extréme impair. Je n’insiste
pas sur ce point ni sur les exceptions, a raison de la facilité du sujet
Ainsi, ayant égard aux exceptions, on trouve

n=w n=wm

A k\/K 2 S ann
(2¢ [ sinzam 2 '::' (2) coszdar = F(n)gr— 3 g1,
9) Vam\Jonh 22 >

ot F(n) représente le nombre des classes de formes dont le détermi-
nant est — n et dont un au moins des coefficients extrémes est impair.
Multiplions maintenant la série (4) par la série (6) et par cosw, el
cherchons dans ce produit le terme indépendant de «; on trouve ainsi
que 'intégrale (29) est égale &

(30) \/ Z (/n 7 (g7 — o 4 gWi=n).

ne=zl

=1 n==1

Multiplions les formules (29) et (30) par \/? et désignons par z(n)
la différence entre le nombre des diviseurs de =, qui ont la forme
44 + 1, et le nombre de ceux qui ont la forme 44 + 3; on aura alors

Z [F(n)4+2F(n—1%) +aF(n—2%) +...]g"
n=1
_ .;_ Z(P(zlz-—x)(jﬂn—ﬁ__z G(2n —1)gtn-?
(31) n=1 n==1

= :L- E [([)(I)l) -4 (,P(]n)] (/ln 4-2 z(l) (171)72111.

+Z[‘D(n) + oy (n)4+d(n)]qg*.

Dans cette égalité, m représente un nombre impair, » un nombre entier
positif quelconque, © (n) la somme de tous les diviseurs de n, 7(n) la
somme des diviseurs impairs de n, 4 (n) exces de la somme des divi-
seurs de , plus grands que v/, sur celle des diviseurs moindres que y/7..
En comparant les coefficients de ¢* dans les deux membres de cette
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égalité, on aura I'identité (I) de M. Kronecker (*); les coefficients de
g*™ nous donneront la formule (II) et les coefficients de g™ la for-
mule (V). En utilisant les formules

ol

R ko 2Ke »
To(2) = —= Sinam —— cosam — T (),

Vi

on pourra donner A I’égalité (29) la forme suivante :

)

()
()

2 Ka
m

/e sinzam

Fo(2) =

w

_REVK
| 2 Q/E Ver k!

= 22 F(n)q® —E (=1,

Si 'on traite celte égalité comme on a fait de I'¢galité (29), on ob-

tiendra les formules (II1) et (VI) de M. Kronecker, ainsi que les iden-
tités élémentaires

T aKa 2Kz
sinam —— cos am —— 7 () cosa dr
(32) 0

F(4n)=2aF(n)
pour tout 7 qui n’est pas un carré impair, et
F(4am)=12F(m)—1

pour m carré impair. La considération de I'intégrale

T
2Kz 2K
cosam Aam T3(x) cosx der,
A T T

qu'on déduit de 'intégrale (29) en utilisant la formule

. 2Kz 1 1 2K 2K
sin?am - Y (z)= Fag(x) - cosam —-— Aam "o Ty (),

tVk

donnera le théortme bien connu sur le nombre des représentations
’ . . .

d’'un entier quelconque par la somme de trois carrés et la for-
mule (IV) de M. Kronecker.

e , . Orntle , v . , ‘
( ) Jo'umal de Crelle, t. 57, p. 249 (Ucber dic Anzahl der werschicdenen Classen
quadratischer Formen von negativen Determinante).
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Pour démontrer I'identité (VIII) de M. Kronecker, je pars des for-
mules

! oL oLl
|2 2) —- 2 p—
| T2 0,0") = — J5(0 = —
=3 (0, ¢%) Pt \ 3(0, ¢%) p-
4121 aLx aLax magm
12 lsinam p Aam == "2 ™ /j»,-”;smmx,
2 T T
(33) ¢ . z{?-—m -'i,'-:-f-m .
% (2, g) sinexr=g¢ E q —qt sinmaz,
41 2 T I [ ’ "z ’.".: [ — ”i/u
i sinam —— Aam 2 Za(r, g)sinox dr =2 E mag o T
| mig J . s , e
m =

Pour évaluer d’une autre maniere I'intégrale (33), on exprime par
des séries trigonométriques les deux produits
o L1 oLz

alL ol .
——sinam - Yo (2, ¢), ——Aam ——sin2uz.
™ T s T

Jomets comme trop longues les déductions qui donnent les for-
mules (VIIT) et (VII) de M. Kronecker; je dirai sculement que la for-
mule (VIT) peut étre obtenue au moyen de U'intégrale

GK2 L T 2K a 2 Ko ,
(34) —‘—-—‘f sinam — Aam —-—3,(2.x, ¢*) cosx dx.
Ia
0

Je passe aussi sous silence la démonstration de quelques autres
formules, que M. Kronecker a données dans le Mémoire précité,
comme conséquences de ses huit formules fondamentales, ou publiées
plus tard dans d’autres Mémoires.

Les huit formules fondamentales de M. Kronecker ont beauvoup de
conséquences intéressantes; ces conséquences prennent parfois une
forme si inattendue qu’on peut les croire sans auncun rapport avec les
formules de M. Kronecker. Ainsi Liouville a donné (") trois théoremes
qui, malgré leur forme tout a fait originale, peuvent étre déduits des
formules de M. Kronecker. Bien que ces formules jouent un vole si
considérable, il est cependant utile de savoir établir directement tel
ou tel des théoremes qui nous occupent. Premitrement, une déduc-
tion directe peut étre préférée, pour sa simplicité, a la déduction qui

(V) Journal de Mathématiques pures et appliqudes, t. XIV.
Ann. de I’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome V. — Féviuer 1888, 6
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part des formules fondamentales. Secondement, on peut trouver des
formules qui ne se déduisent pas de celles de M. Kronccker : telles
sont, par exemple, les formules nouvelles et si intéressantes de
M. Gierster (). Pour obtenir ces formules, on détermine de deux
manieres différentes un coeflicient quelconque d’une série trigono-
métrique, qui représente le produit de trois fonctions de Jacobi,
divisé par le-produit de deux autres. La premitre manitre consisic a
multiplier I'une par V'autre une série de M. Hermite (série représen-
tant le produit de deux fonctions de Jacobi divisé par une autre) et
une série représentant une fonction elliptique a infinis simples; puis
on détermine un coeflicient de ce produit. Secondement, on multiplie
une série, qui représente une fonction elliptique & infinis doubles, par
une série, qui représente une fonction de Jacobi; puis on détermine fe
coefticient de la méme fonction trigonométrique que dans le premier
cas. Cette méthode est susceptible de diverses modifications. Ainsi,
M. Hermite employait parfois, au lieu des fonctions elliptiques, les
dérivées logarithmiques des fonctions de Jacobi.

Je donne dans mon Ouvrage trois exemples destinés & éelaireir les
considérations générales qui précedent.

Le dernier de ces exemples se rapporte aux formules de la troisicme
marche (dritter Stufe) de M. Gierster; j’obtiens ces cing formules par Ia
méthode de M. Hermite. La méthode de M. Gierster, pour établir les
formules de la troisieme et de la cinquieme marche, ainsi que la mé-
thode analogue pour établir Ies formules de M. Kronecker, sont exposées
dans mon septieme et dernier Chapitre.

D’une série trés connue de la théorie des fonctions elliptiques on
tire aisément '

oo

,Zlng} (7) \/;;) ~ o’

35 CBINDNG) — otz i S T iy

(33) dr = colx -4 Z [ S,
7

Cette série peut étre utilisée pour déduire une formule, qui est une
conséquence de celles de M. Kronecker et que voici :

(36) zﬂ(ﬁn*h") =@ (n)+W(n), (h=o,d=1, 0,43 ..), (k2 4n).

(V) Mathematische Annalen, pagsim.
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Les symboles @ et ¥ ont la méme signification que dans les for-
mules de M. Kronecker; quant & H(n), c’est le nombre des formes
quadratiques réduites, non équivalentes entre elles, dont le détermi-
nant est —n et dont les deux coefficients extrémes sont pairs; on
compte chaque forme 2px®+ 2py® pour une moitié de la forme et
chaque forme 2px*+ 2pxy + 2py® pourun tiers; H(o) = — ;. Pour
¢tablir directement cette formule (37), on evalue de deux manibres
différentes 'intégrale

(37) _i_ / ;33(.1') [{/,I_O_':Li “I/)] — Z,(0) col®x ’V“ t,

""O

Considérons maintenant l'intégrale

o T

Ty () sin(6p -+ 2)a

//l(h:l( a \/(/) = el
>

d.v [ P

. 6 Pl ’
+E~~i/ sin(6p —+ 4)a | da

(/') p-b

(38)

"_‘—/
‘ll.’.\

Dans les parenthéses on a une partie de la série (35), dans la-
quelle entrent sculement les puissances de ¢, dont les exposants sont
==1(mod3). Il serait aisé de représenter cette séric entre parenthéses
parlasomme algébrique des dérivéeslogarithmiques desfonctions 7, (x)

[ T
ayant pour modules Vg, \/qcf‘“ ,\/qr;“m. Nous avons déjh employé
ces fonctions, mais avec des modules dilférents (¢ et ¢*), aussi bien
que des arguments différents (x et 22), pour établir les formules (VII)
et (VIII) de M. Kronecker. On trouve facilement

dlogz(z,V/7)

3(2) dx
n =« = =R
(39) == 7;(0) cotae —8 an/ ‘sin2nx 4+ 2%;(0) Z z g -Csinane
. ne=l 21 = nge1

n=w =

~+—4~2(0)2‘ 2‘ ) sinana.

n=1 a=1

(*) Quand, dans nos formules, une fonction de Jacobi ou toute autre fonction de la théorie
des fonctions elliptiques est éerite sans module, il faut entendre que le module est sim-
plement ¢.
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Pour exprimer I'intégrale (38), on devra avoir ¢gard aux formules
suivantes :

[ sinanx cote de == 1,
0

2=

™
[ sinepasinenzdr=—0 (p>n),
“0

a 7.
| = sintenx dr =1.
T 0

Notre but n’est pas de calculer Uintégrale (38) tout entitre, mais
seulement ceux des termes de cette intégrale, ou les exposants de ¢
sont ==1(mod3). En ayant égard aux formules (4o), on donnera
cette partie cherchée la forme suivante :

Siv

(ho) ¢

nzmeoh=ow  qm=n noomlocwdoon I
SN :’*1 . 2 2" 2‘ 2" wivat )
('”) 433(‘—,’ {jn) 2 2 (/n rrb—a® '32 (()’ (/n) 7 .
nz=lh=1la= n-+1 ne b bt acct

Sont exclues des sommations les valeurs de 2 et de b multiples de 3.
Les exposants de yg dans les différents termes de cette formule peu-
vent tous étre mis sous la forme

A=on(an-+2b)—¢*,
ot  est un nombre positif entier, tel que
$*==1 (mod. 3), Clong

on voit que z==b (mod. 3). — A peut étre regardé comme le détermi-
nant d’une des formes réduites

anxtolay - (an - ab)y?,
anz*to(on —L)xy - (4 - ab - al)yt,

(br—a=2b—al)z*a(an—)xy + anyt

Dans notre cas, A==t (mod.3); on verra done facilement que 'ex-
pression (41) peut §’éerire

nEmm " .
7

foon

(42) 8Zy(0, ¢*) E H(1an 4+ §)grarig 87,(0, ¢") 2: (10 4 7),1"’" o

n=0 ni )
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Déterminons maintenant d’une autre maniere cette partie de I'inté-
arale (38) qui a pour valeur 'expression (42); & cet effet, on cher-
chera deux produits : I'un sera multiplié, avant I'intégration, par
Sy (2, q) — 3,(2, ¢°), lautre par 5,(32, ¢"). Le premier produit est
composé de termes tels que A, cos(6n + 2)x et B, cos(6r + 4)x. On
(rouvera

p== p=n-—1
BR-+6p-+3 6r—+12p46 6r—3p
3 Sj q RA6p+3 q n—+12p-+6 _3 V i qon=3r B
L 9 p+3 9 p+90—+6 ot SOPA6N (1 . 9n—0p—23
L— g ) (1 — g ) (t—=q)(1—yq )
(—gr)(1—q - |
p== ., N 191236 1ot — PPN
S ? {/.;/z+n.11—p.s (ll.n+op+» (/nn—n—.%p-;-.; f/¢,,,+,;,,.(4,; \
Ty — P | e \ L — P = (I ps T — G = (/9114-91) H;)
p=10
Lop= -l -
N ,»/GIL—I—Gp«H‘y (/GIL-—I}p k
— s Ty i ) |
n==0 .

Remplacons dans la secconde et dans la quatrieme fraction du second
membre p par p — n et dans la sixitme p par n — p — 15 alors le cocel-
ficient A, pourra s’écrive

yomw b=
8 (]ﬁn+2

oY N Bp-1) (b4-1) . (3p-+2) (BD+2)
1__(/‘J/L+-$‘,d 2‘[(/ (/ £ I

p=0 b=0
p=wlh=w
q{/'m—i-l
et 2 Z [q(i[ll-l) (30+2) __ (/(?p-l—’)(i/H 1) I
—q
p=0 bz=9

La seconde somme est évidemment égale 4 zéro. De la méme manitre
on trouvera

p=»n b=w
5IL~‘—
_— (3p+1) (364-1) __ 3p+2) (3h-+2
B,= (/””"‘“ 2 Z [gtap+1 (a6 q(Bp+2) (362 |
p=0 b=0

~

Multiplions par (2, ¢) — 5,(x, ¢") et effectuons I'intégration;
nous avons

nzzwlhz==» p=wb=w

B N S I
8 Z Z [.(/(MH 1)(3n—+36-+3) __ wa,u—z)(M-H/)—i—.})] z Z [(/('511—{-1)(.5/;«5—1)__(/(.zp 4—2)1-11)4-21. .

n=0h=0 p==0 b==0

Il est & remarquer que, dans les exposants de la premiere somme
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double, le plus grand des deux multiplicateurs est toujours divisible
par 3.

Par des considérations tout analogues, on obtiendra pour la partice
de (38), qu’on calcule en multipliant avant Pintégration par 5, (3, ¢*),
Uexpression suivante :

422 (2D 1) g3r+) (301 /IZZ (26 1) g3p ) (3642
. 822 [ g3n(r+ap+1) — gin(an+ap+2)] ZZ [ Bp D Eort g Bh ) |

lei, dans la troisibme somme double, les plus petits multiplicateurs des
exposants sont ceux qui sont divisibles par 3. En ayant égard & la for-
mule (42), on trouve

r 2%y (o, (/”)2[1(19,/1 4+ B) gt 4= 25, (0, (/")Z H(ran -+ )"0

_%‘_ 2‘ ¥ [(Bp 1) g@p+0GR1 (3 o n) g Bpe2)5052) |

43 '

(43) ¢ 1 N S TP R |

-+ = ( I+(i‘)‘> 3 I (l.:n(.;p-f-—u . (/J/l(.lpl 2) I 5 -
byl ol e

XZE [ Brh (1) (342 (36121 ],

La premiere somme double de (43) peut étre éerite ainsi

2
2 K .
3 2 D(3n 1) gprrt,

On donne unc forme plus satisfaisante aux deux autres sommes doubles
de (43) en recourant au théoreme qui suit équation (18); on voit
ainsi que la derniere somme de (43) peut ’¢erive

nes oo

(2 - 2 S x(6n - ,3)[,/(./1 L ,/'.(rm-—s)_}_ gion=s |
(44) ne==q

nzson

O
> 2‘ x(()'/z e ,)[,/ﬁn R ,/‘;(GII»M) e ,/n;mn.M) e I)

ne=0 §

On peut démontrer, en ayant égard aux théortmes qui suivent les
équations (18) et (24), que le coefficient de ¢**' dans (44 ) sera tou-
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jours égal 4 £ @ (3n + 1). Pour cette raison, I'identité (43) nous donne
le théoreme arithmétique suivant

(43) 221{(121&-{—4——-9/1‘1):([)(312.—}—1),

(h=o0,=x1,%2,%£3,...), (9h*<<izn-4).

Des égalités (36) et (45) on déduit immédiatement une autre for-
mule de M. Gierster :

(46) G H(an 44— h3) =@Bn-+1)+20(3n-+1),

(hy=1,2,4,5,...3p=x1,...), (hiZran-44).

En évaluant dans I'intégrale

T dx dx 3 dx

-/ e (ay Hlogz (@ V7) [dlog%l(‘r’ Vi) dlosmGn V)| g,
0

I'ensemble des termes ol les exposants de ¢ sont =2 (mod. 3), on
trouvera déux autres formules de M. Gierster.

La cinquieme formule de la troisieme marche (') s’obtient en expri-
mant de deux manieres différentes ’ensemble des termes de Uintégrale

I 1 dlogs <7: /(> dlogs <9, ‘/ 0 ) “
e (. 5 1\ZL, Vg 0871\ ox, ) - "o . .
—f ' 3—43(x) i P — %,(0) cotlx col.S‘L- d,

dans lesquels les exposants de ¢ sont ==1 (mod. 3).

Les formules de M. Kronecker sont intimement liées avec les pro-
blemes relatifs au nombre des représentations d’un entier positif quel-
conque par une somme de trois carrés. Les formules dont il vient
d’étre question donnent aussi des théoremes concernant le nombre des
solutions entieres des équations

ax? Y nz'),2 - on z2 ==p,

quand m et n sont des entiers positifs asscz petits (m et n peuvent
aussi étre nuls). Dans mon Ouvrage, je détermine le nombre des solu-

(*) Mathematische dnnalen, t. XXI, 1** Cahier.
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tions des équations suivantes

22+ yr4 Bre=on a4yt 5 hnoto,
24 Yy s==lhn+o, a4 Yo St b 5
2+ yi4 25 =n, at g a Y 250 o,
224 4+ L3P =n, at-i- Yyt B5F o,
24 i 1652 === n, e /;)’2 e f 3o,
22 4- 8y 8z =1, 2= f oyt 165 =,

a2 4= 16y? 4= 16 3% == n

et de quelques autres. Je donne aussi la démonstration de ce théorime,
du a Liouville, que I’équation

a® - oy? 4 332 0,

ol m est impair, admet F(6m) solutions entieres.

La méthode la plus immédiate pour arriver aux théoremes en ques-
tion a été donnée il y a longtemps par M. Hermite. Elle differe de celle
qui conduit aux huit formules fondamentales de M. Kronecker et lears
analogues en ce qu'au lieu des fonctions clliptiques a infiwis doubles,
on considere un produit de deux fonctions elliptiques telles, que lear
produit est égal & une constante. Ainsi, pour établir le théortme con-
cernant le nombre des solutions de I'é¢quation

22y 52z n A 9,

on emploie les séries trigonométriques qui représentent les fonetions

2K | 2 Ko . 2 K ; sl
k \/—w sinam ——— %, (@), S CoSaIsinam - .
T 0 T 7

(A suivre.)



