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SUR QUELQUES APPLICATIONS

niî LA

THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES

DES
PAR M. PIERRE NAZIMO'W,

D O C T E U R ES S C I E N C E S M A T H É M A T Ï Q ÏJ ES PIflUîîS.

AVANT-PKOPOS.

Au. commencement de Fannée x885, j ^ a i pub l i é en langue russe un
Traité i n t i t u l é : Sur les applications de la théorie des fonctions ellip'lù/ues
à la théorie des nombres, 4^4 pages in-8°. Le présent art icle est une ana-
lyse de ce Traité. Gomme quelques Chapitres de mon Ouvrage oui pour
objet des théories étudiées assez en détail dans plusieurs Recueils
français ou allemands, je n^en exposerai qu 'une partie. Ainsi le Cha-
pitre 11̂  où est résumé un Mémoire de Jacohi (1), le Chapitre V, où est
résumé un Mémoire d'Eisenstein (2), le Chapitre VII et dernier, qui
traile des méthodes suivies par MM. Kronecker et Gierster pour dé-
duire les formules qu i portent leurs noms , ne seront pas analysés
complè tement ; le C h a p i t r e VII sera laissé de côté, parce que divers
articles de M,. Gierster (3) contiennent un exposé assez dé ta i l l é des
t ravaux qui en font l 'obje t . Pour les q u a t r e autres Chapi t res , nous

( 1 ) Ueber luîendilche Reiheny âererb ExpoûGnteti m^lelcli in zwel vcr^chiedûfïen qua-
dratù'c/ten Fomien cnthaitçn swd (^Journal clé CrcUc, t. 37).

(2) Ueber die IrreductibilUat und einige anderc Jugefi^'clutfteii dcr Gltôich:ungg w/i
welcher die Theilung der ganzen JLernnù'cale abliàii^t (Journal de C relie y t. 39).

(3) Mathemeaische Ânnalen, t. XVH, XXI et XXII. 1
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allons les résumer en faisant correspondre à chacun d'eux un Cha-
pitre de cet article.

Nous ferons usage des notations suivantes :

K =- f --̂ ==^===^=. , ̂ = i - A'2,J, ^i-^)(i~/^^)

.r, r 1 dx «E^Iv= 1 ~====^======^^ c / ^ z e K ..7o ^-^KI-VC^)

Les fonctions de Jacobi seront représentées par S-, â^, S'a d ̂  :

(1) S- (.27, <7)=2r (.2?) = i — 2 < 7 ces 2 ̂ +2^ cos4^~-^79 cos6^-+-..."h (—i)^/^ cos'î/^.r.. .}-..,
(2) S'a (a-, ̂ ) == 3-3 (^) = 14- 2 <7 cos 2 ̂  + 2 f ces 4. ̂  + 2 <79 cos 6.r 4-... 4- à y^ cos a /<, .z." "4-. < . ,

1 ! 2S /'„ î ^
(3) ^(A^y)==S> l(^)=2^sin^—2^sin3^+âr/^sin5.:r~. . .+(~^ s i ï i ( ^ ^ . - 4 - ( ) . r '

1 9 28 / ^t9

(4) Sr2 (••y, y) = ^2 (^) = 2 ̂  cos ̂  + 2 ̂  cos 3 x + 2 y f t cos 5 x -{-... + a //vl "i'i^ co s ( a ̂  4-" i ) .'r1- {""....

Les. trois fonctions e l l ip t iques seront représentées d 'une des, ma-
nières suivantes :

sin am/î , q\ -= sin am f2-^, /.) = sin am ̂  -= an 2K" -. ± &-(^,
\ v / \ ^ / îr Tr ;̂ â-(rf-)

cosamf^^^cosam^^^cosam^^cs21^,:^/?^!,V 7 7 / \ i r / TC T r y / ' &(;ï)

A am (2K^, y) = A am f^, k\ -, A am l̂  - A 3K^ - ̂ ^.
\ rc y V 7 1 / ^ TT "" &(.»•)

CHAPITRE L
LA PREMIÈRE MÉTHODE DE JACOBI.

Les séries trigonométriques qu'on étudie dans la théorie des fonc-
tions elliptiques peuvent être employées de deux manières différentes
pour obtenir des théorèmes arithmétiques. La première consiste à
prendre ces séries sous leurs formes générales et à en déduire des
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théorèmes, où interviennent des fonctions arbitraires; en spécialisant
ces fonctions, on a divers théorèmes particuliers. La seconde consiste
à dédui re les théorèmes particuliers par une méthode directe, que
M. Bougaïeffa très bien caractérisée en l 'appelant la méthode des con-
stantes elliptiques. Cette seconde méthode a été suivie de préférence
par divers auteurs, qui ont abordé, après Jacobi, ces sortes de ques-
tions. Jacobi, dans le troisième Volume du Journal de Crelle, a i nd iqué
en quelques lignes le principe de cette m é t h o d e * Qii^on prenne quelque
constante e l l ip t ique , fonction de K et k; cet te cons tan te peut être re-
gardée comme provenant de telle ou telle f o n c t i o n , don t le dévelop-
pement en série t r igonoméîr iqoe est donné dans .certains cas par la
théorie des fonctions e l l ip t iques , et dans d'autres cas p e u t se déduire
par des opérations élémentaires de séries t r igonomét r iques corinues.
On obtiendra ainsi des relat ions c o n t e n a n t des séries t r igonométr iques
dont ra rgument au ra une v a l e u r par t icul ière . En comparant les coef-
ficients des mêmes puissances de q dans les deux membres de ces iden-
tités, on trouvera des théorèmes a r i thmét iques .

Dans ce Chapi t re , nous nous occuperons seu lement d 'une classe
toute spéciale de théorèmes ar i thmét iques , savoir ceux qui concernant
le nombre des so lu t ions dû certaines équations indé te rminées du se-
cond ordre, propositions de la n a t u r e de celles dont L iouvi l l e a publ ié
un si grand nombre dans le? premiers Volumes de la seconde série de
son Journal. Mais d'abord nous devons rappeler les séries trigonomé-
triques qui reviendront le plus souvent au cours de cet art icle. Nous
donnons à ces séries deux formes différentes : dans l 'une, les termes
seront ordonnés suivant les mul t ip les croissants de la var iable qui
entre dans les arguments des fonc t ions t r igonométr iques ; dans l 'autre ,
les termes seront ordonnés su ivant les puissances croissantes de y.

a K /c . a K .'a? , ̂ rt i//^7~i ^ / ——— ^
C> ) -̂ - ^m ;im -̂ - = 4J^ Y .̂TT-T sm ( '2^-1) x = 4^ ( \jq^-1 ^ si n dx ̂ ,

n =• 1 ' n ;= 1 \ ïn—\ =- flQ /

^K2^2 . , aK^ ^^ nq11 ,—-,— sin2 arn —— ==87, ——/— ( i — cos a n x)
77-ï -^ ^ui X — </2^ /TT2 7: A-l X •— (f

(6)

\ . ^^p/' 2 ^(i~cos^)[,
w==l |_ /ï=rf'(25—l) 1 J '

Àiin. de l'Éc. 'Normale. 3» Série. Tome V. — jANViEr» 1888. 4
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••sinam^ -- ihb + ̂ T^ sin(a" - I)J;
n=i

72='»

=——4-^ k 2 sin(^/-i)^sm^ -A-i ' AJ
«=1 L » ,=(2</ -1)C.

(8)

, , aK,r , /77 , 2r:>(A-) /y -72" ' œs^-",)./•logA am —^- - logy^' == log -^ = .1^ -,— r̂-î —ï/^-T"""
n=t
H =: »

/^ / ... , ^ ï
=^(^"l 2 ^COS.^Y

72=1 \ â/»—)l;=<tô 1 /

^i r </-" ^ ï ( l 1 "
w^W - -Z^ ̂  7—^ ~ 2^ ̂  7 -̂7^^(X) =:—>,- ————— — 2 > - ~——— COS9- /LF

n = 1 n =: l
/? .-= «5 /< "-'• '»

^yi^_^,V/^ V cos.^\,^ ^ ï ̂  ^2// ^ ï / j^ r
/< == l " /; ;=:: 1 \ n = / / 1 2 9 •1- l) /

/(;:"«
/^KI' . a K ^ . , /^ . . f -^; •4 -"f^-à / — — s i n a m — — ^ ( ^ ) ^ ^ ^ ^ ^ n ' i 0 - ^ ^ ! / / 4"^ "•4-. • .4"^/^2 K k . 2 K ̂ _ / , / V , s • ï /——sinam ——^(^) :̂ = 4 ^.7 siri2/<..r|// "^-h- ^ +. • .4-^/

. , , n^i
(ïO) <, ,̂̂  ^

-^ / /i+" ^ , ^4"o \
^ ^ Z ^ Zi sin——^L

«=û \ ^n'-\-3:::."{l^ /

(II)

/3K.Â' . î î I V . Z - , , ^ -(2/1-4- l j 9 .A / —— sinam -— 3n(x} -==2 ^y si
y TT 77 k .̂ »

sinam 1-^L ̂ -^{x) -== ^^,^/4 s in (9- / i 4"i) .y( ï •+• 2 < y • • l " î 4 " • - . »'4" '•îy11'11 /^)
TT 77

// îs 0

n / n4-7 ^ . d 4- 0
^ ̂ n4T 2 ^a 7, ^ ' 1 7. sin——x \.

• ll r 1 1 1 1 1 1 . . ! ! ' ^ ^ • 1 ^ , à
/ï-sô \, 4n+ïs=</$

Etant donnée une équation inidélenYlinée du second degré, telle que*

, (W2 4- bxy 4- cj2 4- rf<r 4" cy •= //,,

on peut toujours mettre cette équation sous la fbnrie

a ̂  4- % b xy + cj2 •=: /-î,

ou a, 6, c et n sont des nombres entiers. Pour déterminer le nombre
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des solutions entières de cette dernière équa t ion , considérons la somme
double

(^ ^^^^-.....-.^^^^^<"-^'•^—^•^
dans laquelle x et y prennent toutes les valeurs entières depuis — co
jusqu'à +co. Toiisoûsy == aï+~X; il vient

ax + by = a ( x -h- b£) + !A-=: aï; + bl ;

la somme (12) prendra la forme

X^ '̂  .̂̂  - (" Ç -•!- // A;2 -(rt<;-"^9i(^/4•<).)s

222^ ^ ?
^ et *( doivent varier depuis — co jusqu'à + ce et X de o j u squ ' à a ~ i .
Dans le cas où a, c et ac — b^ soiit positifs, la dernière somme peut
être représentée par une somme de -a termes, contenant les produi t s
des fonctions de jâcobi :

=rt—i
^3) ^ ^^(^^^log^/, ^^^[(^"—^^^nog^/, (f^-^].

),=0

Dans beaucoup de cas, on pourra donner à (j3) une forme plus simple.
Mais à ces produits de fonct ions 5 on peut substituer le produi t de ^K

* A 71

soit par une fonction du module /c , soit par des fonctions e l l ip t iques à
arguments particuliers. Sous cette dernière forme, on peut év idemmen t
considérer la somme (i 3) comme p rovenan t d ' une fonction e l l i p t i q u e
dans laque l le on a d o n n é à l ' a rgument une va leur par t icul ière .

Dans le cas où a et ac — f/2 sont des puissances de 2, on trouvera
dans les formules de Landen le moyen de représenter Ci3) par une
fonction de k. Après ces calculs, on saura dans beaucoup de cas de
quel le fonct ion e l l i p t i q u e se d é d u i t celle fonc t i on de /c. Pour les fonc-
tions el l ipt iques, on a des séries tr igonométriques. En co'mpanml les
coefficients des mêmes puissances de y dans la p remiè re ' somme (12)
et dans la nouvelle série t r igonométr ique , on aura des théorèmes con-
cernant le nombre des solutions de l 'équation indéterminée en ques-
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don. Ainsi
^^^=^(0^)^(0,^)=^ î -TT.

Faisons main tenan t ^== î dans la formule (7) ; alors la série (7)
nous donnera précisément la fonction cherchée de K et A'. On ob t i en t
ainsi

A = -+- oo j == +• oo rt =--" °o

2 2;y^=^W^|
>.=-.eoy=—w ' , /î=l L n.=--(2rf-ljî

7T
^^y.-^^,+^^F ^ sin(2rf--«)J

^-.eoy=—w ' , /î=l L n.=--(2rf-ljî

^^ ? X^ -(^^tl) ]=I-32; y" 2 (-1)2
/!.-=! L rt=(2//-"- l jS J

La comparaison des coefficients de cf dans les deux membres de la
dernière égalité donne aisément ce théorème ;

THÉORÈME. — La moitié du nombre des solutions de l'équation
^ -4-. ay2:::^ //

est égale au nombre des diviseurs de n, ayant la forme S p 4" î et ^p 4"- 3»
diminué du nombre des diviseurs de ri, dont la for/ne est 8/^4 " 5 ou
8^+7,

Ce qu'on a di t dans le cas où a et ac — lr sont des puissances de .2
subsiste quand a et ac — b^ sont que lconques ; seulement les formules
de Landen doivent alors être remplacées par d 'autres , celles y par
exemple, que d o n n e la théorie de la t r a n s f o r r n a t i o n *

Si l'on veut é tud ie r le nombre des solutions entières de l 'équat ion
nx" -h w,j*:-=/^7

n et m représentant des nombres impairs positifs et p un entier positif
que lconque , il faut recourir au produit ̂ (o, cf) £^(€), q ^ ' ) . La théorie
de la transformation nous donne immédiatement

2-3(o^)^(o,r)=—— ^Ff—\jnm. ^ V^
h^l . 2AK h=^ . a A Kî smam—— 1 % smarn-j^ aK. "ï-r ' ' 1 1 n__y-y. __^ '^ •ynn _ _ ^ __. YT" ___ ! w-^ ^^^^^ j^ ^^^,

7~ T" 1.1 w(iT3:1)K, Al . "" "^j^//l/?l . A=î1 sinam———— ^.si. sinam-——^^^
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Remplaçons ^— par 2—^ et supposons que les nombres n et m n'ont
pas de diviseur commun. Le second membre de Féquation ( i4) sera
une fonct ion doublement pér iod ique de x aux périodes TC el ~^~; cette
fonction aura seulement des infinis simples. On peut donc lui appl i -
quer le théorème énoncé à la page aSy de la Théorie des fonctions ellip-
tiques de Briot et Bouquet ; on a ainsi

(,3) ^ .̂p -̂"̂ - C -̂j:-̂

a/^ désignant Faffîxe d ^ u n inf ini de F(^) compris dans le pa ra l l é lo -
gramme élémentaire. La somme indiquée do i t être étendue à tous les
a/,. Dans cette somme, les Absent généralement des fonctions du mo-
du le / £ ; dans les rares cas où les A/^ sont des quant i tés numér iques ,
notre problème sera résolu complètement .

Je donne, avec quelques remarques concernant les propriétés décès
infinis a/,, cinq théorèmes relat i fs à des cas où, les A/, ont des valeurs
numériques, et j ' app l ique ces théorèmes aux équations

.̂2 4^ 5j2 ̂  ̂  ^2 ..̂  y^3 .̂  ̂  ^

Comme ces théorèmes on t une a p p l i c a t i o n très restreinte, tout en pou-
vant être appliqués aussi aux équat ions

;r2 4- 3j''2 == n, a^ •+• xy 4" y^ r=: /iy
2 ,r2 4- 2 .ry 4- 3j2 == /z, , ^a 4- xy 4- ay2 == /^

je les passe sous silence, d ' au tan t plus volontiers que cette méthode
peut toujours être suppléée par d'autres procédés plus rapides et qui
s 'appliquent encore à des cas où elle tombe en défau t .

Cherchons, comme exemple, le nombre des solutions ent ières (le
l 'équation xsî•J^3y2=n. Nous avons

(16)

.^24-3y3 ̂ ^

sK,.:^ aK..^,,. / sinam —— A arn ——i, î>,K / Tr TT
1/3 TT \ 2 K .rv \ cosarn—— ,

\ ^ /.r=S

/,, 2K..ZA^ alogcosam—— \

V/I \ ^ t ~ 7.r:= ? 'j
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Mais la théorie des fonctions elliptiques nous donne

,, 2K.ralôgcosam—— /'•=clo

(17) - ———^——- ̂  ̂ x + 4. ̂  nq^si" 2 ̂ ^
/•=:!

on aura donc
/r =;: ao

( !8^ ^.S^24"'̂ '̂ 1 + 2 S ̂ (^—^ [<72/'•~l + Sy^2'1-'1^- 3^i"(2^-i)^ 3^(î'.(îi/<-i5.,j,,^ ^ _ •
//=!

x(2/2 — i) est la différence entre le nombre des diviseurs de 2 / 1 — i ,
qui sont de la forme 6r4-i , et celui des diviseurs de la fonîw 6r+ fL

THÉORÈME. -- Pour déterminer la moitié du nombre des solutions de
l'équation

,y2-.L.3j2^ ̂  _. ^

il faut du nombre des dimeun de sn — î qui wnl de la forme ()r-h i
soustraire celui des diçùeurs de la/orme Gr-f- 5.

L'équat ion
^^3^^^a-i(a/jt-i) (a- i )

n'a pas de solution. L'équation

^+3^=2^(a/z .- ï ) ( a S i )

a trois fois plus de solutions que

,:^-f- 3j2-:1::: 2// — A .

Passons ma in tenan t ' aux équations indéterminées, conleoant qua t re
^ ou six inconnues.

Pour les équations à quatre inconnues, onpourra réduire h somme
infinie, dont1 dépend la résolution du problème, au produit do 4KÎ Î,
soit par une fonction du module k. soit par une fonction doiïl)ler^nt
périodique d-un argument particulier. Dans tous les cas, la difficulté
consiste seulement dansie choix de la lonction doublement pério-
dique, dont la valeur trouvée doit provenir après le remplacement (le
1 argument variable par l'argument particulier. Soit/f^) cet te forif-
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t ion ; elle doi l a voir des inf inis doubles ; mais ces in f in i s doubles peuvent
* ^ K 2

êire tels qu'au voisinage de l'un d'eux la fonct ion ^—-/(^) soit de la

forme ̂  z é tant l'accroissement in f in iment petit de x et A une con*

stante, ou bien tels que —f(^) soit de la forme -^ -4- -• Dans le pre-
1Ï*' Z .3

mier cas seulement, et encore si A est un nombre , le problème sera
résolu p'ar la fonction elliptique/^); dans tout autre cas, on devra
recourir à d 'autres moyens pour résoudre la quest ion.

Pour les équat ions à six inconnues , les cons idéra t ions qu i p récèdent
changent seulement en ce qu'on est ramené au p rodu i t °-^/(.r;), /ï.r)
étant une fonct ion doublement pér iod ique à in f in i s t r ip les . Ces i n f i n i s
doivent être tels que -^-/(^) soit de la forme ^ a u x environs de
chacun d'eux; pour que le problème se résolve i m m é d i a t e m e n t , i l f a u t
que A ait u n e va leur numér ique . Je donne beaucoup d'exemples q u i
éclairent les considérat ions précédentes; tous ces exemples sont pris
pa rmi ceux que Liouvi l le a publ iés en si grand nombre dans les pre-
miers Volumes de la seconde série de son J o u r n a l .

Exemple. — Soit à é tudier le nombre des so lu t ions entières de
l'équation

^•2 ̂ . yÏ ̂ _ ^ ̂ _ ^ fï ̂  ̂

Pour résoudre ce problème, il faut considérer le produi t

^ (o, q) ̂ (o, <f) = î i v/T^P. .

Je cherche premièrement une série t r igonoméir ique pour la fonct ion
A^im-^ - A^m K^. De l'égalité (6) et de l ' iden t i té

A^m^^i-^sî^am^-î

on déduit aisément

(.9) ^ fA- am ̂  ̂  A- am K^ = ̂  ̂ .̂Î-S^
^ \ 4. 4 ) '^ ^.^atil•i" ~——

r-ssi , 1 ! !
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Mais on connaît la formule (1)
K ' i . K^'y.... cosam — 4- A am — / rr\ —~,

, K'i 2 2 ^Ï + VA'; \ / Ï -h A
(20) A2 am — = ———————-rrr?—— == --̂ ~-»~ .̂_^

4 i^o^m^ V/A'+^+Â-14- cosam-
^(î+k)(ï^\/I)-(/c^^)\/T+uï.

De même on trouvera
^^ 3K^ ̂  ̂  ̂  ̂ ^ ̂  +^)4.(/^^) ̂ TT .̂

^(A-am^^am^)-8^(^^)^ATI.^K2

Remplaçons dans la deruière formule y par cf ; le second mernbro de"
Ï - A 'vient——{^ — ^') s/ï + ̂  ^t ^^ formule (19) donne

KVï
•(1-^)^4-^=4^( 21 ) — /; v ̂ ^rL'73^ '7f>/>"+" 'y7^^ ,̂̂ .̂

D'autre part, en différendant l'égalité (5), on t rouve

4K2 y——T, 4.K2 • /K ^.\. /.K, ,^^—^ /c^i 4- /•/ == — —— /c cos ain -- 4- K^ A arn — 4- ii!t
^ • TT2 \ 2 / \ 2 ^

(29)
/ ̂ i (a r—i )^ / 2 ^" 1 / , TT=^-4^;^ ^__cos(2r~Q,

Des formules (21) et (22) on dédui t

aK^s-̂, v'7^7 =, - »21- •)•"""' ̂ ^
(9.3)

/'(<7?t"~•/73/'w'7g/'+<77r), „ . ^ . ^^ . ,_ . .,8^î

Soit w un nombre impair. Le coefficient de (f^ dans la seconde de^

( 1) BRTOT et BOUQUET, Théorie âcs fonctions elliptique f, p. 565.
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deux séries précédentes est

S^-i^^J^c^m),

en supposant m == dS et étendant la sommation à tontes les solutions
positives et entières de m == dS. Le coefficient de (f"- dans la première
série est

— 2 û)(w) ==-- a2(— 1)8 ^~"li j.

Si m === 8/± ï , on aura

co(w) == &ïi(m)

et, si m == 8/± 3,
û>(w) ==— &)^ (m).

D'où les théorèmes suivants :

THÉORÈME I, -— Le nombre des solutions entières de l'équation

A'2 -+- J2 -h ^2 + 3 ̂  == m

^?^ égal à 6co^ (m), quand m=Ql±:i, et à iow^(m), quand
m= 8/±3.

THÉORÈME II. — Le nombre des solutions entières de l'équation
.y2 ̂  y2 4- ^2 4-. 2 ^2 ̂ ; ̂ a^ ^ ̂  ̂  ̂ ^

est donné par la formule

,[^2^(__,^m2-l)],^(^^

Les mêmes séries trigonométriques interviennent dans la recherche
du nombre des solutions entières de l 'équation

-r2-}- îij2-^ lô^2-}- ïô / 2 =: 8^ 4- 3.

Seulement, outre les séries précédentes, il f a u t en considérer une
autre d'un caractère tout à fait différent ; car on aura à déterminer
-^2(0, ̂ ^(o, y ) , ce qui nous donnera dans le coefficient de y8^

une somme 22(—i) 2 r, étendue à toutes les solutions positives
Ànn. de VRc. Normale. 3" Série. Tome ÏV. — JANVIER ï888, 5
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entières de l 'équation
/•2-t» a /z^g /^,3.

J'ai déjà fa i t remarquer que le présent procédé ne peut pas scn4rale"
ment être regardé comme praticable.

Relat ivement aux équations à six inconnues, semblables aux précé-
dentes, je résous les trois problèmes qu i consistent à dé terminer le
nombre des so lu t ions des équa t i ons

^ 4- y2 ̂  ̂  4» ^ ̂  ^ ̂  ^2 ̂  ff ^

^ -j- j2 _^ ^2 ..p (Ï .^ 3 ̂  ̂  ̂  çî ̂  ̂  ̂

^•2 ̂  yï ^_ ^2 ̂ . ^2 ̂  ^2 ̂  ^ (,S ^^ ,̂ ,

Les deux premiers se résolvent par les mêmes formules; on dé te rmine

en série de. q les sept fonctions {^\^ (0t?V\ (n == o, 1,2, 3, 4, 5, (>}.
Ces sept formules donnen t aussi le nombre des représentat ions d ' u n
entier n par six carrés lorsque quelques-uns de ces carrés d o i v e n t être
pairs.

Passons aux problèmes encore plus compliqués.
PROBLÈME I. — Trouver le nombre des solution y entières de l'équation

• .-z>ii+J24-3(^+^2)=n.
On a

3 a K . , aK / ^ ^K, \
^(o,.)^^,^^^)2^.^^^^^^^^

3 v 7 r / cs^- ^^cs^ ^

== w- r/r2 sin» aro (^K + K + K' i) - i -+- ^ sîn2 am aK 1.
" L \ " / " 1

Ainsi l'on trouve, en employant la série (6) et la série bien connue
pour 4^2,

(24) ^^r^^'^^i+j^^——^^.-cos^.î).

TiïÉonÈME. ~ Le nombre des solutions de l'équation
a-s+jî 4- 3^^ 3<î==2*3P(6/î±i),
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dans laquelle a et [3 sont positifs ou nuls, est égal à 4(Ï)(6n ± i), quand
a = o, et à ̂  (2014'1 — 3) (D (6/z ± i), quand a ^> o, e/z représentant par
<& ('T?) /a somme de tous les diviseurs du nombre n.

La même égalité (24) peut donner un théorème sur le nombre des
solutions de l ' équa t ion x2 -4- xy-^r- y14- -s2 •+- zt + l2 === n,

PROBLÈME II. — Déterminer le nombre des solutions entières de l'équa-
tion

^ ,-4-j2 ̂ _ ^2 ̂ . 5 ̂  ̂  ̂

ainsi que de l'équation
^ ̂  5j2 ̂  5 ̂  ̂  5 ̂  ̂  ̂  ^

«î

En désignant par ^—^ 2^ et ^ les expressions &:; (o, ^), 5^ (o, r/^) et
TT 7T M

5L•^-î on trouvejv.

^ _ \ / /^ _ sn u sn 2 « A^ A a ^ ( i: — À:'8 sn2 ^/ sn^ 2 <:< )a _ % K.
, M T I ) V M ^ ^^^.^^^^^^ , ^ = ̂ .,,..

On peut met t re cette dernière sous une autre forme, comme il suit ;

sin2 am ̂ K •4- sin2 am (9^ ̂  K^) - sin2 am (^ 4- K//^

=4K^/^, ̂ iK^^^^ ̂ /___ ^ ____ \

^ v ° 3 / 7r ^i^am^ sm^m^

En ayant égc^r'd aux relat ions (6) et (7), on obtient

(,5) f^-^^/4KÎ=4+4y--C^^^
v / \ 7!: TT ) Y 7T2 î r 4 ̂ 1 f, — ,7 -̂ \6} • 4 Z< ï ^^~ \^)'

Le symbole ^J est égal à o, "+-1 ou — î , suivant que rsso, ±: rLe symbole (^ r
±2 (mod. 5).

ou
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Par des procédés tout semblables on t rouvera

' ^K_2L\ , /4KL
, 7T 7T

(26)
— / V r(^7 '—<y3r—^7r+'yo0 / / 'v (— I ) / > /' (^2/t — ̂ r ~ 7<î/ ' + ̂  )— 4 ̂  r r ^ T o T - - " ^ ̂  - - — ^ - _ - , ^ — — — — .

J ' ^ l r ;~ l

Les égalités (^5) et (26) d o n n e n t les théorèmes que Liouvi l le a
énoncés dans son Journal (^e série, t. IX» p. ï - ï 2 et f7"22).

PROBLÈME III. — Trouver le nombre des solutiom entières dea équa-
tions

^+y2+^+ ^-+- u^ 3^== n, ̂ .4- 3 (y2-h ̂  + ̂ ^ a^-h ^)==; //.

Pour résoudre ce problème, j 'exprime par des séries IrigOîïOîîK'*"
triques les constantes

J_^ ! / ï \ î
^ î).^ {j^-^)^

en posant

^'^ï- ^^. »-^ ^^;
PROBLÈME IV. — Trouver le nombre (les représentadôm du nomfw n

par huu carrés.

D i f f e r e n l i o n s deux fois, par rapport à x, la série (6) et fa isons
-—-- = u ; il viendra

/SiKV
^ ) {^ cos2 am u A2 am u— /ê si n.2 am u A2 a m a — /^ gi 11® aïn a eo^ a în //)

(27) ^ r=:oo , ,.• ^ ^^ r'^/'
'^^T^r^0052^^

r=l

En faisant successivement ^ == o et x == ; -+- 7r^, on innmra
lôK4/^ , lôKV^2 a aK
"-̂ — et -—^—; en additionnant ces deux dernières valeurs, on aura
/aKV „ .
^j • hn désignant par m un nombre impair, par '^(w) la somme
des cubes de tous les diviseurs du nombre w, on trouve que le nombre
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des représentations de m par une somme de hu i t carrés est égal a
16^3 (m) et que ce même nombre pour ^m est égal à

M(8^i^i5)Ç3(w).

Cette dernière formule peut se déduire par des calculs tou t élémen-
taires d 'une formule due à M. BougaÏefî(1) .

Fardes considérations élémentaires, on peut toujours, des théorèmes
obtenus au moyen des formules de la théorie des fonctions elliptiques,
déduire divers autres théorèmes intéressants. Mais je n'insisterai pas
ici sur ce sujet.

CHAPITRE IL
LA MÉTHODE DE M. HERM1TE.

Quand M. Hermite publia sa démonstrat ion des formules de M. Kro-
necker, celui-ci fit connaître (2) qu'il avait obtenu ses formules (;î )
par de tout autres considérations. A la fin du même ar t ic le , M. Kro-
necker donne un moyen pour déduire ses huit formules fondamenta le s
conformément aux idées de M. Hermite- M. Kroneckcr croit qu 'en
donnant à l 'intégrale définie

/^KVK r^ . , 3.K.2. , , ,———=- 1 sm2 am —— Sr. (je ) cos .r djc
7^^ Jo ^

diverses formes, on peut établir les hu i t formules qu'il désigne dans
le Journal de Crelle par les numéros (I) a (VIII); il indique les formes
qu^on doit donner à celte intégrale pour arriver aux six premières for-
mules; en ce qui concerne les formules (VII) et (VIII), il afïîrrmî qu'on
peut aussi les déduire de la même intégrale, « car on en peut déduire

( l ) Sur quelques applications dû la théorie clef! fonctions elliptiques à la théorie des
fonctions discontinues, première Partio, p. 79*

(2) ÂnnedGf! de l'École Normcde y 1866.
(3) Publiées dans le fourncd de Crelle, t. ?>7.
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l'identité (XI) ». Mais F iden t i t é (XI) n'est au t re chose que l ' iden-
tité (IX) écrite d'une autre manière, et celle-ci est une conséquence
ar i thmét ique des formules (V) et (VI); cette a f f i rma t ion est donc
fautive. N'ayant pas vu jusqu'ici comment on p e u t dédu i r e les for-
nules (VII) et (VIII) de l ' intégrale en ques t ion , j 'en déduis seulenmit
les six premières; quant aux deux autres, je les obt iens par des consi-
dérations toutes différentes.

Déterminons le coefficient de cos^ dans le produi t des égalités (5)
( ^ ( ( O ) :

.^K\/r /^ . , ^x . .
- ^7^ sm-am^^)cos^

W < =^2 ̂ ^('T^T^Î -h T^^) [^r^" ̂ +.. ..4-r^^J
1 /!=!. / /

/î == oo /.» r= oo /ï.ss/î

^ qï ̂  ]^ ^EA^ ̂  {n' ̂  a} •4" ̂  (nf h) a) ] »
n=,i //=::0 ^==1

en posant

£ (n, b, a) == /^-t- /?, — i + (a^ _ y) ̂  _ ̂ ^, ̂
= (n -h ̂  + ̂ ) (n — a + /; + ,') _ ̂  ̂  ^a

== (2/1 — ï) {n + ̂  — a 4- i) — (//, — a)\

£i(/^,a)=: n2-^- n~h (2 n •+- J) ^ — a2 "h ^
= ( /À -+- ^ -h À ) ( //. — a -4-. h 4... ï ) — /^
= (a/^ 4- i ) ( n + /, ..,„.. ̂  ̂  t ) _ (^ _ ^ ,̂  ^y^

On peut regarder -6(n,&, a) et -e,(^a) comme les détermi-
nants de formes quadratiques binaires réduites; par exemple, si

n — a ".{- h ̂ rî'ih,

— ̂  (^ h, a) sera le déterminant de la forme réduite

{b -h n ~» a + x)^^: ̂ ^ ̂  ̂  ̂  ^ ̂  ^^^^

Donnons à e(^ b, a) et à s, (^, &, a) une valeur constante; alors on
pourra faire varier ^ h et a entre certaines limites et l-on obtiendra



APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. 3o

ainsi deux fois (sauf quelques formes particulières) toutes les formes
réduites ayan t au moins un coefficient extrême impair . Je n' insiste
pas sur ce po in t ni sur les exceptions, à raison de la faci l i té du su je t .
Ains i , ayant égard aux exceptions, on t rouve

, , A^KV/È ^ . , aK^ , , , /^ ^(ag) — v ^ s sm^arn——^(.r) cos^J.r== a > F( /z)^— > ^(^-î)\
\/q^2\/^JQ TT jid v / J / . ^/

/? .-= i w 1-=: i

où F(n) représente le nombre des classes de formes dom le détermi-
nant est — n et dont un au moins des coefficients extrêmes est impa i r .
Multiplions ma in t enan t la série (4) par la série (6) et par cos.z?, el
cherchons dans ce p rodu i t le terme indépendan t de oc; on trouve a ins i
que l ' intégrale (29) est égale à

——— ce

/ ') 1 ^ - '̂  ^ »( 3 o ) 4 / „._ .̂ ._______ { ^|^tî•J^'-n_ ^ j .|nî—rl,\
' ' V aK ̂  q " - — q - " - {q •' 1- ' I ' •

n^ l

Multiplions les formules (29) et (3o) par l/^. et désignons par ^(n)
la différence entre le nombre des diviseurs de ra, qui ont la fornie
4À + r , el le nombre de ceux qui ont la forme 4/i +3; on aura alors

/ nrrso

^ [F(«)-+-2F(M—-i2) + a F ( / î — 2 2 ) 4-.. .]7»

= ̂  ̂  [<I*(/n) + ̂ (»î)] </'" -+- a V <l> {in)^"1

+^ [ <]> ( ra ) 4-a/. ( K )-f-•K ra )] 7'"'.

Dans cette égalité, m représente un nombre impair, n un nombre entier
positif quelconque, <I>(/î) la somme de tous les diviseurs de n, •/(n) la
somme des diviseurs impairsje n, ^(ra) l'excès de la somme des divi-
seurs de n, plus grands que \J7i, sur celle des diviseurs moindres queV"-
En comparant les coefficients de q'"1 dans les deux membres de cette
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égalité, on aura l'identité (t) de M. Kronecker (1); les coefficients de
q^ nous donneront la formule (II) et les coefficients de cf1 la for-
mule (V). En utilisant les formules

. . , aK^ , , ^O). / N k • Î ÎK^ ^K.y, , .k sm^m ——^(^O ̂  —7—( S-a^) == "-7= smam —— cosam —— ^i (.r),TT ^(.z?) ^^ 'n: 7;

on pourra donner à l 'égalité (29) la forme suivante :

/^K^/E r" . 2K,^ 2lLr, / , *' /—,_—==== l sin am —— ces am —— Sri (x ) cos x da'^ \ J q \ j ^ k ' J , ^ _ ^ l v /

(32)

=22F(/o^-~2^""l)a"
Si l'on traite cette égali té comme on a fa i t de l 'égalité (2<)), on ob-
tiendra les formules (III) et (VI) de M. Kronecker, ainsi que les iden-
tités élémentaires

F ( 4 ^ ) = = a F ( / Q

poar tout n qui n'est pas un carré impair , et

F ( 4 m ) = 2 F ( w ) - ï

pour m carré impair. La considération de l'intégrale

j cos am ——^ A am ^—J- 5-3 ( x ) ces x c/a',
i/o '̂  îï'

qu'on déduit de l 'intégrale (29) en u t i l i sant la formule

sm^mi^^(^)=-^(^^^cosam^±Aam^^^/(' /i A' \/7c ^ 'îî

donnera le théorème bien connu sur le nombre des représentations
d'un entier quelconque par la somme de trois carrés et la for-
mule (IV) de M. Kronecker.

( 1 ) Journal de Crelle, t. [>7, p. ̂  (Ucber dia Ânzciht der vûwîwdefwn Claw/t
ffuadrat^cher Formen wm ne^twen Delcrmincmfe").
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Pour démont re r l ' ident i té (VIII) de M. Kronecker, je pars des for-
mules

,^1(<W)-^ ^(o^2)-^

I ^ L 2 / . iLx . 2L.r /^ mc^î ±^-smam-^-Aam-^-==4^ ^^smm^

(33) < ^ / ^— ^A .
2-2(^,<7)sin2^-==.<7^ ( < y ' --^ ^ sm/^r,

OUI r" 2L;r . 2L.y , , . , /^ ^i.—^^
1;̂  j sin^m-^^ûm-^-^^,q)sin^^d^-=^^înq ••• •^—^•
^ J t-1 0 J>" ' ,„;,,!

Pour évaluer d 'une autre manière l ' intégrale ('33), on expr ime p n r
des séries tri ̂ o no m étriqués les deux produi ts

2 L l . a L ,r , , a L . 2 L x .
—— s î n a m —— '^2 ( ,:r, </ ), — A a m —_— s î n ^ .2'.

,1'ornets comme trop longues les d é d u c t i o n s qu i d o n n e n t les for-
mules (VIII) et ("VII) de M,. Kronecker; je dirai s eu lemen t que la for-
m u l e (VII) peut être obtenue au moyen de l ' in tégra le

( 34) -1—— j sin am -—- A am ^-^- &i ( a .z'-, r/2 ) cos.z' d.x.

Je passe aussi sous silence la démonst ra t ion de quelques au t res
formules, que M. Kronecker a données dans le Mémoire précité,
comme conséquences de ses h u i t formules fondamentales, ou publiées
plus tard dans d'autres Mémoires.

Les hui t formules fondamentales de M. Kronecker ont beaucoup de
conséquences intéressantes; ces conséquences p r e n n e n t parfois u n e
forme si i n a t t e n d u e qu'on peut les croire sans a u c u n rappor t avec les
formules de M. Kronecker. Ainsi Liouvil le a donné (!1,) trois théorèmes
qui, malgré leur forme tout à fai t or ig ina le , peuvent être dédui t s des
formules de M. Kronecker. Bien que ces formules j ouen t un rôle si
considérable, il est cependant u t i le de savoir établir d i rec tement tel
ou tel des théorèmes qui nous occupent. Premièrement, une déduc-
tion directe peut être préférée, pour sa s impl ic i té , à la déduc t ion q u i

(1) Journal de Matli ématlq ue-y purcy et appliquées, t. XIV.
Aim. de l'Éc. Normale. 3" Série. Tome V. — FÉvitiËR 1888. 6
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pari des formules fondamentales. Secondement, on peut t rouver des
formules qui ne se déduisent pas de celles de M. Kronecker : telles
sont , par exemple, les formules nouvelles et si intéressâmes de
M. Gierster ( ') . Pour obtenir ces formules, on dé t e rmine de deux
manières différentes un coefficient que lconque d 'une série trigono-
métrique, qui représente le produit de trois fonctions de Jacobi ,
divisé par l e -p rodu i t de deux autres. La première manière consiste à

multiplier l 'une par l'autre une série de M'. Herrni lc (série représen-
tant le produit d e - d e u x fonctions de Jacohi divisé par mw a u t r e ) cl
une série représentant une fonction ell iptique à i n f i n i s s imples; p in i s
on détermine un coefficient de ce produi t . Secondement , on i m s i l i p l i e
une série, qui représente une fonction e l l i p t i q u e a i n f i n i s (1 au! t ics , par
une série, qui représente une fonction de Jacobi; puis on dé te rmine le
coefficient de la même fonction tr igonométrique que dans le p remier
cas. Cette méthode est susceptible de diverses m o d i f i c a t i o t i s . Ainsi ,
M. Hermite employait parfois, au lieu des fonctions e l l i p t iques , les
dérivées logarithmiques des fonctions de Jacobi,

Je donne dans mon Ouvrage trois exemples destinés à échurcir les
considérations générales qui précèdent.

Le dernier de ces exemples se rapporte aux formules de lu troisième
marche (driUer Stufe) de M. Gierster; j 'obtiens ces cinq formules par la
méthode de M. Hermite. La méthode de M. Gierster, pour é t ab l i r las
formules de la troisième et de la cinquième marche, ainsi que la mé-
thode analogue pour établir les formules de M. Kronecker, sont exposées
dans mon septième et dernier Chapitre.

D'une série très connue de la théorie des fonct ions e l l ip t iques on
tire aisément
„ diog^^v^q) , /^ rf

i Oj i ——————....—————„«, —COlt^' "+- 4 .7 -.•-11-11•1"-——•, Sjlji y; /'.z1.,
dx Âu»à l — ^1

r :•::. 1

Cette1 série peut être utilisée pour déduire une formule, qui est une
conséquence de celles de M. Kronecker et que voici ;

(36) ^^^-^^^(/Q+V^), (/r=o,±:ï., ±v±3, ̂ ), (/^4^

( l) Mctthemcituche Ânnalerly passim.
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Les symboles $ et T ont la même signification que dans les for-
mules de M. Kronecker; quant à H(/i), c'est le nombre des formes
quadra t iques réduites, non équivalentes entre elles, dont le détermi-
nan t est — n et d o n t les deux coefficients extrêmes sont pairs; on
compte chaque forme s p x ^ + ^ p y 2 pour une moitié de la forme et
chaque forme 2p^2-+- ^'pocy + .̂ .y2 pour un tiers; H(o) == — ^, Pour
établ i r directement cette formule {37), on évalue de deux manières
(liÉîerentes l ' intégrale

/ -> . 1 F^ ( ^ \ d\^,{y,\lq\Y , \ ,( ̂ 7 ) ^ f j 3y ( .r ) —..--̂ -̂.-U-̂  — :̂  ( o ) ce ̂  ...r d,v r i ) .

C o il s i d é r o n s rn a 1 n î e n a n t 1 ' i n t é g ra 1 e

^ f^^^^r^i0^^.,^ [V ..,,î̂ !i ^ / -.(,..) 1.1°^ ̂ .yî. 'v ^p^ ^^.,. .5 T:,/ "•n•l•'} r/.r ^r^T»^^11^^^^ ^ ( r } "._.-.I..-..I—L..:_'.A-.L:1 ^> / c ' î n / ' ^ M i o ''i /y»^ J l,, -f ; , / . —————.—— SI îl ^ t.)// -i-- 2 ) uT/r/,r | ^^ i ._ q'>p^(38)
V 7fï/'+'4j xri (f'p-^

\ ^ Zà Y—^P^ sin (6^ + ^ ) ̂  ^*''" Zsà Y'ZZ"^'p^

Dans les parenilsëses on a une par l i e de la série (35), dans la-
q u e l l e en t ren t seulement les puissances de y, d o n t les exposants sont
=== i (mod3) . Il serait, aisé de représenter celte série entre parenthèses
p a r l a somme algébr ique des dér ivées logar i thmiques destonctionsS^ ( x )

ayant pour modules \/y, \/q^\ \/ q^\ Nous avons déjà employé
ces fonctions, mais avec des modules d i f férents (y et y2), aussi b ien
que des arguments différents (.r et aa?), pour établir les formules (Y1I)
et (VIII) de M. Kronecker. On trouve fac i lement

^)^l0^^^^^/)

(39)

" — 4"- /; -r: w i l =: n •-.. i

= 5-3(0) cofc^—8 ̂  /À7<sm2/^r +3:^(0) ̂  ^ ^a-^ sins/^;

-45 '2 (o)^ , ̂  ^ - 2 / s i n 2 ^ < x ? .

(1 ) Quand, dans nos formules, une fonction de Jacobi ou toute autre fonction de la théorie
des fonctions elliptiques est écrite sans module, il faut entendre que le module est sim-
plement y.
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Pour exprimer l ' intégrale (38), on devra avoir égard aux (bnmiics
suivantes :

ï /^ .~- y si n '2 /& ;z' co t .'y 0.2.* ̂  i,T^ . /„•'• 0

,71• 2 /( .1,0 ) ^ -1 ^ sin 2 /? ̂ ' sin 2 /z x dx -= o ( p > ̂  ),
- o

-»7T
^ /°- /- f sin2?^
^ Jn

- f s in2 2 n x dx r»= i.
^Jo

Notre but n'est pas de calculer l ' intégrale (38) tout e'ntim,s l î î a i s
seu lement ceux des termes de cette intégrale, où les .oxposîn ' î î s df y
sont £=i (mod3). En ayan t ègnrd a u x formules (4o)» on donru'ni a
ce t te partie cherchée la forme suivante :

II -=: ao h ̂  oo « = /f / / , - v:, // :,,:; ̂  ( i .,-: - / ^

(4i) 4&3(",y9)^;^ ^ ^"ï+"''aî- l-8&^(o>^")2^ 2^t;2 2 ^———-^^(o,,»)^^^/81" '"
n = 1 // =--1 rt =: • n "4-1 /< •.:•. 1 I i - . 1 c/1:,.-1

Sont exclues des sommat ions les valeurs de n et, de b mu l l i pk^ d î * 3.
Les exposants de '\jq dans les difTérents termes dû celte f o r m u l e peu-
vent tous être mis sous la forme

A = a fi ( a //, -h 2 ^ ) — Ç^

où '( est un n o m b r e pos i t i f entier^ tel que

^==1 (rnod. 3), Ç'^^n;

o n v o i t que n^b (mod. 3). ~ A peut être regardé comme le dé t e rmi -
nan t d'une des formes réduites

a n^ ±. 2 Ç.z,y + ( a /À 4- 2 ̂  )j'2,
a ri o^ ± 2 ( a /i — Ç ) xy 4" ( 4 ̂  .-h a ̂  ••--• a Ç ) j^,
( 4. ̂  -r- 2 ̂  — a Ç ) ̂ ^ ± a ( a /z —. Ç ) .^y ^4...., a /^j2.

Dans noire cas, A:==ï (mod. 3); on verra donc fac i l emen t , que ré-
pression (4ï) peut s'écrire

n ^= m
33(0» 'y") ̂  H ( . ï 2 / ^ 4- 4,)^

// ^s:; %

(4a) 8&,(o, y") ̂  H( ,3 / î 4- 4)^4.i.+. y^(o^ ^) ̂  1^,^, ̂  y)//" "i.
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Déterminons maintenant d'une autre manière celte partie (le l'inté-
grale ("38) qui a ' p o u r valeur l 'expression (42) ; à cet effet, on cher-
chera deux p r o d u i t s : l 'un sera mul t ip l ié , avant l ' in tégra t ion , par
&,(^ç) —S-3(^ ,<7°) , l ' au t re par ^(S-r,^0). Le premier p r o d u i t est
composé de termes tels que A^cos(6n -h 2)^ et B/,cos(6^ -4- 4)^ O"1

t rouvera

_ p^__y3^Cp4-3_^ çGn+lîp-^ ^ ̂  r'^ ^^ ^^<Î'!^!/L__——^^^^^^^
/;1 ̂  JL /y^^^Ti-^^^^ • ^eà ( i,"—. ~^p^Y^ __l"^y/i--y^-3 )

/;=o /'==••>
S r^^ / ^y3^-1-1'^-4-3 ^12/l+fi/M-R ^G/î~h3p+-3 ^C/;"(-3p-)-3 "\

"f 'i __ ^U^-,-3 ^ \l—— ffl^ '~ Y^F'^'^ 4" ̂ '^f^ """ ^~ ;̂,:;̂ ^̂ ^̂ ^

Lp=<.»
7^ =: « • Ï —g

/ ^f,/;,,.|-,G^-f-(i yfî/t-3^ ^

~~ ^ .̂̂ -̂̂ ^ -4- ̂ ^.^^^ J
/?=o ' ' ' J

Remplaçons dans la seconde et dans la qua t r ième fraction du second
membre/? par /) ~ n et dans la sixième p par n — p — i ; alors le coef-
ficient A,/, pourra s'écrire

Q /y (i/f4- 2 .̂.̂  .̂-»
^"V ^' V r^(3/H-I )(//•+•!)__/.,(3p+â) (;.{//4-2)'1
I__^y/^4-3 ̂  ̂ i L/ ./ J

^=:o /;=:o
Ï? Sî 60 /} ^S 00

Q/-,3rt,-H »,.̂  ,-,̂ ,
.̂ _iï______ V .V |7y(3/H-l)(3/>4-2)__/y(3//+'â)(3^4-l . ;- j1 ^ , _ ^ri~\-ï ̂  ̂ ^ 1-7 7 .,r

/)=:;o ^-;:,y

La seconde somme est é v i d e m m e n t égale à zéro. De la même rnaniere
on trouvera

P = W l)^:U)

Q^'ifl^î ,,.-» ^—
B. •= — _!L—_- y y r</(^4-1) ^^•+-1) — ^(^+•2) c^-h2) •1" ' i ^ _ ^y^,-+-(> ̂ ^ ^^ l..-< .'•« J

/;=() ^=0

M u l t i p l i o n s par .%(«r, y) — ^C'.y, y0) et effectuons l ' in tégra l ion ;
nous avons

/; :̂ : sa h .= w ^ ;::„•: oo ^ ;r: ao

g ̂  ̂  r^(3^,-|-i)(3,î4-;î^4-:î)__^(3,7,-)-'â)(:t//-.4-î$/»-KîJ"'[ V ̂  r^(3/^-l)(3^-H)__^(3/?+-.2)/!(^+2)1

/; s; 0 /»=0 ^==0 h=:.0

II est à remarquer que, dans les exposants de la première somme
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double, le plus grand des deux mul t i p l i ca t eu r s est toujours divisible
par 3.

Par des considérations tout analogues, on obtiendra pour la part ie
de (38), qu'on calcule en m u l t i p l i a n t avant Finlég'ration par &;,(3<r, (f),
l'expression su ivan te ï

4 y y, ( 9.b +1) r/^1) ̂ +1) 4- 4 y y ( a ̂  4- r ) (^P-^ ̂ •^
^ §y y 1-^3^(^-1-3^+1)__ ^;m(37l+;î/H-2n ̂  V r^;?/H""l)(3A+l5__ ^(;î/^+'iî)(;^+2) 1

Ici, dans la troisième somme double, les plus petits m u l t i p l i c a t e u r s des
exposants sont ceux qui sont divisibles par 3. En ayan té^a rd à la fo r -
mu le (4^ on t rouve

^^(o^/^^H^ïa^ +4)^ ;{/^14- ̂ (o^/'^ÏH^^i •- l li• l• i 7)^ / <11^"

" i ̂ ^â ̂ 3P + Q^^^^1^^4"'0^ (S? + ̂ )/y^^^ l•2)^^ l+^) l l

(43) / 4- L ï^ey y [•^^//.(a/^t-i) _ ^n^p ̂  •\ ?o ( - • • • - )
X "V y r^f3/^•^-î) (3^.+.l) ,„,,,„ ^(,'i/H-2) (î}^-)-.*^ •I

La première somme doub le de (43) peut être écrite ainsi

j ^ ^ C S ^ + r ) ^ ^ ,

On d o n n e une forme p lus sat isfaisante a u x d o u x autres sommes doubla
de (43) en recourant au îbéoresno qu i su i t l ' équa t ion ("îS); 00 voil
a ins i que la dernière somme de (43) peut décrire

(44)
^ + 2 "S K(^n """"• Ï)\^'1 ^ •-h ^^(Î7^"•ÎÎ) 4- ^vnc'n^ri .,,̂  ̂  ^•

n =-. l
îi :::"-•; oo

x .S x^ 4" ï ) t^4"1 ""h 7^0^4•"1) 4- ^'^fi^+î) ,,̂  ^ ^ ^ -î { ,K[t)n 4- ï. ) j <7'>/l^l•f-l -h q'^^M) 4.., ^Hiffi^+î
/ï =; 0

On peut démontrer , -en ayant égard aux théorèmes qui aumml les
équations (18) et (^4)» que le coefficient de f^ da^â l(44) sera tou-
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jours égal à ^^(3/z •+-1). Pour cette raison, l ' identité (43) nous donne
le théorème ari thmétique suivant

(45) 2^ Ï Ï ( I27Z+4-9^)=^(3^+I ) ,

(/À = 0, ± I, ± 2, ± 3, . . .), (9À2 < I.2/Z + 4).

Des égalités (36) et (45) on dédui t immédiatement une autre for-
mule de M. Gierster :

(46) 4 ^ H ( i 2 n - + - 4 — ^ Ï ) =:^(3/<t4- i ) + 2 ^ ( 3 / z + i ) ,

( A I ==i, 2,4., 5 , . . . 3p±: i , . . . ) , ( /^ ,5; ï2/ î -i-4).

En évaluant dans l 'intégrale

1 f\ /^ ^logS"./.^ v^/) [ ^log^iOr, (/(y3) j d lo^(3.^ y^9) 1

TT ̂  ^^) ————^———~~ [———^——— - 3 .-.-——^^^^^^^^ ^ ^r

l 'ensemble des termes où les exposants de q sont =.2 Crnod. 3), on
Irouvera de^ux autres formules de M. Giers ter .

La cinquième formule de la troisième m a r c h e ( " < ) s'obtient en expri-
mant de deux manières différentes l 'ensemble des termes de l ' in tégrale
I f^r1^/^^i^^iC^v^) ^lo^^cs^,^/9) ., , . ' ,^ ̂  ^^) ———^——U ————^_JL^ ̂  ̂ (o) cot^ cot3..^ ̂

dans lesquels les exposants de q sont ==ï (mod. 3).
Les formules de M. Kronecker sont i n t imemen t liées avec les pro-

blèmes relat ifs au nombre des représentat ions d 'un entier positif quel-
conque par une somme de trois carrés. Les formules dont il v ien t
d'être quest ion donnent aussi des théorèmes concernant le nombre des
solutions entières des équations

.a?2 + a myï -+- 27^2 == p,

quand m et n sont des entiers positifs assez petits (m et n peuvent
aussi être nuls). Dans mon Ouvrage, je détermine le nombre des solu-

(1) Mathematiscke Annalen, fc. XXI, I01' Cahier.
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lions des équat ions suivantes
^2 ̂  yî 4^ ^2 ̂  f^ ^ .4., j/a + ̂  ::,. /, //, -i... i ^

.2^-(- y2_^ ^2 ==4^ -1- 2? .'Z12 4- J2-1-}-" -S2 ="--: <S//. ••}- .':î.

,Z'2 -1- j^ -1- 2^2 -"= /Z, .r2 -•+•" %J1^ 4- ^ ̂  ^"-" / / ,

^2+. y2^ ^2^,^ ,̂â.,j,. ^2,j., 8 ^ 2 — / / ,

^2 +. y2 _p 16 s2 :-= /^, ,,r2 + f.\ ̂  -h 4. ̂  — n,

^2 4.._ § ,̂,,2 .̂  8^2^,^ ^,2 ̂  ^ ,̂.2 ,(„, ^ ̂  ̂  „,, ,/ ^

^+i6j2 4 - ï6^^ ^

efc de quelques autres. Je donne aussi la dénionstral ion do ce ihéo r i ' nH* ,
dû à Liouville, que l 'équat ion

,̂ 2 ....i.,, ^^y2 4., 3^2 ,.̂ , ,̂

où m est impair , admet F(6m) solutions entières.
La méthode la plus immédiate p o u r sn'rivcr a u x llâéorèm.es en ques-

tion a été donnée il y a longtemps par M.» Hm'ni ïe , Elle difÏm* de ce lh*
qui condui t aux huit formules f b n d a m e n l a l e s de M. Kronecker et leurs
analogues en ce qu'au l i eu des fonctions e l l i p t i q u e s à i n f i a i s doiihh.îs,
on considère un produi l de deux fonct ions e l l i p t i q u e s telles, que leur
produit est égal à une constante. Ains i , pour é t ab l i r le théorhne ron"
cernant le nombre des solutions de l ' é q u a t i o n

^^.^-J^4•^2=:4^141-^

on emploie les séries t r igonornétr iques q u i rej î résent .eî i î , les t o n n i o n s

/ , A.K- . aILr ^ , , '.>. K -> K r
/c i / ̂  sin am !~^- ̂  (.-r), ...-.- .1 cos .r : s i r i am -'...

(/I H(nvre,}


