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SCIENTIFIQUES

DE

L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

SUR LES SOLUTIONS REGULIERES

p'UN

SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

( DEUXIEME MEMOIRE),

Par M. L. SAUVAGE,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE MARSEILLE.

1. Nous nous proposéns de campleter, sﬁlr un point important, la
théorie des systemes d’ éq»uar,mns d:ffere’nt,(elles linéaires et homo-
génes, 4 une variable mZ} erfdante et je{)efﬁclems uniformes. Dans
un Mémoire précédent, nous“asoids déniontré que le systeme

i L dy; ) . .
(a ——.z‘,)c—i—;:a“)q“}—...—-k Cinyn (E=1,2,...,1n)

admet, dans le domaine du point z,, un systeme fondamental de solu-
tions réguliéres dans le cas ol les coefficients @ sont holomorphesdans
ce domaine. Ces solutions régulieres ont pour éléments des sommes
d’expressions de la forme (x — 2,) ¢(z — x,), ou rest un nombre
quelconque, et ¢ (# — «,) un polynome entier en log(x — ), dont
les coefficients admetient le point 2, comme pole ou comme point ordi-
naire.
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10 L. SAUVAGE.

L’objet principal de ce Mémoire est la réciproque de la proposition
précédente. Nous aurons done décomposé en deux parties la démon-
stration de 'important théortme suivant :

Soit un systeme d’équations dfférentielles

dy; .

'Ej% =anyi..o QinYa (E==1,2, ..., 1)

lindaires, homogénes et d coefficients uniformes dans le domane du
point x,. Pour que ce systéme ait toutes ses solutions régulicres dans le

domaine du point x,, il faut el il suffit qu'il puisse se ramener a la forme
dy; .
(x~—wo)6-i;:buw,—*—...—i—b,-,,v,, (E=1,2, ..., 1),

par une substitution de la forme

yi=xPio; (i==1,2,...,n),

ou les exposants g; sont des nombres entiers, chows de telle maniere que
les coefficients sotent holomorphes dans le domaine du point x,.

Nous ajouterons a ce théoreme quelques considérations sur cette
forme remarquable d’un systeme d’équations différentielles.
Pour simplifier, nous supposerons le point a, ramené 4 U’origine.

2. Rappelons d’abord quelques principes de la théorie générale des
équations différenticlles linéaires, homogénes, ct a coefficients uni-
formes dans le domaine de I'origine

d.)’,‘ .
e =AY o Qg ya (E==1,2, ...,0).

Avec les éléments d’un systeme fondamental quelconque de solu-
tions, on peut former un déterminant D. Ce déterminant satisfait i la

relation
D = C eflaytapt.+ay,) dz,

ol C représente une constante.
Parmi tous les systemes fondamentaux de solutions, il en existe au
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moins un dont les éléments de chaque solution ont la forme générale
yi=a'P;(logz) (i=1,2,...,n),

r élant un nombre quelconque qui peut changer avec la solation, et
P(logx) représentant un polynome entier en loga, dont les coeffi-
cients sont uniformes dans le domaine de I’origine.

Parmi toutes les solutions, il en existe au moins une

=z (r) (i=1,2,...,n)

ne contenant aucun logarithme.

Lorsque toutes les solutions du systeme diflérentiel sont régulitres,
les coefficients des polynomes P admeltent 'origine comme pole (ou
comme point ordinaire ), et réciproquement.

Nous pouvons maintenant aborder la question principale de ce Mé-
moire et ’énoncer de la maniere suivante :

Lorsque 'origine est un pole pour les coeflficients uniformes des po-
lynomes P(logx), quelle est la forme du systeme d’équations diffé-
rentielles?

3. Considérons le systeme fondamental de solutions dont il vient
d’étre parlé, et supposons que Iorigine soit un pole des coefficients
uniformes des polynomes P(loga). Les éléments des solutions serong
des expressions régulieres et non des agrégats linéaires d’expressions
régulieres. Dans une méme solution «”P,;(logx ), on peut choisir r, de
sorte que les coefficients des polyndomes P; soient holomorphes dans
le domaine de I’origine. Formons dans ces conditions le déterminant
du systeme fondamental de solutions, et développons-le, nous aurons
une expression de la forme 2"II(logx), ol R est un nombre quel-
conque, ou IM(logx) est un polynome entier en logx et i coefficients
holomorphes. Nous allons montrer que, si l’on simplifie ces coefficients,
tous les logarithmes doivent disparaitre.

En effet, soit

Yoo ooov Y
D= ..
Yin oo Yaun

le déterminant d’un systeme quelcongue de solutions. Si la va-
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riable « fait le tour de 1"origine, les nouvelles valeurs des fonctions y
sont des fonctions linéaires des anciennes valeurs, de sorte que le dé-
terminant D se reproduit multiplié par un déterminant de constantes.
Soit D, la nouvelle valeur et C une constante, on aura

D1: CD-

Posons
V=1 — (.

Le produit Dz~¢ sera uniforme dans le domaine de I'origine, et I'on

pourra poser
D= afd(z),

en appelant $(z) une fonction uniforme dans le domaine de lori-

gine.
Posons maintenant

M (logz) = po-+ p1logz + pylogia ~. . .+ py logha,
Pos Pis ---» prreprésentant des fonctions holomorphes, et identitions
les deux formes du déterminant D, nous aurons
2P Y(x) = 2 (po+ prlogx -+. .. - pylogha).
Faisons faire & la variable  un tour autour de l’origine. Nous aurons,
en faisant/— 1 =1,
Al b () = ™R [ po—- py (loga - 2ami) 4. . .-+ gy (log @ - ami)*|.

Posons

) E2TRE (J'h
Cette équation s’écrira
Cafd (2)=Cy2® ( po+pirlog z ...+ prlogr 2 =4-qo+ ¢, 108 & ... 4= g logh=12),

en appelant ¢,, ¢4, ¢a, ..., ¢r—, des fonctions holomorphes. Divisons
la seconde opération par la premiere, nous aurons

C(po+pilogz ...+ prlog )
=Cy(po+prloge ...+ prloghz + g+ g logz . ..+ ¢ logh=1 ).

En faisant tout passer dans un membre, nous aurons une équation
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algébrique de degré A en logx. Une telle équation ne peut exister, car
elle aurait une infinité de racines; il fautdonc que ses coefficients soient
identiquement nuls. Or le coefficient du terme de degré le plus élevé
enlogx estp,(C — C,). Si py n’est pas nul, il faut que Pon ait C = C,.
On en conclut que p et R ne different que par un nombre entier.

L’équation se réduit ensuite a la relation

qo+ g logx +. ..+ -y logx = o,

qui doit étre satisfaite identiquement. 1l est facile de voir que les rela-

tions
Ggr—1 =0, Gh—2 =0, sy Jo==0

entrainent les relations
=0, Ph—17=0, ey Pr1==
Posons p = R + p,, nous aurons finalement

xf Y (z) =2 p,
ou
Y (@) == P p,.
Nous voyons donc que le déterminant D est une expression réguliere
sans logarithmes.
Appliquons a la forme définitive du déterminant D la relation

D = Ceflaytayt... +a,,)dx,
On sait que cette relation ne peut exister que si le produit

(@, + Gy + ... + a,,) est holomorphe dans le domaine de Uorigine.
C’est 12 un résultat fondamental qui va nous conduire au but.

/ i}_f. o 4 ¢ Q ’l 9 1 -4 » S ¢ »
i. Posons —===p', et du systeme proposé déduisons le systeme
d’équations

dy,

dp Y1t Qi Y,

ars _ g b A Yt A Y

de 11,1 e tnYn 111 Lo LY n

dy;

T = Yrte oot Gy Y (I,'Iff:"’z, 3, .. AR
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Eliminons y,, ¥, -, ¥, a0 moyen du systeme proposé : nous aurons

dy

}751 =@y Y1t @nYas

dy' .

%1— =ayy; + Ay A Y

dirl =apyi+--t @y (E=2,3, ..., 0).

Ce systeme aura toutes ses solutions réguliéres en méme temps que le
précédent. Il faudra donc que le produit @ (a,, + @+ @uo +- .+ Cun)
soit holomorphe dans le domaine de I'origine. Par suite, le produit xa,,
sera aussi holomorphe, puisque le produit x(a,, + @+ ... -+ @y
est déja holomorphe.

En général, tout coefficient a;, dont les deux indices sont égaux
sera égal au quotient par « d’une fonction holomorphe.

5. Introduisons maintenant une solution
=" g (z) ({=1,2,...,n),
dont les éléments ne contiennent pas de logarithmes, et posons

vimm gy (E==1,2, ...y 1)
et
sp=qr—q, (h=2,3,...,n).

Nous obtiendrons un systeme différentiel d coefficients uniformes

dszy, i, Uy 7y iy
= = Upy = Uy —= ) So e (g e g T
dx 2 w, Uy 2 I w, th u, h

(2

u, u ‘
4 </z,m 7,—'2 —— Uy Tf) 3, (h=29,38,...,n).
Le systtme en y ayant toutes ses solutions régulieres, le systeme en ¢
et, par suite, le systeme en = auront toutes leurs solutions régulieres.
Nous pouvons appliquer au systeme en = la proposition du paragraphe
précédent, et nous venons de voir que le produit

!
Uy Up
x(ah/t — =y
\ up 121
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doit étre holomorphe dans le domaine de I'origine. Il faudra, pour

cela, que le produit xa,,z% soit holomorphe, car les produits xa,, et
x %2 sont déja holomorphes.

En général, le produit m“t’h% sera holomorphe dans le domaine de
I'origine. ” '

Remarquons maintenant que nous pouvons poser

=™ Pig(z) (i=1,2,...,n),

en appelant » un nombre quelconque, p,, g2, ..., p, des nombres
entiers, ¢;(x) des fonctions holomorphes différentes de zéro pour
X =0.

Nous pouvons aussi poser

wy 1
A;p — == — D
ih . — iles

en appelant b, des fonctions holomorphes toujours dans le méme
domaine.
Nous tirerons de la ,
L = xfr— ?n

[
1253 [
et
o
bip =
—_ 9n il

ap,=— p— 1— T 17

ZPi—Pit+ 2P Pt

et les fonctions o, seront holomorphes dans le domaine de 'origine.

Nous voyons maintenant que tout systeme d’équations différentielles
linéaires, homogenes, a coefficients uniformes, et dont les solutions
sont toutes régulieres, peut prendre la forme

dy, %1 %12 %ip

dz = = T e it s e
dy, 2 22 2n

dz = abee T Ve S e
dyn %n1 n2

%nn
dx Lo prri 1 - P Patl Yot “xt‘.)’n-
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Cette forme générale, ot 'on remarquera que l'origine est un pole
. a . . 4 b oy -
de tous les coefficients, peut étre enfin simplifiée au moyen d’une sub
stitution.
Posons '
yi=maPio; (i==1,2,...;0);
nous aurons
d'Vi d&’,’ Pi
S =z —
dz =% dz T«

Le terme général du systeme en ¢ sera

ol g Pk ,
—s ——— ‘ o
e A &

ou
ik
@

(S

foo

2773

—= yx sera remplacé par

Le terme

et Pr
e

et le systeme primitif sera remplacé par le systeme

dy;
x

;[.; =0yt (aii‘*“ Pz) Vit=ov o=t ip¥n

ou encore par le systeme

(2 — ) ar = biy 014 oo by 8y,
en reportant 'origine au point x, et en appelant b, des fonctions holo-
morphes dans le domaine du point ;,, comme au premier paragraphe.
Le théoreme important énoncé au commencement de ce travail se
trouve donc démontré par ’ensemble des deux Mémoires.

6. Ce théoreme donne une importance particuliere aux systemes
d’équations de la forme

d , .
‘lc-l% =anyr1 k@Y (L1200, 1)
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et, pour cette raison, nous ajouterons a ce qui précede quelques consi-
dérations sur ces systemes.

Les coefficients a sont des séries. On peut, dans ces séries, altérer
comme on veut les coefficients des termes, sans que le théoreme précé-
dent cesse d’étre applicable. En particulier, on peut supprimer des
termes. On peut, par exemple, supprimer tous les termes, sauf le terme
constant dans chaque série.

Les termes constants des séries @ ont une importance particuliere.
Ce sont eux seuls qui servent i former I'équation caractéristique. Nous
avons, dans un Mémoire spécial, étudié les systemes d’équations &
coefficients constants. Les propriélés que nous avons signalées pour
leurs équations caractéristiques s’étendent aux systemes & coelficients
variables ().

7. On peut éliminer » — 1 inconnues y dans un systeme de » équa-
tions. Il est intéressant de savoir si I’équation diflérentielle qui en ré-
sulte présente d’une facon évidente les caracteres d’une équation &
intégrales régulieres. Nous allons faire le calcul de I’élimination, et,
pour la symétrie, nous poserons

Z = )\1_}’1 -+ ).2}’2 ..ot )~n_yru

en appelant z une inconnue i déterminer, et’A,, A, ..., A, des nombres
constants quelconques. Nous formerons méme I’équation en s, lorsque
YisYar -+-» Yo 500t déterminées par les équations

dy; .
xpd—iza,-ly,—q—...+a,,,y,, (i=¥x,2,...,n),

o étant un exposant quelconque, égal & 1 dans le cas particulier des
systemes a solutions régulieres. Les coefficients @ sont supposés holo-
morphes dans le domaine de l'origine, et ne sont pas tous nuls
pour x = o.

Nous pourrons poser, en général,

dty, 1
El.’l'f” = ZL—/;E (Aﬁ)ﬁ +.. '+A£Cnyu)

(%) Journat de Mathématiques pures et appliquées, novembre (884.
Ann. de I'Ec. Normale. 3° Série. Tome V.— JANvier 1888. 3



18 L. SAUVAGE.
et, pour ¢ entier et posilif, les fonctions Af; seront holomorphes dans
le domaine de I’origine. Les fonctions a;; peuvent s’écrire Aj.

La proposition étant vraie pour £ = 1, il suffit de démontrer que, si
elle est vraie pour lavaleur %, elle est vraie pour la valeur £ + 1.

En dérivant I'équation précédente, on a

d+ty, <V dAf, . a’A{“,,)

dx+1 T ke Ty
Vi . Ay kp ke oy
+ :ckP <A{1 d_ \{"‘ dln> z-/cP—H (MG yite ot AL W)
d ., , .
En remplacant les dérivées {yf par leurs valeurs tirées des équations
proposées, on obtient
T e v P )
rl;c/»-}-ll = /u—up(Au it A A,
ot I'on a
, dA¥
,r\f-‘JTH::.‘Z'P (;l'/~AOIP ! \-j—j-( Ak AL - - AL AL,
On peut done former les équations
dk v, I ' ' .
;[;7.1 == 17—(:(/\?‘}/, Fre et "\’fﬂ.z/“) (£, o, oo, n).

Nous aurons ensuaile successivement

Ak 5 iy Aty -
drk //14
LI Y (AL i
LR M (AYy Y1+ b= hn (AL o+ oo+ Ay ),
dk 5
L () AR s
e dzk (4 x1 1 ()" Al" St by, /\{ru RS

L
xhe m‘”. """"" = kY1 R lA)/:/z,,Vll'

En faisant£=1, 2, ..., ndans cette ¢quation, nous obtenons » ¢qua-
tions du premier degré en y,, ¥, ..., y,. Avec 'équation qui définit =,
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nous avons un systeme de » + 1 équations, auxquelles satisfont toutes
les fonctions s formées avec les nombres A,, A,, ..., A,. Elles satisfont
encore 2 I'équation obtenue en éliminant y,, y.. ..., ¥,, ¢est-a-dire a
["équation

<~

axne (7;"‘— Plll [ P”n_
dir—1z
- ; > —
rn—1p e I)nv—l,i oo 1 n—t,n | = O.
z M 2o

Cette 6quation développée prend la forme

drs dr—"s ds
-'!—-'Z'(”—"i "l'*'...—l—"'Z’PAL._!l;*; "{"A”:::O

n
2t A daxn 4, dzn—1 , l

et les fonctions A, A,, ..., A, sont holomorphes dans le domaine de 1'o-
rigine si le nombre p est entier. :

La forme de cette équation se préte a 'application des théories de
MM. Thomé, Frocbenius et Floquet. Nous n’insisterons que dans le cas
important ou "'onag=1r.

Dans ce cas particulier, I’équation qui résulte de I’é¢limination sera

arz 1 A drts 1 A, ds 1A,

@ TR g TN T TR g T AT

Dans le cas de p= 1, le systeme différentiel a toutes ses solutions régu-
lieres. Il en sera de méme de I’équation précédente. On en conclut
que les rapports %—‘- doivent étre holomorphes dans le domaine de I’ori-
gine.

De 1a une propriété curieuse des expressions A, A, A,, ..., A,. Si
la premiere est divisible par une puissance de 2, les autres sont aussi
divisibles par cette puissance de 2. Si I'on démontrait d’'une maniere
directe cette proposition d’Algebre, on en conclurait que P'équation
différentielle d’ordre ~ a toutes ses intégrales régulieres, quels que
soient les nombres A,, A,, ..., A,, et, comme conséquence, il serait
prouvé que le systeme différentiel, dans le cas de ¢ ==1, a toutes ses
solutions régulieres, proposition que nous démontrons dans notre
premier Mémoire d’une autre manicre. |
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8. Nous ajouterons enfin une remarque au caleul d'élimination pré-
cédent. Considérons un systeme quelconque d’équations différenticlles

de la forme

%{::a“yl-}-...—l—amyn (i=r1,2,...,0n),

et proposons-nous de chercher dans quels cas I'équation différenticlle
en z ="\, ¥, 4+ ... + N, ¥, n’est pas d’ordre n.

D'abord z satisfait & une équation différentielle linéaire et homo-
gene. Supposons, en effet, que la variable  tourne autour de T'ori-
gine. Les fonctions y,;, ..., Ya prennent des valeurs nouvelles lices
aux anciennes par des relations linéaires a coefficients constants de la

forme
Yeu=Caymu-+-. -+ CinYin-

Les n fonetions

G=MYut+e o+ by Y (E=1,2,...,0)

deviendront
7i=MYy+. 0, Y,
ou
Zl'—" ) ( le}’u‘*" -+ Cl'nylil) -+ '+)~1z(clt‘)/n1+- -t Ciu}’un)
ou
Zi=Ch My oty V) o+ Cin(M Yin+-e o2y Ynn)
ou
Li=Cus 4.4 Cp5,.
On sait que, dans ce cas, les » fonctions =,, =y, ..., z, forment un

systeme fondamental d'intégrales d’une équation dilférentielle linéaire
et homogene d’ordre », mais & la condition que ces » fonctions soient
linéairement indépendantes. Dans le cas contraire, 'ordre de I'é¢qua-
tion différentielle est inférieure i n.

Ao hhes’tiorf que nous nous sommes posée revient done a chercher les
o ditions nécessaires et suffisantes pour que les 2 fonctions = soient
lm(,awementxmdependmlcs

Kw Sownt d’abord ddnncs des nombres A,, A, ..., &,. Ecrivons qu’il y a
unﬁxélatlon de l'\zforme Cysy+...+C,5,= o entre les n fonctions z
l\éﬁ\qm&par }w’rehnons

g+

By l}’u TR o 7»;)’%1-.
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Cette relation donnera

Ci(llﬂ’.u"‘*“' - '+}-lz,yn1) -+.. ~+Cn.(7\1.71n+- o )‘Izynn):c’

ou
)~1(C1y11+- . -+Cn.}’1ﬂ) +'-'+7\n(clyrzl+- .o Cnynn)zo'

Or les parentheses contiennent les éléments d’une certaine solution du
systeme différentiel. Nous voyons donc que, dans le cas olt I’équation
en z est d’ordre inférieur a n, il correspond aux nombres donnés A,
Asy -. ., A, une certaine solution v, 7,, ..., 1, du systeme différentiel,
et entre les éléments de cette solution existe la relation

Mng=+...+A,n,=o.

Réciproquement, supposons qu’il existe une solution v,, v, ..., 7,
du systeme différentiel dont les éléments satisfassent & la relation

MOy~ Ayn, = 0.

Exprimons ces éléments en fonctions des éléments d’un systtme fon-
damental de solutions, nous aurons

0= Ciyu+...+ Gy yin
et, par suite,.

)~1(Ci)‘n+- o= Cn,tyln) -+ .. '+)*n(cl,}’nl i I o C/z‘}’nn) == 0

ou
(:1»('7'1.)/“'*"- coe )\nynl)”_*" o Cn(klyln R, o )‘/1 J/rm) =o0.

Il en résulte que les n.fonctions.
=MVt -k, Yni

ne seront pas linéairement indépendantes.
On peut conclure-de Iy que, & toute solution v,, 7., ..., 7, du sys-
teme différentiel satisfaisant & une relation de la forme ‘

i+ =, =o0
correspond une équation différentielle en.

F=MYi4. oM Y
d’ordre inférieur 2 rn.



22 L. SAUVAGE. — SOLUTIONS REGULIERES, ETC.

En résumé, I'équation en s =4, y, + ...+ A, y, ol les A restent
indéterminés sera toujours d’ordre n, sauf dans le cas trés particulier
ou toutes les solutions v,, 1., ..., N, du systeme différentiel satisfe-
raient & des relations linéaires et homogenes dont les coefficients con-
stants correspondraient respectivement & chacune de ces solutions.



