
ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’É.N.S.

A. PICART
Solution géométrique d’un problème d’analyse qui se présente
dans la question des lignes isothermes permanentes

Annales scientifiques de l’É.N.S. 1re série, tome 3 (1866), p. 309-319
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1866_1_3__309_0>

© Gauthier-Villars (Éditions scientifiques et médicales Elsevier), 1866, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Annales scientifiques de l’É.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1866_1_3__309_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


-D'ANALYSE

QUI SE PRÉSENTE DANS LA QUESTION

DES

L I G N E S I S O T H E R M E S P E R M A N E N T E S ,
PA» M, A. PICABT,

PROFESSEUR A.l" L Y C É E CH A.RLEMA.G NE.

i. Lorsq'ifcm se propose de trouver daïlSTun corps.1 solide homogène: indéfini ,
échauffé primitivement d'une manière qBel'coliqu-e, msystème'de lignes le long
desquelles la température reste constamment uniforme pendant toute la1 durée du
refroidissement, on est conduit à résoudre le problème suivant :

Déterminer la. forme de deux fonctions a et ^ de oc. y , z, par la condition que le^

cinq quanti les
! fd^Y /dcc\'2 /d.y.y
^^)- 4 -W+^) ?

• (W^ïMfy-\d3c ] \df J \dz f

dy. dQ dy. dQ dff. d^( , \ { -^ -+- r -^ -— — ?
' • dx dx dy dy dz dz

d^a d^ d^d^a d^.
'7fy~^Jz'^

__ _i __ ^ i_ __
dx2 dr'2 dz^

d2^j _j_
d^ç'2 1 dT'^

,^.
dz2 '

ne dépendent que de y. et (3

(*) La solution qui va suivre est extraite textuellement d'un Mémoire que j'ai envoyé a vaut le Ier juillet
i865 au concours ouvert par l'Académie des Sciences sur la question des lignes isothermes pernwncnte^.
On peut lire dans le Compte rendu de la séance annuelle du 5 mars 1866 le jugement porté sur ce travail
par ie Rapporteur de la Commission. Seulement je dois ajouter ici que lorsque j'abordai la question posée
par l'Académie, je la croyais complètement neuve et que j'ignorais l'existence de tout iravail sur le mènw
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^. Si.l'on pose. • .,• • , , , - : , • . ,,", _,,1 ^ ;,, , [ , , , , , „ • • ' . . , 1 . 1 , , „ . . . , ; , / . ^ -
( 2 ) a =7, (.r, JV.-S.J .„..,., ^ . . -; ^ • ' • .„ -
( 3 ) ?=.A-(^J^),

et, qu'on regarde a et ^ comme deux paramètres variables, ces deux équations re-
présentent deux familles de surfaces. 11. .s'agit donc de chercher quelle doit être la
•nature de ces deux familles de-sa-rfaces pour que les cinq quantités ( i ) , que nous
désignerons par A2, À'2, g , p , q, soient des fonctions de a et p.

3. Si l'on considère deux surfaces. du système (a)- , correspondant à deux va-
leurs infiniment voisines y. et u. --L- d'y. du1, paramètre, 1a quanti té A, en. chaque
point de la surface <%, est égale au quotient de da par la portion de normale com-
prise entre -les deux-surfaces. ''De- 'mêïiîe,. ••la. qmïttité..^, <r.eJativcme,nt. aux.'surfaces
infminwnt voisines •/S et-^ "•i-r^S, est, pour^cfaaqixe'.'point^de^a.'.suî'fa-ce p^en...raison
inverse de-'ia'distance -des deux sn-rfaces en1.ce-point., - ^ 1 . . ' • . . : . . . ; . - ' . . . . . . 1 1- , . ; : i ! l

Quan ta îa •qiiantité^g', on sait 'qpe'-rangle1 sous. lequel ...se- coupent, en:, chaque
point de leur'ligne dîinterslecli'orIII'deux•-suTTacesl-(Ies.:systè ( y . ) et, (p') .a. .pour
cosinus -^-"> ' 1 1 1 ' 1 ' 1 " 1 1 " 1 " - ' 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 " ' ' • • 1 - 1 1 - ' 1 - ' 1 - 1 • 1 - - 1 - • • i - 1 ; 1 1 - 1 ' 1 • . • • ; 1 - " 1 1 1 . — - : 1 - - - 1 1 1 1 1 - - - . -

.. h/ï' ^ , . , , l i - . ^ . , : . ^ 1 1 1 , „.. , , . , ; 1 1 , . . , . . ; - , ^ „.. ^ , • . - , ..;,,„ ..., , . . . 1 . . .
D'après cette signification géofflélric|ue des trois quantités fi, g, /i, on voit.

d'abord que les deux familles de surfaces (a) •••et ((3) doivent être telles, que deux sur-
faces quelconques de système différent se coupent partout sous le même angle, et que le
long de chaque ligne d''intersection, la distance de l'une ou l'autre surface à Ici .ç«/-
fcice infiniment voisine reste constante.

En combinant ces deux conditions,-on démontre facilement que chacun des deux
systèmes de surfaces détermine sur une surface quelconque de l'autre système une série
de courbes parallèles qui, d'après-u-H--tl-ïéortôîB..e-de .Gauss, ont pour trajectoires ortho-
gonales un système de lignes-géodésiques1, r . 1 . ' „ 1 , . . 1 i " '

4. Poursuivons les conséquences de cette double condition.
Rappelons d'abord que si I'OB a deux systèmes de lignes [ x ) et ( y " } décom-

posant une surface en rectangles infiniment petits tels que aciVb (fig. î ) , la varia-
tion di de l 'angle sous lequel une/ l igne quelconque ç' coupe les l ignes (.l'un sys-
tème1 est exprimée11 parla1 lorrnule 1"''1' : : 1 • : i l l < l n : l i l i ""'1•;1:';; """' 1 1 " 1 1 1 ' 1 ';1^ 1 1 1 1 1 : ' "11 1 ; 1 ' '1' : ' 1 ' 1 . " 1

{ / \ ; . . 1 . ; 1 . . . •iii•lf•.i..—.•i^vii_l^ -:-, „ , 1 ; 1 , . . , 1 . 1 . 1 -
P" P^1 ftr...,../" '• ,-„..,,,„-„... : . „ , „ , ; • , , . . , . , ' : . . . : . .„ , , . . . . . ; ; .

ou dx, dy, A'représentent les éléinents aa'^.al), ab' des lignes .r, y , v et p.,;, ç.y, p , ,

sujet.. Ce n'e-fc qu'au mois de tl^cemhre xBGÔ.qiie j'eus connaissance, d'un, Mémoire ̂ îe .M. ,Berfcr<md touchant
cette question, publié dans le J (mm ni (te M. .Limit'ille '(i" séné, "t; XIV)', sous le titre : èur les wïfpiffi-
entions que ./^//(^/z^rt^w^^^-'c^^/?^/^^ •^fàns' te 'quéÀîinns'-yeî^the^-^
(•îe •iïi^c/ifïkv.r1,.^ où••se'ltroa^e»Mï«lj)wmîère,^olpfcr0n Irè^téiçaiBteî.du.rproNèffîe (pihl'aifc •l'obj.el',̂  ^e'ti.artjoie1.



RELATIF" A 'ÈA QUESTiOK ''DES- •LIGîi'ES ISOTHEK5]Eâ' -PEBMA-S ENTES. 3 l î

les rayons de courbure géodésique, pris avec un signe convenable, •'(le ces •trois
lignes, en leur point d'intersections. • - :

, , • .Fin. î-.-.- :•

Considérons iiiainteisaïïfc une série, de Surfaces •iiifmiiiieûi voisines du sy&tema ( a j ,
qui1 •coupent l'iine. des surfaces (^)-1 suivant les îi-gnes. parallèles u, u^ •n", etc..
f fig\ 2 ) . Soit, sur la surface ^, iine ligne géodésiq:ue ^ coupant onhogomlement
ces courbes aux, .poiûts : a» •&', c " . , , etc.:,,, et1 imaginons sur ies. .surfaces (û:) les/lignes
géodésiquesj, y ' , y'\. etc.,/respe.ctiveffîeiit perpentliciilaires à u, u ' , 11"^ etc., aux
points a, b'\ c\ eic.; ces lignes peuvent être considérées comme appartenant, à une
cer ta ine surface 7. Soient x-, x ' deux trajectoires orthogonales de ces lignes, pas-

(fis

saiii par a et //, et aa\ bb' les éléments de ces trajectoires compris enl î^ j elj".
Si l'on désigne par i et i -h di les angles que forme la ligne v avecr et y; par .̂,
p,^ p^ les rayons de courbure géodésique deslignes x, y, F «u point - a, on cuira, en
appl iquant la formule précédente,

(5)"
\... . • . a b 1 -ai =- —

• Ov
iab

?}•

'•'•''RemarquôB^tôu'I^é' proprement
diis^deç.deux.'ligfl^ç^^l.^carlesplâns.oscul^^^^
courbe -u'in a, êt^par smte^se-confondeîît avec îe.plaîi tangent •en a à - l a suviace y.

. 4 i .
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Examinons ce que devient celte relation {5) lorsque ie •point1 a seilépbee- sur
' h ' ligne d'intersection u des surfaces^ et ?. ' 1 • 1 • ' 1 1 . ,

D'abord di reste constant, puisque les deux surfaces a et a 4- dy. coupent, res-
pectivement 1a surface p sous des angles' qui demeurent invariables tout le long
des lignes u et u!'; •aaf reste aussi constant, puisque c'est là distance,'en a, de. la
surface a à la surface mfmiment voisine a. -\- da, et que-'cette:1 distance 'ne change
pas le long de ' l a ligne " u ' , ' en outre-, deTinvariabilité de i1 et de aa'• résulte 'celle de

ab et a b ' ' . Quant à la courbure géodésique — de là ligne a? au. point'a, on sail: qu'elle

est égale, an signe près, à -——'j-\ e t ,commel 'élément6&\ qui estia distance en//

des surfaces a. et a -+- da^ reste, aussi constant le long de, la ligne u\ on en con-

clut que la quantité — e s t elle-même invariable.
Les seuls éléments qui, le long de la ligne u, pourraient varier dans l'équa-

'lion (6) , sont donc py et' p»,. Mais, si l'on remarque que'.1" l'on peut former, relative-
ment aux deux surfaces ? et p -i-- dfi et à la surface a, une seconde équation ana-
logue à (5) , dans laquelle entrent py et p,,, 'avec d'autres élénients qui ̂ eM'erit con-
stants le long de u, on en déduira que les rayons de courbure' des couii)esj et, r,
au point a, demeurent eux-mêmes invariables sur tout, le,parcours de la 'ligne u.

Ainsi, le système de lignes .gèodésiques (/ui coupe ortho gonalement toutes les cour-
bes parallèles suivant lesquelles chaque surface d'un système est rencontrée par les sur-
faces de r autre systèmes jouit de celle propriété que de long cF une trajectoire orthogo-
nale quelconque, le rayon de courbure de toutes ces lignes a une valeur constante.

Voilà donc deux conséquences importantes déduites de la condition que les trois
quantités A, g^ A . soient des fonctions de.âî'efc R, ' 1 sa" voir::,. 1 ° .les: lignes suivant les-
quelles chaque surface d'un système est rencontrée par toutes les surfaces de r autre
système ont pour ^ trajectoires •orthogonales un système de lignes géodésiques; 2° le
rayon de courbure, de ces trajectoires orthogonales conserve une, i^aleur constante ie
long de chacune des lignes d'intersection, . " , ,

5. Il resie à exprimer que les quan-lilés p et q ne-dépend etït 'ell'es-noêffleHque
des paramètres a et |3. . ^^T^;1:.1 AI :/'• • : : ' : . 1 ,';-

On sait,que si;l'on a, •une,; famille de surfaces, représentée par l'équation

a= f,(x, y , z ) ,

la somme des courbures principales ~^^.1. o-u 'M'courbure sphériqiie d 'une surface

quelconque de ce système, en un point, est "liée aux quantités h et p par 'h for-
mule C11' • 1 1 ; : ' - 1 1 ; j : ' I I J • : l l l - ; 1 1 - 1 1 ' 1'::IJ'":'-:• :' 1 - 1 - 1 ^ ' • ^ • i q ' : ; : : ' 1 1 ' ; ' . ' ; - l,•.;• l l^ ;•,CLI:^ l:,u', l ^[•, '.,'„;•! îIîOÊ : ',.;:11;-,;
./,, , , , , , i i , - dh ,,p
(Ô}1 1 • ' ! - 1 1 ^ • 1 1 •-:. • -^L11^:11;-1-:: •.«---^-••—^'^------^.T:.'1. - ••::„—; . • ' ,-'. , . , 1 , ] : 1 ,.„.,,.;.. - , - 1 1 - „

'f 1 1 1 ' /• 1 1 ' "(la 1 i l ' ' ' 1 1 "i:l' " ' • " 1 1 " ' ; " " ' 1 1 ; ' ' ï - 1
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dh-éVàiit. l'a., variatio:û,,(lue'subit.la- quantité /^lorsqu'on passe d'un point déjà ^ui-
face % à la surface infiniment voisine %.-4- rfa-, .suivant. la direction de-In .nonnale
en ce point., - 1 , • „ 1 - „ - - . 1 , . , . , ! ^ ! „ , , ^ , „ . , . .

Cette •formule; a:: été-donnée, pô:ur la^premicre fois par.'M. Lanié:, dans , son remar-
quable ouvrage intitulé : Leçons varies coorchnnees.curyilignes •et leurs clwerses,appli-
cations, § XXV., : p. 42,-, Mais/la ^ manière. dont l'illustre géomètre la décoi,m'e.sen.î-
blé-impliquer que les .surfaces (a:)' fassent partie d'un système .triple orlho^oiiAi.
II. rie sera donc pas inutile d'eiï'mdiquer ici une démonstration directe,

Si i\)n pose, pour'abréger, l . - • l ' -

, d^ — p dcc — o d^ --p1 1 • . 1 -... ; 1 l1^-- • •^-• lvî , , . . •^••~iliî'• ... - 1 , . . , . . , 1 ' . ^ . . .... •
( , ) '^-p/ ,..^;-o/ . 1 ..^:-.j^.., ........ . 1 , . . ^ .., . . 1 1 .[ n 1 j dx2 ' ^r2" " d^ ~h '

1 "dîa - 1̂  ' ' dîs(-' - {r • '~d^- '-- R77 1 1 1 : ' 1 ' ^ ! ' 1 ' ' ' ^ " : 1 1 ' ' 1 ' ' ' !^ ï —._—.— _,.— ^ ^ — — _ _ — ^ f i f .'""".— ~ 1 ' ï .
. 1 . . . 1 . • 1 . . . • • • d y ' c i z - " - ^ ' . 1 . . . . ' dxclz 1 .•• :dxciy .; . ' . 1 . , . . - .. 1 1 ' . - . . . . • '

réquatiosi du second, degré ei'Lp^ qui, donne les deux, rayons de courbiire princi-
pal1x,del.a.surfâceâ:,.allpoint..ï^,J /^.5,,est' ., „ ; 1 ' , . : , , ' • , ,

/j-p^Qqv_p^)'4...Q2(p^R/^'(r=y4-^^ :-' • ; ' ' 1 1 •
( 8 ) 1 4- 2QR(Q^R^—-P 'P f f }4 -2PR(P^R^- -Q / Q / / )+2^^^^

! , ^ ,-,„ / ^ ( A 2 p — P 2 P ' — Q 2 Q / — R ^ R / — 2 Q R P ^ ~ 2 P R Q / ' ~ . s P 0 1 ^ ) p ^ ^ ^ ^ ^ ^ o.. " „

La somine des inverses'des racines de cette équation -est égale à •' 1 : • :

. 1 -'p^p^Q^Q^^^d-aQ^ , . . . . ' , • ; . : „ .^ ^ ^ ,^.^.^_,_,_^.^^^^^ ^

Or, lorsqu'on passe^de la surface a à là'surface infiniment voisine a: -r- ^ ̂ •sui-
vant la normaîe" a la première surface,'les coordonnées ^, 'y, s ̂ subissent •des 'ac-

,croissements.représe,iîtés,par,^.,^
lion (^ de la quantité h . : , ' • . . : . , . ' : : ; •; • • , , • • • . „ , . : ' r ,

d^[ P( PP'-h Qîr 4-1 RQ^ -r- Q.( P^' -tS^..±^^^^^^^ : i ; ' '

0 U

, . , dff\ w -4- Q2^' -i-j^R' l+._lQRPL±.^PM!^ ̂ ^ • , - .- . „ . . _ . . . „ . - . ^ ^ , - ' —^^ . „ , . , ^..,^.,.-.-.:.:,,--...,., , : . . : - :-,,;....,.

donc la somme des courbures principales de la surface est bien égale à ^ —|;

6. Il résulte d e l à que la courbure'-sphérique des surfaces (a) et ((3) doit être
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constante le long de chacune'd'e 'leurs lignes •d'i-riters-ecfion. Mais ' la sornme des
courbures de deux sections normales'î'ectangtilmres,' en un point (l'une surface,
est constante au tour de ce point. On peut /donc (lire1 que l'a somme des courbures'
des sections normales menées, en chaque point, suivant là ligne d'intersection de
deux surfaces a et ? et la l igne géodésiqûe qui lui est perpendiculaire sur chacune
de ces surfaces, doit rester invariable; el comme déjà la courbure dans le sens de
la ligne géodésiqûe est constante,'iî en1 doit 'être de mêfl'ie de" la "courbure dans le
sens d e l à ligne d'intersection.' 1 1 ^ 1 • • i ' 1 ' • - . :'-;•1'--: ' : " ï - ' ' • "" 1 1 1 ' : 1

A insî les deux systèmes de surfaces (a) et ( ;?) sont ieh\ que' la courbure des sections

normales, menées tangenlieUement à leurs lignes d'inierseciioriy est constante le long
d'une même ligne. ^ • ! • • , 1 •.. ,'.. • • ' 1 .

T.' 'Considérons la ligne d'intersection u de deux surfaces1^ e f j3 ; comnie, (Fu-ne
part, ces surfaces se coupent partout sous îé même angle, et que, d ' au t re -par t ,
leurs sections Don'nales, 'menées tangentieliement à la l'igné'^ ••ont une' courbure
constante Te long de cette 'ligne, •on" en 'd 'édui t aisément, ^par le théorème1 'de
Meusnier, que le rayon de courbure delà lîgne^est constant, et que-son plan oscu-
lal'eur fait partout le nicrne angle avec chacune des deux'sùrfacés.' ' ' 1 , 1 '

On peut donc dire que toutes les surfaces d'un système déterminent sur une sur-

face de l'autre système une série de lignes J'EGALE COURBURE GÉOD'ÉSÎQ'OJR.

8. Nous allons maintenant démontrer que lorsque, sur une surface, un système de.

lignes cl'égale courbure géodésiqûe a pour trajectoires ortho'gonates 'un système de

lignes géodêsiqacs^ la courbure de la surface est constante îe '.long u^'ùne ligne quel-
conque du premier système ('"). 1 1 . ' ' " • • '• • : ' 1 ' : 1 1 ' ' : i i ,

Soient, en1 effet, { u ) 'âne série de lignes' d'égale- •courbure1 géodésiqûe, e t - Ç ^ ) ie
système de leurs trajectoires orthogonales. Bésigrioûs'pâr^ et^F'^ éléments
respectifs des deux lignes u el v, et par —' la courbure1,géodésiqûe delà ligne u. On
sait que, , dans le .passage- de,, la l igne, u, a .la 1igiie4,î)finirûerit',Tpi;siïie, u ' , la,-variation
o\ du -de r-éléïneat du ( sans avoir1 égard au .signe.}- ^s,t .égal'e .à- du. .^v . ̂  - .Gomm-e ,ch'7p"
et — sont constants le long de la l igne a, on en" conclut déjà1 quêtes variations suc-

{ * } Un^ pareille surface est applicabie-sur.une surface1,, de, réyolu.fcwo. On...pe,ï.îb,,,en,,eiîet, é'nonqer le. ,'théo-
rerae suivant : Toute surface y sur laquelle il existe un système de ligne f> d'égcde courbure gcoclésîque ayant
pour trajectoires orthogonale s un système de lignes géodésie nés, est ' nêcû^aircmc rît applicable ^icrtfW
surface de révolution, A l'aide de ce théorème on reconnaît immédiatement que les surfaces héiiço'i'diçtjca
sont applicables sur des surfaces de révolution, comme 1'd démpiïtr.̂ , pour/la pr^miQre fois/, Edmond ;Bour,
dans son beau Mémoire .fur la déformation des surfaces; car'on'voit"'tout'de suite'que les hélices décrites
par ies différents points du profil générateur sont des lignes parallèles 'et "présentant ̂ itf tôù^ieur étendue
la! même,, courbure; géadésiqile. :• - ^ . . . , 1 . 1 ; . • ;,. l,,•y^;^ [t. ,, . 1 ^ , • 1 1 . . ' ; , ; ' ; • : • : 1 1 ' ; - ' 1 1 / - 1 1 ' ï -••:,h1 . l l ^ • ; > l - l . l l l - / " " i i • l ' • 1 1 • . 1 1 - • '.

On pourrait d'ailleurs déduire de ce théorème un moyen de former l'équation générale des, surfaces
appiicables sur les surfaces dé'révolution. 1 1 : i 1 1 ' 1 ' " ' ' " ; 1 1 1 ; ! " ' " ' • • 1 : : 1 l l ' i ' l l" l• î 1 1 " 1 ; : 1 1 1 ' !'"i• 1 ' ';; ' ' 1 : • " • 1 [ ; " ' i ' : l l l l ' ; : i - • 1 ' ï : " : / : 1 '
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cc.ssives, de l'élémept du entre, deux trajectoires orthogonales consécutives sont Ses
mêmes, d'une trajectoire àraulre. Or, en appelant r, r ' ies rayons d.e coiiri:n'u'e
principaux de, la- surface, on. a, diaprés.Gauss,,

'• 1 1 1 1 l l i l - • 1 1 1 "!' ' o^.du '• d î t - ' 1 1 ' 1 ' ' • • • - - ' ' • ' - - - ' l i i i ' • i - - - • - 1 ^ . -

• ' • 1 1 1 ' ' 1 ! - 1 1 / - - - ' - • - ' • . 1 1 1 ' - . . ' . • • . - - 1 ' • oc/-'- : /•r:''-1'1 : l l î 1 - • '.: ' . -1 . 1 : 1 . 1 • ' ' -,....:. ,.„ ,.1

doac rr' es l.oo nsta ni le IOIMÇ , de chacun e-d es lignes [u^, . . . ; , -
9. Revenons aux deux systèmes de surfaces (a) et (.^..Le/loog'de la ligne,d'iii-

le.rs,ecti.on\,^^^de .deu^.:; surfaces de .systè.mediffer^Q.t, la somine, ,d,es,^inverses des
rayons, de. Gourbure ^ principaux de,, çha<;uïiec!es,.siii4zices,esl,constautc
produit de ces rayons; par suite, chacun des rayons de courbure es t^îui-ffî,.ên"ie. .in-
variable. D'ailleurs^ la, cQwblire de la section normale., menée tanHentiellemeat a
la ligne1 M,est constante» Donc, celle ligne.iifcliLpcu'iolUle înêm.e a.ngle-wec les lignes^
de. courbure ^ de chaque, surface.^, ^ , - . . / . : .^ : . . . ' ; . . . , , , - , -

Désig-nons. par c,/l'an,.gle,,co.n.stant qu'elle fomie, sur l:'iiî.ie,tles surfaces,, avec,In
section principale da ray,Oû.r.Sa,,torsioB ^éôdésiqiie,, par. rapport à celte, surface,
est, d'après une fonïî.Qle de M., Bertrand^,, i'eprés-entéeî au siû;ne près, par .

, , ., ,. .., , , s in£ .CQS£ ^ - — — ; j . ^ ^ ^ _ _ ^ , . , . , ,_ . , . ,

EHe,,es.t dQne,co,nstante,,,,Par suite,. le.syst^itte.ile.Jigiies.^.gcoliesiqu.es .^e) qui coupe
ortiio-gooaleineilt la,ligae î<,.d,.la uié,iïi.e.,to,Tsion.géo.désique le .long ,,de,cette l,i.gne.
Or, oîi sali que généraienient l'angle de torsion géodésique xi'iine ligne tracée, sur
une surface, ,çst égale a,sari, angle dç'. torsion proprôîBent di te , , d iminue de ...la varia-
t,i,oîi,de,rangle,qi:ie foripe.son plan "osculatem'. avec la uorm.aie à la .s,ii.rta€e;..qne,
par conséquent, pour une ligne géodésique, ia torsion géodésique n'est autre que •
la, torsion' a1)solueVIBonc"fe6•l:'11^7^^^^^i^ltô^ (<-') oni la même torsion te long de'ici
ligne u. Nous';a.v:oîïsl-de]rJreœtînulqtf elles oTU.-'Ia'méme'coBrbu're;' e'Hes ont d'ail-
leurs. lewôrm) •étéî?^t^i5.-GOfflp3is.^^lJ1e•€jeo^.,,tra|.£Ctoi orthogôBâI^s.conséciî-
tives..Dès lors, nous pouvons conclure, ..en dernière analyse, que fouies ces lignes
sont des courbes SIJPE'RPOSABLES.

'tes"'surfaces '^a')'"et "{'Ë Y'peuvent-donc -'être • considéréesii comme engendrées chacune
par'..une 'ligne {[ui-'se" déplace, sans- -se' dé former) de•:•manîêre {/u'à chaque rns tant1 r élé-
ment .de:;U:Qj^ctoire^, M^çhcicu^ de ses .'points 'wt, n orma.1 à son .plan .oscillateur en'ce
point'.--^''.'' • • ^ ' i ' i i i - l : ' i ^ • ' • • i i • i • - [ i ~ 1 - , ; - 1 . 1 :',•.'.:• •1, ^ •: •: l l^ l lî,, / : . ; : " : . . . • . . : i ^ \ . . : ' •.:. • •1.'. ,1 1 ..11 • • • ; • :.' , , ' - : , ' . . ' , 1 ' , 1 1 • : : - . . . - - 1 ' /

ilO..'IIPôiïT/rélûde''de'cett^^^^^^ cas a'dislIngueT: ;, • ^ •
^•Là-ligne: mobile :•es•til plane^ i. ^•,.. :. -':, „ .,'.. , ; ; , , - , . • - , : • 1 ' . , 1 . . • 1 , : , 1 1 ' , • . . : : - . , - .,;/;11 ',,;.1;' • . -. .
Les éléments de trajectoire des différents points de cette-ligne •d.e^îîtêtre"n.or-

maux à son plan, on"v:oit sans peine'que'le déplacement: de;'cetle'lignera/chaque
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ins tant , .-doit, être -prodait ••par un.mpavçmenfc ' de:-rotation. autOLii' d'iiû .axe situé
dans soi') plan. Il en résulte que, dans. ce cas,cm devrait regarder chacune des sur-
faces ("a) et ( ( 3 ) comme engendrée par un profil, de fbriTie quelconque, qui se
meut en tournant à chaque instant autour d'une droite de son plan, c'est-à-dire
comme une surface moulure relative à une surface ^développable quelconque; et.
que, pour se représenter ensemble los^leux systèmes'de surfaces ( % ) et (|3),il
iaudrait 'iîïlaginer dans un 'plan1 1 deux systèmes de lignes'dépendant de deux para-
mètres ( a ) et (5), et, supposer que ce'plan' roule sans'glisser'sur une surface dé-
veloppable quelconque; les deux systèmes de courbes1 (a )" et ( & ) 'engendreraient
les systèmes de surfaces (a) et (p ) .

Mais i l 'es t facile de reconnaître que'"ce double système de surfaces moulures re-
bîives à la même déveîoppable se rédu i t 1 ici a un double11 système de ''surfaces de
révolution autour cF'un même axe. 'r1 ' ' 1 /1 ' , / ; 1 , , .

En effet, remarquons" d'abord que le profir d 'une 1 surface" moulure est dans
toutes ses positions une' ligne de courbure d'un système1 de1 la 1 surface, et que les
trajectoires des différents points de ce profil constituent les lignes de courbure de
l'autre système. Or» le rayon de courbure de la surface, le long de chacune de ces
trajectoires, doit être constant, d'après le n° 6;1 la surface a donc l 'un de ses rayons
île courbure constant le long •de11 ch-aque ligne- de.cô'urbœpe d'un' système.- Il en ré-
sulle que les normales à1 la surface, înenées le'IoDgd'iiBe'mêïïie 'ligne de courbure de
ce système, •secoupent.'en'-un-mêm.e point,.-que, p-a'r suite',;1 la surface est l'envetôppe
d'une sphère mobile, et que le système de lignes de courbure formé'.par les1 trajec-
toires est circulaire, ce qui ne peut•-évy:eftlment•i•ây(ïii^.:lie»lque/lsi1el.prôfi
constamment autour d'un même.axe situé, dans. .son p!an, c'est-à-dire engendre
une surface de révolution. , . . , , . , . , . . . • ; ,_ •. ; -

2° La ligne mobile est à double courbure. , . . „ . , . . . ; „ • • . , , . , . . . . . . , . . , . .„ : ,,„.,,,,. . • • . r
On sait que tout déplacement infiniment,, petit d'une figure peut être produit

par un mouvement hélicoïdal i.nfi'ni.meîi-t petit',,, c'est-à-dire, •par une rotation infini-
ment petite autour .d'uû axe qui glisse infiniment peu sur Im-mêrrie. La généra-
trice doit donc être telle',' que, •'par.-un.pareil .mouvement, :.chàcuû.d<i ses points dé-
crive un élément de trajectoire perpendiculaire au plan osculateur de la courbe
en cel":pbîlrit.;ll[0n côn-cort ^u'u'neïigne quelcÔnquel::pMssé:•':^e'l':pïsl's^tô cette
condition; si l'on cherche eii effet quelles sont les lignés'IqM^'eW^'^^^
3ï}Ouvlémë:nt"îïéliçoidaIl ï infîriîrrie'nt péfit-'^ntûTtr '-dë^I^Ïe'des'^ï "jbui'gsfenf de cette
pî'ôprïété^'On' tro'ûvë' ••qa'elies'dbivenf^.àrisfai^e'â Fëqiù'âtib^il<^ïfÏérëlîïltiléîIè} ' ' • l i l • ;

y d x — x d y ^ c c l z , '.. 1 ^ ̂  xl dlL1' ^î•!lu' l l : : i~ i- ^" '•^ J ' ; ; '

d^îS ;|â4He!i.a,̂ iL'ex;pî  r^ppo^lJ^&.iqHâ^tjteô:1!;?^^»!^
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eî-.de rotation, et-qtie, en.€ôn.séqiience-,eliessont.(loîiiiées par les .équations • .
— 1 1 1 • 1 1 1 " 1 • • 1 1 1 ' : ' 1 ' 1 1 ' ' : ' " l i l ' l i l 1 1 1 1 1 1 ' 1 -( X rrryof ^}••i • 1 • - , • • 1 • 1 1 - • • ! ' < ' "

! ! ! • 1 ; - . i l i 1 1 1 1 • ' î " C r^T^ ( S ) , ' 1 ! 1 ! '

qm renferment une 1 fonction arbitraire y ( ^ ) et, sa dérivée ^ i \ ^ } ] -
In'iagÏnons une ligne'qui, dans an "preimer déplacement inimii.nentpetit, ' rem-

plisse la condition ci-dessus énoncée1;1 il est' évident 'que pour ne pas cesser de 'h
remplir 'a tout Instant.1 de son mouvement, -elle'doit continuer a. tourner autour da
même axe et de la même manière. On voit donc1 que la/surface qu'elle engendre
n'est autre qu'une surface hélicoïdale.

A l résulte de là que, dans le cas où la l igne mobile est'i double courbure, .les
deux systèmes de ' surfaces f a ) et ' (p) ne 'peuvent être "que "dès heliçoïdes de'm.êm.e
cixe et 'de même pas, ayant pour profils deux séries de lignes quelconques.

11. Nous pouvons donc enfin fbrnniler la conclusion suivante :
Pour que1 les cinq quantités P, g',/P, p , y/ne dépendenrque 'de1 ' y. et /S, il i au l
iîsuffît que les surfaces'représentées, par les équations . . .et

, „ ,"' , ! ^ . a:=^ (^, r, ^),, ,, , . ., ,^ .;1 ^, , , , ^ ^ . . - -
„ ' 1 1 ; ; 1 ' _ ^_ ' 1 . 1 ^ " ^ _ 1 , . .^./.'^^^(^T^l., ;,•;,,,,,,,.,, ^, , :,,•- . , . . ,

sôien.t ou deux-systèmes ̂ .de.surfaces, de.'révolution, autour d'un même. uxe, • ou -deux
systèmes. de'sur/acÊS.héM§oïdalss,demêm€\€ixe.e^^^ . : • 1 , • ' . .

, i^^Sï.Yoïï: preûd-pour.ax^ des ..s Faxe'de chaque ;,systèiïie,, ces , surfaces ont
j^ur-équations.: : ' • : , . • .. • • . • ' 1 . - . : -L1 1 1 . , , , , , ' :..:.-•,, . • - : , ; , , . 1 ; 1 ' , . , - 1 .^ , - \ .' - ^

.j0 Le double système, tie mr faces, clé. révolu lion . • ;,' , . : , • •
^ -• ! . . - 1 • 1 1 1 ' " ! 1 1 ( 1 1 ( 9 ) 1 1 1 • y. == 9( ls,^-r-,r2)•, • ^ ' 1 1 1 1 : • : ;1 1 • ; : 1 ' 1 - ' •• • •

| ( 1 0 ) p==^(3,.^-^-r : ;); : ' • ' 1 ' : • • : : ' ' i ; i ' : - •

2° Le double système à''heliçoïdes

('A )

(i^

•( f'î ) i i- a •== •œ, (-s- -^-jn. arc cos --—===^=.-.. \^'-—. r' l-.
v V^ -+-r3 /

/ / .y
• i {fî) i i- a •==-Q3r (-3-— :̂ î. arc cos •-•===^^-...\IX-—.T-
\ " ' \ V^4-.r3

..(12)' ^ g,,==^.tt•gl—lmarccos -^==__1<» v'^^-f-j'' ,^.
\ ^ V^' -^ r' 1 , .' / ,

y, ,̂ ,, y,,» ^^•.etaïlt.des ^aractéristiques.de. fonctions, compléienjentarbiteaires^et m

uû coefficients quelconque... ; • , : : .-1 , ; , .. . ; , : , . . : . • , / ; : 1 , : - . , . . 1 . [ : \ . • I J . : ' '. - -
^Si w est",.niiî., le second ..système d'équations se confond avec le premier. Le sys-

tème (B) expuiiie donc,,la forme la plus; générale que, puissent avoir les fonctions
/, et y; dans" les équations ( a ) et (3), pour que les cinq quantités h\ k\ g, p , c/
ne dépendent ciné de a et (3 ( ^ ) . ;, , , , . , 1 1 : i -

( + ) Ii serait plus exact de dire que l'es fondions les plus générales sont celles qu'on déduit des équa-
tions ^B)^^^^^ îîe ̂  r, s awpenes donne îleu-une trans-
formation (le coordonnées.

Ànnaïes acicntifiques de l'École Normale supérieure. Tome lil. ^42
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Est-il besoin, d'ajouter que ces fonctions peuvent :être Août sm-iplemeîU linéaires
en <r, y, ^, auquel cas les quantités P,' g\ /r sont constantes, et les dieux; autres, p
el ç» nulles?

13. On peut encore énoncer la conclusion qui précède sous-une1 autre forme, en
disant que les équations ( - 2 ) < ^ ( 3 ) , considérées simultanément, ne peuvent représen-
ter d'autres systèmes de lignes que des droites parallèles, ou des circonférences de-
même axe, ou. des hélices de même axe et de même pas.

Généralisation de la solution précédente.

14. On peut généraliser le problème qui vient d'être résolu,- en se proposant de
trouver n — ï fonctions ^, «2» ^•^.' • • .^-» des, n variables x^ .r^ a?;;, . . . , ••r̂  qu i
soient telles, que les quantités ! !

^fdaA2 ^ fd^Y V fda/,\2 ^ fdy.,^Y
2. T^J 5 Z [ d ï ; - r " ^ Z ^ l î l " 5 ^?

dx,d x i j^r, ï dxi ï

j ï == ». t =,- fi ï — /z ^ --" //
J ^ /^a, ^«îN ^ / dcc^ dy.-i\ '^ f d y^: d a/A "Y/'^"--^ '̂.ir'

( î^ 2, \'dx.'~dx,-r Zi\7^.~dx, 5 " 1 ' 5 ^Ato*^. ;5 " "5 Àl^:7""~î.r;"

< == /? ^ •== /;

'<c-̂  ^a, ^-^ f/2^ ï ^'2^- -̂i f/^-i, . .. , ^ ——-,. . 5^ a "a, ^ a-û;a ^ a-a^- ^ « "^"—i2^^î75 z"^5"^ ,2^"^^^" 5 ^"^r5

•ne dépendent que de % , , ^3, . . . , ^-i.
Il est facile de reconnaître que les fonctions

/ .%•! Xla, == 9, ( ̂  — y.«,-_2 arc ces —_-=_.__ y ,y,,_,, — /7.,,_;, arc ces —==:=—;; ? • « « 5
\' x'\ -l- .r'i\lx\ -\~ x\

^=, ̂ -3:-̂.r;i — ai arc cos
^? 4-- ^'î

/ ^| A"!
aï =-: 92 Xn -- p.n^î arc cos --_--._==-. 9 <z'/,_i — ,u,,_3 arc cos —-—7—=- •

\ v^f+^i v^;+.r^
4) '̂.î — .̂i arc cos • _•> v/^'2 + .r^ J

^ 7

9n-i. ^•« — ^-2 arc cos -"=----—-. 9 r/^, •— p.n-3 arc cos
\/^-f 4- x\ S/^;4--^;

^3 — y.^ arc cos —r,—1-'—— ? ^•'f — .z',̂  1 1. v^';— ^^ . . . . . ' j
P-^ P-2» P'a? • • * ^ ^-2 élant les constantes quelconques, et ç^, < p 2 , , . . . ^(f'n-i i^ ci
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raclérisliques de fonctions arbitraires; il est facile, dis-je, de' reconnalire que ces
'{ 'onct ions satisfont à' là-condi t ion ci-dessus énoncée. II. suffit de poser

.z'i . .z'i
x,, —• u.n-i arc cos---~r---==-=-=i == ././,. ....-.• i ^r;--; '— p.n^ arc ces ——————— == /,/,--;„ . 1 . - i

V.2^' -j- ;r: y'^ — x:

, .T,; — ai arc.cos —^=1__.: =-; A i , , ^z'^ -r- .%\- -== 5, ' , 1 1 ,
V'-^Ï — tx"'^

î ' î , de former les valeurs des quantités f i 3 ) : on trouve qu'elles ne dépendent, que
de '5, ) . i , )..>, /:;, . . . , ?,/ /^a> et» par suite,, en vertu des équations ( ï 4 ) » q116 de î<^, ^^,
^, . . . , ^-<.

Mai-s, pour avoir la forme la plus générale, des fonctions •«<; a . ^ , . ; . , ^//-o
il faut faire une substitution linéaire analogue à celle qui constitue la trans-
forn'ulî'ion des coordonnées, c'est-à-dire substituer dans les équations ( î - ^ . ) » ^ux
var iab ies -x ' i , .r.̂  . . . , x^ les fonctions linéaires suivantes :

/ a 1 , 1 . x i -T- a'^^ x: ~- rt^.i^s -î1-• • • — ^K.i.^'R ,

^l.a X\ —— a-_-^ X-î ~~ ^3,^ '̂a 4- . . • -—— Ctn,-i :Kn

\ a^n ; x ' i 1 — - 1 a;^t ,z^ -r a-^nX^ - - r - • • . -- (in,n •y H •>

doni les coei'iicients satisfont aux relations

2 ̂ .- '":::::"I î 2 a^ :- " 1 7 • • • ï 2 a^' = î! ̂  • ^ 2 rt2-"

^ ^,,, //,,, ::::,,. o, ^ a/, i rt/,:, :-:-,̂ . o, . . , ^ ai,/,a/./, '̂ - o, . . . 5 ^ ^/,«-.-i a,,,, — o.

42.


