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ETUDE DES SURFACES

TOUS LES PLANS DE SYMETRIE
D'’UN POLYEDRE REGULIER,

Par M. Ep. GOURSAT,

MAITRE DE CONFERENCES A L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

DEUXIEME PARTIE.

1. Je me propose, dans la seconde Partie de ce travail, de trouver
.des formules générales pour représenter les surfaces minima qui ont
la symétrie d’un polyedre régulier. On est conduit ainsi & une applica-
- tion intéressante des belles recherches d’Algebre de M. Klein oltinter-
viennent les polyedres réguliers.

Il est nécessaire pour cela de rappeler les principes de la représen-
tation sphérique des surfaces etles formules connues pour la détermi-
nation des surfaces minima. Considérons un systeme de trois axes
rectangulaires Oz, Oy, Oz et une sphere S de rayon égal & I'unité
ayant pour centre 'origine. Soient = une surface non développable, M
un point de cette surface, MN la normale & la surface en ce point ou
plutot une direction déterminée sur cette normale. La paralléle menée
par l'origine a la direction MN rencontre la sphere de rayon égal &
Punité en un point bien déterminé m, que ’on fait correspondre au
point M de la surface Z. A chaque courbe tracée sur Z correspond
ainsi une certaine courbe sur S, courbe qui est dite 'image sphérique
de la premiere. Pour représenter la position d’un pointz sur la sphere,
nous emploierons le systeme suivant de coordonnées.

Soit m’ (fig. 3) la projection stéréographique du point 7 sur le
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242 ED. GOURSAT.
plan des xy, le point de vue étant le point de coordonnées
x = o, y=o, 5=1,
Désignons par & et v les coordonnées rectangulaires du point m/, et

posons
¢ —F 1y —F
s=c¢-+mni, So=¢— L.

Nous prendrons pour coordonnées du point 7z de la sphere les quan-
tités imaginaires conjuguées s et s,; ce point m de la sphere figure

D

NO

ainsi la quantité imaginaire s. A deux quantités conjuguées correspon-
dent deux points symétriques par rapport au plan des xz; aux quan-
tités imaginaires s et — — (,orre%pondent deux points diamétralement
opposés, ete. Soient «, (3 v les coordonnées rectangulaires de m. On a

0 —
tang > = om'= V550,

et, par suite,

. 2 .; -— 85
sinf = —L/——o—, 050_____"
I -~ 88 I -+ 88,
1 S-S . I §— 5,
COS(P_—-——— - sm<p:~—-. —_—
2 \/SSO \/SSO
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on en lire
o S+ S
a4 =—=C0SQ SNy — ]
I -+ $S,
. . LS8
B=sinosinf=—i —=,
! SSp—+ 1
8Sp— 1
y =—cosf= 0 >
I+ 88

L’équation du plan tangent & la surface = au point M sera par con-
séquent

(1) S(x —iy) +so(z +Ly) + ($s5—1) 5 = 1,

en posant pour abréger u = (1 + s5,)D, D désignant la distance de ce
plan a l'origine. Si, dans cette équation (1), nous regardons « comme
une fonction de s et de s,, le plan représenté par cette équation enve-
loppe une surface et 'on peut regarder la relation

uw=0(s, $)

comme I'équation d’une surface dans le systeme de variables adopté.
Les coordonnées du point de contact du plan (1) avec la surface enve-
loppe sont fournies par les équations ci-dessous :

di

s ¢ s du
—U 4§ Sy —
ds . " 0s,

b

1+ 88y

I+ 88

Il est facile d’établir dans ce systeme les équations différentielles des
lignes de courbure et des lignes asymptotiques de la surface.

LicNes pE cOuRBURE. — Une ligne de courbure et son image sphérique
ont leurs tangentes paralleles d’apres une propriété importante et bien
connue de la représentation sphérique. On aura donc, pour une ligne

de courbure,
de _dy _ds
de —dB — dy’
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ou
dx +idy dx—idy ds
dz +1idB ~ da—idB ™ dy

Des valeurs ci-dessus de o, 5, v, on tire

ds — s2ds,
(1+550)? ’

2
dsy— 52 ds

0 — ___sdsyg+ s, ds
([(OC“}"I‘S)——-Z m) d/—"’

ETEET R

d(o — L'ﬁ)#:;

Par conséquent, on aura aussi

de +idy _de—idy . dz

ds — s2dsy ~ dsy—sids T (sdsy+ s,ds)
__dsy(de +idy) —ds(de — idy) 4 ds(sdsy— s, ds)
" dso(ds — $2dsy) — ds (ds,— s2 ds) + (s2ds:— s2 ds?)

Le dénominateur de ce dernier rapport est nul identiquement; on
aura done, pour I’équation différentielle cherchée,

dsy(dx + idy) — ds(dxe — ild“y) + dz(sds,— sy ds) == o.

D’ailleurs, on a, pourles coordonnées d’un point de la surface,

XLy —+S$ du
$5 = <——»

Y s,
. du
Z— Iy -+ §y5= Ts°

et, par suite,

d(z +1iy)+s ds=—zds —|—d<—0—l~t—>,
Jso
d(x—iy) ﬂ-sodz:—zdso—k[l(%%)-
On en tire
. . ou’ du
dsy (da + i dy) — ds(dz — i dy) -+ ds (sdsy— s, ds) = dso d ?)?) —dsa(5F)
) .

I’équation différentielle des lignes de courbure sera done
du [ du
dsy d<~()._90> —dsd <—d~s_> =0

Pu ., Pu -
(3) —():;;cls = 33—3ds"'

ou, en développant,
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LioNes asymproTIQUES. — L’équation du plan tangent étant
So(x+iy)+s(x—iy)—(1—s5)s =u,
on a, pour toute ligne tracée sur la surface,
\ So(dx +idy)+s(de —idy) — (1—ss,)ds=o.

A

Pour une ligne asymptotique, on aura en outre
S (Px+idy) +s(d*x —id*y) — (1—ss))d*s =0
ou, ce qui revient au méme,
dsy(dx + idy) + ds(dx — idy) + (sdsy-+ sy ds)ds=o.

En tenant compte des calculs faits plus haut, cette équation s’écrit

Jdu du
—asds dso+dsod<d—80> - ds d(§> —o,

¢’est-a-dire

U s du . du’
J*u u Ru T 70s  0s,
4 = dsg+ == ds*+ 2dsds =
(4) 0s: 0 Qs 7 - *\ Jsds, + I+ $S,
RAvoNs DE COURBURE PrINCIPAUX. — Pour une ligne de courbure, on a

dr—+idy dx—idy ds
do+idB ~ da—idB ~ dy

=R,

en appelant R le rayon de courbure principal correspondant. On en
déduit
de+idy+sds __dx—idy + sdz

R:da—i— (dB +sdy — da—idB+sdy
ou bien
—sds+d %> — s dsy+d ou
R— 08 Js
- ) ds - ads, ’
I -+ 88 I~ 88,

-

fye e ds ] . .
Eliminons lerapport a5, et remplagons zpar sa valeur; il vient, apres
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quelques réductions,

( ou du
, — —— —— —_—
5 N "R[(’ ) Grgss =G, ‘%m]
5

2u Jdu Jdu’]? *u d’u
_1_[<I_|_SSO)()S_()S_(;+{¢__S;)}__SO.(E] '—(I'l 0)2 55 0S

2. Appliquons ceci aux surfaces minima. On sait que pour une telle
surface la somme des rayons de courbure principaux doit étre nulle.
La fonction z devra donc satisfaire & I’équation aux dérivées partielles

?u Jdu Jdu

—§— —$§y=—— = u=o0.
0s dsy 0s ® dsq

(14 550) 5—

En différentiant par rapport & 1'une quelconque des variables, on
obtient les deux nouvelles équations

(X =+ 880) == O u 02“
052 05, ()s

(1 +88) =—= Fu —s(,@ =0
dsds dJs? ’

dont il est facile d’avoir les intégrales générales. En effet, écrivons la
premiere

Pu
052 ds, s
- =0;
J*u I = 88y
s
on en tire
0®

()—:‘_(x—l—sso)f(s

/(s) désignant une fonction arbitraire de s. On tirerait aisément de la
I'expression générale de « et les formules de M. Weierstrass. Je ne m’y
arréteral pas.

Je ferai remarquer seulement que les équations (3), (4), (5) se sim-
plifient beaucoup et deviennent respectivement

(3) J(8)ds? = fy(s,) ds2,
(4) . () ds*+ fy () dst = o,
(5) ® AR = (1 550)" f($) folSa),

/o désignant la fonction conjuguée de /.
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3. SuBSTITUTIONS LINEAIRES. — Imaginons qu’on fasse lournerla sphere
d’un certain angle V autour d’'un diametre ROR’, le point m de la
sphere vient en un pointm,. Soient s et o les quantités imaginaires
répondant aux points m et 7, de la sphere; « et § les quantités ima-
ginaires répondant aux extrémités R, R’ du diametre, quantités liées
par larelation &, = — 1. Proposons-nous de déterminer ¢ en fonction
de s, o, B et de 'angle V. Des considérations élémentaires donnent aisé-
ment cette expression.

Sur le plan, les deux séries de courbes, représentées par les deux

équations
§— o ~ §—
mod (E:_—E) =G, arg <:~> = ({/,

forment deux familles de cercles orthogonaux. Les cercles de la pre-
miere famille sont conjugués par rapport aux deux points fixes, qui
sont les projections stéréographiques des points R, R’; les cercles de la
seconde famille passent par ces deux points. Sur la sphere, nous aurons,
d’une part, une famille de cercles dont les plans sont perpendiculaires
au diametre ROR’; d’autre part, les cercles dont le plan passe par ce
diametre. Dans le mouvement de rotation précédent, le module de
§—
s—p

ou diminuer de V. On aura, par conséquent,

ne changera donc pas, tandis que I'argument devra augmenter

g —d syS—

(6) :E:e— :55

on choisira le signe d’aprés le sens de larotation. On prendrale signe —
si un observateur couché sur le diametre ROR', les pieds en R’ et la téle
en R, voit ce mouvement s’effectuer dans le sens direct (de sa gauche
vers sa droite).

La relation (6) est de la forme
_as+Db

(7) CTaxd’

c’est-a-dire que toute rotation de la sphére autour de I’origine corres-
pond & une substitution linéaire effectuée sur la variable imaginaire s.
Inversement, pour qu’une substitution linéaire (7) définisse une rota-
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tion de la sphere autour de son centre, il faut et il suffit qu’elle puisse
étre mise sous la forme (6). En d’autres termes, les points doubles «,
@ de cette substitution doivent vérifier la relation «3, = — 1, et, sil’on
met la substitution sous la forme

c— o 8§ — o
= K 2
c—B —B
on doit avoir modZ4 = 1.
4. TRANSFORMATION DE COORDONNEES. — Soit OXYZ un triedre tri-

rectangle de méme origine et de méme disposition que le premier. On
sait qu’on peut amener oxyz a coincider avec OXYZ par une rotation

autour de Yorigine; soit
_as+0

T es+d

la substitution -linéaire qui correspond & cette rotation. Prenons un
point 72 sur la sphere, invariablement lié au triedre oxys, et soit M
la position de ce point apres la rotation. Si le point 72 figure la quan-
tité s dans le systeme oxys, le point M figurera la quantité s dans le
systeme OXYZ et la quantité ¢ dans le systeme oxys.

Prenons un plan perpendiculaire 2 la droite OM & une distance / de
Porigine. Ce plan aura pour équation, dans le systeme oxys,

_g(x—iy)+oo(x+iy)— (1 —oog)s
- 1+ o0,

et, dans le systeme OXYZ,

= SR IV) s (X + 0Y) — (1 —s550) 7

{
1~ $8,

Ou aura donc identiquement

s(z—iy)+oy(x+iy)— (1—0cg0)s

(8) 1+ G0y
o s(X—iY) 5 (X 4+ (YY) — (1 — sso) L
- I+ 58,

Pour déduire de la les formules de transformation de coordonnées,

R R S A TS T ey ~—
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nous n’avons qu’a remplacer o, o, par leurs expressions

as -+ b a,So—+ by
Tg= —; Gy — —— >
cs +d Co Sy + dy

olt @y, by, ¢,, d, sont les conjuguées de @, b, ¢, d, et a égaler les coefli-
cients de s, s,, ss,.

*5. Courses MmintMA. — On appelle courbe minima toute courbe dont
les tangentes rencontrent le cercle imaginaire de I'infini. La courbe
élant rapportée a un systeme d’axes rectangulaires et «, ¥, 5 désignant
les coordonnées d’un point de cette courbe, la propriété précédente est
exprimée par la relation

dx*+ dy*+ ds* = o.

Toute courbe minima peut étre considérée comme I'aréte de rebrous-
sement de la surface développable enveloppe d’un plan mobile qui
reste constamment parallele & un plan tangent au coéne imaginaire

®

2+ 3P =o.
Eerivons I'équation de ce plan sous la forme
(9) x4y —s*(x —iy) +253 =—4 F(s),

s désignant le parametre arbitraire et F(s) une fonction quelconque de

ce paramétre. Les coordonnées d'un point quelconque de la courbe

minima correspondante seront données par les trois équations (g)

et (10),

(10) { —os(z—1iy)+2s=—4F(s),

10
[ —2(z — i) =—4F'(5);

on en déduit :

S x=(1—s*)F"(s) +2sF'(s) —2F(s),

(1r) y=i(14+ ) F"(s) — 2isF/(s) +20F(s),

( z =asF"(s)—2F'(s).

Les formules précédentes sont dues a M. Sophus Lie. Elles sont équi-
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valentes aux formules suivantes de M. Weierstrass :

( x = f(r——s‘l)ﬂf(s)ds,
(12) <}-:£f(1—i—sﬁ);f(s)¢z’.s‘,
, = f?.ss"(s)(ls,
en posant ¥(s) = F"(s). Les équations (r1) et (12) représentent toutes
les courbes minima, et cette représentation est caractéristique, c’est-
a-dire qu’a une courbe minima dounée dans un systeme d’axes déter-
miné correspond une fonction F(s) parfaitement déterminée. Des équa-
tions (12), on tire, en cffet,

3]

relation qui nous fournit la signification de la variable caracteristique s.
Une fois la variable s choisie, ’équation (g9) nous fait connaitre la
fonction F(s), que j’appellerai, pour abréger, fonction caractéristique.
On pourrait prendre aussi comme fonction caractéristique la dérivée
troisieme F”(s) = F(s); mais il est & remarquer qu’a une fonction
F(s) correspond une seule courbe minima, (andis qu’a une fonction (s)
correspondent une infinité de courbes minima qui se déduisentde 'une
’elles par une translation. Je dirai, pour abréger, que deux courbes
minima qui se déduisent 'une de 'autre par une translation sont con-
gruentes entre elles, et je dirai que I'ensemble des courbes minima
congruentes cntre elles forme un syszéme.

La courbe conjuguée d’une courbe minima est elle-méme une courbe
minima, qui est Uaréte de rebroussement de la surface enveloppe du

plan mobile
X =iy —$3(x 4+ {y) + 2855 =— 4 Fo(sy),

I, désignant la fonction conjuguée de F. L’équation de ce plan peut
encore s’éerire
. 12 . 2 4 ., \
XA Ly — (—) (x—iy)— 5= = Fo(s0);
Sy S 53

sous cette forme on reconnait que la variable caractéristique pour la
I . b e .

nouvelle courbe sera s'= — — et la fonction caractéristique
20

—eon(3)

e S
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Remarquons que, si I’on emploie pour la variable s la représentation
géométrique définie plus haut, deux points conjugués sur les deux
courbes conjuguées correspondent, pour les variables caractéristiques,
aux deux extrémités d'un diametre de la sphere.

6. Nous aurons besoin, dans la suite, de connaitre la solution d’un
probleme préliminaire que je vais traiter avant d’aller plus loin.

Connaissant la fonction caracteristique d’une courbe minima dans un
systéme d’axes rectangulaires, trouver, dans le méme systeme d’axes, la
Jonction caracteristique de la courbe minirma, apres gu'on lui a fart subir
un deplacement quelconque dans Uespace.

Tout déplacement se ramenant & la combinaison d’une rotation et
d'une translation, nous allons examiner séparément chacun de ces
mouvements.

1° Supposons que I’on fasse subir & une courbe minima une certaine
translation. Soient F(s) la fonction caractéristique de la courbe dans
sa position primitive et F, (s) la fonction caractéristique apres la trans-
lation. D’apres I'expression de la variable caractéristique s, nous
voyons immédiatement que cette variable sera la méme pour les deux
courbes. D’ailleurs, les formules de M. Weierstrass nous montrent que
la fonction §(s) doit étre la méme pour les deux courbes, ¢’est-a-dire
que F,(s) et F(s) ne peuvent différer que d’un trinéme du second
degré en s. Soient @, y, s les coordonnées d’un point quelconque de
la courbe minima avant la trapslation, x,, y,, z, les coordonnées de ce
méme point apres la translation, et supposons

F,(s)=F(s) +As>+aBs+ C.
Les formules de M. Sophus Lie nous donnent

ry=x4+ (1—s2)2A+ 25(2As+2B)— 2(As?+2Bs+(C) =2+ 2(A—-0),
(13) { yy=y+i(1+s%2A—2is(2As+2B)+20(As*+ 2Bs+C) =y+2/(A+C),
s,=5+ 4As—2(2As+2B)=135— {(B.

Inversement, connaissant les composantes de la translation suivant
les axes de coordonnées, on en déduira les constantes A, B, C et, par
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suite, F,(s). Je ferai remarquer ici que la translation est complete-
ment imaginaire si A et C sont conjuguées et B de la forme 74, b étant
réel; la réciproque est vraie.

2° Supposons qu'on fasse tourner la courbe minima d’un angle «
autour de I'axe des = de ox vers oy. Appliquons cette rotation au plan
mobile (9); dans sa nouvelle position, ce plan sera représenté par
I’équation

(x+iy)eH—ste*(x—iy)+2s5=—4F(s)

ou encore .
@ A Ly — (se*)? (x — Ly) + 25e* 5 =— fe* F(s).

Cette équation est encore de la forme (g). La variable caractéris-
tique est se* =, et la nouvelle fonction caractéristique est

e F(s'e—%0),

3° Faisons tourner la courbe minima d’un angle 6 autour de ox, de
oz vers oy, et imaginons un systeme d’axes mobiles ox’, 0y’, 0z’ inva-
riablement 1ié A cette courbe. Apres la rotation, le plan mobile aura
toujours pour équation, dans ce systeme d’axes,

' iy — st (2 —iy) +ass'=— 4 F(s).
Pour revenir aux axes fixes, employons les formules

x' =z,
Y =y cosf—zsinb,
s'=y sinf + zcosb;

'équation du plan mobile dans le systeme d’axes fixes sera donc, apres
la rotation,

(1 —s*) + i(1+5*) (¥ cosf —ssinld) + 25(ysinb + s cosf) =— 4 F(s)
ou
(z +(y)[1+ cosf — 2issinf — s? (1 — cos 6)]
— (x—iy)[s*(1 + cosf) —2issinf — 1 + cos 6]
+25[25c080 — (1 -+ s?) sinf] .—.:581«‘(.9).
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Cette équation peut encore s’écrire

§2(1 + cosf) —2issinf — 1+ cosf

x4+1iy—(x—1iy ——
¢ ( “ )1-+- cosf —2issing — s*(1 — cosf)

s 25€0s9 — isinf (1 + s?)
1+ cosf —aissind — s2(1 — cos§)
8F(s)
1+ cosf — 2issinf — s* (1 — cos5)

ou
. AN . 6
148 cot—z- L+ 1S cot;
iy — — (x—iy)+23 5
s + cot— s+ 1icot—
2 2
- SF(s)
T 1+cosf— aissinfd—s2 (1 — cosf)
Posons
. ]
1+ iscot—
, 2
s ——
s—4-Icot—
2
on en tire
., G
1— 18 cot—
S::cp(s’):-————-—éi,
s'— icot -
2
do —1 1 — cosf R 6\
e = s =—\— S+ 1c0t— ) »
ds - 29( ;. 9)- 2 2
sin?—(s'— icot— »
2 2

et I’équation précédente peut s’écrire

Flo(s)] .
do
ds’

(14) x+iy—sHe—iy)+2s's=—4%

La nouvelle fonction caractéristique est donc, en supprimant Iac-

cent,
Flo(s)].
de ’
ds

remarquons que la substitution linéaire ¢ = o(s) correspond a une
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rotation de 0 autour de ox, de oy vers oz. Dans les deux cas qui viennent
d’étre examinés, nous voyons que, en appelant o = ¢ (s) la substitution
linéaire qui correspond a la rotation inverse de la rotation considérée,
la nouvelle fonction caractéristique sera

Flo()],
dy
ds

Un calcul tout pareil a celui qui vient d’étre fait donne la méme loi
pour une rotation autour de oy.

Si la loi est vraie pour deux rotations, on vérifie sur le champ qu’elle
est encore vraie pour la rotation résultante. Comme (oute rotation au-
tour de l'origine se ramene 4 une combinaison de rotations, telles que
les précédentes, on peut formuler 1a Toi générale que voiei :
as + b
cs +d
autour de lorigine et ¢ = () la substitution inverse. La fonction carac-
téristique de la courbe minima apreés la rotation est

Sotent ¢ = la substitution lindaire qui correspond d une rotation

1

Fl(s)] -
s

F(s) désignant la fonction caracteristique avant la rotation.
Si, au lieu de considérer F(s), on prenait la dérivée troisieme 3(s),
on trouverait de méme qu’'une rotation autour de 'origine eonduit &
. - do\* o .. .
remplacer F(s) par F[¢(s)] <—(—;§> » @ ayant la méme signification que

plus haut. Cela résulte de la proposition suivante, qu’il est bien facile
de vérifier : la dérivée troisieme de

P as+ b\ (cs + d)?
cs+d ) ad— be
est égale &

(ad — bc)? .,/ as—+b
(cs +~d)* cs+d)

Si, au lieu de faire tourner la courbe minima, on faisait tourner les
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axes, on aurait les mémes formules; mais il faudrait prendre pour la
substitution ¢ = 3(s) celle qui correspond a la rotation des axes.

Nous aurons encore Lesoin de connaitre la fonction caractéristique
d’une courbe minima symétrique d’une courbe minima donnée. Suppo-
sons que le plan de symétrie soit le plan des xz. Le plan symétrique
du plan représenté par 'équation (g) aura pour équation

x— iy —(x+iy)+ass=—4F(s);
on peut encore ’écrire

. I . 2 4
Z4+iy— s (x—iy)—=-s==F(s).
+uy— sl y)—53=5F06)
. , 1 . Y, e e
On voit que, en posant s'= — -, la nouvelle fonction caractéristique

=
—srF(— _.,.).
s,

Deux points symétriques sur les deux courbes correspondent sur la
sphere ot 'on figure s & deux points symélriques par rapport a
'axe oy.

Sera

7. Surraces MINIMA. — Les surfaces minima, autres que les dévelop-
pables circonscrites au cercle de I'infini, peuvent étre engendréesdela
maniére suivante :

Quand on fait mouvoir une courbe minima d’'un mouvement de
translation, de fagon qu’un de ses points décrive une autre courbe mi-
nima, la surface engendrée par cette courbe est une surface minima.

Ce mode de génération est équivalent a celui-ci : Etant données deux
courbes minima quelconques C, €', si I'on joint un point quelconque
de I'une a un point quelconque de I'autre et qu’on prenne le milieu M
de la droite qui joint ces deux points, le lieu du point M est une sur-
face minima. C’est & M. Lie qu’on doit cette interprétation géométrique
de lintégrale de Monge. Elle est tres commode pour 1'objet que nous
avons en vue. Inversement, toute surface minima non développable
pourra étre engendrée de cette fagon. Pour que la surface soit réelle, il
faut et il suffit que les deux courbes C et C’ soient conjuguées I'une de
Pautre. Il suit de la et des formules (11) et (12) que les expressions
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générales des coordonnées d’un point rée/ d’une surface minima reelle
sont les suivantes
xz=R[(1 —s)F"(s)+2sF'(s)—2F(s)],
(13) y=R[{(1+s)F"(s) —2iF'(s) +2(F(s)],
s=R[2sF"(s) —2F'(s)],
le signe R désignant la partie réelle d’'une quantité imaginaire et F(s)
une fonction analytique quelconque de s. On peut encore écrire ces
formules, en posant §(s) = F"(s),
( z=R[ [(1—s)F(s)ds],
(16) Ly = P.[if(l + s2) F(s)ds],
( s =R[ fzsﬂf(s)ds].
A toute courbe minima correspond ainsi une surface minima réelle.

Cette surface sera double si la courbe minima est congruente a sa con-
juguée, c’est-a-dire sil’on a

| G I .
— = ,)-0<-— ;) = J(s),

relation équivalente a celle-ci
— §? F0<——— %) =TF(s) +As?+2Bs+(,

A, B, C désignant des constantes quelconques.

Je rappelle encore qu’au point de la sphere qui figure la valeur de s
la normale a la sphere est parallele & la normale & la surface au point
x, ¥, 5. Des formules qui donnent , ¥, =, on tire, en appelant dS I'¢é-
lément linéaire de la surface minima,

dS?=4(1 + 550)% F(5) F () s dls,,

ce qui nous montre que la surface est appliquée conformément sur la
sphére par ce mode de correspondance. Quand on change (s) en
e* F(s), a élant réel, 'expression de dS* ne change pas. On a ainsi une
famille de surfaces minima, toutes applicables I'une sur V'autre, que
, ., . . - T

I'on appelle surfaces associces. En particulier, si @ = ~, on ala trans-
formée de M. Bonnet, ou surface adjoinie. ‘
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8. SURFACES MINTMA SYMETRIQUES. — Si une courbe minima C est symé-
trique par rapport a un plan réel P, il en sera évidemment de méme
de la courbe conjuguée C, et, d’apres le second mode de génération, la
surface minima correspondante admettra aussi le plan P pour plan de
symétrie. Il en sera encore de méme si les deux courbes C, C, sont sy-
métriques 'une de I'autre par rapport au plan P. Nous sommes done
conduits & distinguer deux espéces de syméirie pour une surface
minima.

Pour fixer les idées, supposons que nous ayons pris le plan P pour
plan des 2z et soit F(s) la fonction caractéristique de la courbe mi-
nima C; nous avons vu plus haut (n°5) que la fonction caractéris-
tique de la courbe conjuguée C, est

()

et celle de la ceurbe €' symétrique de C par rapport au plan des as

_..SQF<.__ l).
S

Si €’ coincide avee C, on aura

et, si ¢ coineide avee C,,

ou
Fol(s)=F(s).

Inversement, si une [onction F(s) satisfait & 'une des condilions
précédentes, la surface minima obtenue en portant cette fonction dans
les formules (15) admet le plan des xz pour plan de symétrie.

C'est ici Je moment de définir avec précision certaines expressions
dontnous nous servirons couramment dans la suile. Quand il s’agit de
fonclions uniformes, on sait bien ce qu’il faut entendre par fonctions
- réelles, fonctions conjuguées, ete.; mais, quand on aaffaire d des fone-
tions analyliques non uniformes, ces expressions peuvent donner lieu a

Ann. de I'Fc. Normale. 3¢ Série, Tome IV. — Aoct 1887. 33
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certaines ambiguités. Etant donnée une fonction analytique F(s)d'une
variable complexe s, uniforme ou non, imaginons une nouvelle fonc-
tion qui, pour une valeur quelconque s, de la variable, prend des va-
leurs conjuguées des valeurs que prend F(s) pour la valeur s de la va-
riable. On s’assure aisément, au moyen des principes les plus simples
de la théorie des fonctions monogenes, que cette nouvelle fonclion est
encore une fonction analytique de s; c’est cetle fonction F, que jap-
pellerai désormais la fonction conjuguce de F. Une fonction sera dite
réelle si elle est idenlique a sa conjuguée; toute fonction réelle prend
des valeurs conjuguées pour des valeurs conjuguées de la variable. 1l
est clair que, si une fonction prend des valeurs réelles pour une suite
continue de valeurs réelles de la variable, elle est forcément réelle.
Mais la réciproque n’est pas vraie. Par exemple, la fonction algé-
brique z définie par I’équation

W+ st+1=o,

qui est une fonction réelle d’apres notre définition, ne prend de va-
leurs réelles pour aucune valeur réelle de la variable.

Etant donnée une fonction rationnelle quelconque f(s) de s et une
fonction uniforme 3 (s), on sait bien ce qu'il faut cntendre quand on
dit que ¢(s) est une simple fonction de f(s), mais il n’en est plus de
méme si o (s) n’est pas uniforme. Toute fonction de s peut en effet étre
considérée comme une fonction de f(s). Nous dirons désormais qu’une
fonction analytique quelconque u = 2(s) est une simple fonction de
J(s)lorsque fet u sont liées par une relation de la forme

Ylu, f(5)]=o,

dont le premier membre est une fonction uniforme de u et de f et que
cette relation est irrdductible, quand on remplace f(s) par sa valeur en
fonction de s.
On dira de méme qu’une fonction ¢ (s) satisfait & une relation de la
fornie
as -+ b .
S a) =)

cs 4+ d

Y

lorsque I'ensemble des valcurs, en nombre fini ou infini, dela fonction
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as—+ b . . . s
pour la valeur o de lavariable est identique a1 ensemble des va-

leurs de la méme fonction pour la valeur s de la variable.
Cela posé, supposons que la fonction F(s) vérifie la relation

Fo(s) =F(s),

c¢’est-d-dire que la fonction F(s) soit réelle. Dans ce cas, les for-
mules (15) montrent aussitét qu’a deux valeurs conjuguées de s,
¢’est-a-dire & deux points de lasphere, symétriques par rapportau plan
des az, correspondent deux points de la surface, symétriques par rap-
port au méme plan. Sila fonction F(s) vérifie la relation '

2 1] _l — I )
~—s-[‘< S>_.F(s),

, . N . 1 N .
on vérifie de méme qu’a deux valeurs telles que s et — o ¢'est-a-dire

a deux points de la sphere, symétriques par rapport a axe oy, cor-
respondent sur la surface deux points symétriques par rapport au plan
des xz. La vérification se [ait plus aisément sur les formules (16).
Pour abréger le langage, je dirai que dans le premier cas le plan
des xz est un plan de symétrie de premicre espéce et un plan de symé-
trie de seconde espéce dans l'autre cas.

Remarquons que, si F(s) prend des valears réelles pour des valeurs
réelles de s, Ia fonction est nécessairement réelle et Ia surface symé-
trique par rapport au plan des zz. La surface coupe le plan des x=
suivant une ligne géodésique. Elle peut d’ailleurs étre coupée suivant
d’autres courbes, mais ce sont forcément des courbes doubles. Il ne
suffit pas d’ailleurs que F(s) soit une fonction réelle pour que la sur-
face coupe orthogonalement le plan des az; il faut encore qu’elle
prenne des valeurs réelles pour des valeurs réelles de s.

Si le plan des s est un plan de symétrie de seconde espece, les
courbes d'intersection sont nécessairement des courbes doubles. Enfin,
st 'on a & la fois

F(s) = Fo(s) =— s* 1«‘<— 5)

la surface est une surface double et la distinction précédente disparait.
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En définitive, on voitque, pour construire une surface minima réelle
admettant tous les plans de symétrie d'un polyedre régulier, il nous
suffit de connaitre ure courbe minima C, telle que la courbe minima sy-
métrigue de C par rapport a l’'un quelconque de ces plans de symetrie
coincide avec C ow avec sa conjuguée C,,.

Dans tous les cas possibles, le systeme des deux courbes C, C, ad-
mettra tous les plans de symétrie du polyedre. Il yaura lieu d’examiner
si I’on obtient ainsi la solution générale du probleme; c’est ce qui sera
fait plus loin.

9. Recnerene pEs courpes C Er C,. — On peut employer pour cette
recherche soit les coordonnées cartésiennes, soitles formules de M. Lie.
Jindiquerai rapidement la premiere méthode. On peut regarder une
courbe minima comme définie en coordonnées-plans par I’équation

t*—+ -+ = o0,
jointe & une autre équation
S (& w, ¢) =0,

olt nous supposons f fonction uniforme de ¢, «, ¢, le plan osculateur 2
la courbe minima étant représenté par I’équation

te +~uy+-vs=—=I.
La courbe minima conjuguée sera définie par les deux équations
4w+ v*=o, Joléy wy, v)=o,

en désignant par f; la fonction conjuguée de /. Si la fonction f est
réelle, la courbe minima coincide avec sa conjuguée et1’on obtient une
surface double. Cela posé, nous allons voir comment on doit prendre
Ia fonction / pour que la courbe C remplisse les conditions précé-
dentes.

Tétraédre. — Les six plans de symétrie du tétragdre jouent un role
absolument analogue; il est possible d’amener I’'un quelconque de ces
plans sur 'un d’eux au moyen des rotations qui font revenir le té-
traédre sur lui-méme. 11 suit de la que les deux courbes C, C, doivent
admettre I'une el autre ces six plans pour plans de symétrie, ou bien



SURFACES QUI ADMETTENT TOUS LES PLANS DE SYMETRIE, ETC. 201
que la courbe C, doit étre symétrique de C par rapport 2 chacun de ces
six plans; ce qui nous fait deux cas & distinguer.

Rapportons le tétraedre aux mémes axes que dans la premiere Partie
de ce travail et soient

£+ ut- pr=o, 9 (L, 0) +\/—1d(¢, u, v)=o0

les équations de la courbe minimaC, ol nous supposons que les fone-
tions ¢ et b sont réelles. La courbe conjuguée C, sera définie par les
deux équations

4 w4 v*=o, oty uy v) —V—1U(¢L, u, v) =o.

Supposons d’abord que les deux courbes C et C, soient symétriques
séparément parrapport aux six plans de symétrie; les fonctions ¢ et
devront vérifier les relations

o(u,t, v) =0t u,v), Y(w, t, o) =d(¢ u,v),

G(—uy, —t, ¢) =9 (L u,v), U(—u, —¢0)=14(u,v),
ot v, 1) =L u,v), G(¢, 0, ) = (e u, 0);

il suit de la que ces fonctions seront des fonctions uniformes de
2+ ut + ¢, 22U+ ute® + 2%, tup, et la courbe minima C sera défi-
nie par les deux équations
2+ ut 4+ 2=o,
D(2-+ w2+ 02 P u?+ 2o+ w?v?, tur)

=1 W (24 12+ 02, 2l ude? - (202, tup) = o,

les fonctions @ et ¥ étant réelles.
Si les deux courbes C et C, sont symétriques 'une de l'autre par

rapport aux six plans de symétrie du tétraédre, on aura au contraire

o, t, v) =0, u, v), d(u, t, ») =— (¢, ©, v),
o(—u,— 4 0) =0t u, 0), Y(—u, =4, 0) =— (¢ u, v ),
(L, v, u) = (¢, u,v), Lp(f, v, u) =— (¢ u, v);

il en résulte que o scra de la méme forme que tout & I’heure, mais on
aura ‘

Uty w, 0) = (82— u?) (L2 — 0?) (W2 — ) W (24w 0%, P+ 20+ w? % tuy),
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et la courbe minima Csera définie par les deux équations

9 o __
Pt + 0= o,

Q( 2+ 12 0%, 20+ 1B 082, Lue)
V=1 (82— ) (2 — ) (12— )W (L2 + w4 2, L - «? 0 - 0283, tup) = o,

les fonctions @ et ¥ étant réelles.

Dans le premier cas, la surface minima correspondante admet tous
les plans de symétrie du tétragdre pour plans de symétrie de seconde
espece; dans le second cas, ces plans de symétrie sont de premiere
espece. Si ' = o, la surface est double.

Octaédre. — lLes neuf plans de symétrie de "octakdre se partagent
en deux groupes distincts, formés d’une part par les trois plans pa-
ralleles aux faces du cube, d’autre part par les six plans passant par
les arétes opposées de ce solide. Comme les plans d’un méme groupe
sont forcément des plans de symétrie de méme espece, il en résulte
quatre cas a considérer pour le probleme qui nous occupe. La dis-
cussion n’offre aucune ditliculté, et voici les différentes formes pos-
sibles pour I'équation qui définit la courbe minima, en prenant les
mémes axes que dans la premiere partie :

1’4+ u?+ ¢?==o,

D2+ P+ 02, 20+ 2o+ 1o, Pulo?)

=T W (24 >+ 0%, 2w Wi 202, Pute?) = o,
D (24 u?4- 02, et 20 4 1P o2, 2l o?)

V1 tue W (2 0 02, PP+ @0+ (202, Bude?) = o,
D24 w0, Pul 4 202 1?p?, 21 p?)

Y —1(8— ) (ur— 02) (02— ) W (24 w0+ 02, L+ w4 202, Pude?) = o,
(24 1 02, 2ud+ 20+ ulo?, 2 ?)

A=t (8 — ) (1 — 2 (12— ) W (L2 4 2+ ¢, B 1P+ 1?0+ 802, o) = o,

les fonctions @ et ¥ étant réelles. Dans le premier cas, tous les plans de
symétrie du polyedre sont des plans de symétrie de seconde espece
pour la surface minima correspondante; c’est 'inverse dans le dernier
cas. Dans le cas (II), les trois plans paralleles aux faces du cube sont

s _—
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de premiere espece, et les six autres de seconde espéce. Cest I'inverse
pour le troisitme cas. Il y a encore lieu de distinguer le cas ot ¥' = o,
qui donne des surfaces doubles.

Icosacdre. — L’icosaedre donne licu aux mémes cas particuliers que
le tétraedre. Soient Q,, R,, S, les fonctions entieres obtenues en rem-
placant =, y, = par ¢, u, v dans les fonctions Q, R, S [voir premiere
Partie, formules (7), (8). (11)]. La courbe minima C sera représentée
par I'équation #* + u* + ¢* = o, jointe & une des équations

Q2+ w2+ 0%, Q, Ry) +V—1 W(e+w+¢%, Q,Ry) =0,
D2+ w+ 0% Q, Ry) V=18, W (£2+ w*+¢2, Q,R,) =o,

les fonctions @ et ¥ étant réelles. Les quinze plans de symétrie sont
tous de premitre espece dans le second cas et de seconde espece dans
le premier cas. Si ¥ est nul, on a une surface double.

Les formules précédentes ne donnent pas facilement sous forme
explicite les coordonnées d’un point de la surface minima correspon-
dante. D’un autre ¢6té, on sait qu'une courbe gauche algébrique n’est
pas toujours l'intersection compléte de deux surfaces, de sorte qu’une
discussion spéciale serait nécessaire, si I'on voulait faire des applica-
tions, pour les cas ot les courbes minima que nous venons de définir
se décomposeraient ey plusieurs courbes gauches analytiquement dis-
tinctes. Enfin, rien ne prouve que les expressions précédentes des
fonctions ¢ et  fournissent une solution générale. La méthode sui-
vante ne présente pas ces inconvénients. Je la développerai successive-
ment pour chacun des polyedres réguliers.

10. Teérratore. — Je prendrai un systeme de coordonnées différent
de celui qui a été employé jusqu’ici. L'origine étant toujours le centre
de la sphere circonscrite, je prends pour axe des z une des hauteurs de
facon que le sommet, d’ol elle est issue, soit sur la partie positive de
I’axe oz, pour plan des @oz un plan contenant une des arétes abou-
tissant 4 ce sommet, ct de telle sorte que cette aréle soit dans
"angle «z. Les six plans de symétrie du tétraedre partagent la sphere
circonscrite en vingt-qualtre triangles élémentaires égaux dontles angles
sont 7.;1’ ;—r, g La fig. 4 ci-apres représente un de ces triangles ABC.
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1l existe, comme on sait, douze mouvements de rotation qui font reve-

. . N ’ . . [ . 2T
nir sur lui-méme le tétraedre régulier; ce sont les rotations de 3' au-

tour des hauteurs et de = autour des droites joignant les milieux des
aréles opposées. Les substitutions linéaires correspondant & ces rota-

Fig. §4.

tions forment un groupe G d'ordre fini composé des douze substitutions

ci-dessous : g

O s s so Va2 45 V2 4 as Vo +ats alya -!—s) a(\/ +f/9/
A — So, So° e } = =
T ’ —-—l—l—S‘\//‘) — L as\ 4 -1+c72.s'y0 —-1—1—-.5'\/2 — 1+ as\/a
a\/;—k.s-_ a(\/)—Jf—c) dz(\/>+w) a-(\/0+s7'> a-*ez_l"j

—-—1«}—0:"25\/5 ———l+5\/— ——1—';—,:5\/) 4 ats\2

Ces substitutions sont conjuguées deux a deux. On peut prendre comme
substitutions fondamentales du groupe

©1(8) = se N 0y () = —+=1 2,

.y N . AT
dont la premitre correspond & une rotation de == autour de OZ et la

seconde & une rotation de denx angles droits autour de OA
L’équation 2y/25* — 1 = o admet pour racines les valeurs de s qui
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sont représentées par les sommets du tétraédre, en y adjoignant s = o,

I’équation s(s* + 2y2) = o donne les points diamétralement opposés
aux sommets du tétraedre

2 \/5.

s=o, s=-—\2, s=—a\2, s=-—ua

Eunfin I'équation s® — 5y/25° — 1 = o donne les extrémités des rayons-
passant par les milieux des arétes

\/_+x \/——l—r YA
S==u § =IO
\/') \/‘2 \/;‘
'—,\1.'_). § = o __3/2 , —_— _‘,__\fo,__ .
\/3—1—1 V31 V3 -1

Ces trois fonctions donnent lieu & I'identité algébrique
s3(s34-2y2)" — (ayas?—1)" = (58— 5\/as3 —1)".
Posons

(17) L OH@E) = ;__;:__.A_-, f_:, .

si s'= 2;(s) est une quelconque des subslitutions du groupe G, on a
(18) Hg:(s)] = H(s),

et toute fonction analytique de s, jouissant de la propriété exprimée par
I'équation (18), est une simple fonction de H(s). Remarquons encore
les formules suivantes :

(s°—5y/2 4 '—'1) 4 r
H(s) —1=— H(— -
() == 53(2\/—:4—5‘) ]< s) ( HOK

) /o g3 — 6__ 31
I-I’(S)——'——%H(s)__ 6y/2 (9\?2( gztss))\/zs )

Ces notions préliminaires rappelées, considérons de novuveau un
Ann. de I’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome 1V. — Sgprryore 1887. 34
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systeme formé de deux courbes minima conjuguées C, C,, et cherchouns

comment on doit prendre la fonction caractéristique F(s) de la courbe C

pour que ce systeme admette tous les plans de symétrie du tétraedre.
"Toutes les rotations qui font revenir le tétraedre sur lui-méme doi-

vent faire revenir la courbe C sur elle-méme. Cela est évident pour les

. 2T .
rotations de —- autour des hauteurs; quant aux rotations de deux angles

. ’ . 2T
droits, on peut les regarder comme résultant de deux rotations de -
autour de deux axes différents de symétrie ternaire. Apres une rota-
. 2T . ;e .
tion de = autour de oz, lafonction caractéristique de la nouvelle courbe

3
minima sera, comme on I'a vu plus haut,

F(e Ss)e? s

de méme, apres une rotation de deux angles droits autour de OA, la
nouvelle fonction caractéristique sera

~F< Vo ks )('—H;sx/:i)z,

—1+S\/§

La fonction F(s) devra donc vérifier les deux relations

2iT > 2{T

F(e—_“-s e? =F(s),

—r(2E) S e

— 14 sy/2

d’une maniere générale, si s’ = o,;(s) désigne une des douze substitu-
tions du groupe G, il faudra qu’on ait

(19) Flo:(s)]—— = F(s).

e
(y;

ds

D’un autre coté, les deux courbes C et C, admettent séparément le
plan des s pour plan de symétrie ou sont symétriques I'une de 'autre
par vapport a ce plan. Dans le premier cas, on aura (voir n° 8)

(20) ~.92F<— %)::F(s):
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dans le second cas,
(21) F,(s)=F{(s).

Lesconditions précédentessontévidemmentsuffisantes. Nous sommes
ainsi amenés a chercher les fonctions F, vérifiant les relations (19) et
une des deux relations (20) et (21).

De la relation (18) on tire, en différentiant les deux membres,

H'To:(s)] —= i s = H(s);
ce qui peut s’écrire

I 1 do;
7

Ho:(s)]  H(s) ds

Nous voyons, par conséquent, que la fonction ; I’( ) vérifie les rela—
tions (19), et toute fonction analytique F(s) vérifiant les mémes rela-
tions sera de la forme

F(s) = gz FIH ),

1" désignant une fonction quelconque de H(s).

Il nous reste a exprimer que F(s) satisfait a 'une des relations (20)
et (21). Comme les coefficients de H(s) sont tous réels, on satisfait &
la relation (21) de la fagon la plus générale en prenant pour ¥ une
fonction réelle quelconque, dans le sens précis que nous avons attribué
a ce mot.

Pour satisfaire & la relation (20), remarquons que 'on a

on en déduit

Par suite, la fonction

satisfait & la fois aux relations (19) et (20). Etant donnée une autre
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fonction F(s) vérifiant ces relations, le quotient Li;i = f(s) vérifiera

les relations

Flal=s6)  f(= 1) =rw.

. . - , . . I
Or les substitutions ¢,(s) combinées avec la substitution s'== — -

donnent naissance a un groupe de vingl-quatre substitutions linéaires
identique au groupe de l'octakdre, et la forme générale d’une fonc-
tion f(s) qui se reproduit identiquement quand on effectue sur la va-
riable une quelconque de ces substitutions est

f(_s):_-lIJ'[[](s)—!— 11(9)]

¥ deésignant une fonction quelconque de H(s) ~+ H(s)'

Nous arrivons par conséquent.aux conclusions suivantes:

On obtient une surface minima réelle admettant tous les plans de syme-
tree du tétraédre régulier en prenant pour F(s) dans les formules (15)
une fonction de la forme

(I) r(g) l_[/(-')llr [11(5”7

W', désignant une fonctionréelle de H (s), ow une fonction de les forme

CHi(s) ‘ ’
- e s [[I(s)+”(”}

W', désignant une fonction arbiraire.

Dans le premier cas, tous les plans de syméirie du tétraédre sont pour la
surface des plans de symectrie de premiere espéce; tls sont tous de seconde
espéce dans le second cas.

Si dans la formule (11) on prend pour V', une fonction réelle, la surface
obtenue est une surface double.

(1) F(s)=

On aura sous forme explicite les expressions des coordonnées d’une
infinité de surfaces algébriques en prenant pour W', ou ¥, une fonc- -
tion algébrique choisie arbitrairement. Nous verrons un peu plusloin
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qu’on obtient ainsi toutes les surfaces minima algébriques ayant les
symétries demandées.

Nous obtiendrons les surfaces les plus simples en prenant pour V',
ou ¥, des fonctions rationnelles. La fonction F(s) peut dans ce cas se
mettre sous une forme un peu différente. Soit (s) une fonction ration-
nelle quelconque; posons

[=12

R =Y rle] ()"

i=1

La fonction R(s) vérifie les relations (19). Soit en effet ¢;(s) une
substitution déterminée du groupe G,

o § =+ By

o (s) = LTk,

! ViSO
et soit

o s+ B

'/-9{—5" ({==1,2,...12).
97 I3

Q?i(S) et

Puisque la substitution g, fait partie du groupe G, ce groupe est
identique au groupe de substitutions ¢;[,(s)]. On peut donc écrire

d i ‘ —_1 d‘c -1
Rey= 3, foulou(s)]] [ L2529 | (G2)
On a d’ailleurs

19:(0x) ]
Rlox(s)] =D, rle:(os)] [(—C;J{—Q(-?—’)]

Rlox (s)]<d‘°’> = R(s).

et, par suite,

Si R(s) vérifie les relations (19), il en sera de méme des fonctions

1'alionnelles .
- —_ ! — g2 _ 1
RO(S), 82R< ;)7 S Ro< .;)7

comme cela résulte de 'expression générale des fonctions qui vérifient
ces relations. Cela posé, les fonctions rationnelles

R(S) —+ R()(S)s

R(s) —s*R (—- 2)



270 ED. GOURSAT.

vérifieront en outre les équations (20) et (21) respectivement, tandis
que la fonction

R(s) -+ Ry (s) — 52R<~ }) — 52 R, (— :—)

satislait & la fois aux relations (1g9), (20) et (21) et donne une sur-
face double.

Inversement, je dis qu’on obtient ainsi toutes les fonctions ration-
nelles jouissant de ces propriétés. Soit parexemple F(s) une fonction
rationnelle vérifiant les relations (19) et (21). Imaginons cette frac-
tion décomposée en fractions simples et soit 7(s) la somme des frac-
tions simples provenant des poles situés a intérienr du triangle élé-
mentaire. A 'aide de r(s) formons R(s)et R(s) + R, (s). La différence

F(s)—[R(s)+ Ry(s)]

n’aura plus de pole d 'intérieur du triangle élémentaire et de son symé-
trique et, comme cette différence satisfait a la relation (19), elle sera
finie sur toute la sphere : ce sera donc une constante; mais une con-
stante différente de zéro ne peut satisfaire aux relations (1g). Done
celte différence sera nulle. Si F(s) avait des poles sur les colés du
triangle élémentaire ou coincidant avec les sommets de ce triangle, il
faudrait modifier 1a loi de formation de r(s). Par exemple, il faudrait
diviser par 2 les termes provenant des poles situés sur les cOtés.

Pour obtenir les surfaces les plus simples, il faudra choisir r(s) de
facon que la fonction correspondante ait le plus petit nombre possible
de poles. Ainsi supposons que r(s) admette un seul pole simple

au point s== \/—3—;‘5 et prenons F(s) =R(s) +R,(s). On trouve
Va2
Frsy) = CVar=0(Vars) o s i),

$6— 325t —1 W (s)’

la surface minima correspondante est une surface double et les for-
mules de M. Lie donnent, pour la classe et 'ordre de cette surface, les
nombre 13 et 135. D'ailleurs I'énumération faite par M. Lie dessurfaces
minima de treizieme classe montre immédiatement que ¢’est la seule
surface de cette classe possédant la symétrie du tétraddre.
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Prenons en second lieu pour r(s) une fonction rationnelle ayant le
seul pole s = o. Pour que R(s) ne soit pas identiquement nul, on
trouve, en formant R(s), que I'ordre de multiplicité de ce pole doit
étre de la forme 3¢ -+ 2. Si ce pole est du second ordre avee I'unité
pour résidu, on aura '

H) [H(s)—1]  (ss—3yas—1)(ayasi—1)

F(s) =62 : = = : .
() =0Ve =4 s) “(ays 5

La surface minima correspondante n’est pas une surface double; clle
admet tous les plans de symétrie du tétraédre pour plans de symétrie
de premiere espece. La classe sera 26 et I'ordre inférieur d 256. De
méme, si 7(s) a un seul pole simple sur 'un des ¢otés du triangle fon-
damental, on aura, pour la classe et I'ordre de la surface minima cor-
respondante, les nombres 50 et 1296. Si r(s) a un seul pole simple a
I'intérieur du triangle fondamental, la surface correspondante sera de
quatre-vingt-dix-huitieme classe et d’ordre 5184.

Etant donnée une fonction F(s) vérifiant i la fois les relations (19)
et(20), lafonction e*F(s), oll @ est une constante réelle quelconque,
vérifie les mémes relations. De la surface minima qui a F(s) pour
fonction caractéristique, on pourra donc déduire un groupe de surfaces
minima assocides, toutes applicables sur la premiere et admettant les
plans de symétrie du tétraedre pour plans de symétrie de seconde es-
pece. 1l en est de méme si la premiere surface est une surface double.
Par exemple, de la surface double trouvée plus haut on déduira un
groupe de surfaces de vingt-sixieme classe.

Prenons, en particulier,

= HUs)
.l,((f)—G\/u\/—Ili,(S),

cette fonction donne la surface adjointe de la surface double. Lorsque
s prend des valeurs réelles, il en estdeméme de F(s), et les formules
(15) montrent que x el s sont constamment nuls lorsque s est réel.
L’axe des y appartient & la surface. Par raison de symétrie, la surface
contient les six droites menées par I'origine, paralleles aux arétes du
tétracdre.

L.a détermination des lignes de courbure el deslignes asymptotiques
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de ces surfaces donne lieu & quelques remarques. Supposons, par
exemple, que F(s) soit de la forme (I) et posons, comme plus haut,

F(s)=F"(s).

D’aprés un calcul déja fait (§ 6), la fonction (s) doit vérifier les
relations
= d(P[ 2__ =
. "[‘?i(~9)]><71;> = 5(s),
Fo(s) =7(s);
on voit immédiatement que la fonction [H'(s)]” satisfait & ces rela-
tions, et ’expression générale des fonctions #(s), qui satisfont a ces re-

lations, sera '
F(s)=[I'(s)]"W[H(s)],

1" désignant une fonction réelle de H(s). Les équations différentielles
des lignes de courbure et des lignes asymptotiques auront donc les
formes suivantes :

WH(s)][H ()] ds®= W[ (s3] [TV (5,)]° elsZ,
WH()|[W ()] dst-+ W[H(s)][H (s5,)]" ds? = o.

En posant H(s) = u, H(s,) = u,, ces équations deviennent

W (w)du* =W (u,)du?,
U'(w)du? + W (u,)dut =o.

L’interprétation géométrique de ce changement de variables est im-
médiate. I' nous montre que les images sphériques des lignes de cour-
bure de la surface sont formées par des lignes qui admettent tous les
plans de symétrie du tétraédre; résultat évident @ priors. On obtient
des résultats analogues en supposant que F(s) est de la forme (II).

En appliquant cecia la surface double trouvée plus haut, on arrive
aux résultats suivants, que j'indiquerai seulement. Soit

H(s) .

les équations différentielles des lignes de courbure et des lignes asym-
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ptotiques sont respectivement

u 41 du o Ut du,
—_— = pm——— |

=1 \Vu(wr—1) o —1 \/uy(u2—1)

Ut du et du,

—_— —— ]
U—1 \u(ur—r) o—1 \Ju, (e —71)

o H(s)=u, H(s,) = u,.

L1, lcosatpre. — La recherche analogue a la précédente pour I'ico-
satdre présentant a peu pres les mémes cas particuliers que pour le
tétraédre, je placerai cette étude immédiatement apres. Je prends pour
origine le centre de la sphere circonserite, pour axe des = une droite
passant par un des sommets, pour plan des 2z un des plans de symé-
trie passant par cet axe, de telle sorte qu’une aréte aboutissant a ce
sommet soit dans 'angle xos. Les quinze plans de symétric de ce solide
partagent la sphere en cent vingt triangles alternativement égaux et

’ . ™ T T . . .
symétriques dont les angles sont - 35 3“ Aux soixante rotations qui

font revenir sur lui-méme I'icosaedre correspond un groupe fini G,
formé des soixante substitutions linéaires ci-dessous :

s'= g,

g’

S‘/-._:—--,

s
Gyt (¢ +&*)s + & o /-
s= & (s v=0,1,2,3,4),

s-——s”(a+a'*)’
§s—¢e’(e+¢*) 27T . . 2T
¢ = CO0S 5 +isin—-

§l=—gt- . :
(c+¢e)s+e’ 5

On peut prendre comme substitutions fondamentales les deux substi-
tutions linéaires

_ _(e+et)s—+1

P1(s)=z¢es, ?2(5)——5—:_7?_:87)*’

L) N . 2T
dont la premiére correspond & une rotation de —- autour de o et la

seconde & une rotation de deux droits autour d’'un axe de symétrie
Ann. de I’Fe. Normale. 3¢ Série. Tome 1V. — SeptemMBRE 1887. 35
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binaire dans le plan des «=. Posons

A=s(s"41155—1),
B =541+ 228(s'— %) — 49457,
C=s5% 41+ 522(s?— §%) — 1005 (820 + s19);

I’équation A = o donne, en y joignant s =, les sommets de I'ico-

saedre g

$§= 0,

8

2

L’équation B = o donne les extrémités des rayons passant par les
sommets du dodécaedre ou les centres des faces de I'icosaedre

s=¢v (3i\/5t2/10i6\/5), (v=o0,1,2,3,4).

Enfin la derniéere C = o donne les extrémités des rayons passant par
les milieux des arétes des deux polyedres. Ces trois polyndémes donnent
lieu a 'identité ‘

Posons
123 A8
(22) Ho(s)= —37

cette fonction H,(s) jouit de la propriété exprimée par I’équation
(23) H:[9:(s)]=H,(s),

ol §'==¢;(s) est une quelconque des substitutions du groupe G,, et
toute fonction jouissant de la méme propriété est une simple fonction
de H,(s). '

Cela posé, considérons un systeme de deux courbes minima con-
juguées C et C, qui admet tous les plans de symétrie de ’icosaedre.
On démontre absolument comme pour le tétragdre que toute rotation
qui fait revenir ’icosaédre sur lui-méme doit faire revenir la courbe C
sur elle-méme. La fonction caractéristique F(s) doit done satisfaire
aux équations

(24) Flo:()] g:—o— =F(s),
: ds
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olt s'=¢,(s) désigne une quelconque des soixante substitutions da
groupe G,. Nous voyons, par un raisonnement exactement pareil a celui
qui a été fait pourle tétraédre, que I’expression générale des fonctions
qui vérifient ces conditions est

~ —_ I ¢
l-‘ (S)-— }1/2 (S) IF[HZ(S)]’
oli

H,(s)= %Hz(s).

Il nous faut encore exprimer que le systéme des courbes C et C, admet
fe plan des 2z pour plan de symétrie, ce qui exige que la fonction F(s)
vérifie une des deux relations

(23) Fo(s)=T(s),
oo ‘g(‘l — i [ AP
(206) — 52T < s) =TF(s).

Pour que la fonction F(s) vérifie a la fois les relations (24) et (25), il
faut et il suffit qu’elle soit de la forme

F(s)zﬁfmwi[flz<3)],

¥, désignant une fonction réelle quelconque de H,.

Supposons en second lieu que F(s) vérifie ala fois les équations (24)
el (26). La substitution s’ = — -I; fait partie du groupe G, et une des
relations (24 ) sera la suivante:

.¢2F(~— ig) =TF(s).

Cette condition, rapprochée de la condition (26), nous monire que
F(s)ne peut étre une fonction uniforme, mais que les valeurs de celte
fonction correspondant & une méme valeur de s doivent étre deux a
deux égales et de signes contraires. L’expression générale de ces fone-
tions F sera alors

F(5)= grogy VIR GTT
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', désignant une fonction quelconque de H,(s). Cette méme expres-
sion de F (s) donnera aussi des surfaces doubles, pourvu que I’on prenne
pour ¥, une fonction réelle. Il était évident @ priori que, pour une sur-
face double ayant son centre & I'origine, les valeurs de F(s) doivent
étre deux & deux égales ct de signes contraires.

Alansi, l'on obtient les coordonndes d’un point d’une surface muanima
réelle admettant tous les plans de syméirie de U'icosaédre en remplagant
dans les formules (15) F(s) par une fonction de la forme

(1 Fis)= W, [Ha(s)],

I
mG)
W, désignant une fonction réelle quelconque, ou de la formne

(11) F(s)= H’ITF) VWL L (s)],
W, déscgnant une fonction arbitraire de H,(s).

Tous les plans de symétrie de ’icosacdre sont pour la swrfuce des plans
de symétrie de premicre ou de seconde espéce, suivant que F (s) est de la
Jorme (1) ou (11). Si dans la forme (11) on prend pour W, une fonction
réelle, on aura une surface double.

Pour avoir des surfaces algébriques, il suftira de prendre pour 1,
ou W, des fonctions algébriques. Pour avoir les surfaces les plus sim-
ples, il est naturel de prendre pour F(s) une fonction rationnelle. On
se trouvera forcément dans le premier des cas considérés, et la surface
minima ne pourra étre une surface double. On voit, comme pour le
tétracdre, qu’en désignant par r(s) une fonction rationnelle n’ayunt
aucun pole en dehors du triangle élémentaire et posant

i=00
R(sy= > r[o:(s)] 3;—
ds

i=1

la fonction rationnelle F(s) la plus générale vérifiant les relations(24)
et (25) aura pour expression
F(s)=R(s)+ Ro(s).

Si 7(s)a un scul pole du premier ordre & l'intérieur du triangle élé-
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mentaire, F(s) aura en tout cent vingl poéles du premier ordre; les
formules de M. Lie donnent pour I'ordre, la classe et le rang de la
courbe minima les nombres 36o, 122, 242. La classe de la surface sera
égale 2 482 et son ordre sera <(360)* = 12¢.600.

Sir(s)a un seul pole du premier ordre sur un coté du triangle élé-
mentaire, on aura, pour la courbe minima,

0 =180, C =062, R =122.

Lasurface minima sera de classe 242 et son degré sera =32.400. Sup-
posons que r(s) ait le seul péle s = o; pour que R(s) ne soit pas nul,
Pordre de ce pole devra étre égal & un multiple de 5 augmenté de 4.
Prenons

\ I
r= %3
on aura
T H,— BC
F(s)= I :/.‘—A—I,

k désignant un facteur constant. Les formules de M. Lie donnent, pour
la courbe minima,

la classe de la surface minima sera égale & 122 et Pordre Z 5184.
Supposons de méme que r(s) admette comme pole du second ordre
Pextrémité d’un rayon passant par un sommet du dodécaedre régulier;
on trouve
M(I,—1) , AC

K (S) = —.Ii'z L= ‘ﬁ'é‘ .

Pour la courbe minima correspondante, on aura
() = 8o, G = 4o, R=062;

la classe de la surface minima sera encore 122 et ’ordre Z6400.
Enfin, sir(s) admet un pole du premier ordre & I'extrémité d’un
rayon passant par le milieu d’une aréte, on aur:
Ig "..’&B

[‘(S):ﬁ—,;:/\ C
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On aura, pour la courbe minima,
0 =go, C=32, R=62;

la surface minima sera encore de 122° classe et son ordre sera = 8100.

Remarquons qu’en supposant la fonction F(s) rationnelle, on ne
peut obtenir d’autre surface minima dont la classe soit égale ou infé-
rieure 2 122. Comme 22 est le double d’un nombre premier, il ne peut
y avoir de surface minima réelle de cette classe que si F(s) est une
fonction rationuelle.

Les surfaces précédentes donnent lieu & un certain nombre de re-
marques analogues a celles qui ont é1é faites pour le tétraédre. Ainsi,
si F(s) est de la forme (IT), les surfaces associées a celle-1a admettent
encore les plans de symétrie de l'icosaedre.

Nous verrons plus loin la forme générale des dérivées troisiemes de
F(s), et les équations différentielles des lignes de courbure et des
lignes asymptotiques.

12. Ocratore. — Je prends les mémes axes de coordonnées que
dans la premiere partie. Les neuf plans de symétrie du polyedre parta-
gent la sphere circonscrite en quarante-huit triangles alternativement
™ T T
2734
mouvements de rotation qui font revenir ce polyedre sur lui-méme
correspond un groupe G, de vingt-quatre substitutions linéaires :

égaux et symétriques dont les angles sont

C

Aux vingt-quatre

/ . . 1—§ T—8  §—1 .1—$§

§S§=s, 8 -—s8, —1S, s ) ) - )

I+ § (=8 s—+1 I+
. 148 i 1+ S I8 I [ 1 —
((l'»]) s L ’ > [4 > =3 =3 ==y

I—38 1I—3S §—1I S—1 S S s S

S+I  Is—1 S+i s—1i Is—+1 [—s 1+ is

.? T - i . T . ’ _ = .

\S—L S —1 §—1 §+1 S—+1 LS -+

On peut prendre comme substitutions fondamentales du groupe les
substitutions

. 1—s
s'=o,(s) =15, =y (s)= P

'y 3 . 'IT
dont la premiére correspond & une rotation de - autour de oz et la se-
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conde & une rotation de deux angles droits autour de la bissectrice de
I'angle xoz'.

L’équation s(s* — 1) =0, si I’on y joint la racine s= =, donne les
sommets de 'octaédre

L’équation s®—+ 14s'+ 1 =o0 donne les extrémités des rayons pas-
sant par les sommets du cube :
+ /3 —1 ¥ .~ .
__Y_Q____e L (k=1,3,5,7);
enfin I'équation s'* — 335®*—33s*+1=o0 donne les extrémités des
diametres passant par les milieux des arétes du cube :
(=y2—1)e v, (k=o, 1,2, 3),

2k'mi

e 8 (=1, 3,5, 7).
Entre ces trois fonctions on a la relation

(3414 8*+1)>+ 108 s*(s*— 1)+ = (12— 338 — 33s*+ 1)

Posons
12 8 5
hi(s) _ 3_33 33s <41
(25) 6y/3s2(st—1)2
7
s (52— 33s*— 33st+1)*.
» Hl(s):[h(s)] = IOSS‘(S!'——I)'* ]
Oon aura

his)=— h(s), h<i1§>:— h(s),

Ho(is)= Hy(s), H,C—_:-g—_— H, (s),

et, en général, si &= ¢,(s) est une quelconque des substitutions du
groupe G,, on a

(28) hlo:($)]==% h(s),
(29) Hi[o:(5)]= H,(s).

Toute fonction jouissant de la propriété exprimée par I’équation
(29) est une simple fonction de H, (s).
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Cela posé, considérons un systeme de deux courbes minima conju-
guées C, C,, et cherchons comment on doit prendre la fonction carac-
téristique F(s) de C pour que ce systeme admette tous les plans de

P N ¢ . 27T .
symétrie de 'octaedre. Toute rotation de —%'— autour d’un axe ternaire
doit faire revenir la courbe C sur elle-méme, mais une rotation de
w .
= autour d’un axe quaternaire tel que oz ou de = autour d’un axe

binaire tel que la bissectrice de I'angle zoz" peut amener la courbe C &

coincider avec la courbe conjuguée C,. Remarquons sculement que la

2

suite de ces deux rotations équivaut & une rolation de )f autourd’un

axe ternaire. Par suite, si 'une d’elles amene C & coincider avec C,, il
devra en étre de méme de la seconde. La fonction caractéristique F(s)
devra done vérifier I'un des deux systemes de relations

F(is) = (F(s),

(30) efi—=s\_ —2 o
l<1+s)_—(r+s)21<s)’
1

‘1’(1’.9):—5&2170(—;),

(31) ast '
(= = 28 g (),
?P(x-i-s)”—(l—i—s)ﬁ’l"( s)

Pour que le plan des s soit un plan de symétrie pour le systeme
des deux courbes C, C,, il faut en outre que F(s) vérifie une des deux
relations

(32) Fo(s) =T (s),
(33) —-s‘—’F(—— -I->::F(s).

S

Nous sommes ainsi ramenés & rechercher les fonctions qui vérifient
un des deux groupes de relations (30) et (31) avec une des relations
(32) et (33). On a donc en tout quatre cas & examiner.

I

Des relations (29) on conclut, en différentiant, que la fonction TAOR
"
ou '
, d
Hi(s) = B}Hi(s)r
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satisfait aux équations (30), et toute fonction vérifiant les mémes re-
lations sera de la forme

I

WH,(s)].

Pour qu’elle vérifie en méme temps I’équation (32), il faut et il sul-
fit que ¥ soit une fonction réelle. Pour qu’elle vérifie la relation (33),
il faudra que les valeurs de ¥ soient deux & deux égales et de signes

. . . | . ~
contraires; en effet, la substitution s’ = — = faisant partie du groupe G,

les équations (30) entrainent la suivante :

s21?<~ i):F(s). ’
S

Il nous reste & combiner le systeme (31) avec 'une des formules
(32) et (33). Je remarque d’abord qu’une rotation de = autour de oy,
qui est un axe de symétrie quaternaire, doit faire revenir la courbe C
sur elle-méme; par suite, les formules (31) donnent, en conséquence,

1

s“’F(— ;) = F(s).

Supposons, en outre, que F(s) véritie la relation (32); on aura
aussi

@ F0<—- ;) = Fy(s),

et les formules (31) pourront étre remplacées par les formules ci-
dessous :

(31 bis) F(is) =— i F(s), PC:_‘:) = (I:s)zF(s).

Des formules
h(is)=—h(s), A <I — 3) —=— h(s),

I+ 3

on tire, en différentiant,
e , (11— —2
ER(Es) =— h'(s), h <——1+s) Grsy — R(s),

Ann. de I’Ec. Normale. 3° Série. Tome IV. — SepreMBRE 1887.
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et, par suite,
1 — 1 I - 2 o1
A(is)  A(s)’ = T (1 s)2 > 75y
[+ S

Nous voyons que la fonction —,—Z—) satisfait aux relations (31) et (32)

et 'expression générale d’une fonction satisfaisant a ces relations sera

la suivante
F(5) = gy WIHLC)),

Y désignant une fonction réelle quelconque.
Enﬁn supposons que F(s) vérifie les équations (31) et (33). Nous
avons déja remarqué que les équations (3r) entrainent la suivante :

52F<— é) =F(s),

qui, rapprochéc de la formule (33), nous montre que les valeurs
de F(s) seront deux & deux égales et de signes contraires.
Les relations (31) pourront alors s’éerire

F(is) === Fo(s), 1<H4> Fﬁﬂ:““'

Posons
[P = 75 | /-

La fonction /(s) devra satisfaire aux relations

sy =r), S (E) =S

Pexpression générale d’une telle fonction est
S=W[ih(s)],

Y désignant une fonction réelle.
Ainsi, on obtiendra une surface minima admettant tous les plans de

syméltrie de I’octaédre en remplagant dans les formules (15) F(s) par une
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fonction ayant l'une des formes suivantes :

(1) | F(s)= ﬁffs—) W, [H,(s)],
(1D F(s) = gy Pl ()]
(111) F(s)= ﬁ\/@y[zms)],

W, Y., ¥, désignant des fonctions reelles,
(IV) F(s)= h_l(s_) VI TH,(5)]

W, désignant une fonction quelconque. _

Dans le cas (1), les neuf plans de symétrie du cube sont pour la surface
des plans de symétrie de premicre espece; ils sont tous de seconde espéce
dans le cas (IV). Dans le second cas, les trois plans paralléles awx faces
du cube sont des plans de symdtrie de premicre espéce et les six autres sont
de seconde espéce; c’est I’inverse dans le troisiéme cas.

St F(s) est de la forme
(V) F($)= iy VTG,

V', désignant une fonction réelle, les formules (30), (31), (32), (33) se-
ront vérifices a la _fors, et I'on aura une surface double.

On aura encore autant de surfaces algébriques qu’on le voudra ré-
pondant i la question, en prenant pour les 1" des fonctions algébriques.
La fonction F(s) ne pourra étre rationnelle que dans les cas (I) et (II).
On peut mettre alors F(s) sous unc forme un peu différente. Dans le
groupe G,, considérons le sous-groupe g formé de la maniére suivante.
Les substitutions fondamentales du groupe G, étant

I—s
>
1 +8 @

o1 (8) =1, 0. (8) =
toute substitution de ce groupe sera de la forme

otiof ot . .otnpln;
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les substitutions, pour lesquelles la somme
al+@1+ 0(2+ 52+~ - ‘+“/L+ IB/I.

est un nombre pair, forment un sous-groupe g de douze substitutions
qui reproduisent la fonction rationnelle A(s), groupe qui est identique,
en réalité, avec celui du tétraegdre. Désignons par w;(s) une quel-
conque de ces substitutions; on obtiendra le groupe G, en combinant
les substitutions de g avec une des substitutions o, et @,.

Cela posé, soit r(s) une fonction rationnelle quelconque; posons

i=12

| I
R(s) :;r-[w,«sn e
=t ds
la fonction ainsi obtenue R(s) satisfait aux relations

1

R[m:(s)] o = R(s)-

ds

La fonction .
‘.'t‘(.s‘) =R(s) + R_(Lﬁ)

vérifiera les relations (30) tandis que la fonction
5 . R(zs)
() =R(s) — ——
vérifiera les relations

Finalement les fonctions rationnelles

F(s) = 9(s) + Lo(s),
Fi(s) = 2(s) + 2u(5)

,vérifieront respectivement les relations (30) et (31) avec la rela-
tion (32).
Inversement, on obtient ainsi toutes les fonctions rationnelles véri-
fiant ces relations, et 'on peut méme supposer que r(s) n’admet pas
de poles en dehors d’un triangle élémentaire sur la sphere.
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Si r(s)a un seul pole du premier ordre & I'intérieur du triangle élé-
mentaire, on aura, dans les deux cas, pour la courbe minima corres-

pondante,
0 =144, C =150, R =¢8.

La surface minima sera de 194° classe, et I'ordre sera

HA

(144)*=20.736.

Sir(s)a un poéle du premier ordre sur un c6té d’un triangle élémen-
taire, on aura, pour la courbe minima,

0 =72, C =26, R =50;

la surface minima correspondante sera de 98¢ classe, et 'ordre sera
<5184.

Enfin, si r(s) a un pole cn un des sommets d’un triangle élémen-
taire,nousdistingueronsles deux formes de la fonctionrationnelle F(s).
Supposons d’abord que F(s) soit de la forme (I); les trois surfaces
les plus simples que I'on puisse obtenir correspondent aux fonctions
suivantes :

1 F(s)= 111(3)[1;111(.9) —1] :k(s”— 3358 — 335t + 1) (S 41454+ 1)
1

s(st—1)3 ’

pour la-courbe minima correspondante, on a
0 = 3o, C =20, R = 26.

La surface minima que ’on en déduit sera de 50° classe, et 'ordre
sera = goo.
H, (s) :k(s“— 3358 —33st+1)s(st—1)
H' (s) (148 +1)2 ’

20 F(S) =

pour la courbe minima correspondante,
0 =39, C =18, R = 26.
La surface minima sera encore de 50° classe et d’ordre <1024.

H(s)—1
H (s)

s(s*— 1) (s 148"+ 1.

=335 335 11

3o F(s)=
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Pour la courbe minima correspondante,
0 = 36, C=r14, R = 26.

La surface minima sera encore de 50° classe et d’ordre =1296.
En supposant F(s) de la forme (II), la surface la plus simple s’ob-
tient en prenant

. U s8 st
F(s)= Hizzj[/l-(s) —1]=1z" ;"(:‘%_I_)_‘.

Pour la courbe minima correspondante, on a
0 =18, R =8, C=14.

La surface minima est de 26¢ classe et d’ordre = 324. .

On pourra, comme précédemment, déduire d’'une surface correspon-
dant & une valeur de F(s) de la forme (IV) un groupe de surfaces toutes
applicables I'une sur I'autre, et admettant les neuf plans de symétrie
du cube comme plans de symétrie de seconde espece.

Nous verrons plus loin la forme générale des équations différen-
tielles qui déterminent les lignes de courbure ¢t les lignes asympto-
tiques de ces surfaces.

13. Recuercue cENERALE. — Nous avons obtenu, dans ce qui précede,
une infinité de surfaces minima, algébriques ou transcendantes, ad-
mettant tous les plans de symétriec d’un polyedre régulier. Mais rien ne
prouve jusqu’ici qu’on obtient de cette fagon toutes les surfaces minima
jouissant de cette propriété. Pour examiner s’il en est ainsi, cherchons
d’abord d’une facon précise quelles sont les conditions nécessaires et
suffisantes que doit remplir la fonction caractéristique F(s) pour que
la surface minima réelle correspondante admette pour plan de symétrie
le plan des xz. .

Je remarque, pour cela, qu’a une fonction F(s) correspond une sur-
face minima unique, mais la réciproque n’est pas vraie. Sur toute sur-
face minima réelle existe deux faisceaux conjugués de courbes minima;
les courbes d’'un méme faisceau sont congruentes & 'une d’elles, et leurs
fonctions caractéristiques sont de la forme

F(s) +-As*+2Bs~+ C;
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les fonctions caractéristiques des courbes minima conjuguées sont de
la forme

1) :
—-.9‘1FO<— ;) + As2+2Bs+ C.

Il suit de Ia que, si une fonction mise & la place de F(s) dans les for-
mules (15) donne la méme surface que F(s), elle est nécessairement
de I'une des deux formes précédentes. Or, si nous remplacons F(s) par
F(s) + As*+ 2Bs + C dans les formules (15), les coordonnées , y, =
sont augmentées respectivement de

2R[A—C], 2R[{(A-+C), —4R[B],

la lettre R désignant la partie réelle d’'une quantité imaginaire. Si la
surface est algébrique, pour qu’on retrouve la méme surface, il faut et
il suffit que A et C soient conjugués et que B soit de la forme B, B
étant réel.

On trouve les mémes conditions en prenant la seconde forme. Ainsi,
les seules fonctions qui, mises a la place de F(s) dans les formules (15),
donnent la méme surface minima, sont comprises dans Uune des deux
expressions geénerales

F(s)~Asi+2iBs+A, —s'T, <— g) 4+ A+ 2iBs+ A,
A et A, ctant conjugués et B elant reel.

Cela posé, si la surface représentée par les équations (15) admet le
plan des @z pour plan de symétrie, il est évident qu’on obtiendra Ia
méme surface en partant de la courbe minima symétrique de la pre-

miere par rapport au plan des z. Cette nouvelle courbe minima ayant
pour fonction caractéristique, comme il a été vu plus haut,

-—S“’F(—- il'>7

S
il faudra que F(s) vérifie une des deux relations
(34) —~s2F<—— %):F(s)—r-As?—}—ziBs-&—Ao,

(35) —.92["(— l>:——52F0<—— §>+Asg+ziBs—%—Ao,

S
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et cette condition est suffisante. Nous nous sommes bornés, dans ce
qui précede, & considérer le cas particulier ol

A=A, =B=o.

Je dis maintenant qu'on a toujours le droit de faire cette hypothese
lorsque la fonction F(s) est algébrique. En effet, considérons une fonc-
tion algébrique F(s) vérifiant la relation (34); le changement de s en

I ’ .
— ~ donne I’équation
S

F(s):—s’F(—— %)—Aﬁ—ziBs——Aos?,

et celle-ci, combinée avec la premiere, donne
F(s) =TF(s) + (A — Ao)(s2—1) - 4 Bs.

Toute fonction F(s) vérifiant cette relation sera nécessairement trans-
cendante et non uniforme, 2 moins que I’on n’ait a la fois

A=A, B=o.
La formule (34) devient alors
(34 bis) -ﬁF<—§>:ﬂNw-hA@L+U.

Posons maintenaunt
S($)=F(s) 4+ As®+ 2Zps + 4,

A et A, étant conjugués et w étant réel, ce qui ne change pas la sur-

face. On aura
3 )

__sz<_ ;.> :—s‘-’F(-— ;) —h+2ips— Aos?,
=F(s) + A(s*=4-1) — A+ 20ps—dos?,
= f(s) + A(* 1) == (h 4+ 2) (1 82).

Cette relation se réduira a

—s7(— 1) =0

pourvu que I'on prenne A + A, = A.
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Supposons en second lieu qu'une fonction algébrique F(s) vérifie
la relation (35) ou la relation équivalente

F(s)=TFo(s) +Ays*+2iBs -+ A.
Egalons les fonctions conjuguées des deux membres; il vient

Fo(s) =F(s) +As>—2iBs—+ A,
et, par suite,
F(s$)=F(s) + (A—+ A¢) (14 8.

La fonction F(s) ne pourra étre algébrique que si A + A, = o,
¢’est-a-dire si A est de la forme 7o, o étant réel. La relation précé-
dente prend donc la forme

Fo(s) =F(s)+ {(as*-+2ls —a),
o« et b étant réels. Posons, comme tout & Pheure,
JS(s)=F(8) -2~ 20ips —+Ay;
on aura
Jo($)=Fy(s) + 2 s*—aips-+1,

=F(s) +i(as*+2Bs— a) 4+ s> — 208 - 1,
=f(s) A4-i(as?+aBs— o)t~ (ho— 2)(s2— 1) — fis.

Cette relation se réduira &
./O(S) :‘/‘(.S>5

si lon prend 3, — A + iz = 0, 2. — B ='o. En définitive, on obtien:
toutes les surfaces minima algeébriques admettant le plan des x= pour plan
de symétrie en prenant pour ¥ (s) dans les formules (15) une fonction
algébrique verifiant l'une des deux relations

Fo(s)=F(s),

_eF(— ") =rs
.sl< S>_l(s).

Mais il n’en est pas de méme pour les surfaces non algébriques.
Considérons, par exemple, la surface minima représentée par les équa-
tions (15) ol I'on fait

F(s) = iés arc tangs.
Ann. de I'Fe. Normale. 3° Séric. Tome IV, — SerrEMBRE 18875, 37
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La fonction F(s) vérifie la relation

- sQFQ—— %) =F(s)+ l(; -+ /(TT)S,

et, en posant
J(s) =dsarctangs + 2s* - 2 (s + Dy,

on n’aura jamais

GHENCE

Cependant la surface correspondante admet le plan des 2z pour plan
de symétrie. Cela résulte d’une des propositions précédentes. On peut
ici le vérifier directement sur les expressions des coordonnées :

.z.'::l{lgi i J:

oy
. (r-+s%)2
85 - ‘}.f‘f.(_.._._,_._l - S:‘) ‘ Far oe
5 = R[ CEOE —r»,zalclann.s].

I .
Quand on change s en — - 2 et = ne changent pas, y change de signe.

14. On démontre par des considérations analogues que les formules
obtenues précédemment représentent toutes les surfaces minima, réelles
et algébrigues, admettant la symétric d'un polyedre régulier. La dé-
monstration se faisant de la méme fagon dans les trois cas, je la déve-
lopperai seulement pour le tétraedre.

Soit F(s) une fonction algébrique, telle quela surface minima repré-
sentée parles équations (15) admette les plans de symétrie du tétragdre
régulier; F(s) est la fonction caractéristique d’une courbe minima.
(ette courbe minima ne revient pas nécessairement sur elle-méme
quand on lui fait subir une des rotations qui font revenir le tétraedre
régalier sur lui-méme. Mais, apres une quelconque de ces rotations,
elle doit revenir congruente a elle-méme; cela tient & ce fait que ces

. 2T / . . .
rotations sont de - ou résultent de la combinaison de pareilles rota-

. . . 2T .
tions. Aprés une rotation de — autour de OC (voir fig. 4), on aura
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&
o

done
27

22 F(as) =F(s) + as® + 20bs + a,, o=ce?*,

a el a, élant conjugués et b étant réel. Changeons dans cette formule s
en as, puisen «*s; il vient

2 F(a?s) =F(as) + a(as)? +2:ib(as) -+ ay,

a*F(s) =TF(a2s) + a(a®s)2+ 270 (a2s) + ay.

Multiplions la premigre de ces relations par «2, la seconde par « et
ajoulons; nous trouvons :

?*F(s) = F(s)+as? (o + o +1) 4+ 60D o?s + ap(1+ o 4 o)
=2 F(s) + 6ibads.

Puisque par hypothese F(s) est algébrique, il faudra que I'on ait
1] =0,
et la relation écrite plus haut devient

a?F(as) =F(s) + as*+ a,.
Posons
Fi(s)=T(s) + 2>+ 2ips + ky,

A et ), désignant deux quantités conjuguées et p. étant réel; on aura

o2 Fy (as) = a®F(as) + 2 as?+ 2ips + koo
=TF(s) +as®+ ay+Das’+ 2ips -+ koot
=T, (s) +as®+ap+ h(a—1)$* -+ hy(a?—1);
pour que I'on ait
a?Fy(as) = Fy(s),
il nous suffit de prendre
a a,

A= — 2o = — .
“—1 o2 — 1

On peut done toujours, en fasant subir & la courbe minima une trans-
lation imaginaire (ce qui ne change pas la surface minima correspon-
.. 5 - 2T '

dante), l’amener dans une position telle qu’une rotation de = autour

de OC la fasse revenir sur clle-méme.
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Considérons maintenant une rotation de = autour de OA. La fone-

N

tion F(s) devra satisfaire & la nouvelle condition

9 =TS\ 2

— (= :}_ 5v2)" ¥ Va s ) =F(s)+As2-+2iBs+ A,;

V2 s

changeons dans cette relation s en » elle devient

—3 _ p—rp( \/fzﬂ_)

(—1-+sya) —14s\2
+A(\/;-—}—S>2+ 2iB(V2 +5) (— 14 s5y3) 4 A(—1-=5y2)°
(—14s5y/2)*

— 1 -84y/2

et cette relation, combinée avec la premieére, nous donne

F(s)=F(s)+ As®-+2iBs+ A,
CAW2+ )+ 2iB(Va+s5) (—1sVa) + Ay (— 1+ s\2)

O

Puisque la fonction F(s) est algébrique, le trindme du second degré
3As24+6iBs+3A,—A(V2 +5)—2iB(Ya2 +5)(—1+s5y2) —Ag(— 1 +sy2)*
doit étre identiquement nul. On a ainsi les trois conditions

2A —2/By2—24, =o,
2A, +2iBya—2A =o,
— 4iB + fv.A\/;—on\/E:o,

qui se réduisent a une seule

A—A,—iBy2=o.

La suite des deux rotations de 3; autour de OC et de = autour de OA

. . . . 27 ; S
est équivalente a une rotation de —- autour de OB. D’aprés ce qu'on

vient de voir, on peut toujours, sans changer la surface correspondante,
amener la courbe minima dans une position telle qu’une rotation de

2T . Py .
-5 autour de OB la fasse revenir sur clle-méme. Supposons qu’on ait

2
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effectué cette transformation, il en résulte de nouvelles relations entre
les conslantes a, a,, A, A,, B. Dans I’égalité

e (—14+s5v2) ) Vaas
< I‘.,,—?\ )> F( V,Tgl_)—:.F(s)-}-.&.v?+tzt'll.c+;\u,
9 — 1+ sy2, i

changeons s en as et divisons par «; il vient

t (—14+say2) ./ Vo +sz B .
—— ( : V2) F( v ,_>:d‘31'(1.?‘)-!—_\%s"’—i—:qu + Ay o?
& 3 Sl e A EY
s =F(5) + as®> 4+ a,+ A as*+20Bs - A 2.

Mais, puisque la courbe revient sur elle-méme apres cette suite de
deux rotations, il faudra que I'on ait

a-+Ax=o, B =o, Az ay=o.

Comme on a déja
A—A—B \/f; =0,

on déduit de 1a que A sera réel et I'on aura

«
%

a=—Aq, ay=— Azt
Posons de nouveau
Fi(s) =F(s)= As*~4 2ips -+ Ay,

A et 'k, étant conjuguées et w étant réel. Pour que la fonction F, vé-
rifie les relations

—(—1s5y2) Ve
3 s

- ) =F,(s),
— T S\

a2 F (as)=F(s),

on trouve par un calcul déja fait que A, 2,, u doivent vérifier les rela-
tions

h—+ho=A, }.o—-)\—?.[p.y/iz:o, a-+-1(z—1)=o, ay - h(a*—1)=o.
On tire des deux derniéres

y R A S

o — 1 o —1 s ot —1
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el ces valeurs vérifient bien la relation

2+ t,=A.

On peut donc, sans restreindre la généralité, prendre une courbe
munima qui revient sur elle-méme par toutes les rotations qui jfont reve-
nir sur lui-méme le tétraédre régulier.

La fonction caractéristique de la courbe minima sera donc de Ia
forme

| I - .
F(s)= v7— W[H(s)].
()= jry FLHG] .
Les fonctions caractéristiques de la courbe minima conjuguée et de
la courbe minima symétrique par rapport au plan des az seront res-
pectivement (voir n° 6 et 10)

' OB T T €O
H(s) °|LH)) H (s) CH(s)_
Pour que la surface minima admette le plan des «z pour plan de symé-
trie, il faudra done que 'une ou Pautre des deux relations suivantes
soit vérifiée : : .
HE (s

s TG =— i v I

T

H(s).
H*(s) v 1 H(s) r
e Vem)= el

Dans les deux cas, le trindme as® + 2:bs + a, serait égal au produit

-+ as?—+ 2¢bs 4+ «,,

-+ as® -+ 2ibs + a,.

de H/—E-}—) par une simple fonction de H(s); ce qui est impossible. Il

faut donc que I'on alt a = b = a,= o.

15. Surraces NON ALGEBRIQUES. — Il ne nous reste plus qu’a rechercher
des formules générales pour les surfaces non algébriques possédant la
symétrie demandée. Les relations (34) et (35) qui expriment que Ia
surface est symétrique par rapportau plan des xz prennent une forme
beaucoup plus simple, quand on prend au lieu de F(s) la dérivée
troisieme F(s) =TF"(s) et qu’on emploie les formules (16) pour repré-
senter les coordonnées d’un point de la surface. Cest ce que nous
ferons désormais.

R —
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Sur la surface minima réelle représentée par les formules
e=R[ [ (1) F(s)ds],
= R[ /"l.(l +52) 5 (s)ds],
= R[ [2s7(s)ds],

X}

il existe deux faisceaux de courbes minima congruentes ayant respec-
tivement pour fonctions caractéristiques
= | N
S(S — = gl — — )
(s, s* 0(\ S')

Il est naturel de prendre #(s) pour fonction caractéristique d'un
systeme de courbes minima congruentes, car & une fonction §(s) cor-
respondent une infinité de courbes minima toutes congruentes entre
elles. Nous avons déja va plus haut (n° 6) que le faisceau symétrique
du précédent parrapportau plan des s a pour fonction caractéristique

— g:<-— %)

et le faisceau que 'on déduit du premier par une rotation

e (%)

ds
oll s =2(s) désigne la substitution inverse de celle qui correspond &
cetle rotation.

Si la surface est symétrique par rapport au plan des xz, le faisceau
symétrique du premier par rapport & ce plan doit coincider avec ce
faisceau lui-méme ou avee son conjugué. Il faut done que la fonc-
tion (s) vérifie 'une des deux relations

(36)

dontla derniere peut aussi s’écrire

(37) : Fo(s)=3T(s).
Les conditions précédentes sont nécessaires; sont-elles suffisantes? Sup-
posons, par exemple, que la premiere relation (36) soit vérifiée. On
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obtient deux surfaces minima symétriques I'une de 'autre par rapport
. I 1
au plan des 2z en prenant successivement F(s) et — ;J<~ ;) dans
les formules (16 ). La relation (36) exprime que ces deux surfaces sont
congruentes. Elles sont donc & la fois symétriques et congruentes. Si
elles sont algébriques, elles auront forcément un plan de symétrie
paralléle au plan des @z; mais il n’en sera pas nécessairement ainsl si
la surface est périodique. On verrait de méme que la condition (37)
est simplement nécessaire, si la surface n’cst pas algébrique. Ainsi les
conditions nécessaires (36) et (37) ne sont suffisantes, en general, que s
7(s) est la dérivée troisieme d’une fonction algébrique.
Prenons, par exemple, pour §(s) la dérivée troisieme de

F(s)=(sarctangs)(1—+();
on a

’ 1“ I
— 2 F(— = ) =s(1+1) al'clan“f(—— —>
(\ s/) ST §

= s(1~+7)arctangs -+ (/m -+ j—:)S(l—l-* L)

= F(5) + <A‘7: + :> (14 6),

| - 1 -
—_— = A e— =) A (S).
st < .s~> (5)

Si 'on prend pour F(s) la fonction précédente dans les formules (15),
la surface ohtenve n’admet pas le plan des xz pour plan de symétrie.

et, par suite,

Quand on change s en — ~, « ne change pas de signe, ¥ change de
‘hang ri gep gne, y change de

signe, et s augmente de w. Cet exemple montre bien que les condi-
tions (36) ne sont que nécessaires.

Pour abréger, je-dirai qu’un plan P est un plan de pseudosymeéirie
pour une surface S lorsque la surface S’, symétrique de S par rapport
i ce plan, est en méme temps congruente & S. Les relations (36) et
(37) expriment précisément que le plan des xz est un plan de pseudo-
symétrie pour la surface représentée par les équations (16). Il y aura
:ncore lieu de dislinguer deux especes de pseudosymétrie pour une sur-
face minima. Sila premicre relation (36) est vérifiée, chaque faisceau de
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courbes minima de la surface est congruent & son symétrique; le plan
des xz sera dit plan de pseudosymétrie de seconde espéce.

Si larelation (37) est vérifiée, chaque faisceau de courbes minima
de la surface est congruent au symétrique du faisceau conjugué; le
plan des xz sera dit plan de pseudosymeirie de premiere espece. Le pro-
bleme que nous avons en vue n’est évidemment qu’un cas particulier
de celui-ci : )

Trouver toutes les surfaces minima admettant pour plans de pseudo-
syméirie tous les plans de symétrie d’un polyédre régulier.

Imaginons que nous ayons pris les mémes axes de coordonnées que
dans ce qui précede. Aux relations (36) et (37) nous devrons joindre
d’autres relations exprimant que certaines rotations autour de P'origine
ramenent chaque faisceau de courbes minima de la surface a étre con-
as—+ b
cs +d
“tution inverse de celle qui correspond & une rotation. Les formules dont

il s’agit auront I'une des formes suivantes :

la substi-

gruent & lui-méme ou & son conjugué. Soit s'=o(s) =

(38) ﬁ[qa(s)](ﬁy-—'—f(s),

ds
9 < ! 2 I 1
(39) ;t'[go(s)]<%> == (— ;)-

Nous aurons a rechercher les fonctions §(s) vérifiant un certain nombre
de relations de cette forme. La discussion est absolument la méme que
celle qui a 6:é faite plus haut pour les courbes minima et comprend les
mémes cas particuliers. Aussi je me bornerai & donner les résultats.

16. Terraipre. — On a deux cas a distinguer :
(n F(s)=[H ()] Wi [H(s)],

W, désignant une fonction réelle de H(s), et H(s) ayant la valeur
donnée plus haut
(2\/53"‘-—-1}3
II(S):_"—.-_'_—“———E'
s"(z\/z +s3)

Les six plans de symétrie du tétraedre sont pour la surface des plans

Anr. de I'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome IV. — SepreMere 1887, 38
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de pseudosymétrie de premiere espece

(11) F(s) = [Iﬁl((%)]ﬂlp‘g[ll(s)—i—ﬁ—(%)_—],

T, désignant une fonction quelconque. Les six plans de symétrie du
tétragdre sont pour la surface des plans de pseudosymétrie de seconde
espece.

Si la fonction W, était réelle, les deux faisccaux de courbes minima
de la surface seraient confondus, et ’on aurait une surface double.

Icosatpre. — On a deux formes différentes pour F(s):
(n F(s) = [H, (s)]” W [Hy(s)],
", désignant une fonetion réelle;
(I1) F(s) = [Hy ()1 VT [ (5],

¥, désignant une fonction quelconque, et H, ayant la valeur donnée
“plus haut (n° 11).

Les quinze plans de symétrie de 'icosaedre sont, pour la surface mi-
nima, des plans de pseudosymétrie de premiere ou de seconde espece
suivant que F(s) est de la forme (I) ou de la forme (II). Si, dans la
forme (II), on prend pour ¥, une fonction réelle, on aura encore une
surface double.

OctatprE. - La fonction #(s) peut prendre quatre formes différentes :
(I) F(s) = [H (NP W, [H,(s)],
(ID) F(s)= [/ ()] Wa[H, ()],
(1) F(s) == [2' ()]"VW [l (s)],

W, V,, ¥, désignant des fonctions réelles;

(IV) F(s) = [H ()" VW TH (5)]
', désignant une fonction quelconque.

Les fonctions H,(s), 2(s) ont les mémes valeurs que plus haut, et
la distinction des différentes especes de pscudosymétrie se fait comme
au n° 12,
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Quand on aura pris pour F(s) une fonction de 'une des formes pré-
cédentes, 1l y aura encore lieu d’examiner si les plans de symétrie du
polyedre régulier sont des plans de pseudosymétrie pour la surface ou
de véritables plans de symétrie. Ces plans sont toujours de véritables
plans de symélrie dans un cas tres général et tres important, auquel je
me bornerai maintenant : c’est celui ol la surface admet des ligues
planes géodésiques situées dans les plans de symétrie du polyedre.

17. SUuRFACES A LIGNES PLANES GEODESIQUES. — Reportons-nous aux
formules générales (16) de M. Weierstrass, et supposons que la fone-
tion F(s) prenne des valeurs réelles pour les valeurs réelles de s com-
prises entre deux limites @ et b. En prenant convenablement les con-
stantes d’intégration qui figurent implicitement dans ces formules, on
aura, pour toutes ces valeurs de s, ¥ = o. La surface minima est donce
coupée par le plan des z suivant une certaine courbe C, le long de
laquelle le plan tangent & la surface est parallele & oy. C’est donc une
ligne géodésique de la surface minima; et, inversement, si le plan des
xz coupe orthogonalement la surface minima suivant une certaine
courbe C, la fonction F(s) prendra nécessairement des valeurs réelles
pour les valeurs réelles de s entre certaines limites. S'il en est ainsi,
F(s) sera une fonction réelle, et clle prendra des valeurs conjuguées
pour des valeurs conjuguées de s. A ces valeurs conjuguéess, s, corres-
pondront pour y des valeurs égales et de signes contraires, car 'inté-
grale )

S 1+ s*)F(s)ds
sera nécessairement une fonction réelle d’apres la facon dont nous
avons choisi la constante d’intégration. On déduit de la le théoreme
suivant de M. Weierstrass :

Si une surface minima admet une ligne plane géodésique, le plan de
cette courbe est ure plan de symétirie pour la surface.

Au contraire, supposons que, pour des valeurs réelles de s, com-
prises entre certaines limites, ¢5(s) prenne des valeurs réelles. En
choisissant convenablement les constantes d’intégration, onaura, pour
toutes ces valeurs de s, x = 0, 5 = o, et la surface contiendra I'axe oy.
Inversement, si une surface minima réelle contient ’axe oy ou une
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droite parallele, le plan tangent a la surface en un point quelconque
de la droite restant parallele a oy, les valeurs correspondantes de s de-
vront étre réelles et £ §(s) devra étre réel pour ces valeurs de s. D’un
autre ¢oté, si 'on choisit les constantes d’'intégration, de facon que x et
z soient nuls quand s est réel, quand on changera s en s,, ¥ ne chan-
gera pas, mais x et 5 changeront de signe. On a donc le théoréme ci-
dessous qui est I'inverse du premiecr et qui a été énoncé aussi par
M. Weierstrass :

St une surface minima contient une droite D, cette droute est un axe de
symetrie pour la surface.

Remarque I. — Si une surface minima contient une ligne plane géo-
désique, la surface adjointe contiendra une droite perpendiculaire au
plan de cette ligne, et réciproquement.

Remarque I1. — 1l peut se faire que la méme surface minima possede
une ligne plane géodésique el passe par une droite perpendiculaire au
plan de cette ligne. Prenons, par exemple,

a et b élant réels, et @ < b. Quand on fait varier s dans les formules (16)
de —xoaaetde b s + oo, onobtient une ligne géodésique plane dans
le plan xoz; mais, en faisant varier s de @ 4 b, on obtient une droite
parallele a oy.

Cela posé, revenons au probleme en question : Trouver toutes les sur-
Jaces minima qui sont coupées orthogonalement par tous les plans de sy-
meétrie d'un polycdre régulier. D’apres la remarque I, ce probleme est
équivalent au suivant : Trouver toutes les surfaces minima contenant des
drottes perpendiculaires a tous les plans de syméirie d’un polyédre régu-
lier. La solution générale se déduit, en quelques mots, des développe-
ments qui précedent.

Considérons d’abord un tétragdre régulier et prenons les mémes
axes qu’au n° 10. Tous les plans de symétrie du tétraédre devront étre
pour la surface des plans de symétrie de premiere espece, de sorte
que F(s)sera de la forme

F(s)=[H(s)]" W[H(s)],
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et il faudra, en outre, que la fonction W[H(s)] prenne des valeurs
réelles pour des valeurs réelles de s, au moins entre certaines limites.
Ces conditions sont d’ailleurs suffisantes; en effet, on peut amener le
plan xosz & coincider avec un quelconque des plans de symétrie du té-
traedre par des rotations qui font revenir le tétragdre sur lui-méme,
el ces rotations ne changent pas la fonction caractéristique.

Le méme raisonnement s’applique a I'icosaedre, et la forme générale
de F(s) sera

F(s) = [Hy ()] W[Hs(s)],

P[H,(s)] prenant des valeurs réelles pour des valeurs réelles de s entre
certaines limites.

Le cas de I'octaédre estun peu plus compliqué. On voit d’abord que
F(s) sera de la forme

F(s)=[H\ ()] T[H,(s)],

la fonction W[H,(s)] prenant des valeurs réelles pour des valeurs
réelles de s entre certaines limites. Mais cette condition n’est pas suffi-
sante. En effet, les rotations qui font revenir I'octaédre sur lui-méme
ne peuvent jamais amener un plan parallele aux faces du cube, tel que
xoz, & coincider avec un plan passant par les arétes opposées du cube.
Il faudra done que, en faisant tourner la surface de g autour de oz, ce
%
qui revient & changer s en se*, la nouvelle fonction caractéristique
prenne des valeurs réelles pour des valeurs réelles de s. On sait que

TN
cette fonction caractéristique est z',T?(.ce" )

18. DETERMINATION D'UNE CLASSE PARTICULIERE DE SURFACES MINIMA. —
Dans ses recherches sur les surfaces minima, M. Schwarz a résolu la
question suivante : Déterminer une portion de surface minima limitée par
deux segments de droite et un plan, en supposant que cette portion de sur-
Jace ne présente aucun point singulier dans son intérieur, qu’elle coupe le
plan orthogonalement, que la normale a la surface tourne toujours dans le
méme sens le long du contour, et que la section par le plan ne présente pas
de point d’inflexion. Il a montré que ce probleme revient a effectuer
I’ 4bbildungsurun trianglerectangle isoscele d’un certain triangle sphé-
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rique dont les angles sont connus, les sommels des deux triangles se
correspondan(. Sans entrer ici dans tous les détails dela démonstration,
il est bien aisé de s’en rendre compte au moyen des considéralions
déja employées. L'imnage sphérique de la portion de surface cherchée
se compose évidemment d'un triangle sphérique dont les cotés appar-
tiennent A trois plans connus, 'un parallele au plan donné, les deux
autres perpendiculaires aux droites données. De ces trois cotés deux
correspondent & des lignes asymptoliques, et le troisieme & une ligne
de courbure. Or noussavons que, en posant

.f\ﬁ&ja’s = T(S),
les lignes de courbure sont données par la formule
T($) = me(sy) =C,
et les lignes asymptotiques par la formule
m(8) = ime(sy) = C.

Autrementdit, lorsque le point s décrit sur lasphere I'image d’une ligne
de courbure, le point u == (s) décrit, dans son plan, une parallele &
Paxeréel ou a I'axe imaginaire, de sorte que les transformées des lignes
de courbure donnent, dans le plan des «, deux faisceaux rectangulaires
de droites. De méme, les images des lignes asymptotiques seront des
lignes droites inclinées & 45° sur les précédentes. On voit done que,
lorsque s déerit le contour du triangle précédent, u décrit, dans son
plan, le contour d’un triangle rectangle isoscele; par suite, la fonction

u="(s)
fournit I’ Abbildung sur ce triangle rectangle isoscele du triangle de la
sphere ou de sa projection stéréographique.
Réciproquement, si la fonclion =(s) satisfait & cette condition, en
prenant, dans les formules de Weierstrass,

F(s) = [dw:(s) 7

ds

2

2

on aura une surface minima répondant 4 la question. Remarquons que
les angles du triangle sphérique, adjacents au coté qui correspond &
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I'hypoténuse du triangle rectangle, doivent étre moindres que -+ Soit,

IS

en effet, s = @ un pareil sommet; sil’angle du triangle sphérique était
;. . TT . . .
supérieur & =, dans le domaine du point s = @, on aurait

() =b+(s—a)[Ay+A(s—a)+...], AvZo,
oll A <5 et par suite
F(s) = (s — a)? 2 [By—+ B, (s —a) +...], ot Byxo,

etles formules (16) nous montrent que «, y, = ne pourraient conserver
en méme temps des valeurs finies pour s = a.

Sil'on prend la portion de surface symétrique de la portion obtenue
par rapport au plan ou par rapport & 'un des segments de droite, on
obtient le prolongement analytique de cette surface. En continuant
ainsi indéfiniment, on obtient une surface minima analytique formée
d’une infinité de portions égales ou symétriques. 1l suit de la que, sile
plan donné est parallele & un des plans de symétrie d’un polyedre ré-
gulier et les deux droites perpendiculaires & deux autres plans de sy-
métrie du méme polyedre, la surface minima analytique ainsi obtenue
admettra une infinité de plans de symétrie paralleles aux plans de
symétrie d’un polyedre régulier. On peut dire encore qu’elle admet
les plans de symétrie d’une infinité de polyedres réguliers tous con-
gruents entre eux.

Nous sommes donc amenés a effectuer application conforme sur un
triangle rectangle isoscele d’un triangle sphérique limité par trois
plans de symétrie d’un polyedre régulier ayant deux angles inférieurs

a Z—r Comme les plans de symétrie du tétraedre appartiennent aussi au

cube, nous pouvons nous borner i considérer les deux cas du cube et
de I'icosaedre.

A chaque surface aiosi obtenue s’en ajoute une autre répondant a la
question, qui est I'adjointe de la premiere. Cette surface est formée,
comme la premitre, d’une infinité de portions égales ou symétriques.
On peut obtenir cette surface en prenant, comme plus haut, une por-
tion limitée par une droite et deux plans et formant les répétitions
symétriques indéfiniment.
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19. Les trianglessphériques, ayant deux angles aigus, dont les cotés
sont situés dans les plans de symétrie d’un octagdre, sont au nombre
de cing; en désignant par Aw, pw, vr les angles de ces (riangles, les
nombres A, ., v auront les systemes de valeurs suivants :

2 2 1 2 3.
........... R 39 2 39 4
1 1 L 1 !

Peov v eviianns 3 3 3 % 84
v 1 1 1 1 i

........... 3y 3 %] 4 3°

On n’en déduit pas cing surfaces différentes. En effet, c’est la méme
fonction analytique qui fournit ' Abbildung des quatre premiers trian-
gles sur un triangle rectangle isoscele. Je m’appuierai pour le faire voir
sur la remarque que voici. Soit z = =(s) une fonction analytique telle
que, lorsque s décrit un certain arc de cercle ab, u décrit un autre are
de cercle AB. A des valeurs de s symétriques par rapport a 'arc de
cercle ab correspondent des valeurs de u symétriques par rapport a
Pare AB. (J'appelle points symétriques par rapport 2 un cercle deux
points qui se déduisent I'un de "autre au moyen d’une inversion ayant
pour pole le centre du cercle et pour module le carré du rayon.) La
propriété dont il s’agit se déduit, par une substitution linéaire, du
principe bien connu employé par Riemann, ct dont nous avons fait
usage plusieurs fois dans ce travail :

Si une fonction analytique prend des valeurs rcelles pour des valeurs
réelles de la variable el st elle est connue dans la partie du plan situce d’un
coté de l’axe réel, on peut la prolonger de l’autre cté. A des valeurs con-
Juguées de la variable correspondent des valeurs conjuguées de la fonction.

Cela posé, supposons qu'a un triangle d’arcs de cercle ABC, dont les

T T T . . N
angles sont 7 '—2-, 5 corresponde le triangle rectangle isoscéle abe au
moyen de la fonction analytique = =(s). Appliquons le principe
précédent. Une figure que le lecteur est prié de faire montre qu’a des
triangles d’arcs de cercle

T T oam® T T T v“n:'rr2-rr'
ACD(Z,T ) ACE(,—S, 5 2) c.cr(S,g,?;—

correspondent respectivement des triangles rectangles isosceles acd,
ace, cef.
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La méme fonction résout donc le probleme pour les quatre triangles.
Remarquons seulement que les deux triangles rectangles abe, cef qui
correspondent aux deux triangles ABC, CEF sont placés de la méme
fagon, tandis que les deux triangles ace, acd ont leurs hypoténuses.
qui font un angle de 45° avec I’hypoténuse des premiers triangles.
D’apres ce qui a été dit plus haut, pour ramener ces deux triangles a
avoir la méme disposition que les premiers, il faudrait multiplier la

fonction = (s) par (— 1)“"' ou §(s) par ¢; ce qui revient & prendre la
surface adjointe de la premiere. Nos quatre triangles fournissent done
en tout deux surfaces adjointes I'une de 'autre.

On obtiendra la fonction 5(s) correspondant & ces surfaces en effec-
tuant ' Abbildung du triangle d’aves de cercle ABC sur un triangle rec-
tangle isoscele. Pour eflectuer cel Abbildung, il est commode de passer
par Pintermédiaire d'un cercle ou, ce qui revient au méme, d’'un demi-
plan. Soit ¢z la variable qui est représentée par un point du demi-plan

auxiliaire. En posant
u__f
o g (1 t)"

on applique conformément le demi-plan positif des ¢ sur un triangle
rectangle isoscele du plan des u ayant le sommet de I'angle droit & I’ori-
" gine et les cotés dirigés suivant les axes. Les sommets du triangle cor-
respondent aux points o, 1, oo du plan des ¢; en particulier, le sommet
de 'angle droit correspond au point z= o. Tout revient donc & faire
’Abbildung du triangle sphérique ABC sur le demi-plan positif des ¢, de
fagon que les sommets A, B, C correspondent respectivement aux
points oz, o, t. Il suffit pour cela de poser

. _ (s1*— 3358 — 335 1)
=Hy(s) = 108s4(s* —1)* >

v — _Hi(s)ds Hi)ds |
Hi(1— Hi)r
u:l|8\/§ ____._‘_i_s__T
(14 148% 4 s8)*

Ann. de I'Ee. Normale. 3¢ Série. Tome IV. — Ocrosre 1887, 39

on en déduit

ou, en réduisant,
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Par suite, on aura

- du
F’((S)_< > _—(48\/3) /I—|—1451"+.58.

Pour avoir la surface adjointe, on n’a qu’a prendre

F(s) = (48y3)’ ——'
I 148t 58
Ces deux surfaces ont été étudiées par M. Schwarz; 'une d’elles est la
surface découverte par Riemann qui contient les quatre arétes d’un té-
traédre régulier.

Il nou'; reste A obtenir les deux surfaces fournies par le triangle

4’ anqles v =5 L’application de ce triangle sur le demi-plan positif

7 3
dests ol_)uent en posant

7 _ (84206 —1)%,
III(S)———————:G‘)[;l(I—“l)S b

on verra plus loin comment on est condmt cette formule, & propos
de I'icosaedre. On a d’ailleurs

u=
t“’ x——/)“

et’on en tire F(s). Cette surface et la surface adjointe ont été étudiées
par M. Neovius (Helsingfors, 1883).

Les quatre surfaces précédentes jouissent d’une propriété intéres-
sante. Dans une portion limitée de I'espace, il ne passe qu’un nombre
fini de répétitions symétriques de la portion primitive. Ce sont, de plus,
comme ’a montré M. Schwarz, les seules surfaces minima obtenues
par ce procédé jouissant de la méme propriété.

20. Nous allons maintenant nous occuper de la détermination des
surfaces minima de cette espece dans le cas de I'icosaedre. On a a con-
sidérer lous les triangles sphériques dont les cotés sont situés dans les
plans de symétrie d’un icosaedre régulier et dont deux angles au moins
sont aigus. Ces triangles sont au nombre de quinze; en désignant par
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A=, pw, ve les angles, on a pour A, w, v les quinze systemes de valeurs
ci-dessous :

(D). (ID. (II). @Iv). (V). (VD). (VID). (VIID). (IX). (X). (XI). (XII). (XIH). (XIV). (AV).

3 1 2 2 1 2 & 1 1 2 3 2 1 1 1 2
------- ) 5 3 2 5 5 2 3 5 H 3 3 3 H 5
3) L 1 S 2 2 1 2 1 2 i 1 2 & 2 1
''''''' 3 3 5 5 5 5 5 3 5 3 3 H 3 H 3
v 1 1 1 i 2 1 i 13 2 i ES 3 1 2 4
""" 5 3 5 5 3 5 3 5 3 5 5 3 H 3 Kl

Tous ces triangles ne fournissent pas des surfaces minima distinctes
les unes des autres. Ainsi la méme fonction donne I'Abbildung des
trois triangles (I), (II), (IIT) sur un triangle rectangle isoscele. Ces
trois triangles donnent naissance, par conséquent, 2 deux surfaces seu-
lement, quisontadjointes.Il en est de méme pour les trois triangles(1V),
(V), (VI) et pour les trois triangles (VII), (VIII), (IX). Nous n’avons
donc qu'a nous occuper des neuf triangles (I), (IV), (VII), (X), (XI),
(XII), (XIII), (X1V), (XV).

Posons, comme plus haut,

Lode
iU —= T—-——-;
2 J.
S, B(—1)

tout revient & appliquer conformément les neuf triangles précédents
sur le demi-plan positif des z, de fagon que les trois sommets corres-
pondent respectivement aux points o, 1,%, etque le sommet de I'angle
droit ou obtus, §'il y en a un, corresponde toujours au point z = o.
L’ Abbildung du triangle (T) sur ce demi-plan s’obtient immédiate-
ment ¢n posant

<9

3 5
1—i=H,(s)= I—Q—B—é—

)
A et B ayant les valeurs données au n° 11.
Remplagons ¢ par cette valeur : on trouve, pour la fonction de Weier-

strass, abstraction faite d’un facteur réel constant,

j(S): E'

Pour les autres triangles, je m’appuicrai sur une proposition importante
due a M. Klein; la fonction analytique permettant d’effectuer V' Abbil-
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dung d’un (riangle sphérique de ’icosaédre surun demi-plan est donnée
8 glesy
par une relation de la forme

Hg(s) :R(t),

R(¢) désignant une fonction rationnelle de z. La détermination de cette
fonction rationnelle, quand on se donne les angles du triangle sphé-
rique, est un probleme d’Algebre que I’on peut considérer aujourd’hui
‘comme completement résolu (*). Je rappellerai en quelques mots com-
ment il se ramene & la recherche d’une intégrale rationnelle de I'équa-
tion de Kummer.

Posons, pour abréger,

dis d?s \ 2

_dad 3 dx* ) |

[s]e= ds 2 ds 2
dz dz /

si la fonction s de ¢z définie par I'équation H,(s) = R(z) donne V" Abbel-
dung du triangle sphérique d’angles A=, prw, vw sur le demi-plan posi-
1if des ¢z, la fonction s est une intégrale de I’équation

o= I— R (P p?—vP— 1) L+ (1 — p2) 2
[sle= 222 (1 — ¢)?

D’autre part, la fonction s définie par I’équation u = H, (s) est une in-
tégrale de I’équation

PGy — e+ (0 —g)ud
202(1— u)?

[5]w=—

Il en résulte que la fonction rationnelle z = R(¢) doit étre une inté-
grale de I’équation de Kummer

1— i+ (bt —s—Nu+ (1—3)u? [du\?
[eele+ 202 (1— u)? dt
T — R (22— 22— 1)+ (1 — p2) 22

- 202(1— t)?

(1) FPoir mon Mémoire : Sur les intdgrales rationnelles de l'équation de Kummer
(Mathematische Annalere, Bd. XXIV, 1884). — Recherches sur I’ équation de Kummer (Acta
Societatis Scientiarum Fenncee, t. XV, 1885). — Orro Fiscuger, Conforme Abbildung
sphérischer Dreicke auf einander mittelst algebraischer Functionen, Leipzig, 1885.

A S . -
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La recherche de celte intégrale rationnelle se raméne elle-méme a la
recherche d’une identité algébrique de la forme

T P2— 7y QP =1, 83,

P, Q, S désignant trois polyndmes sans facteurs communs, ni facteurs
multiples, et ©,, w,, =, trois facteurs de la forme ¢"(x — ¢)°. Ces trois
facteurs =,, ®,, =, se délerminent immédiatement, connaissant A, .,
v (voir le travail déja cité publié dans le Tome XXIV des Mathematische
Annalen, p. 448 et suiv.). Les lettres D, N, N', N, m/, n’, p’ ayant le

méme sens que dans ce travail, on aura

D=N+om'=N+3n'=N"+5p/,
N+ N+n'=ap+ 2.
On en tire
m'= 5N+ SN+ 3N"— 5,

n'= 5N+ 3N 4+ 2N"—10,
p'= 3N+ 2N+ N — 6,
D =15N~+ 10N+ 6N"—3o0,

et I'on a tous les éléments nécessaires pour calculer les trois poly-
nomes P, Q, S.

Dans les cas particuliers qui nous occupent, la plupart des fonctions
rationnelles correspondantes sont déja connues. Ainsi, pour le

triangle 1V, on aura
_2e(—10).
pour le triangle X, on aura

(862 —36¢—+27)*
6463 (¢t —1)

R(t)=

Pour le triangle XI, la fonction R (¢) se déduira de I'identité (*)
35.4(t—1)2(3¢—2aT) 4 4(gl+ 2*)5=(3%.42 4 33,9742 — 20.32.19¢ + 2'1)".

La fonction correspondant au triangle XII se déduit de I'identité

(1) Recherches sur I’équation de Kummer, p. 59, formule (33). — Brioscui, dnneali di
Matematica, 2° série, t. X, p. 121.
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suivante obtenue par M. Cayley (Mathematische Annalen, Bd. XVII,
p. 66)

224(3043— 33,5242+ 53,232 — 5%)>— 55 (£ —1)3(3%3¢ + 5)8
=(2.3945— 37.524r — 25 3453 - 0. 5% 11, 1782 — 2.55. 1942+ 55)7,

qui est identique & la formule 58 &is (p. 60) du Mémoire déja cité
( Recherches sur U'équation de Kummer).

Les fonclions rationnelles correspondant aux triangles XIII et XIV se
déduisent de méme des formules (57) et (3g) du méme Mémoire (p. 57
et 60). Pourle triangle VII, on pourrait partir de 'identité 46 (p. 59) de
ce Mémoire, mais on obtient une formule plus simple en appliquant ce
triangle non plus sur un demi-plan, mais sur le triangle élémentaire

. " ™ T T . . - . .
lui-méme, d’angles ';7 'rg, '5, Soient = et v deux variables imaginaires;

la relation

fournit PAbbildung du triangle sur le triangle VII (*).
Il ne nous reste plus que le trianngle XV. On aura 4 prendre dans les
formules préeédentes
N:O, N’::: l, N”.T::: 6.

On en déduit

m'=8, n'=7>5, p=n9, D =16,

et I'on aura & rechercher une identité de la forme
P2 — Q3= et — l)"S:‘,

e

P, Q, S ¢étant respectivement du huitieme, du cinquieme et du second

degré.
Remarque. — Si les trois angles du triangle sphérique sont aigus,

on peut faire application de trois maniéres différentes en faisant cor-
respondre le sommetde ’angle droit & chacun des sommets du triangle
- sphérique successivement. Une fois le triangle sphérique appliqué sur

(1) Fiscuer, Conforme Abbildung, etc., p. 63 el 68.
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le demi-plan, une substitution linéaire permettra de faire coincider les
points qui figurent les sommets du triangle avec les points o, 1, sc dans
tel ordre que 'on voudra.

21. EXTENSION A LA DOUBLE PYRAMIDE. — Il parait assez difficile, méme
dans les cas les plus simples, de construire les surfaces minima algé-
briques qui admettent la symétrie d’un polyedre régulier. Il serait
peut-étre intéressant d’étudier d’abord les surfaces minima admettant
tous les plans de symétrie d’une double pyramide. Les résultats qui
ont été obtenus pour un polyedre régulier s’étendent bien aisément &
la double pyramide et je ne les reprendrai pas en détail. Jindiquerai
seulement le résultat suivant, qui correspond au cas de symétrie le
plus simple.

On obtient une surface minima admettant tous les plans de symétrie
d’une double pyramide ayant pour base un polygone régulier dem cotés
en prenan! pour F(s) dans les formules (15) une fonction de la forme

¥ ()= gy VIGB)]

(
" désignant une fonction réelle et G(s) ayant la valeur suivante :

8241

S llt

G(s)=

Pour avoir une surface admettant les plans de symétrie d’une simple
pyramide régulitre, on pourra prendre de méme

n I P(em
F(s)= 3 U™,

" désignant une fonction réelle.

Remarque. — Jaurais pu arriver aux équations des surfaces minimu
algébriques, qui ont la symétrie d’un polyedre régulier, par d’autres
procédés. Ainsi, considérons une surface minima quelconque S etun
tétracdre régulier. Prenons les vingt-quatre répétitions de S par la loi
de symétrie. L'ensemble de ces vingl-quatre surfaces minima admet
¢videmment la symétrie du tétraddre. Il en sera donc de méme de la
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surface résultante (') qui se décomposera, en général, en plusieurs sur-
faces minima distinctes admettantséparément tous les plans de symétrie
du tétraedre. Mais ce procédé, outre qu’il se préte difficilement
a la recherche des équalions générales, devient tres compliqué pour
faire la distinction des différentes especes de symétrie. On est amené
a distinguer plusieurs especes de surfaces résultantes. Ainsi, étant
données deux surfaces minima non doubles, la surface résultante se
décompose en deux surfaces minima analytiquement distinctes. Je ne
fais que signaler ces propriétés, dont je n’ai pas voulu me servir dans
ce qui précede, pour ne pas compliquer exposition.

(1) Etant données plusieurs surfaces S, ', $”, ..., on considére les points m, m/,
m”, ..., ol les plans tangents sont paralléles ct la résultante géométrique OM des droites
om, om', om”, .... Le lieu du point M est une surface qui est dite la résultante des pre-
miéres.




