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ÉTUDE DES SURFACES
QUÏ ADMETTENT

TOUS LES PLANS DE SYMÉTRIE
D ' U N P O L Y E D R E R É G U L I E R ,

PAR M. Eu. GOURSAT,
M A I T B E DE C O N F É R E N C E S A L ' É C O L E N O R M A L E S U P É R I E U R E .

DEUXIÈME PARTIE.

1. Je me propose, dans la seconde Partie de ce t ravai l , de trouver
.des formules générales pour représenter les surfaces minima qui ont
la symétrie d'un polyèdre régulier. On est condui t ainsi à une applica-

• tion intéressante des belles recherches d'Algèbre de M. in(m:î où inter-
v i ennen t les polyèdres réguliers.

11 est nécessaire pour cela de rappeler les principes de la représen-
ta lion sphérique des surfaces el les formules connues pour la détermi-
nation des surfaces minima. Considérons un système de trois axes
rectangulaires Qoc, Oy, Oz et une sphère S de rayon égal à l 'unité
ayant pour centre l'origine. Soient ^ une surface non développable, M
un point de cette surface, MN la normale à la surface en ce point ou
plu tô t une direction déterminée sur cette normale. La parallèle menée
par l'origine à la direction MN rencontre la sphère de rayon égal à
l 'unité en un point bien déterminé m, que l'on fait correspondre1 au
point M de la surface S. A chaque courbe tracée sur S correspond
ainsi une certaine courbe sur S, courbe qui est dite l'image sphérique
de la première. Pour représenter la position d 'un points sur la sphère,
nous emploierons le système suivant de coordonnées,

Soit m' Çfig. 3) la projection stéréographique du point m sur le
Ann. de l'Éc, Normale. 3*' Série. Tome IV.— AOUT 1887. 3r
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plan des xy, le point de vue é t a n t le point de coordonnées
^=0, } ' ' = 0 , ^==1.

Désignons par ^ et"/] les coordonnées rectangulaires du po in t m', et
posons

A' == ^ + 'n i, SQ -==• ^ — •r} ï.

Nous prendrons pour coordonnées du point m de la sphère les quan-
tités imaginaires conjuguées s et SQ; ce point m de la sphère figure

Fiff. 3.

ainsi la quanti té imaginaire s. A. deux quantités conjuguées correspon-
dent deux points symétriques par rapport au plan âesxz; aux quan-
tités imaginaires^ et •— —correspondent deux points diamétralement

'̂0
opposés, etc. Soient a, ^ y les coordonnées rectangulaires de m. On a

tan g ~ == om^ ysso,
.Si

el, par suite,
sin0=:

2 \/SSo
> .ç.Ço

cos9===.

1 S 4- .S'o
CÔSO == -- ———;' 2 \/^ sin^ •

l -+-SSQ

• 1. ÎZZJ^'
' 2 < ̂  '
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on en tire
a==-coscp sin0== - ^ 0

ï -+- SSo

(3 == sinç sinô==-— /
SSQ •

îSSo-- cos0==
' î 4- SSQ

L'équation du plan tangent à là surface S au point M sera par con-
séquent
( î ) sÇx — l ' y ) + SoÇ-v 4- iy) -+- (^o— ï )^ == ^,

en posant pour abréger u == (î -+- ^o)D, D désignant la distance de ce
plan à l 'origine. Si, dans cette équat ion ( ï ) , nous regardons u comme
une fonction de s et de S Q , le plan représenté par cette équation enve-
loppe une surface et l'on peut regarder la relation

U~=^ (S, SQ")

comme Féquation d'une surface dans le système de variables adopté.
Les coordonnées du poin t de contact du plan (i) avec la surface enve-
loppe sont fournies par les équations ci-dessous :

au
-— U -h S -y- -as

1 -+- .Wo

au -4- ^
OSQx +• iy •==. ————

" Ï -

âs
r — / -y —— ——————

-}- SQ

„ ausu — s- ~—
as

+- ss

•n u -

au
à^o

Q

.au
• 'S^o

(2 )

I -\- SSo

II est facile d'établir dans ce système les équations différentielles des
lignes de courbure et des lignes asymptotiques de la surface.

LIGNES DE COURBURE.- — Une ligne de courbure et son image spliérique
ont leurs tangentes parallèles d'après une propriété impor tan te et bien
connue de la représentation spliérique. On aura donc, pour une ligne
de courbure,

dx _ dy _ ch
daL dÇî dy?



244 " ED- COURSAT.

OU
dx -4- l dy _ dx — i dy _ dz-
dx 4- i dÇ> """ da — idp> <^y

Des valeurs ci-dessus de a, (3, y, on tire

ds—s^dso ,, ..3. dsQ—s^ds sds^Sods
d(a-+- îQ) == 2 -7—————; d(cc— z3)==:2 ———°—^ <^y == 2 ——————-v r / ( l+^o)2 ' " (ï-^SSQY ' (14-^0)-'

Par conséquent, on aura aussi

dx 4- idy dx — idy . <^5
c/.s- — s^dso c/.yo— ^5 ̂  (sdsQ + ̂ u À')

^îo (d^ 4- ï ̂ y) — ds (dx — i dy) + dz (sdso— SQ ds)
" ^ dsQ (ds — s2 dso) •— ds (^o-— ̂ f^) 4- (^ds^— s^ ds2)'

Le dénominateur de ce dernier rapport esfc nul ident iquement ; on
aura donc, pour l'équation différentielle cherchée,

ds^dx 4- idy) — ds(dx — i d y ) 4- dz (sd.fo— So ds) ̂  o.

D'ailleurs, on a, pour les coordonnées d'un poin t de la surface,

x 4- ly 4- sz

x — iy 4- .?o -G

au.
às^
à^
à/7

et, par suite,
7 f • \ r r ^ ( Oit \d{x 4- i y ) 4-^ dz =— z as 4- a l -Y- )?

\ ̂ ^o /s^
^^

A?
,, . . y y ,fàu\d{œ — ly) -^-s^ds-^-— z d s Q ^ r d ^ — ) '

On en tire
àu\ . Jà^
—• — dsd[ —
àso; \à<î,dsQ {dx 4- irfy) — ds{dx — ^ <'//) 4- dz (sds^— ,?o<:^) ̂  ̂ o <^( ̂  ) — dsd

L'équation différentielle des lignes de courbure sera donc

7 jfàu\ , -,fàic\dsQ d \ — — dsd —— \~==. o
\^û7 \Ay /

ou, en développant,
/ o \ à^u à^ u ^
(3) ^-^= ̂ ^.
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LIGNES ASYMPTOTIQUES. — L'équation du plan tangent étant

.?o (^ 4- rr) 4- s(x — <y) — (i -- sso) s = il,

on a, pour toute ligne tracée sur la surface,

SQ {dx 4- i dy ) -t- s{dx — i dy) — ( i — ssy) dz -== o.

Pour une ligne asymptotique, on aura en outre

SQ^X-^ id^y) 4-^(^-~ ^^J)—(I—.î.Ço)^2/s =o .

ou, ce qui revient au même,

dsQ^dx -4- i d y } 4- ds{dx — idy} 4- (sdsQ-{- SQ ds)dz-=. o-

En tenant compte des calculs faits plus haut, cette équation s'écrit

j j 7 .fàu\ , .fàu\•— 2 zdsdsQ^r dsQ d\ — } -J^dsd[ — == o,
\àsJ \às j

c'est-à-dire

( au àu\
^ —, g —— —^y- ——i ^

/ / N à'2 u .^ à2 u , , . , à- u as v ÔSQ(4) ——- ds^ + -YT ds^ 2 dsdsQ -Y—— + ——————————- 7=o.às^ às^ - àsâsQ i -r- SSQ /

RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX. — Pour une ligne de courbure, on a

dx -h i dy _ dx — i dy _ ds _
dv. 4- i'Jp <:̂  — ï ^p ^ '"" ?

en appelant R le rayon de courbure principal correspondant. On en
déduit

_ dx + / dy -h s dz _ dx —- i dy 4- s dz
dy, -\- i d^ -{-s dy <^a — i d^ -+- ^ o?/

ou bien
- ,/àu\ y ,fàu\

— zds 4-a —— — ^ a.s'o-4- a ( -— )^^ ____\^o7 ̂  \^7
<̂ ,? a <i.9o

" l 4- SSQ ï 4- ̂ o
<»

d^Eliminons le rapport — et remplaçons .s par sa valeur; il vient, après
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quelques réductions,

/ oo / T-> r/ \ ^"w au àa^
4,^—4-1^ ^-l-^-TT- + U—S~ --^o——L '^^o ^ àso]

W
r/ N <?2 ̂  au au 1 2 , _ r)2 ^z (^2 //

^P^^rao-^^^-^^J~ ( I+^ )2-^^-0•

2. Appliquons ceci aux surfaces minîma. On sait que pour une telle
surface la somme des rayons de courbure principaux doit être nulle.
La fonction u devra donc satisfaire à l 'équation aux dérivées partielles

/ . y"u au au( T -j- SSQ ) ——— — s— — SQ — 4- u == o.
' àsàsQ as àsQ

En différent iant par rapport à l 'une quelconque des variables, on
obtient les deux nouvelles équat ions

, . y u y ii
(I+•yAO)^^~"61^-=o?

„ , yu à^u
(Î+S^^^SQ^='OÎ

dont i l est facile d'avoir les intégrales générales. En effet, écrivons la
première

r)3 u
às^ àso s
à1 u î 4- SSQ
'W

: 0 :

on en tire
^=(i4-^o)/(^

/"(^) désignant une fonction arbitraire de s. On tirerait aisément de là
l'expression générale de u et les formules de M. Weierstrass Je ne m'y
arrêterai pas.

Je ferai remarquer seulement que les équations (3), (4), (Ô) se sim-
plifient beaucoup et deviennent respectivement
(3y /(^)^===/o(^)^,
W - /(^)^+/o(.9o)^==0,

(5y ^ W=^^ss,Yf{s)f,{s^

Vo désignant la fonction conjuguée de f.
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3. SUBSTITUTIONS LINÉAIRES. — Imaginons qu'on fasse tourner la sphère
d 'un certain angle V au tou r d 'un diamètre ROR', le po in t m de la
sphère vient en un poin t m^. Soient s et cr les quanti tés imaginaires
répondant aux points m et^i de la sphère; a et ? les quantités ima-
ginaires r épondan t aux extrémités R, R' du diamètre, quan t i t és liées
par la relation apo = — i. Proposons-nous de déterminer o- en fonction
de .y, a, (3 et de FangleV. Des considérat ions élémentaires donnent aisé-
ment cette expression.

Sur le p l a n , les deux séries de courbes, représentées par les deux
équations

, ( s — a\ ^ f s — a\ ^,^(^J^ ^T^p}^
forment deux familles de cercles orthogonaux. Les cercles de la pre-
mière f ami l l e sont conjugués par r appor t aux deux points fixes, qui
sont les project ions stéréographiques des points R, R'; les cercles de la
seconde famille passent par ces deux points. Sur la sphère, nous aurons,
d'une part , une f a m i l l e de cercles dont les plans sont perpendiculaires
au diamètre ROR"; d 'autre part , les cercles dont le plan passe par ce
diamètre. Dans le mouvement de rotat ion précédent, le module de
' ~"a ne changera donc pas, tandis que l 'argument devra augmen te rs — p
ou d iminue r de V. On aura, par conséquent,

/^ ^^Lî—^^in^.
(6) „ a~^~~e "̂="̂

on choisira le signe d'après le sens de la rotation. On prendra le signe —
si un observateur couché sur le diamètre ROR\ les pieds en R'et la télé
en R, voit ce mouvement s'effectuer dans le sens direct (de sa gauche
vers sa droite).

La relation (6) est de la forme

(7)
as -L- b
es 4- ci '

c'est-à-dire que toute rotation de la sphère autour de l'origine corres-
pond à une substitution linéaire effectuée sur la variable imaginaire.?.
Inversement, pour qu 'une substitution linéaire (7) définisse une rota-
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tion de la sphère autour de son centre, il faut et il suffit qu'elle puisse
être mise sous la forme (6). En d'autres termes, les points doubles a,
P de cette substi tution doivent vériûer la relation apo "̂  — ï ? et, si l'on
met la subst i tu t ion sous la forme

or — V. _ , S — Cf.
^zzj-^Tiz^9

on doit avoir modA == i.

4. TRANSFORMATION DE COORDONNÉES. — Soit OXYZ un triëdre tri-
rectangle de même origine et de même disposition que le premier. On
sait qu'on peut amener oocyz à coïncider avec OXYZ par une rotation
autour de l'origine; soit

as -+- b
(7 == ——————7

es -+- a

la substitution linéaire qui correspond à cette rotation. Prenons un
point 77% sur la sphère, invar iab lement lié au trièdre oocyz^ et soit M
la position de ce point après la ro ta t ion . Si le point m figure la quan-
ti té s dans le système oocyz^ le point M figurera la quan t i t é s dans le
système OXYZ et la quant i té a dans le système oocyz,

Prenons un plan perpendiculaire à la droite OM à une distance l de
l 'origine^ Ce plan aura pour équation, dans le système oocyz^

l==

et, dans le système OXYZ,

cr(^—^y) -h 0-0 (^ ^r-J-y) —— ( JL"^7?0}̂
i -+- cro-o

^^ 5(X—zY)-l-.ço(X-+-JY)^—(i — .9.^)7^
î -^SSQ ^ " " " ' " '

On aura donc identiquement

o" ( ce — iy ) -+- o"o ( x -+- i y ) — ( l — cro-o ) z
i -+- cro-o

A - (X— ^Y)-+-^o(X4-^Y) — {t—ss,YL

8
(8)

î "+- SSo

Pour déduire de là les formules de transformation de coordonnées,
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n o u s noyons qu'à remplacer o-, o-o par leurs expressions

_ as 4- b ___ <7o,s\j-r- ,̂)
0" —— —————-,} 0"o — ———————7 )

es 4- a Co 6-0 4- a y

où a^, & o » CQ9 <^o fi^111 l^s conjuguées de a, 6, c, r/, et h égaler les coeffi-
cients de s, SQ, ̂ .

'3. COURBES MÏNÏMÂ. — On appelle courbe minima toute courbe dont
Les tangentes rencontrent le cercle imaginaire de l ' i n f in i . La courbe
é tan t rapportée à un système d'axes rectangulaires et x, y^ z désignant
les coordonnées d 'un point de cette courbe, la propriété précédente est
exprimée par la re la t ion

dx^ -i~ dy^ -+- d^ = o.

Toute courbe min ima peut être considérée comme l'arête de rebrous-
semcnt de la surface développable enveloppe d 'un plan mobile qui
reste constamment parallèle à un plan langent au cône imaginaire

i
.^2^-y2^ ^2 ̂  Q^

Ecrivons l 'équat ion de ce plan sous la forme

(9 ) x -4- iy — .s'2 {x — iy) -4- 2 s.z -==. — 4 F ( < ç )?

s désignant le paramètre arbitraire et F(5-) une fonction quelconque de
ce paramètre. Les coordonnées d'un point quelconque de la courbe
minima correspondante seront données par les trois équat ions (9)
et (ro),

( -^(^,J)+^:=~4F/(^
( -2(.r-oQ=:--4FV);

on en déduit
f ^= : ( I—^)F / / ( ^ ) -+ -2 . çF / ( . ? )—2F( . î ) ,

( ï i ) ) j=: /( i+^2) F^^)—»^^^,?) 4-2^F(.ç),
( 2 ^^F''(5)---2 F7 (-.?).

Les formules précédentes sont dues à M. Sopbus Lie. Elles sont équi-
Àim. de l ' É c . Normale. 3e Série. Tome IV. -- AOUT 1887. Sa
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va len t e s aux formules suivantes de M. Weierstrass :
x-.=. /'(i—-;?2)^)^,

( 1 2 ) y=if(i^-s^S{s)d^

f s -==. f\s ^ ( s ) ds,

en posant . J ( s ) = F ' " ( s ) , Les é q u a t i o n s (i i) et (12) représentent toutes
les courbes minima, et cette représentation est caractérist ique, c'est-
à-dire qu'à une courbe min ima donnée dans un système d'axes déter-
miné correspond une fonct ion F(^) par fa i tement déterminée. Des équa-
tions ("12), on tire, en effet ,

_ d^' . cly
S .-—~ —— —y— ——• L —-— y

d^ dz

relation qui nous fourni t la signification de la variable caractéristiques.
Une fois la variable s choisie, l ' équa t ion (9) nous fait connaître la
fonction F(A1), que j ' appe l le ra i , pour abréger, fonction caractéristique.
On pourrai t prendre aussi comme fonc t ion caractér is t ique la dérivée
trois ième V^Çs} == ^(^); mais i l est à remarquer qu'à une fonction
FC.y) oorrespond une seule courbe m i n i m a , tandis qu 'à une fonction S ( s )
correspondent une i n f i n i t é de courbes mmima qui se d é d u i s e n t de l 'une
d'elles par une translat ion. Je d i ra i , pour abréger, que d e u x courbes
m i n i m a qui se déduisent l ' une de l 'autre par une translation sont con-
gruentes en i re elles, et je dirai que l 'ensemble des courbes min ima
congrnentes (?nlre elles forme un système.

La courbe con juguée d 'une courbe minima est elle-même une courbe
m i n i m a , qu i est l 'arête de rebroussement de la surface enveloppe du
plan mobile

,y -.-. iy _- ̂ {x -+- iy) "+- a SQ 3 == — 4 Fo (,Ço ),

Pô dés ignan t la fonct ion conjuguée de F. L'équation de ce p lan peut
encore s'écrire

.r 4- iy — ( L ) (x — i y ) — - == — FoOo); .
\^0/ *(> ^o

sous cette forme on reconnaî t que la variable caractérist ique pour la
nouvelle courbe sera s ' ==== — — î et la fonction caractér is t ique

SQ

-^F^-^V
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Remarquons que, si l 'on emploie pour la variables la représentation
géométrique définie plus h a u t , deux points conjugués sur les deux
courbes conjuguées correspondent, pour les variables caractérist iques,
a u x deux extrémités d'un diamètre de la sphère.

6. Nous aurons besoin, dans la suite, de connaî t re là solut ion d'un
problème préliminaire que je vais traiter avant d 'aller plus lo in .

Connaissant la fonction caractéristique d'une courbe minùna dans un
système cVaoDes rectangulaires, ïrower, dans le même système d'aœes, la
fonction caractéristique de la courbe minima, après qu'on lui a/ait subir
un déplacement quelconque dans l'espace.

Tout déplacement se ramenant à la combinaison d 'une ro ta t ion et
d 'une t rans la t ion , nous a l lons examiner séparément, chacun de ces
mouvements.

s° Supposons que l'on fasse subir à une courbe minima une cer ta ine
translation. Soient F(^) la fonction caractérist ique de la courbe dans
sa position primit ive et Fi (s) la fonction caractérist ique après la trans-
la t ion . D'après l'expression de la variable caractér is t ique s , nous
voyons i m m é d i a t e m e n t que cette variable sera la même pour les deux
courbes. D'ailleurs, les formules de M. Weierstrass nous mont ren t que
la fonction ffÇs) doit être la même pour les deux courbes, c'est-à-dire
queF^( .y} et F(^) ne peuvent différer que d ' u n tr inôme du second
degré en s. Soient a?, y, z les coordonnées d 'un point quelconque de
la courbe min ima avant la t rans la t ion , x^ ji, z^ les coordonnées de ce
même point après la t ransla t ion, et, supposons

Fl (^ )= F (^ ) - ^ -A . î 2 + aB^-+ -C .

Les formules de M. Sophus Lie nous donnent

' x^x-^ (i—^ysA-h 2A-(2A^-t~2B)— 2(A^-}-2B,?-i-C)=:.^-+- 2(A—C),
( i3 ) < yl==:y4-^(IH-^s)2A—2à(2A^+2B)+2^(A^24-2B^4-C)=J"4-2/(A-i-•C),

,54= •s4- 4 A,?— 2 ( 2 A < î 4 - aB) = z — 4.B.

Inversement, connaissant les composantes de la translation suivant
les axes de coordonnées, on en déduira les constantes A, B, C et^ par
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suite, F,(^) . Je ferai remarquer ici que la translation est complète-
ment imaginaire si A et G sont conjuguées et B de la forme ib, b é tant
réel; la réciproque est vraie.

2° Supposons qu'on fasse tourner la courbe minima d'un angle a
autour de Faxe des z de ox vers oy. Appliquons cette rotation au plan
mobile (9); dans sa nouvelle position, ce plan sera représenté par
l 'équat ion

(̂ ,. 4- iy^e-^—s^e^^x -— iy) 4- ^sz •==.— 4F(.î)

ou encore
,y 4- iy-^^se^Y^—iy) -h ^se^s-z^—^e^F(s).

Cette équat ion est encore de la forme (9). La variable caractéris-
tique est se"1 ==.?', et la nouvelle fonction caractéristique est

e^V^s'e-^1).

3° Faisons tourner la courbe minima d'un angle 9 autour de ox, de
oz vers oy, et imaginons un système d'axes mobiles ox ' , oy\ oz' inva-
riablement lié a cette courbe. Après la rotation, le plan mobile aura
toujours pour équation, dans ce système d'axes,

,^/4, ty^-s^^'—- i y ' ) -+- 2^=:— 4F(^) .

Pour revenir aux axes fixes, employons les formules

X ' == X, ! '

y = = y c o s 0 — z sinS,
z ' ' ~=z.y sinô -+- s eos0;

réquation du plan mobile dans le système d'axes fixes sera donc, après
la rotation,

a;(i „. ̂ 2).+- i(i 4- ̂ )(y ces Q — s s in0) + ïs{y sin G -+- s cos^) ==— 4 F(^)

ou
(x -+-Ïy)[i-4- cos0 — a ^ s i n S — ^ ^ i — cos^)]

_ (^_-. î y ) f ^ ( l -4- COS^) — 2 l . î S i n 0 — T +COSÔ]

+ 2 ^ [ 2 ^ c o s Ô — z(i -4-^ 2 ) sin0] =—8F(. î ) .
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Cette équation peut encore s'écrire

. ^ _ ^ . ^ s^Çï -h cosQ) — 2^s in0 — i 4~ cos<9
^ -i- ty —— ^ ,y __ iy ) ^ ^_ ̂  Q __ ^ ̂  ̂  Q^s^l——COSO)

^s cosO — is'm0(î -4- s2)
î -+- co^Q — ïis sin9 —.^(i — cosQ)

8F(^)
î 4- cos 9 — a ̂  si n Q — s2 ( î — ces 9 }

ou / . e\2 / . ^i + ^ cet- \ / î -4- is cot-
9 » J ^

^+r /—l ——————^ j (^—<r)+2.s l ——————^
S -r- t COt ~ / \ ^ 4- ; COt -

2 / \ 2 ,

8F(^)
I -+" COS 0 — 2 IS Sill ^ — ^2 (ï — COS 6 )

Posons
6

î -+- ^9 COt-

'"—?'•S -}- l COt ~
2

on en tire
., 6

ï — Z^' COt -

5=Cp(^)=—————————^

5' — l COt -
2

d^ — I . / î — C O S 0 ' '
S -+- l COt- ] y

cis' . ,0 / , . ,QY \ 2 \ ^sin2- ^"— ^cot- v / ' '
<î\ 3 /

et Inéquation précédente peut s'écrire

(i4) ^ + iy -^ ̂ (^ ~ ̂ ) + ̂ /^ =- 4 FEy/)] •

^7

La nouvelle fonction caractéristique est donc, en supprimant l'ac-
cent,

F[9^)].
•^ç ? ^
^

reniarquons que la substitution linéaire o-==(p(^) correspond a une
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rotation de 6 a u t o u r de oœ^ de oyvers o-s. Dans les deux cas qui viennent
d'être examinés, nous voyons que, en appelant a == f(s) la subs t i t u t i on
linéaire qui correspond à la rotation inverse de la rotation considérée,
la nouvelle fonction caractéristique sera

'ElîMI.
cl^
Hï

Un calcul tout pareil à celui qui vient d'être fa i t donne la même loi
pour une ro ta t ion au tour de oy.

Si la loi est vraie pour deux rotations, on vérifie sur le champ qu'elle
est encore vraie pour la rotat ion résu l tan te . Comme tou te rotat ion au-
tour de l'origine se ramené à une combinaison de rotations, telles que
les précédentes, on peut f o r m u l e r la loi générale que voici :

Soient a == ———, la substitution linéaire qui correspond à une rotationes -4- ci i r

autour de l'origine et a == îp(^) la substitution inverse. La fonction carac-
téristique de la courbe minirna après la rotation est

^[y^)]-^- L Y V - U ̂  -

Tu

f(s) désignant la fonction caractéristique avant la rotation.

Si, au lieu de considérer F(^), on prenait la dérivée troisième ^(.î),
on trouverai t de même qu'une rotation autour de l'origine conduit à
remplacer S{s) par ef[ç(.î)] (~9) ? 9 ayant la même signification que
plus haut . Cela résulte de la proposition suivante, qu'il est bien facile
de vérifier : la dérivée troisième de

^fas^-b\ (c^jd)^
\ es -i- d ) act — bc

esl égale à
(ad—bcy /as-^ b\
(cs-^-dY \cs-^dJ

Si, au lieu de faire tourner la courbe minirna, on faisait tourner les
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axes, on aurait les mêmes formules; mais il f aud ra i t prendre pour la
substitution G- == y(.?) celle qui correspond à la rotat ion des axes.

Nous aurons encore besoin d e c o n n a î i r e la fonc t ion carac tér i s t ique
d 'une courbe min ima symétrique d 'une courbe minima donnée. Suppo-
sons que le plan de symétrie soit le p lan des xz. Le p lan symétr ique
du plan représenté par l ' équat ion (9) aura pour équat ion

x — iy — ,ç2 (.r 4- iy) -4- a-s'-s == — 4 ̂  ( s ) ;

on peut encore l'écrire
^-+- iy _ .l(,y-— i r ) — ^z-==^¥(s).

S2 u ' S A'2

On voit que, en posant .?'== — -^ la nouvelle fonction caractéristique
sera --(-,)•
Deux points symétriques sur les deux courbes correspondent sur la
sphère où l 'on figure s à deux points symétriques par rapport à
l'axe oy.

7. SUHFACES MINIMA. — Les surfaces min ima , autres que les dévelop-
pables circonscrites au cercle de l ' infini , peuvent être engendrées de la
manière suivante :

Quand on fait mouvoir une courbe minima d'un mouvement de
t rans la t ion , de façon q u ' u n de ses points décrive une autre courbe mi-
n i m a , la surface engendrée par cette courbe est une surface m i n i m a .

Ce mode de générat ion est équivalent à celui-ci : Étant données deux
courbes minima quelconques C, G7, si l 'on j o i n t un point quelconque
de l ' une à un point que lconque de l 'autre et qu'on prenne le milieu M
de la droite qui j o i n t ces deux points , le lieu du point M est une sur-
face minima. C'est à M. Lie qu'on doit cette interprétat ion géométrique
de l ' intégrale de Monge. El le est très commode pour l'objet que nous
avons en vue. Inversement, toute surface minima non développable
pourra être engendrée de cette façon. Pour que la surface soit réelle, il
faut et il su f f î t que les deux courbes C et CV soient conjuguées l 'une de
l 'autre. Il suit de là et des formules ( r i ) et (i^) que les expressions
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générales des coordonnées d 'un point réel d'une surface minima réelle
sont les suivantes

^=R[( i -^F^^-l-^F^^—aF^)],
(15) J = : R [ ^ ( I + ^ ) F / / ( ^ ) — 2 î F / ( 5 ) + 3 ^ * F ( 5 ) ] ,

s^R^sV^s)—^^^)],

le signe R désignant la partie réelle d'une quant i té imaginaire et F(<?)
une fonction analyt ique quelconque de s. On peut encore écrire ces
formules, en posant ^(^) == F^;?),

' x=R[ ^(ï-^)^(^)J.ç],

(16 ) . y=:ï{[if(i^^)^(s)ds],

z=l\[ f^sS{s)ds-}.

A toute courbe minima correspond ainsi une surface minima réelle.
Cette surface sera double si la courbe minima est congruente à sa con-
juguée, c'est-à-dire si l'on a

-^.(-^,w>
relation équivalente à celle-ci

— ^ F o f — ^ = : F ( ^ ) 4 " A ^ + 2 B ^ + G ,
\ s /

A , B, G désignant des constantes quelconques.
Je rappelle encore qu'au point de la sphère qui figure la va leur de s

la normale à la sphère est parallèle a la normale à la surface au point
oc, j, z. Des formules qui donnen t^ , y , z , on tire, en appe lan t dS l'é-
lément linéaire de la surface minima,

cIS^ 4 (i + ^o)2 ^(<?) ̂ o) ds ds^

ce qui nous montre que la surface est appliquée conformément sur la
sphère par ce mode de correspondance. Quand on change S ( s ) en
^^(.9), a étant réel, l'expression de dS2 ne change pas. On a ainsi une
famille de surfaces min ima , toutes applicables l'une sur l'autre, que
l'on appelle surfaces- associées. En particulier, si a === -? on a la trans-
formée de M. Bonnet , ou surface adjointe.
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8. SURFACES MNÎMA SYMÉTRIQUES. — Si une courbe min ima C est symé-
t r i q u e par rapport à un pian réel P, il en sera évidemment de même
de la courbe conjuguée Go et, d'après le second mode de génération, la
surface min ima correspondante admet t ra aussi le plan P'pour plan de
symétrie. Il en sera encore de même si les deux courbes C, Co sont sy-
métr iques l 'une de l 'autre par rapport au plan P. Nous sommes donc
condu i t s à d i s t inguer deux espèces de symétrie pour une surface
m i n i m a .

Pour f ixer les idées, supposons que nous ayons pris le plan P pou r
plan des œ^ et soit F(.9) la fonction caractérist ique de la courbe mi-
n ima C; n o u s avons vu p lus h a u t (n°5) que la fonct ion caractéris-
t i q u e de la courbe conjuguée Co est

-"•l'•(-;)
et celle de la courbe C symétrique de C par rapport au plan des xz

-^Ff-l).
\ s )

Si C' coïncide avec C, on aura

et, si G' coïncide avec Co,

^F( ^H-iJ'
vu

Inversement, si une fonction f(s) s a t i s fa i t à l ' une des c o n d i t i o n s
précédentes, la surface m i n i m a obtenue en p o r t a n t cet te fonc t ion dans
les formules ( i5) adme t le plan des xz pour p l a n de symétrie.

C'est ici le m o m e n t de définir avec précision certaines expressions
dont nous nous servirons couramment dans la suite. Quand i l s'agit de
fonct ions uniformes, on sait bien ce qu' i l faut entendre par fondions
réelles, fonctions conjuguées, etc.; mais, quand on a affaire à des fonc-
tions ana ly t iques non uniformes, ces expressions peuvent donne r l ieu à

A un. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome IV. — AOCT 1887. C>0
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certaines ambiguï tés . Étant donnée u n e fonction a n a l y t i q u e F(^) crune
variable complexe s, uniforme ou non, imag inons une n o u v e l l e fonc-
tion qui , pour une valeur quelconque SQ de la variable, prend des va-
leurs conjuguées des valeurs que prend F(^) pour la valeur .? de la va-
r iable . On s'assure aisément, au moyen des principes les plus simples
de la théorie des fonctions monogènes, que cette nouvelle fonc l ion est
encore une fonction ana ly t i que de s: c'est celle fonction Fo que j 'ap-
pel lera i désormais la fonclion conjuguée de F. Une fonction sera di te
réelle si elle est iden t ique a sa con juguée ; toute fonction réelle prend
des valeurs conjuguées pour des valeurs conjuguées de la var iable . I l
est clair que, si une fonct ion prend des v a l e u r s réelles pour une sui te
cont inue de valeurs réelles de la variable, elle est forcément réelle.
Mais la réciproque n'est pas vraie. Par exemple, la fonction algé-
brique u définie par l 'équat ion

qui esl une fonc t ion réelle d'après notre d é f i n i t i o n , ne prend de va-
leurs réelles pour aucune valeur réelle de la variable.

Étant donnée u n e fonction ra t ionne l le quelconque/^) de s et une
fonction uniforme 9(^)» on sait bien ce qu'il faut en t end re quand on
d i t que <p(^) est une s imple fonction de /(.^), mais il n'en est plus de
même si ç(5-) n'est pas un i fo rme . Toute fonction de s peut en effet être
considérée comme une fonct ion de/(^). Nous dirons désormais qu 'une
fonct ion ana ly t ique quelconque M = ^Çs) est u n e simple fonct ion de
f(s} lorsque/et u sont liées par une relation de la forme

F[^/(.9)]==0,

dont le premier membre est une fonct ion uniforme de u et de / et que
cette relat ion est irréductibles quand on remplace f ( s ) par sa va leur en
fonct ion de s.

On dira de même qu'une fonct ion ç(^) satisfait à une relation de la
forme

fcts-^ b\ ,^^^(^

lorsque l'ensemble des valeurs, en nombre fini ou in f in i , de là fonction
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pour la valeur , , de la variable est ident ique à l 'ensemble des va-
CS —r~ Ct -

leurs de la même fonction pour la v a l e u r s de la variable.
Cela posé, supposons que la fonction F(^) vérifie la relation

F o ( ^ ) r = F ( 5 ) ,

c'est-à-dire que la fonction F(^) soit réelle. Dans ce cas, les for-
mules (i5) mont ren t aussilôt qu'à deux. valeurs conjuguées de s,
c'est-à-dire à deux points de la sphère, symétriques par r a p p o r t a u plan
des ocz, correspondent deux poin ts de la surface, symétriques par rap-
port au même plan . Si la fonction ¥ ( s ) vér i f ie la re la t ion

-,^F(-4)=F(^

on vérifie de même qu'à deux valeurs telles que s et — ^? c'est-à-dire
à deux poin ts de la sphère, symétriques par rapport à l'axe oy, cor-
re sponden t sur la surface deux points symétriques par rappor t au plan
des xz. La vérif icat ion se fait p lus aisément sur les formules (16).
Pour abréger le langage, je dirai que dans le premier cas le plan
des xz est un plan de symétrie de première espèce et un plan de symé-
trie de seconde espèce dans l 'autre cas.

R e m a r q u o n s que, si F(^) prend des valeurs réelles pour des valeurs
réelles de s, la fonction est nécessairement réelle et la surface symé-
tr ique par rappor t au plan des xz, La surface coupe le plan des xs
su ivanfc une ligne géodésique. El le peut d'ail leurs être coupée suivant
d 'autres courbes, mais ce sont forcément des courbes doubles. Il ne
suff i t pas d 'a i l l eurs que F(^) soit une fonct ion réelle pour que la sur-
face coupe or thogonalement le plan des xz-, il faut encore qu'elle
prenne des valeurs réelles pour des va leurs réelles de s.

Si le p lan des xz est un plan de symétrie de seconde espèce, les
courbes d' intersection sont nécessairement des courbes doubles. Enfin,
si l'on ci à la fois

F^^F^.Q^^Ff"^
\ "/

la surface est une surface double et la d i s t inc t ion précédente d i spa ra î t .
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En dé f in i t ive , on v o i t q u e , pour construire une surface m i n i m a réelle
a d m e t t a n t tous les plans de symétrie d 'un polyèdre régulier, il nous
suf f î t de connaî t re une courbe minima C, telle €/ue la courbe minima sy-
métrique de C par rapport à l'un quelconque de ces plans de symétrie
coïncide avec C ou avec sa conjuguée Co.

Dans tous les cas possibles, le système des deux courbes G, Co ad-
mettra tous les plans de symétrie du polyèdre. Il y aura lieu d'examiner
si l'on obtient a ins i la so lu t ion générale du problème; c'est ce qui sera
fai t p lus lo in .

9, RECHERCHE DES COURBES C ET Co. — On peut employer pour celle
reclierclie soit les coordonnées cartésiennes, soitles formules de M. Lie.
J ' ind iquera i rapidement la première méthode. On peut regarder une
courbe minima comme déf in ie en coordonnées-plans par l ' équa t ion

jointe à une au t re équation
f(t, U, (») ==0,

où nous supposons / fonction uni forme de £, u, ç», le plan osculateur
la courbe minima étant représenté par l 'équation

tx —<r- uy ~i-~ v s == i.

La courbe minima conjuguée sera définie par les deux équa t ions

^^.^-^-^=.0, /o(^^,^)=:o,

en désignant par f^ la fonction conjuguée de f. Si la fonction f est
réelle, la courbe min ima coïncide avec sa conjuguée et l 'on obtient une
surface double. Cela posé, nous allons voir comment on doi t prendre
la fonction f poar que la courbe C remplisse les cond i t ions précé-
dentes.

Tétraèdre, — Les six plans de symétrie du tétraèdre j o u e n t un rôle
absolument analogue; il est possible d'amener l 'un quelconque de ces
plans sur l ' an d'eux au moyen des rotat ions qui font revenir le té-
traèdre sur lui-même. 11 suit de là que les deux courbes C, Co doivent
admettre l 'une et l'autre ces six plans pour plans de symétrie, ou bien
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que la courbe Co doit être symétrique de C par rapport à chacun de ces
sîx plans; ce qui nous fait deux cas à distinguer.

Rapportons le tétraèdre aux mêmes axes que dans la première Partie
de ce travail et soient

^ 4- ^2-4- çï-=~_ o^ q;(^ ^ (.,) 4- ̂ —i ^pf^ ^ (?) ̂  o

les équations de la courbe minimaC, où nous supposons que les fonc-
tions y et ^ sont réelles. La courbe conjuguée Co sera définie par les
deux équations

^2 4- ^2 4- (,?2^ ̂  (p^ ^ ç^ —— ^/—— j rj;(^ u^ (?) =: 0.

Supposons d'abord que les deux courbes C et Co soient symétriques
séparément par rapport aux six plans de symétr ie ; les fonctions cp et ^
devront vérifier les relations

y ( u, t, v ) == (p ( t, u, ('), ^ ( il, t, (' ) == ^ ( t, u, ^ ),

^{—u,—t, (Q^ <?(<?, ^, tQ, 4 /(~"M» —^ ^ î^ ^(^ ^> ç ') '
9(^ (^ u) = (p(^ ?/, F), ^(^ ^, î^) == ^(^ ̂  ç î) î

il sui t de là que ces fonctions seront des fonctions uniformes de
^4- u2 + ç72, ^2^24- ̂ 2 4- ^ 2 ^ 2 , ^P, et la courbe minima C sera défi-
nie pa r l e s deux équat ions

^ + U^ •+- V2 •= 0,

<î) ( fî -.̂  ^2 _(_ p2^ ^2 ^2 4_ ^2 p2 ̂  ^2 p2^ ^^(, )

4_^/Z~7qj'(^2-4- ^^2-(-(;2^ ^^24. ^2( ,24_^ç ,2^ ^^^ç^

les fonctions ^ et Y étant réelles.
Si les deux courbes C et Co sont symétriques l 'une de l 'autre par

rappor t a u x six plans de symétrie du tétraèdre, on aura au contraire

cp(«, t, p) ==y(^ u, c), 4/(^., t, v) =--—^(^ u, (Q,

© ( — ? / , — ^ v)= ç(^ î^ c), ^(—zz,--^P)r=---^(^ M, ^),

•y (^ p, z^) ==î?(^ «, (Q, ^(^ ^ u) ^=-—^{6, u, P);

il en résulte que o sera de la même forme que tout à l 'heure, mais on
aura
^{t, U, (')•= (^— ^-) (Z 2— ^)(^— P2)^^^-^ ̂ ^ ^^^^• Î+^2P2-^ rtV2,^),
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et la courbe min ima C sera définie pa r les deux équat ions

€- •+- «2 -h- ^ == o,

<î>(^4- ^<24- t72, ^fz2^- M2 (-'̂  t '2^2 , ^(Q

_^^/"Z~Ï(^__ ^2)(^__ (,S)(^2._ç,2)-lF^2_^ ^3_^ (,2^ ^2 _;_. ̂ ,2 _,_ (,^ ^(<)-=: Q,

les fonctions ^ et î' étant réelles.
Dans le p remier cas, la surface m i n i m a correspondante a d m e t tous

les plans de symétrie du tétraèdre pour plans de symétrie de seconde
espèce; dans lo second cas, ces plans de symétrie sont de première
espèce. Si Y = o, la surface est double.

Octaèdre. — Les neuf p lans de symétrie de l 'octaèdre se par tagent
en deux groupes dis t incts , formés d 'une part par les trois plans pa-
rallèles a u x faces du cube, d 'autre part par les six plans passant par
les arêtes opposées de ce solide. Comme les p lans d'un même groupe
sont forcément des plans de symétrie de même espèce, il en résulte
quatre cas à considérer pour le problème qui nous occupe. La dis-
cussion n'offre aucune diff iculté, et voici les différentes formes pos-
sibles pour l 'équation qui d é f i n i t la courbe min ima , en p renan t les
mêmes axes que dans la première partie :

^4- (^ 4- ̂ ^ ç^

€> ( ̂  4-1^ 4- ̂ , r- M2 4-12 ̂  -+-ii^ ̂ , ̂  i^ c2 )
-+- </̂ ~i W ( f2 4- i^ 4- ^2, ̂  a2 -+- M2 P2 -I- ̂  (ï2, ̂  u2 (.-'2 ) -== o,

(I) ( ̂  -+- z./.2 4- ^2, ̂  (^ 4- ̂  ̂  4- i^ v\ ̂  i^ p2 )

4- V71^ tuv W ( €- -i- i^ 4- P2, ̂  ̂ 2 4- M2 ̂ 2 4- ̂  ̂ , ̂  ̂ 2 ̂ 2 ) -== o,

<ï> ( ̂ 2 4- (̂  4- (?2, ^2 ̂ 2 4- ^2 (^ 4- ^21^2, ̂  î^2 F2 )

4- \/'~=:~i ( ̂ 2 -— u2 ) ( f^2 — c2 ) ( p2 —• ̂  ) ̂ F ( ̂  4- M2 4- ^2, ̂  z^ 4- ^^ C2 4- ^ ̂ , €-1^ ̂  ) = o,

\ <t> ( t2 4- M2 4- ^2, ̂  a2 4- ^2 ^2 4- M2 ̂ 2, ^2 ̂ 2 P2 )

i 4- V -̂"̂  u^ ( ̂ 2 — "" ) ( ̂  — t^2 ) ( ̂ 2 — ^2 ) ̂  ( ̂ 2 + U2 ~i- <;2., ̂  ̂ 2 -1- M2 ̂ 2 -+- ^ t53, ̂  ̂ â ̂ 2 ) -=

les fonctions ^ et ^F étant réelles. Dans le premier cas, tous les plans de
symétrie du polyèdre sont des plans de symétrie de seconde espèce
pour la surface min ima correspondante; c'est l'inverse dans le dernier
cas. Dans le cas (II), les trois plans parallèles aux faces du cube sont
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de première espèce, et les six autres de seconde espèce. C'est, l 'inverse
pour le troisième cas. Il y a encore lieu de d is t inguer le cas où T = o,
qu i donne des surfaces doubles.

Icosaêdre. — L'icosaèdre donne l ieu aux mêmes cas part iculiers que
le té traèdre. Soient Qi, R, , S^ les fonct ions entières obtenues en rem-
p laçan t <r, j, z par t, u, v dans les fonctions Q, R, S [voir première
Part ie , formules (7), (8), (i i)j. La courbe min ima C sera représentée
par l ' équat ion i2 4- u2 4~ ^ = o, jointe à une des équa t ions

(D ( ̂ 2 + u^ -4- ̂ , Q i, R i ) + v^ W ( ̂  -h u2 + ç\ Q, Ri ) =-= o,
(D(^-+- ^-i- v\ Qi.Ri) •+•\/'^~lS,W{iî-+- ^-4- ̂ , Q,R,) ==o,

les fonctions ^ et ^F é t a n t réelles,. Les q u i n z e plans de symétrie sont
tous de première espèce dans le second cas et de seconde espèce dans
le premier cas. Si Y est nu l , on a u n e surface double.

Les formules précédentes ne donnen t pas facilement sous forme
explicite les coordonnées d 'un po in t de la surface min ima correspon-
dante . D 'un au t re côté, on sait qu 'une courbe gauche algébrique n'est
pas toujours l ' in tersect ion complè te de deux surfaces, de sorte qu 'une
discussion spéciale serait nécessaire, si l 'on voulai t faire des appl ica-
tions, pour les cas ou les courbes m i n i m a que n o u s venons de définir
se décomposeraient eq plusieurs courbes gauches ana ly t iquement dis-
t inctes . En f in , r ien ne prouve que les expressions précédentes des
fonctions ç et ^ fournissent une s o l u t i o n générale. La méthode sui-
vante ne présente pas ces inconvénients . Je la développerai successive-
ment pour chacun des polyèdres réguliers.

10. TÉTRAÈDRE. — Je prendrai un système de coordonnées différent
de celui qui a été employé jusqu ' ic i . L 'origine é tant toujours le centre
de la sphère circonscrite, je prends pour axe desjs une des hauteurs de
façon que le sommet, d'où elle est issue, soit sur la partie positive de
l'axe os, pour p l an des ccoz u n p lan contenant une des arêtes abou-
tissant à ce sommet, et de telle sorte que cette arête soit dans
l 'angle xz. Les six p lans de symétrie du tétraèdre par tagent la sphère
circonscrite en vingt-quatre triangles élémentaires égaux d o n t les angles
sont ^5 ^? ^« Tu^fig. 4 ci-après représente un de ces t r iangles ABC.

"(i 0 )̂
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11 existe, comme on sait, douze mouvements de rotation qui font reve-
nir sur lui-même le tétraèdre régulier; ce sont les rotations de — au-

0

tour des hauteurs et de ir autour des droites joignant les mil ieux des
arêles opposées. Les substitutions linéaires correspondant à ces rota-

l ions forment un groupe G d'ordre fini composé des douze subs t i tu t ions
ci-dessous : ''

, „ V2 4~ .v 1/2 4- a.y y^ -h a2 .s' a(V2 4- s) a (\/2 4" a.s')
(.' _.,....... <.' t« <"•/ ».• /y 2; ' _. - » ' v______ __________ __'__________/ \ V /,"» —....,,'), A ^, ,\ OC , •— -•-1 ;_î ——•————-—————.„ 5 ——————————————— y ————————— y ..,-..-„———.-————-_ ,

— i 4- s ^'2 — ï 4- a.? '̂' a — i -h a^À'va — i -i- .s" y 2 — l 4- a.s'^

a \/i 4- ^ a2 (v^ 4- ,0 oc2 (V^ 4- .v aN) a2 (1/2 4- ^ a2 ) ^— — . „ > — — — — — _ . . - v — — — — / , ——L--————„., ——v——————^, ^^^.^
— ï 4- a2,y y 2 — ï -h .y y 2 — i 4- a,îya — ï 4- ^.çya

Ces substitutions sont conjuguées deux à deux. On peut prendre comme
subst i tu t ions fondamenta les du groupe

2 ' V. /—
/ . —— f . V 2 4- .?y ï ( .ç ) -̂ ; .<?ô •i , © g ( .s-} = —v———-„,

— ï 4- s y 2

dont la première correspond à une rota t ion de ^7r a u t o u r de OZ et la(G/
seconde à une rotat ion de doux angles droits a u t o u r de OA.

L'équation 2^/2^ — ï === o admet pour racines les va leurs de s qu i
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sont représentées par les sommets du tétraèdre» en y adjoignant s = ce,

_ r _ a ^ _ a2 ^
\/2 ^/2 \Pî

l 'équation sÇs9 4- 2^2) == o donne les points diamétralement opposés
aux sommets du tétraèdre

.y -==. o, .s- rr= — ^/2, ^ •==: — y, \/2, .? == — a2 ^/â .

Enfin l 'équation ^° — 5^/2^ — i === o donne les extrémités des rayons
passant par les milieux des arêtes

\/3 -+-i. v/3 -4- i „ k/3 -4- is~=.l——^——, s==:^-———^ s'^y.^'-———,
V/a ^2 ^/a

—y^ _ _ ^ .̂v^ .̂ — _ - s _y3'
\/3 ~h ^ ^3 4-1 \/3 -h i

Ces trois fonctions donnent lieu à l'identité algébrique

.^(^-4- 2 V^)3— (av/253— 1)'''-==: (.ç0 — 5 V/3.S-3— i)2.

Posons

f i - ) ' iKç)-^.^3-1)3-\ I y / IA \0 ^ — . / F-—-—..y 3^ aya -4- .ç-̂

si .9'== ^ i ( s ) est une quelconque des subst i tut ions du groupe G, on a

( r 8 ) ïlEo^)]^!!^),

et toute fonction analyt ique de s, jouissant de la propriété expr imée par
l ' équa t ion (18), est une simple fonction de Q(s). Remarquons encore
les formules suivantes :

rr/ , (.^—.^v/î^—i)'2 .„/ r \ rII(.)^^^^^ ,̂ M^^=^

W ( ^ - d • H ( ^ - 6^(2V/^-ï)â(.î(î-5^^-I)Ai. \ . u / —— —7" AA \ «' / —— —" ————————!————~—"/———-,———————~-~———————.——,—,., »cù .ç^v^^y
Ces notions préliminaires rappelées, considérons de nouveau un

Ann. de l 'Éc . Normale, 3e Série. Tome IV. — SEPTEMBRE 1887. 34
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système formé de deux courbes minima conjuguées C, Co» et cherchons
comment on doit prendre la fonction caractéristique F(^) de la courbe C
pour que ce système admette tous les plans de symétrie du tétraèdre.

Toutes les rotations qui font revenir le tétraèdre sur lui-même doi-
vent faire revenir la courbe C sur elle-même. Cela est évident pour les
rotations de ^T au tou r des hauteurs; quant aux rotations de deux angles

droits, on peut les regarder comme résultant de deux rotations de ^-r
a u t o u r d e deux axes différents de symétrie ternaire. Après une rota-
tion de -3- autour de os, la fonction caractéristique de la nouvelle courbe
m i n i m a sera, comme on l'a vu plus haut ,

/ lis \ liiF.̂...̂ ^̂

de même, après une rotation de deux angles droits a u t o u r de OA, la
nouvelle fonction caractéristique sera

_ F (,^±1^ (rii±iv )̂.2.
\—I4-5\ /2 / 3

La fonction F(^) devra donc vérifier les deux relations
/ 2 /TC \ 2^TC

F{e :} J673~:=F(.s•),
:V-2

W-^-5') ̂ t̂ .̂s.);
\ — l - h . Ç V 2 / 0

d 'une manière générale, si^== yz(^)désigne une des douze substitu-
tions du groupe G, il faudra qu^on ait

(19) F^.ç)]^^!^).

w
D'un autre côté, les deux courbes C et Co admettent séparément le

plan des xz pour plan de symétrie ou sont symétriques Fune de l 'autre
par rapport à ce plan. Dans le premier cas, on aura (voir n° 8)

(20) ^ ^ F (—^^ F (,<?);
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dans le second cas,

(21) FO^^FC?).

Les concluions précédentes sont évidemment suffisan les. Nous sommes
ainsi amenés à chercher les fonctions F, vérif iant les relations (19) et
une des deux relations (20) et (21).

De la relation (18) on tire, en différentiant les deux membres,

HTç^)]^'-!^);

ce qui peut s'écrire
i i dç/

irCcp^)]"" a ' ( s ) ds

Nous voyons, par conséquent, que la fonction r-——. vérifie les rela-
li. ( s )

tions (19), et toute fonction analytique F(^) vérif iant les mêmes rela-
t ions sera de la forme

y(^=H7^y[H(.)],
T désignant une fonction quelconque de H(^).

Il nous reste à exprimer que F(^) satisfait à l'une des relations (20)
et (21). Comme les coefficients de H(^) sont tous réels, on sat isfai t à
la relatio^n (21) de la façon la plus générale en prenant pour T une
fonclioa réelle quelconque, dans le sens précis que nous avons attribué
à ce mot*

Pour satisfaire à la relation (20), remarquons que l'on a

H( i\ î
^-H(.9)5

on en déduit
ln'f-1")—-!1^-.
s2 " Y s } - IV {s)

Par suite, la fonction
r / ^ H (s)
^)=H^

satisfait à la fois aux relations (19) et (20). Étant donnée une autre
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fonction F(^) vériûant ces relations, le quotient „ ) == /(•y) vérifiera
les relations

/[yK^)] --=/(<Q. /(- i) =/(.s-).\ " /

Or les substitutions <p/(^) combinées avec la substitution s ' =•-== — t
<s'

donnent naissance à un groupe de vingt-quatre substitutions linéaires
identique au groupe de l 'octaèdre, et la forme générale d 'une fonc-
tion y(;s') qui se reproduit identiquement quand on effectue sur la va-
riable une quelconque de ces substitutions est

/(,)^r[ïi(,)+-^}

^F désignant une fonction quelconque de H(^) -+- ——.-
Nous arrivons par conséquent.aux conclusions suivantes:

On obtient une surface minima réelle admettant tous les plans de symé-
trie du té/médre régulier en prenant pour F (.9) dans les formules ( r5)
une fonction de la forme

(I) F(^==H7^y^i[H(^)],

^F t désignant une fonction réelle de H (s), ou une/onction de la forme

m F^-=fll^^[I][(•s•)4-îTt7J]'

^ désignant une fonction arbitraire,
Dans le premier cas^ tous les plans de symétrie du tétraèdre sont pour la,

surface des plans de symétrie de première espèce ; ils sont tous de seconde
espèce dans le second cas.

Si dans la formule (II) on prend pour^V^ une fonction réelle, la surface
obtenue est une surface double.

On aura sous forme explici te les expressions des coordonnées d 'une
inf in i té de surfaces algébriques en prenant pour ¥\ ou T^ une fonc-
tion a lgébr ique choisie arbitrairement. Nous verrons un peu p lus io in
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qu'on obtient ainsi toutes les surfaces minima algébriques ayant les
symétries demandées.

Nous obtiendrons les surfaces les plus simples en prenant pour T,
ou Ta des fonctions rationnelles. La fonction F(^) peut dans ce cas se
mettre sous une forme un peu différente, Soitr(^) une fonction ra t ion-
nelle quelconque; posons

•W=Ï-[»,(»)] (t)-.
i=l

La fonction B-(^) vérifie les relations (19). Soit en effet ç^(^) une
subst i tu t ion déterminée du groupe G,

et soit

a/,^r-+-P/,
0/,(.9) =r. ———————î' y/c s -+- OA.

, , o(.i s 4- G>i , .?'^)=^^.' ('--=^-.-^-
Puisque la substilution ç^ fait partie du groupe G, ce groupe est

identique an groupe de substitutions Ç;['PA(-O]- On peut donc écrire

^^•^•^^nt^"l-Y^.V
, J \ c à )

On a d'ailleurs
K[?.(.)]=l;.[9K<?.)][^-)]-l

et, par suite, ^w{îY=w-
Si R(^) vérifie les relations (19), il en sera de même des fonctions

rationnelles
Ro(^ -^W"),

\ v /n- -^- (-'. •
comme cela résulte de l'expression générale des fonctions qui vérifient
ces relations. Cela posé, les fonctions rationnelles

R(,î)+B,(î),

R(^-.s2R(-j-)
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vérifieront en ou t re les équa t ions (20) et (21) respectivement, tandis
que la fonction

K(s}+R,{s)-sîR(^]•\^sl^(-l)
\ " / \ " /

sa t i s fa i t à la fois aux relations (19), (20) et (21) et donne une sur"
face doub le .

Inversement, je dis qu'on obtient ainsi toutes les fonctions ra t ion-
nelles jouissant de ces propriétés. Soit par exemple F(^) une fonction
ra t ionne l le vérifiant les relat ions (19) et (21). Imaginons cette frac-
tion décomposée en fractions simples et soit r ( s ) la somme des frac-
tions simples provenant des pôles situés à l ' i n t é r i eu r du t r iangle élé-
m e n t a i r e . A l 'a ide de r(^) formons R(.9)et R(^) + R()(^) . La différence

F^-^R^.-hRoWI

n 'aura plus de pôle à l ' in té r ieur du triangle é lémenta i re et de son symé-
t r ique et, comme cette différence satisfait à la r e l a t ion ( r9 )> elle sera
f in ie sur t ou t e la sphère : ce sera donc une cons t an t e ; mais u n e con-
stante différente de zéro ne peut sa t is fa i re a u x relat ions (19). Donc
cette différence sera nu l l e . Si F Ç s ) avait des pôles sur les côtés du
triangle élémentaire ou coïncidant avec les sommets de ce triang'le, i l
faudrai t modifier la loi de formation de r(^). Par exemple, i l f a u d r a i t
diviser par 2 les termes provenant des pôles situés sur les côtés.

Pour obteni r les surfaces les plus simples, i l f audra choisir r ( s ) de
façon que la fonc t ion correspondante ait le plus pet i t nombre possible
de pôles. Ainsi supposons que r(^) admette un seul pôle simple

/2

au poin t s= ^-—t-1 et prenons f ( s ' ) = R(.y) +RuO')- On trouve
y 2

F(,s.) == ̂ ^^^Û -__ 6 y/. w- -,
,<?6— 3 ^2 A13 —" l "• \'(>)

la surface min ima correspondante est une surface double et les for-
mules de M. Lie d o n n e n t , pour la classe et l'ordre de cette surface, les
nombre i3 et i35. D'ailleurs l ' énurnérat ion fai tepar M. Lie des surfaces
m i n i m a de treizième classe montre i m m é d i a t e m e n t que c'est la seule
surface de cette classe possédant la symétrie du tétraèdre.
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Prenons en second lieu pourra) une fonction rationnelle ayant le
seul pôle 5"== o. Pour que B(^) ne soit pas iden t iquement nul, on
trouve, en formant R(^), que l'ordre de multiplici té de ce pôle doit
être de la forme 3q -4- ^2. Si ce pôle est du second ordre avec l ' un i l é
pour résidu, on aura

F / ^ _ 6 , / ; H ^ ) [ î I ^ ) - ï ] _ ( ^ ~ 3 \ ^ ^ - i ) ^ V ^ ^ - i )( ) ""- ' —w\sr - " —••^^-^^——.
La surface min ima correspondante n'est pas une surface doub le ; e l le

admet tous les plans de symétrie du tétraèdre pour plans de symétrie
de première espèce. La classe sera 26 et l 'ordre inférieur à 256. De
même, si r(^) a un seul pôle simple sur l 'un des côtés du triangle fon-
damenta l , on aura , pou r la classe et l'ordre de la surface minima cor-
respondante, les nombres 5o et 1296. Si r ( s ) a un seul pôle simple à
l ' in tér ieur du triangle fondamental , la surface correspondante sera de
quatre-vingt-dix-huit ième classe et d'ordre 5i84.

Etant donnée une fonction F(^) vérifiant à la fois les relations (19)
et (20), la fonction ê^F^), où a est une constante réelle que lconque ,
vérif ie les mêmes relations. De la surface min ima qui a F(^) pour
fonc t ion caractéristique, on pourra donc déduire u n groupe de surfaces
minima associées^ toutes applicables sur la première et admettant les
plans de symétrie du tétraèdre p o u r plans de symétrie de seconde es-
pèce. Il en est de même si la première surface est une surface double-
Par exemple, de la surface double trouvée plus l iant on déduira un
groupe de surfaces de vingt-s ixième classe.

Prenons, en pa r t i cu l i e r ,

F(.)=6^v/^^; .

cette fonction donne la surface adjointe de la surface double. Lorsque
s prend des valeurs réelles, il en est de même de F(^), et les formules
(i5) montrent que x et z sont cons t ammen t nu ls lorsque s est réel.
L'axe desj appar t ient à la surface. Par raison de symétrie, la surface
contient les six droites menées par l 'origine, parallèles aux arêtes du
té t raèdre .

La d é t e r m i n a t i o n des lignes decourbure el des lignes asymptotiques
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de ces surfaces donne lieu à quelques remarques. Supposons, par
exemple, que F(^) soit de la forme (I) et posons, comme plus haut ,

^(.^F^).

D'après un calcul déjà fait (§ 6), la fonction ^Çs) doit vérifier les
relations . ^^(^(^y-^)'• \au /

^ (.<?)== .i(s)',

on voit immédiatement que la fonction [H'(^)]2 satisfait à ces rela-
tions, et l'expression générale des fonctions ^(.y), qui satisfont à ces re-
lations, sera

^(,)=[ir(.ç)]^[H (..)],
T désignant une fonction réelle de H(^). Les équations différentiel les
des lignes de courbure et des lignes asymptotiques auront donc les
formes suivantes :

y[H(^][H /(^)]^^=¥[II(^)][H /(^)]2^,
^[HC^lCH^^j^^+TEII^^^Eïrt^o^'^^o.

En posant H(^) = u, H(.?o) ̂  ^o? <^s équat ions deviennent

W(u)du^W{uQ)du^
\y ( u ) cW + ̂ F ( UQ ) du^ = o.

L'interprétat ion géométrique de ce changement de variables est im-
médiate . Il nous montre que les images sphériques des lignes de cour-
hure de la surface sont formées par des lignes qui admettent tous les
plans de symétrie du tétraèdre; résul tat évident a priori. On obtient
des résultats analogues en supposant que F(^) est de la forme (II).

En appliquant ceci à la surface double trouvée plus h a u t , on arrive
a u x résultats suivants, que j ' indiquerai seulement. Soit

r(.)=6^;

les équations différentielles des lignes de courbure et des lignes asym-
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ptot iques sont respectivement
273

u 4- ï du
1 1 — J V/M(^—T)

u -t- ï <:Z^
11 —J ! \/i7('̂ ^

où H( ' s ) == u, H(^o) = ̂ 'o-

==d=z

^0-4" ï duQ
^ o — ï v/«o(^|-l)5

. UQ -4-- l

^o-i v/̂ T^F'i')

I I . ICOSAÈDRE. — L a recherche analogue à la précédente pour Fico-
saèdre p résen tan t à peu près les mêmes cas par t icul iers que pour le
îé t raèdre , je placerai cel te étude immédia tement après. Je prends pour
or ig ine le centre de la sphère circonscrite, pour axe des z une droi te
plissant par nn des sommets , pour plan des^"s un des plans de symé-
î r ie passant par cet axe, de. telle sorte qu'une arête aboutissant à ce
sommet soi t dans l 'angle xoz. Les qu inze plans de s y m é t r i e de ce solide
partagent la sphère en cent v i n g t triangles a l l e rna l i vemen t égaux et
symétriques dont les angles sont7 1? ^? ^- Aux soixante rotations qui

3 0 0

font revenir sur lui-même Ficosaèdre correspond n n groupe f ini G.j
formé des soixante substitutions l inéa i res ci-dessous :

G.

" —

^=:

s'=i—

£\S,

—̂ 5
S

^(e
s -

^s-
(s

-Jr•e!t)s-
--S^c-h

"-s^s-t-
-{-^)s-

^-e''
^t)'
- £ • ' }

-h s"'

(p., V =0, 1 , 2 , 3,4),

STT . . a7Ts ==. cos -̂ - -h i sin — -5 5

On peut prendre comme substi tutions fondamentales les deux substi-
tu t ions linéaires

(s 4- e-^^+i
^i(s)=£S, ^(S)=: s —(e-h g4)

27Tdont la première correspond à une rotation de-^-autour de os et la
seconde à une rotation de deux droits autour d'un axe de symétrie

Ânn. de VÈc. Normale^ 3e Série. Tome IV.— SEPTEMBRE 1887. 35
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binaire dans le plan des ocz. Posons

Arrr . î^- t -IJ^—l),

B = ^ o _ ^ i ^ _ ^Q^—S^)— 494^10,
C = = ^ 0 ^ _ i _,_ 52S>(^2^ __^5)_i^5(^20^^10^

l 'équation A == o donne, en y joignant .9 = co, les sommets de Fico-
saèdre m,ç==0, OC., - -( I——^—^gV^ (V ==0, I, 2, 3, 4).

L'équation B == o donne les extrémités des rayons passant par les
sommets du dodécaèdre ou les centres des faces de Ficosaèdre

„ (3d= v/5±\/ToÏ671) , . ,,.y == ̂  -v———Y———^—————v—^ , (^ == o, ï , 2, 3, 4).

Enfin la dernière C == o donne les extrémités des rayons passant par
les milieux des arêtes des deux polyèdres. Ces trois polynômes donnen t
lieu à l ' identité

C^i^.A^—B 3 . •
Posons
( 2 2 ) H3(,ç)=:-l^A:;

cette fonction EL^) jouit de la propriété exprimée par l'équation

(-^) H,[9^)]=:H^),

où ^=== ç/(^) est une quelconque des substitutions du groupe Gs, et
toute fonction jouissant de la même propriété est une simple fonction
de Ha (.<?).

Cela posé, considérons un système de deux courbes minima con-
juguées C et Go qui admet tous les plans de symétrie de l'icosaëdre.
On démontre absolument comme pour le tétraèdre que toute rotat ion
qui fait revenir Ficosaèdre sur lui-même doit faire revenir la courbe C
sur elle-même. La fonction caractéristique F(^) doit donc satisfaire
aux équations

W) ?[<?,(,)] ̂ ^F(..),
~ds

^s'iS^ISfyiggSSSSI'SI^^
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ou s ' = ( f ^ s ) désigne une quelconque des soixante substitutions du
groupe Ga. Nous voyons, par un raisonnement exactement pareil à celui
qui a été fait pour le tétraèdre, que l'expression générale des fonctions
qui vérifient ces condit ions est

i^)=i^y[H^)L
ou

H,(.ç)=^H^).

Il nous f au t encore exprimer que le système des courbes C et Cy admet
le plan des xz pour plan de symétrie, ce qui exige que la fonction F(^)
vérifie une des deux relations

( •^) Fo(^)=F(^) ,

(>6) _^r (^^=F( . î ) .

Pour que la fonction F(^) vérifie à la fois les relations (.24) <^ (^5 ), il
faut et il suffit qu'elle soit de la forme

F(.)=g^VJtL(.)],

y^ désignant une fonction réelle quelconque de ffa-
Supposons en second lieu que F(^) vérifie à la fois les équations (24)

et (26). La substitution ^ = = — J- fait parlie du groupe 63 et une des
' 0

relations (a^) sera la suivante:

.^(-^iw
Cette condit ion, , rapprochée de la condi t ion (26), nous montre que
F(\9) ne peut être une fonct ion uniforme, mais que les valeurs de cette
fonction correspondant à une même valeur de s doivent être deux à
deux égales et de signes contraires. L'expression générale de ces fonc-
tions F sera alors

VW=^^\/¥,ÎH,W,
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Ta désignant une fonc t ion quelconque de EL('Q- Cette même expres-
sion deF(.î) donnera aussi des surfaces doubles, pourvu que l'on prenne
pour Ta une fonct ion réelle. Il é ta i t évident a priori que, pour une sur-
face double ayant son cent re à l 'origine, les valeurs de F(^) d o i v e n t
être deux à deux égales et de signes contraires .

Ainsi, l'on obtient les coordonnées d'un point d'une suf^face minima
réelle admettant tous les plans de symétrie de Vicosaèdre en remplaçant
dans les formules (i5) F(^) par une fonction de la forme

C l ) F(..:)= ^——-lF,[î-i,(,y)],

^l ( désignant une fonction réelle quelconque, ou de la forme

( I I ) F {s) = j^ ̂ ^-p^^

^ désignant une fonction arbitraire delî^Çs).
Tous les plans de symétrie de l'icosaedre sont pour la sur/ace des plans

de symétrie de première ou de seconde espèce, suivant que F Çs ) est de la
forme ( l ) ou (II). Si dans la forme (II) on prend pour T^ une fonction
réelle, on aura une surface double.

Pour avoir des surfaces algébriques, il s u f f i r a de prendre p o u r ^\
ou ^Fa des fonc t ions algébriques. Pour avoir les surfaces les p lus sim-
ples, il est n a t u r e l de prendre pour F(^) une fonction ra t ionne l le . On
se trouvera forcément dans le premier des cas considérés, et la surface
min ima ne pourra être une surface double. On voit, comme pour le
tétraèdre, qu'en désignant parr (^) une fonction ra t ionnel le n 'avî t iu
a u c u n pôle en dehors du tr iangle élémentaire et posant

i •==. (;()

I<(,)-=^,.[...(.)] ̂ ,
( == 1 - —»—ds

la fonc t ion ra t ionne l le F(^) la plus générale vér i f ian t les relations (a/t)
et (a5) aura pour expression

F(^)==R(^) -4-Ro(^) -

Si r ( s ) î i un seul pôle du premier ordre a l'intérieur du tr iangle élé-
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menta i re , F(^) aura en tout cent vingt pôles du premier ordre; les
formules de M. Lie d o n n e n t pour l 'ordre, In classe et le rang de la
courbe minima les nombres 36o, 122, 242. La classe de la surface sera
égale à 482 et son ordre sera ^(SGo)2^ 129.600.

Si r Ç s " ) a un seul pôle du premier ordre sur u n côté du triangle élé-
m e n t a i r e , on aura, pour la courbe min ima ,

0=:i8o, £==62, :R=:i22.

La surface min ima sera de classe 242 et son degré sera 532. ̂ oo. Sup-
posons que r(^) a i t le seul pôle s = o; pour que R(^?) ne soit pas nu l ,
l 'ordre de ce pôle devra êire égal à un m u l t i p l e de 5 augmenté de 4-
Prenons

i
7.^

on aura .(.,,=^=/^,
k désignant un facteur constant . Les formules de M. Lie donnent , pour
la courbe m i n i m a ,

0==7^, C=3o, R==6^;

la classe de la surface min ima sera égale à 122 et l 'ordre ^ 5i84-
Suppo?ons de même que rÇs} admet te comme pôle du second ordre

l 'extrémité d 'un rayon passant par un sommet du dodécaèdre régul ier ;
on t rouve

F(ç)^Hi(H!r^^^.i.^)- ^ -k^

Pour la courbe m i n i m a correspondante, on aura

0=3o, G =4.2, R=:62;

la classe de la surface m i n i m a sera encore 122 et Tordre ^64oo,
Enfin, si r(<?) admet un pôle du premier ordre à l ' ex t rémi té d 'un

rayon passant par le milieu d 'une arête, on aura

^^II.^AB.| ^ ) _ ^ _ A ^ .
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On aura, pour la courbe minima,

0==9o, G =32, R = Ô 2 ;

la surface minima sera encore de 122e classe et son ordre sera ^8100.
Remarquons qu^en supposant la fonction F(^) rationnelle, on ne

peut obtenir d'autre surface minima dont la classe soit égale ou infé-
rieure à 122. Comme 122 est le double d 'un nombre premier, il ne peu t
y avoir de surface minima réelle de cette classe que si F (s) est une
fonction rationnelle.

Les surfaces précédentes donnent l ieu à un certain nombre de re-
marques analogues à celles qui ont été faites pour le tétraèdre. Ainsi,
si f(s) est de la forme (II), les surfaces associées à celle-là admet tent
encore les plans de symétrie de Ficosaèdre.

Nous verrons plus loin la forme générale des dérivées troisièmes de
F(,y), et les équations différentielles des lignes de courbure et des
lignes asymptotiques.

1.2. OCTAÊDÎŒ. — Je prends les mêmes nxes de coordonnées que
dans la première partie. Les neuf plans de symétrie du polyèdre p n r î a -
gent la sphère circonscrite en quarante-hui t triangles a l t e rna t i vemen t
égaux et symétriques dont les angles s o n t ^ ? ^ ^- A u x vingt-quatre
mouvements de rotation qui font revenir ce polyèdre sur lui-même
correspond un groupe G, de vingt-quatre subst i tut ions linéaires :

/ . . i — -s" . T — ,y s — i . i — s
S •== À', IS, —— S, —— IS, ——————? / ————— 5 ————— 5 —— l ————- ,t •+ s i 4- s .s- -+- i j, + s

p , ï 4- .9 . l -(- S ï -h.? . l -h ^ i i î — (
{ { ï ^ ) ^ ——————3 l————, ——————, (,——————, -, «, — — _ , .—__ y

ï — s î — s s — î ,ç — i ,s* .y .y .ç

s -4-- i ù' — i s -4- i .? — i is 4- ï i — s i -+- à'
s — i s — i s — ; s -f- i ? s -4- / '? / 4- s ? ? 4- .<? *

On peut prendre comme substitutions fondamentales du groupe les
substitutions

s'^ç?i(s)=ù, s'=^ 0)= •̂ F"̂I —r- <>

dont la première correspond à une rotation de ^ autour de oz et la se-
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conde à une rotation de deux angles droits autour de la bissectrice de
l'angle xoz\

L'équation ^?(^4 — i) == o, si l'on y jo in t la racine s= -x, donne les
sommets de l'octaèdre

0, CO, ±:I, ±l\

L'équation s9+1^^+1=0 donne les extrémités des rayons pas-
sant par les sommets du cube :

.4-./2 . 2Â-!T£
--- V° ~1 ——8~ / , ___ q ,., .——-——. e , { h — ï , ô , o , 7 ) ,

JHi

enfin réquation ^ 1 2 —-33^ 8 —33^•+• I=o donne les extrémités des
diamètres passant par les milieux des arêtes du cube :

3 A- TC /

(±\/2-î)e ^ , (A'=o, i, 2, 3),
2/f'7:i

e~, (^=1 ,3 ,5 ,7 ) .

Entre ces trois fonctions on a la relation

(58+^4^+I)3-+-Io8^(^—I)4==:(512—3358—33^+I)^ .

Posons
,(,) ^-33^- 33.^^

ô^^Ç^—i)2

(27)
T, , , r 7 / M s (^2—33^—335 (•-^-I)^

H, (.)==[/.(.)] -^——,o8^(^-.)^ '

on aura
h(ts}==- h(s), h(—^\^- /,(,),

Ht(^)== H^), H.fI—5)= H.(.),
\I -i-,?/

et, en général, si ^= ( f t ( y ) ̂  une quelconque des substitutions du
groupe Gi, on a

(28) h^,(s)]=± h(s),
(29) H,[y,(^)]= H,(,9).

Toute fonction jouissant de la propriété exprimée par l'équation
(^9) est une simple fonction de H,(^).
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Cela posé, considérons un système de deux courbes minima conju-

guées C, Go? et cherchons commeni on doit. prendre la fonct ion carac-
tér is t ique F(^) de C pour que ce système admette tous les plans de
symétrie de l 'octaèdre. Toute rotation de — au tour d 'un axe ternaire
doit faire revenir la courbe C sur elle-même, mais une r o t a t i o n de
^ au tour d'un axe quaternai re tel que oz ou de TC au tour d'un axe
binaire tel que la bissectrice de l'angle xo^ peut amener la courbe C à
coïncider avec la courbe conjuguée Co. Remarquons seu lement que la
su i te de ces deux rotations équ ivau t à une rota t ion de — a u t o u r d ' u n
axe ternaire. Par suite, si l 'une d'elles amène C à coïncider avec Co, il
devra en être de même delà seconde. La fonction caractéristiqueF^)
devra donc vérifier l'un des deux systèmes de relations

rF(^)=: /F( .^
(30) W^\^__±-F(ç)1 [,4-^-"(l 4^ i{{!h

(3 r )
l -F(^)=-^.Fo(-1

» \ ^
] 17 ( ! ̂  •̂  — 2•s>2 F ( l \(^T^J-^^^o^-ïJ*

Pour que le p lan des xz soit un plan de symétrie pour le système
des deux courbes C, Co, il fau t en outre que F(5?) vérifie une des deux
re la t ions

Pour
des deux courues u, L.o,
re la t ions

(3%) Fo(,9)==F(.9),

(33) -^F^^=F(^.

Nous sommes ainsi ramenés à rechercher les fonctions qui vérifient
un des deux groupes de relat ions (3o) et (3i) avec une des relations
(3s) et (33). On a donc en tout quatre cas à examiner-

Des relations (29) on conclut , en différentiant, que la fonction •?--—•?
Jl. ̂  .9 )

OÙ

H,(.)=^H^),
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satisfait aux équa t ions (3o), et toute fonction vérifiant les mêmes re-
lat ions sera de la forme

^)==i^)fww
Pour qu'elle vérifie en même temps l 'équation (3a), il faut et il suf-

fit que Tsoit une fonction réelle. Pour qu'elle vérifie la relation (33),
il faudra que les valeurs de ^F soient deux à deux égales et de signes
contraires; en effet, la substitution ./==— ^ faisant partie du groupe G, ,
les équations (3o) ent ra înent la suivante :

^Ff -^ )==F( . s - ) .
\ s ] ' '

11 nous reste à combiner le système (3 i ) avec l 'une des formules
(3^) et (33). Je remarque d'abord qu'une rotation de 'n: a u t o u r de or,
qui est un axe de symétrie quaternaire, doit faire revenir la courbe G
sur elle-même; par suite, les formules (3i) donnen t , en conséquence,

^F(-4)=F(.).

Supposons, en outre, que F(^) véritie la relation (32); on aura
aussi

^Fof-^^F^.ç),
\ ->/

et les formules (3i) pour ron t être remplacées par les formules ci-
dessous :

(3i bis) F(^)=-<F( . î ) , F -—-)==———F(^).Ï — S \ _ 2

JT"Ï/ ~~ (x+^) 2

Des formules
h(is)=^h{s), k(^^=-k(s),

on tire, en différentiant ,

zk'W ==-h'(s), A'(^) ̂ ^ =-A'(,),

Ann. de VÉc, Normale. 3e Série. Toine ÎV. — SEPTEMBRE 1887. 36
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et, par suite,
i —^ l — 2 x _L

A7^""/^)' /^I-'Ç^ (i-^)2 A/^)/<, i ——— j
V-^7

Nous voyons que la fonction •j— satisfait aux relations (3i) et (3j2)
et l'expression générale d'une fonction satisfaisant à ces relations sera
la suivante

F(.)=^^ [!!,(.)],

¥ désignant une fonction réelle quelconque.
Enfin, supposons que F(^) vérifie les équations (3i) el (33). Nous

avons déjà remarqué que les équations (3i) en t ra înen t la suivante :

•^(-O-^
qui , rapprochée de la formule (33), nous montre que les valeurs
de F(.9) seront deux à deux égales et de signes contraires.

Les relations (3î ) pourront alors s'écrire

F(^)=±=.Fo(.) , F(^)-±^7FFO(<S>)•

Posons
EF(^-[^]/(-).

La fonction/^) devra satisfaire aux relations

/(,,)=/o(.), /(^)=/o(.9);

l'expression générale d'une telle fonction est

f=.W[ih(s)],

^F désignant une fonction réelle.
Ainsi, on obtiendra une surface minima admettant tous les plans de

symétrie de l'octaèdre en remplaçant dans les formules (i 5 ) f(s) par une
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fonction ayant F une des formes suivantes :

(I) F^^j^^iEHiML

(II) F(,9)=^T,[H^)],

(III) F(.)=:^^ïp7[7A7ï)],

Ti, Ta, Tg désignant des fonctions réelles,

(IV) F^)^^^^^!^.

T^ désignant une fonction quelconque.
Dans le cas (I), les neuf plans de symétrie du cube sont pour la surface

des plans de symétrie de première espèce; ils sont tous de seconde espèce
dans le cas (IV). Dans le second cas, les trois plans parallèles aux faces
du cube sont des plans de symétrie de première espèce et les six autres sont
de seconde espèce; c'est l'inverse dans le troisième cas.

Si F(\9) est de la forme

(V) F(.9)=,gr^\/y,[H,(^)],

T;3 désignant une fonction réelle, les formules (3o), (3i), (3^), (33) se-
ront vérifiées à la fois, et l'on aura une surface double.

On aura encore autant de surfaces algébriques qu^on le voudra ré-
pondant a la question, en prenant pour les T des fonctions algébriques.
La fonction F(^) ne pourra être rationnelle que dans les cas (I) et (II).
On peut mettre alors F(^) sous une forme un peu différente. Dans le
groupe Ci, considérons le sous-groupe g- formé de la manière suivante.
Les substitutions fondamentales du groupe G^ étant

T ___ C

?i(^)=^ ^W= TTT tf

toute substitution de ce groupe sera de la forme

yï1?^?2?^--??"?!^
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les substitutions, pour lesquelles la somme

ai -+- (3i -+- aa -4- Pa -+- . • • -1- ̂  -t- ^n.

est un nombre pair, forment un sous-groupe g de douze substitutions
qui reproduisent la fonction rationnelle h(s), groupe qui est identique,
en réalité, avec celui du tétraèdre. Désignons par 'TCZ-(^) une quel-
conque de ces substi tutions; on obtiendra le groupe G| en combinant
les substitutions de g avec une des substitutions <p^ et cpa.

Cela posé, soit r(s) une fonction rationnelle quelconque; posons
/= 12

R^)=^-[^)]-^-;
^

la fonction ainsi obtenue R(-y) satisfait aux relations

R[^-(^)]^^=R(<).
~dT

La fonction
a^)==R(.î). R(w)

vérifiera les relations (3o) tandis que la fonction

^^R^)-^

vérifiera les relations

^(^)r=— i^s), 9(-——~ == -——1_9(^),
f t — S \ __ 3

• S ,^" ' v' ' ^i-K.çy ( I -^ -^ ) â v • ' /

Finalement les fonctions rationnelles
F(^) ==^(^-h^(^),
F,(<9)==^(.î)-+-^o(^)

vérifieront respectivement les relations (3o) et (3i) avec la rela-
tion (3a).

Inversement, on obtient ainsi toutes les fonctions rationnelles véri-
fiant ces relations, et Von peut même supposer que r(^) n'admet pas
de pôles en dehors d'un triangle élémentaire sur la sphère.
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Si r(s) a un seul pôle du premier ordre à l'intérieur du triangle élé-
mentaire, on aura, dans les deux cas, pour la courbe minima corres-
pondante,

0=:i44, C=:ôo, R==98.

La surface minima sera de IQ46 classe, et l 'ordre sera

^{1^= 20.736.

Si r(s) a un pôle du premier ordre sur un côté d'un triangle élémen-
taire, on aura, pour la courbe min ima ,

0==7â , C=2Ô, R=5o;

la surface minima correspondante sera de qS® classe, et l 'ordre sera
^5i84.

Enfin, si r(s) a un pôle en un des sommets d'un triangle élémen-
taire, nous dist inguerons les deux formes de la fonction rationnel le F(^),
Supposons d'abord que F(^) soit de la forme (I); les trois surfaces
les plus simples que l'on puisse obtenir correspondent aux fonctions
suivantes :

o y . . _ H . i ( ^ ) [ H t ( ^ - i ] . (,s^-33.çs- 33^-4- i^+i^+i)
' ) - IF, ,ç3(^_ï)3

pour la courbe minima correspondante, on a

0=3o, C=2o, R==a6.

La surface minima que l'on en déduit sera de 50e classe, et l'ordre
sera ^ 900-

p^_H^) _ (^^-33^-33^4-iM^i).
A { s ) ~ W, (,?) ~ ^^i^'^i)2

pour la courbe minima correspondante,

0=32, C==i8, R=26.

La surface minima sera encore de 50e classe et d^ordre ^io24.

^ Fr^^-1'1^^-1 _^(^-0(^-m4^+i)J L ^ ; — ^^^ — A ^i2_33^_33^^.^
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Pour la courbe min ima correspondante,

0===36, C==i4, R=a6.

La surface minima sera encore de 00e classe et d'ordre ^1296.
En supposant F(^) de la forme (II), la surface la plus simple s'ob-

tient en prenant
i ^-i- ̂ ^-t- i

^^-A^^^^-^-^-T^rTT"
Pour la courbe minima correspondante, on a

0==i8, R==8, C = = = i 4 .

La surface minima est de 26° classe et d 'ordre ̂  3.24.
On pourra, comme précédemment, déduire d'une surface correspon-

dant à une valeur de F(,9) de la forme (IV) u n groupe de surfaces toutes
applicables l 'une sur l 'autre, et a d m e t t a n t les neuf plans de symétrie
du cube comme plans de symétr ie de seconde espèce.

Nous verrons plus loin la forme générale des équations différen-
tielles qui déterminent les lignes de courbure et les lignes asympto-
tiques de ces surfaces.

13. RECHERCHE GÉNÉRALE. — Nous avons obtenu, dans ce qui précède,
une inf ini té de surfaces m i n i m a , algébriques ou transcendantes, ad-
mettant tous les plans de symétrie d'un polyèdre régulier. Mais rien ne
prouve jusqu'ici qu'on ob t ien t de cette façon toutes les surfaces min ima
jouissant de celle propriété. Pour examiner s'il en est ainsi, cherchons
d'abord d 'une façon précise quelles sont les conditions nécessaires et
suffisantes que doit remplir la fonction caractéristique F(^) pour que
la surface minima réelle correspondante admette pour plan de symétrie
le plan des ccz.

Je remarque, pour cela, qu'à une fonction F(^) correspond une sur-
face minima unique, mais la réciproque n'est pas vraie. Sur toute sur-
face minima réelle existe deux faisceaux conjugués de courbes minima ;
les courbes d'un même faisceau sont congruentes à l'une d'elles, et leurs
fonctions caractéristiques sont de la forme

F(,ç) 4-A^-4- ^Bs-r- G;
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les fonctions caractéristiques des courbes minima conjuguées sont de
la forme

II suit de là que, si une fonction mise à la place de F(^) dans les for-
mules ( i5) donne la même surface que F(;î), elle est nécessairement
de l'une des deux formes précédentes. Or, si nous remplaçons F(^) par
F(c9) 4- As2-}- 2'Bs -4- C dans les formules ( r 5 ) » les coordonnées^", j, ^
sont augmentées respectivement de

2 R [ A — C ] , 2R[z'(À.4-C)], —4R[B] ,

la lettre E. désignant la partie réelle d 'une quantité imaginaire . Si la
surface est algébrique, pour qu'on re t rouve la même surface, il faut et
il suffit que A et C soient conjugués et que B soit de la forme ;B', jy
étant réel.

On trouve les mêmes conditions en prenant la seconde forme. Ainsi,
les seules/onctions qui, mises à la place de F (s) dans les formules ( i5),
donnent la même surface minima, sont comprises dans l'une des deux
expressions générales

F(.ç) .-{-.A.-?2-}- 2iî3s-+- AO, — ^ F o f — - 1 ) +A^ 2 -^ -2^B5•+-Ao,
\ s J

A et Ao étant conjugués et B étant réel.
Cela posé, si la surface représentée par les équations (i5) admet le

plan des^s pour plan de symétrie, il est évident qu'on obtiendra la
même surface en partant de la courbe minima symétrique de la pre-
mière par rapport au plan des xz. Cette nouvelle courbe minima ayant
pour fonction caractéristique, comme il a été vu plus haut,

^rf-iy\ s )
il faudra que F(^) vérifie une des deux relations

(34) - - -^Ff-- l )=F(^)- l - -A^-^•â^B5-+-Ao,
\ s )

(35) _ ,ç2 F ( L\ ̂ ^-s^ Fc/— ^} 4- A^+ a iîis -h Ao,
\ S ) \ S j
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et cette condition est suffisante. Nous nous sommes bornés, dans ce
qui précède, à considérer le cas particulier où

A = = A o = = B = o .

Je dis maintenant qu^on a toujours le droit de faire cette hypothèse
lorsque la fonction F(^) est algébrique. En effet, considérons une fonc-
tion algébrique F(^) vérifiant la relation (34); le changement de s en
— J- donne l'équations

F(^) = — s2 F (— L} — A 4- 2 i ' B s — Ao.?%

et celle-ci, combinée avec la première, donne

F (.9) = F(^) + (A — Ao) (^ - i) -t- 4 iBs.

Toute fonction F(^) vérifiant cette relation sera nécessairement trans-
cendante et non uniforme, à moins que l'on n^ai t à la fois

A==Ao, B == o.

La formule (34) devient alors

(34 bu) —^F/ ^ ^ = F ( ^ ) + A ( 6 t 2 - 4 - I ) .

Posons maintenant
/O) = F (s) -h À.î2 -h 2 ̂ y + 7.o,

X e t 'ÂO étant conjugués et p. étant réel, ce qui ne change pas la sur-
face. On aura

/./ i\ ,-, / i\ À a m .,
/1~^)=F(~,)+^~-7- 4-7.0,

\ A / \ 5/ 5 .3»

-"^•^(-O^-'^^^.O-^-^2^--^^
==: F (s) + A (52 4- i ) — >. + 2 î'^i.? — Âo,;2,
== /(.î) + A(^-4-l) — (À + Ào)(l + ̂ ).

Cette relation se réduira à

-^/(-4)=/^)
pourvu que l'on prenne "X 4- \ == A.
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Supposons en second l ieu qu 'une fonction algébrique F(V) vérifie
la re la l ion(35) ou la relation équivalente

F(.î) =r Fo ( s ) -4- Ao .î2 "S- 2 iBs -h A.

Égalons les fonctions conjuguées des deux membres; il v i en t

Fo(.y) = F(.<?) -+- As'-— 2 ^B.y 4- Ao,
et, par sui le ,

F(À') := F(.ç) 4- (A 4- A o ) ( i 4- ^)-

La fonction F(^) ne pourra être algébrique que si A - t - A o ^ o »
c'est-à-dire si A est de la forme ï'a, a étant réel. La re la t ion précé-
den te prend donc la forme

Fo(.î) == F(.<0 4- < ( a ^ - h 2p.s- — a) ,

a et p é tant réels. Posons, comme tout à l 'heure,

f(s) == F (.s- ) -h ̂ 2 -s- 2 ^J.À- -i- Ao ;
on nu ra

/o(.ï) =: Fo(.î) -h }.o ^— ^ i [ j . s -4- 7,
== F(^) -h ^( ût^2 -h a (3^ — y. ') -+- AO^^ — 2 ^p- •s> ^"- ̂
=:/(.s1) 4- ^(a^-t- 26,? — a) 4- ( À o — 7)(^2- r I) — 4 ̂ .

Celle relation se réduira à
.A (.)=/(,),

si l'on prend Â() — 7^ 4- i^ = o, 2 [M -- ^ ^.-T'O. En définitive, on obtient
toutes les surfaces minirna algébriques admettant le plan des xz' pour plan
de symétrie en prenant pour F(^) dans les formules ( ï 5 ) une fonction
algébrique vérifiant F une des deux relations

Fo(.)=F(^),

-^•F^-^^'FW,

Mais il n'en est pas de même pour les surfaces non algébriques.
Considérons, par exemple, la surface minima représentée par les équa-
t ions (i5) où l'on fait

~FÇs) = ̂ arctang.?.
Ann. de VF.c. Normale. 3° Série. Tome IV. -— Si-;prEMnKE 1887. 37
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La fonc t ion F(^) vériûe la relation

-^F(-^^F(.)+^+Â-^.,

et, en posant
f(s) == is arc tang.? + /..ç2 -+- 2 ĵ..ç -4- ?.y,

on n 'aura j a m a i s
-^(-^ ==/(.).

Cependant la surface correspondante admet le plan des xz pour plan
de symétrie. Cela résulte d 'une des propositions précédentes. On peu t
ici le vérifier directement sur les expressions des coordonnées :

ni • ^^ "I——K[-(T^)4

y-Rr'^-^iJ-^^^j, 1

r-u.yf j r—.y2) ' . -].,̂ R .̂.̂ ^^

Quand on change s en — -r-, x et z' ne changent pas, y change de signe.

14. On démontre par des considérations analogues que les formules
obtenues précédemment représentent toutes les surfaces minima, réelles
et algébriques, admettant la symétrie d'un polyèdre régulier. La dé-
monstra t ion se faisant de la même façon dans les trois cas, je la déve-
loppera i seulement pour le tétraèdre.

Soit P(^) une fonction algébrique, telle que la surface minima repré-
sentée par les équations (i 5) admette les plans de symétrie du tétraèdre
régulier; F(^) est la fonction caractérist ique d 'une courbe m i n i m a .
Cette courbe minima ne revient pas nécessairement sur elle-même
quand on lu i fait subir une des rotations qui font revenir le tétraèdre
régulier sur lui-même. Mais, après une quelconque décès rotations,
elle doit, revenir congruente à elle-même; cela tient à ce fait que ces
rotations sont de —T ou résultent de la combinaison de pareilles rota-

tions. Après une rotation de ^ a u t o u r de OC (voir fig. 4), on aura
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donc
27!:f

a2 F ( a.?) r= F( ^) 4- as^ -4- 3 ̂  4- <^o? a -==- ô :î ,

a et Oo é tan t conjugués et b étant réel. Changeons dans cette formule s
en a ,ç, pu i s en a 2^; i l v i en t

^^'(a2^) == F(a^) -^-^(a^)2 -h 2ib(as) + r/o;
a^FO) ==F(a 2 ^) -h ^(a^)2^-^^^^2^) -h ^o.

M u l t i p l i o n s la première de ces re l a t ions par a2, la seconde par a et
a jou tons ; nous t rouvons :

c ^ ' F ( s ) •= a2 F(^) + ̂ (a2 -4- a -1- i) 4- Qib a^s 4- ^o( i 4- a 4- a2)
rrra2!^.?) 4-6^a3^.

Pu i sque par hypothèse F(.?) est algébrique, il faudra que l'on ai t

b-=o,

et la r e l a t i o n écrite p lus h a u t devient

^'FÇa.^^VÇ.s) 4-â^4-ao.
Posons

F^Çs)=-T(s) 4-À^4- 2 ip.s -^- ÀO,

X e t X o dés ignant deux quant i tés conjuguées et p-é tan t réel; on aura

a2 Fi (as) -= a'^a.y) 4- ^ a^4- az^-.s' 4- ^o^2

==F(.?) 4- a524-^o+^^^4- a î fJ . .y4-AoOî 2

= Fi (.ç) 4-a .ç 2- i -^o4-^(a—-I) .ç 2+}.u(a ^— i ) ;

pour que l'on ait
a2 Fi (a.?) -=. Fi (.9),

i l nous suf f î t de prendre

}, ̂  —%—, }, •= ^—.
a — i ? '° a2 —-1

On peut donc toujours, en faisant subir à la courbe minrma une trans-
lation imaginaire (ce qui ne change pas la surface minima correspon-
d a n t e ) , ramener dans une position telle qu'une relation de — autour
de OC fa fasse revenir sur elle-même.
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Considérons ma in tenan t une rotation de -n: a u t o u r de OA. La fonc-
t ion F(^) devra satisfaire à la nouvelle condi t ion

rzIziL±-̂ ^ F ̂ V2-^') =-. F(.) + A..- - 2 <B. + Ao ;o \ — i -4-.^,/ay

changeons dans cette relation s en —^—:—:» elle devient
^ — I ^- ,ç ^/a

___^F(,)=F(-V^)
(— i .4- ,ç ^2 / \ — i -h ^ y7 a/

A (v/a -+- .<? )2 •+- a < B Cy/3 -h .y ) (— i ̂ -jîV/a ) ̂ -__Ao('^-_ï —^ \/^)2
+ ^ ^ ^ , ^ ^ _ . _

et cet te relation, combinée avec la première, nous donne

F (s) -= F (s) -h A^2 -+- a iB s -i- Ao

A, (^-+-_^)2-^2 ÏB (v/2 ̂ î ) c^:J ""Lî ĵ4" '40-?'~~I -:̂  'i ̂ y
Puisque la fonction F(.?) est algébrique, le t r inôme du second degré

3A^-h6n^y4-3Ao—A(\/24-.02-- 2/B(\/2 -i- s ) (— i ~t- s ^2) — A o ( — i -^-.yv/;ïy-î

doit être ident iquement nul . On a ainsi les trois condi t ions

a A. — a ^B \/a — aAo . == o,

o, Ao -E- a ̂ 'B \/a — a A. == o,

— 4 ̂ "B -l- a A, ̂ 'ï — a A o \/2 == o,

qui se réduisent à une seule

A — A o — ?'B \/2 -== o.

La suite des deux relations de — autour de OC et de 'TC autour de OA

est équivalente à une rotation de — autour de OB. Diaprés ce qu'on
0

v ien t de voif, on peut toujours, sanschanger la surface correspondante,
amene r la courbe min ima dans une position te l le qu 'une rotal ion de
^ a u t o u r de OB la fasse revenir sur elle-même. Supposons qu'on ait

<y

-•'^^iKSWUSVSSS'S^^^



SURFACES QUI ADMETTENT TOUS LES PLANS DE SYMÉTÎUE, ETC. 2g3

effectué cette transformation, il en résulte de nouvelles relations entre
les conslantesa, Oo, A, Ao, B. Dans l'égalité

Z:^!^^ F (-^—) =-- F ( . -> 4- A.V--+ . < B , < + A»,
o \ _ j -4-,ç^3/

changeons .y en a.? et divisons par a; il v ien t

i (-— i -f- ;? a \/2 )' / </3 -+-.? a \ . ,, , , , „.- «. —————Î_Z. F _v—————^ ^ y2 p ^ ̂ ^) ^_ ^ ^^2 -4- ^ ^ B .s- — A,, a2
a ° \— i - ^ s ^ ^ ï )

^ •=i F (.?) -t- ^;î -h a^ 4- A a^ -4- si iB ̂  -i- Ao ^2.

Mais, puisque la courbe revient sur e l le -même après cette suite de
deux rotations, il faudra que l'on ait

a 4- A y. "=: o, B = o, Ay y:1...— f/o —: o.

Comme on a déjà
A — A O — ^ B V ^ ^ O ,

on déduit de là que A sera réel et l'on aura

a •== — A a, <c/o •-= — A, a2.

Posons de nouveau

Fi(^) •== F(.s') '-i- As2 -h ;î ^-A' -4- Ào,

A et Xo étant conjuguées et (JL étant réel. Pour que la fonction F, vé-
rifie les relations

- (- l -+- ^V'ï)2 F / V^ -L-- ^ \ „ ̂  .,,-————————————— j< ^ l „..-——————^ „.- F i (^A ),
„ ô \^ j -.^.ç^a^/

a^^a.ç)1^!^^^),

on trouve par un calcul déjà fait que À, À^, a doivent vérifier les rela-
tions

)l4-/.Q==:A, IQ— ^ — 2^/2 =: 0, a- i -Afa—î) 1 -^ 0, ^o-S- À(a â —•l)=<X

On tire des deux dernières

-, — a . a . , a'2
A —— ——— A _______ > —— 't ____A —— ————!—— •—— £\ —————— ? Art -— ,'X —;~1———— ?

^ -̂ . I ^ ————— î Ç(^ ————— î
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et ces valeurs vérifient bien la relation

?.-+-},o-=:A.

On peut donc, sans restreindre la généralité, prendre une courbe
minima qui revient sur elle-même par toutes les rotations qui font reve-
nir sur lui-même le tétraèdre régulier.

La fonction caractéristique de la courbe minima sera donc de la
forme

PW=WW^11^

Les fonctions caractéristiques de la courbe miniina conjuguée et de
la courbe minima symétrique par rapport au plan des .̂ s seront res-
pectivement (voir n08 6 et 10)

H2^) ^ r_i -H2^ w\ —\îr(^) TH^J5 îï7^) LH(^J
Pour que la surface minima admet te le plan des ocz pour plan de symé-
trie, il faudra donc que l ' une ou Pautre des deux re la t ions suivantes
soit vérifiée :

n^ V[H(.)] — ̂  v [n ,̂] + »- + - "•' ̂  «.,

^ '"[H^]- l^w'[^a--'••"-'•••
Dans les deux cas, le t r inôme as'2 -+- ^ibs 4- a^ serait égal au p rodu i t
de FV— par une simple fonction de H(.î); ce qui est impossible. Il

il \ S )
faut donc que l'on ait a == b === a^ === o.

15. SURFACES NON ALGÉBruQUES. — II ne nous reste p lus qu'à rechercher
des formules générales pour les surfaces non algébriques possédant la
symétrie demandée. Les relations (34) et (35) qu i expriment que la
surface est symétrique par rapport au plan des ocz p rennent une forme
beaucoup plus simple, quand on prend au l ieu de F(^) la dérivée
troisième S^) == Y" { s ' ) et qu'on emploie les formules (16) pour repré-
senter les coordonnées d'un point de la surface. C'est ce que nous
ferons désormais.
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Sur la surface min ima réelle représentée par les formules

^=R[j\i-^)^^)ds],

y3~R[/^(i^)^)^],

z-==R[/\sf(s)ds],

il existe deux faisceaux de courbes minima congruenles ayant respec-
t ivement pour fonctions caractéristiques.»(„>, -^.(-;).

Il est na ture l de prendre ^(^) pour fonction caractéristique d 'un
système de courbes min ima congruentes, car à une fonction ^ ( s ) cor-
respondent une i n f i n i t é de courbes minima toutes congruentes entre
elles. Nous avons déjà vu plus h a u t (n° 6) que le faisceau symétrique
du précédent par r . ippor tau plan des ocz a pour fonct ion caractérist ique

et le faisceau que l'on déduit du premier par une r o t n î i o n
^ , ,-, /doY^r^) -7- ) 'L ' ' '-' \ds )

où s ' ==. ̂ (s) désigne la subst i tu t ion inverse de celle qui correspond à
cette ro t a t i on .

Si la surface est symétr ique par rapport au plan des ^s, le faisceau
symétrique du premier par rapport à ce plan doit coïncider avec ce
faisceau lui-même ou avec son conjugué. Il faut d o n c que la fonc-
tion ^(s) vérifie l'une des deux relations

(36)
.^-(-;)=.rM,

1 i ( î\— l i( ''
7'10\~^ -~7''l\~~s

dont la dernière peut aussi s'écrire
(87) • ^(.î)==J(.y).

Les conditions précédentes sont nécessaires; sont-elles suffisantes? Sup-
posons, par exemple, que la première relation (36) soit vérifiée.. On
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obtient deux surfaces min ima symétriques l 'une de l 'autre par rappor t
au plan des xz en prenant successivement ^(s) et — ~ ^ ^ [ — -y") c^^ls

les formules (16). La relation (36) exprime que ces deux surfaces sont
congruentes. Elles sont donc à la fois symétriques et congruentes. Si
elles sont algébriques, elles auront forcément un plan de symétrie
parallèle au plan des<rs; mais il n'en sera pas nécessairement ainsi si
la surface est périodique. On verrait de même que la condi t ion (37)
est s implement nécessaire, si la surface n'est pas algébrique. Ainsi les
conditions nécessaires (36) et (37) ne sont suffisantes, en général, que si
r1(s) est la dérivée troisième d'une fonction algébrique.

Prenons, par exemple, pour é{s} la dérivée troisième de

?(,<>•) ==: (.s' arc tang^)( ï 4- i) ;
on a

,y3 y / — .I- \ ̂  s (i 4-1) arc tang ( -
\ s / • \

•I- ) == s (i 4-1) arc tang ( — -s / . \ "̂

=r .?(r 4- i ) arc lang.s- -!- ( Â-TT 4" ^ ) ^ ( i -+- i)

= F (.y) 4- ( / C T T 4- ^ ̂ (i -1- 0,

et, par suite, ^,-;=,(„,.
Si l'on prend pourF(^) la fonction précédente dans les formules (i 5),

la surface ob tenue n 'admet pas le plan des xz pour plan de symétrie.
Quand on change s en — ^ x 'ne change pas de signe, y change de

0

signe, et z augmente de TT. Cet exemple montre bien que les condi-
tions (36) ne sont que nécessaires.

Pour abréger, j e - d i r a i q u ' u n plan P est un plan de pseudosymétrie
pour une surface S lorsque la surface S', symétr ique de S par rapport
à ce plan, est en même temps congruente à S. Les re la t ions (36) et
(37) expr iment précisément que le plan des xz est un plan de pseudo-
symétr ie pour la surface représentée par les équations ( t6) . Il y aura
encore lieu de distinguer deux espèces de pseudosymétrie pour une sur-
face m i n i m a . Si la première relation (36) est vérifiée, chaque faisceau de
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courbes m i n i m a de la surface est congruent à son symétrique; le plan
des xz sera dit plan de pseudosymétrie de seconde espèce.

Si la relation (37) esl vérifiée, chaque faisceau de courbes min ima
de la surface est congruent au symétrique du faisceau conjugué; le
plan des ocz sera dît plan de pseudosymétrie de première espèce. Le pro-
blème que nous avons en vue n'est évidemment qu 'un cas particulier
de celui-ci :

Trouver toutes les surfaces minima admettant pour plans de pseudo-
symétrie tous les plans de symétrie d'un polyèdre régulier.

Imaginons que nous ayons pris les mêmes axes de coordonnées que
dans ce q u i précède. Aux relations (36) et (37) nous devrons jo indre
d'autres relat ions exprimant que certaines rotations autour de l'origine
ramèneni chaque faisceau de courbes min ima de la surface à être con-
gruent à lui-même ou à son conjugué. Soit s'== oÇs) = ' ^ ~ ^ _ . la substi-

• t u t i o n inverse de celle qui correspond à une rota t ion. Les formules dont
il s'agit auront l'une des formes suivantes :

(38) ^[y(^](§)2=^(^.

(39) .[,^(g)^-^.(-^.

Nous aurons à rechercher les fonctions ^(^) v é r i f î a n t u n certain nombre
de re la t ions de celle forme. La discussion est absolument la même que
celle qui a été faite plus haut pour les courbes minima et comprend les
mêmes cas part icul iers . Aussi je me bornerai a donner les résultats.

16. TÉTRAÈDRE. — On a deux cas à dist inguer :

(1.) ^(^^[H^.^^CHC.)],

¥< désignant une fonction réelle de H(^), et H(^) ayant, la valeur
donnée plus haut

ïi(^^lî^l^^( ̂ (^-^y
Les six plans de symétrie du tétraèdre sont pour la surface des plans

Ann. de l'Èc. Normale. 3e Série. Tome IV. — SEPTEMBRE 1887. 38
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de pseudosymétrie clé première espèce

(II) ^-[l^r^E11^^)]'
¥3 désignant une fonction quelconque. Les six plans de symétrie du
tétraèdre sont pour la surface des plans de pseudosymétrie de seconde
espèce.

Si la fonct ion ¥3 était réelle, les deux faisceaux de courbes m i n i m a
de la surface seraient confondus, et l'on aura i t une surface double .

IGOSAÊDRE. — On a deux formes différentes pour ^ ( s ) :

( I ) ^(^^[H^^J'yiCIÏ^.ç)],

ï^ désignant une fonction réelle;

(II) ^(^^[H^^/ÎÇpî^)^

¥3 désignant une fonction quelconque, et Ha ayan t la va leu r donnée
plus hau t (n°11) .

Les quinze plans de symét r ie de Ficosaèdre sont , pour la surface mi-
nima, des p lans de pseudosyméirie de première ou de seconde espèce
suivant que ^(s) est de la forme (I) ou de la forme (II). Si, dans la
forme (II), on prend pour ¥3 une fonct ion réelle, on aura encore une
surface double .

OCTAÈDRE. — La fonction 5°(.y) peut prendre quatre formes différentes :

(I) ^(^-[H^^^CIIiC.^],
(Il) ^(^^[^(^r^Eït^.s-)],
an) ^) == [h' (^jv^n^T/^i,
T^ Y^, ¥3 désignant des fonctions réelles;

( IV) ^(.ç) == [H^ (.)]Vti^j^-(7)j^
¥4 désignant une fonc t ion que lconque .

Les fondions H<(^ ) , h ( s ) ont les mêmes valeurs que plus haut , ef
la dis t inct ion des différentes espèces de pseudosymétrie se fait comme
au n° 12.
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Quand on aura pris pour ^(s) une fonction de l ' u n e des formes pré-
cédentes, il y aura encore lieu d'examiner si les plans de symétrie du
polyèdre régulier sont des plans de pseudosymétrie pour la surface ou
de véritables plans de symétrie. Ces plans sont toujours de véritables
plans de symétrie dans un castrés général et très impor tan t , auquel je
me bornerai maintenant : c'est celui où la surface admet des lignes
planes géodésiques situées dans les plans de symétrie du polyèdre.

•1.7. SURFACES A LIGNES PLANES GÉODÉSIQUES. — Repor tons-nous aux
formules générales (16) de M. Welerstrass, et supposons que la fonc-
tion ^ ( s ) p r enne des valeurs réelles pour les valeurs réelles de s com-
prises entre deux l imites a et 6. En prenant convenablement les con-
stantes d ' intégrat ion qui f igurent i m p l i c i t e m e n t dans ces formules, on
au ra , pour toutes ces valeurs de s, y == o. La surface min ima est donc
coupée par le plan des xz suivant une certaine courbe C, le long de
laquelle le p lan tangent à la surface est parallèle à oy. C'est donc une
l igne géodésique de la surface m i n i m a ; et, inversement, si le plan des
ûcz coupe or lhogonalement la surface minima suivant une certaine
courbe C, la fonction SÇs) prendra nécessairement des valeurs réelles
pour les valeurs réelles d é c e n t r e certaines limites. S'il en est ainsi ,
S{s) sera une fonction réelle, et elle prendra des valeurs conjuguées
pour des valeurs conjuguées de s. A ces valeurs conjuguées s, SQ corres-
pondront pour y des va l eu r s égales et de signes contrai res , car l ' in té -
grale

/(I-4-.?2^î(.î)^

sera nécessairement une fonction réelle d'après la façon d o n t nous
avons choisi la cons tan te d ' intégrat ion. On déduit de là le théorème
suivant de M. Weierstrass :

Si une surface minima admet une ligne plane géodésique, le plan de
cette courbe est un plan de symétrie pour la surface.

Au contraire, supposons que, pour des valeurs réelles de s, com-
prises entre certaines limites, i^Çs) prenne des valeurs réelles. En
choisissant convenablement les constantes d ' i n t ég ra t i on , on au ra , pou r
toutes ces valeurs de s, x == o, z == o, et la surface contiendra l'axe oy.
Inversement, si une surface min ima réelle contient l 'axe oy ou une
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droite parallèle, le plan tangent à la surface en un point quelconque
de la droite restant parallèle à oy, les valeurs correspondantes àes de-
vront être réelles et iSÇs) devra être réel pour ces valeurs de s. D'un
autre côté, si l'on choisit les constantes d ' intégration, de façon que oc et
z soient nuls quand s est réel, quand on changera s en ^o» y n^ chan-
gera pas, mais x et z changeront de signe. On a donc le théorème ci-
dessous qui est l'inverse du premier et qui a été énoncé aussi par
M. Weierstrass :

Si une surface minima contient une droite D, cette droite est un axe de
symétrie pour la surface.

Remarque 7. — Si une surface min ima contient une l igne plane géo-
désique, la surface adjointe contiendra une droite perpendiculaire au
plan de cette l igne, et réciproquement.

Remarque 11. — II peut se faire que la même surface minima possède
une ligne plane géodésîque et passe par une droi te perpendicuhire au
plan de cette l igne. Prenons, par exemple,

J(.s-) = ̂ •^--^^j^^

aelb étant réels, et a<^b. Quand on fait varier.? dans les formules (16)
de — oo à a et de & à 4- oo, on obtient une ligne géodésique p lane dans
le plan xos; mais, en faisant var ie r s de a à b, on obt ient une droi te
para l l è le à oy.

Cela posé, revenons au problème en quest ion : Trouver toutes les sur-
faces minima qui sont coupées orthogonalement par tous les plans de sy-
métrie d'un polyèdre régulier. D'après la remarque I, ce problème est
équivalent au suivant : Trouver toutes les surfaces minima contenant des
droites perpendiculaires à tous les plans de symétrie d'un polyèdre régu-
lier. La solut ion générale se déduit , en que lques mois, des développe-
ments qui précèdent.

Considérons d'abord un tétraèdre régulier et prenons les mêmes
axes qu 'au n° 10. Tous les plans de symétrie du tétraèdre devront être
pour la surface des plans de symétrie de première espèce, de sorte
que SÇs") sera de la forme

.7(.ç)==:[H /(.9)]2y[ï^(.î)],
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et 11 faudra, en outre, que la fonction ^[HC^)] prenne des valeurs
réelles pour des valeurs réelles de s, au moins entre certaines limites.
Ces condit ions sont d'ailleurs suffisantes; en effet, on peut amener le
plantes à coïncider avec un quelconque des plans de symétrie du té-
traèdre par des rotations qui font revenir le tétraèdre sur lui-même,
et ces rotations ne changent pas la fonction caractéristique.

Le même raisonnement s'applique à Ficosaèdre, et la forme générale
de ^(^) sera

^(^[H^)]2^,^)],

T[H2(^)] prenant des valeurs réelles pour des valeurs réelles de s entre
certaines l imites.

Le cas de l'octaèdre est un peu plus compliqué. On voit d'abord que
^ ( s ) sera de la forme

^^=.[^{^^[11,^

la fonction T[Hi(^)] prenant des valeurs réelles pour des valeurs
réelles de s entre certaines limites. Mais cette condition n'est pas suffi-
sante. En effet/les rotations qui font revenir l 'octaèdre sur lui-même
ne peuvent j amais amener un plan parallèle aux faces du cube, tel que
xoz, à coïncider avec un plan passant par les arêtes opposées du cube.
Il faudra donc que, en faisant tourner la surface de ^ autour de oz, ce

7T.

qui revient à changer s en s e ' ' , la nouvelle fonction caractéristique
prenne des valeurs réelles pour des valeurs réelles de s. On sait que

/ Ï - N
cette fonction caractéristique est i y ^ s e ^ ) .

18. DÉTERMINATION D'UNE CLASSE PARTICULIÈRE DE SURFACES MINIMA. —

Dans ses reciierches sur les surfaces minima, M. Schwarz a résolu la
question suivante : Déterminer une portion de surface minima limitée par
deux segments de droite et un plan, en supposant que cette portion de sur-
face ne présente aucun point singulier dans son intérieur, qu'elle coupe le
plan ortJzogonalement, que la normale à la surface tourne toujours dans le
même sens le long du contour, et que la section par le plan ne présente pas
de point d'inflexion. Il a montré que ce problème revient à effectuer
VAbbildungsw\xn triangle rectangle isoscèled'un certain triangle sphé"
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rique d o n t les angles sont connus, les sommets des deux triangles se
correspondant. Sans entrer ici dans tous les détails de là démonstration,
il est bien aisé de s'en rendre compte au moyen des considéralions
déjà employées. L'image sphérique de la portion de surface cherchée
se compose évidemment d ' un tr iangle sphérique dont les côtés appar-
tiennent à trois plans connus, l 'un para l lè le au p lan donné, les deux
autres perpendiculaires aux droites données. De ces trois côtés deux
correspondent à des lignes asymptot iques , et le troisième à une \i^ne
de courbure. Or nous savons que, en posant

A/T^às^r^s),

les lignes de courbure sont données par la formule

7r ( , ? )± :Tro(^ )=C,

et les lignes asymptoliques par la formule

T:(s)±:i^(s,)-=C'.

A u t r e m e n t d i t , lorsque le p o i n t ^ d é c r i t sur la sphère l ' image d 'une l igne
de courbure, le point U = T . ( ^ S ) décrit , dans son p lan , une pa ra l l è l e à
l'axe réel ou à l'axe imaginaire, de sorte que les transformées des l ignes
de courbure donnent, dans le plan des?/, deux faisceaux r ec t angu la i r e s
de droites. De même, les images des l ignes asymptot iques seront des
lignes droi tes incl inées a 45° sur les précédentes . On v o i t donc que,
lorsque s décr i t le contour du tr iangle précédent, u décrit, dans son
plan, le contour d'un triangle rectangle isoscèle; par suite, la fonc t ion

u •==. 7: (.s')

fourni t VAbbildung sur ce triangle rectangle isoscèle du "triangle de la
sphère ou de sa projection stéréographique.

Réciproquement, si la fonction ^(s) sat isfai t à cette cond i t ion , en
prenant, dans les formules de Weierstrass,

. p^r~ L ^~J '^ - L ^ -
on aura une surface minima répondant à la quest ion. Remarquons que
les angles du triangle sphérique, adjacents au côté qui correspond à
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l 'hypoténuse du triangle rectangle, doivent être moindres que 7r- Soit,
^ 2

en effet, s = a an pareil sommet; si Fangle du triangle sphérique était
supérieur à -5 dans le domaine du point s = a, on aurait

r^s) •==: b 4- (s— a)'k[Ao^^Al(s—-a) 4-...], Ao^o,

où X < ^ et par suite

j f( ,s t)^(^—a)2 )•-2[Bo4- Bi(5--^.) 4-.. .], où Bo^o,

et les formules (16) nous montrent que oc^ y, z ne pourra ient conserver
en même temps des valeurs unies p o u r s = a.

Si l 'on prend la portion de surface symétrique de la portion obtenue
par rapport au plan ou par rapport à l'un des segments de droite, on
obtient le prolongement analytique de cette surface. En continuant
ainsi i n d é f i n i m e n t , on obtient une surface min ima ana ly t ique formée
d 'une i n f i n i t é de portions égales ou symétriques. Il suit de là que, si le
plan donné est parallèle à un des plans de symétrie d'un polyèdre ré-
gulier et les deux droites perpendiculaires à deux autres plans de sy-
métrie du même polyèdre, la surface minima analy t ique ainsi obtenue
admet t ra une in f in i t é de plans de symétrie parallèles aux plans de
symétrie d 'un polyèdre régulier. On peut dire encore qu'elle admet
les plans de symétrie d 'une inf ini té de polyèdres réguliers tous con-
gruents entre eux.

Nous sommes donc amenés à effectuer l 'application conforme sur un
triangle rectangle isoscèle d'un triangle sphérique limité par trois
plans de symétrie d'un polyèdre régulier ayant deux angles inférieurs
à ^- Comme les plans de symétrie du tétraèdre appart iennent aussi au
cube, nous pouvons nous borner à considérer les deux cas du cube et
de l'icosaèdre.

A chaque surface ainsi obtenue s'en ajoute une au t re répondant à la
quest ion, qui est Vadjointe de la première. Celte surface est formée,
comme la première, d 'une infinité de portions égales ou symétriques.
On peut obtenir cette surface en prenant, comme plus hau t , une por-
tion limitée par une droite et deux plans et formant, les répétitions
symétriques indéf iniment .
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19. Les triangles sphériques, ayant deux angles aigus, dont les côtés
sont situés dans les plans de symétrie d'un octaèdre, sont au nombre
de c inq; en désignant parX-rc, p/rc, v-n: les angles de ces triangles, les
nombres Xy JJL, v auront les systèmes de valeurs suivants :

^ • • . . . . . . . . i, |, i, î, I,n 1 1 1 1 1P,. . . . . . . . . . . 3-, ^ g-, ^, -^,

^.......... i, ^ i, ^ i.

On n'en déduit pas cinq surfaces différentes. En effet, c'est la même
fonction analytique qui fourni t VAbbildun^' des quatre premiers trian-
gles sur un triangle rectangle isoscèle. Je m'appuierai pour le faire voir
sur 1a remarque que voici. Soit u == ^Çs) une fonct ion a n a l y t i q u e telie
que, lorsque .9 décrit un certain arc de cercle ab, u décri t un autre arc
de cercle AB. A des valeurs de s symétriques par rapport a l'arc de
cercle ab correspondent des valeurs de u symétriques par rapport à
l'arc AB. (J 'appelle points symétriques par rapport à un cercle deux
points qui se déduisent l'un de l ' au t re au moyen d 'une inversion ayan t
pour pôle le centre du cercle et pour module le carré du rayon.) La
propriété dont il s'agit se dédui t , par une substitution linéaire, du
principe bien connu employé par Riemann^ et dont nous avons fait
usage plusieurs fois dans ce travail :

Si une fonction analytique prend des valeurs réelles pour des valeurs
réelles de la variable et si elle est connue dans la partie du plan située d'un
côté de l'axe réel, on peut la prolonger de F autre côté. A des valeurs con-
juguées de la variable correspondent des valeurs conjuguées de la Jonction.

Cela posé, supposons qu'à un triangle d'arcs de cercle ABC, dont les
angles sont ^? ^ 7- corresponde le triangle rectangle isoscèle abc au

l.^. 2 0

moyen de la fonction ana ly t ique u == ^(.s-). Appliquons le principe
précédent. Une ûgure que le lecteur est prié de faire montre qu'à des
triangles d'arcs de cercle

A rm ( 7r 7r a 'ÎT \ A ri7 /7r ^ tK "\ rv v ( n n 2 '7T \ALD - f i — y -~7r » ALE -75-1 ^î — ) ? U r̂ ( „ 5 5 5 "j" )\4, 4 3 / \3 3 a/ \3 3 3 /

correspondent respectivement des triangles rectangles isoscèles acd,
ace, cef.

1 1 1 "
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La même fonction résout donc le'problème pour les quatre triangles^
Remarquons seulement que les deux triangles rectangles abc, cef qm
correspondent aux. deux triangles ABC, CEF sont placés de la même
façon, tandis que les deux triangles a.ce, acd ont leurs hypoténuses.
qui font un angle de 45° avec l 'hypoténuse des premiers triangles.
D'après ce qui a été dit plus haut , pour ramener ces deux triangles à
avoir la même disposition que les preniiers, il faudrait mult iplier la
fonct ion ^ ( s ) par (- i)^ ou ^0) par z ; ce qui revient à prendre la
surface adjointe de la première. iNos quatre triangles fournissent donc
en. tout deux surfaces adjointes l 'une de l 'autre.

On obtiendra la fonction ^(^) correspondant à ces surfaces en effec-
tuan t l'^&6^A,m^ du triangle d'arcs de cercle ABC sur un triangle rec-
tangle isoscèle. Pour effectuer cet, Abëildung, il est commode de passer
par l ' intermédiaire d'un cercle ou, ce qu i revient au même, d'un demi-
plan. Soit t la variable qui est représentée par un point du demi-plan
aux i l ia i re . En posant

r 1 cU
^= / -T————————33

JQ t^^—tY

on appl ique conformément le demi-plan positif des t sur un triangle
rectangle isoscèle du plan des u ayant le sommet de l'angle droit à l'ori-
gine eUes côtés dirigés suivant les axes. Les sommets du triangle cor-
respondent aux points o, i, oo du plan des t9, en particulier, le sommet
de l 'angle droit correspond au point t= o. Tout revient donc à faire
YAbbildung du triangle sphérique ABC sur le demi-plan positif des ̂  de
façon que les sommets A, B, C correspondent respectivement aux
points co, o, r . Il suffit pour cela de poser

(^_33.ç8_33^.^)2^
^=Hi(^)=———xo8^^"ï7———'

on en déduit

/ Ïî\(^)ds

H^I-HO^

ou, en réduisant,
ds

u —— qu y u s i

J (I+l4^-^)4

Ann. de l'Àc. Normale. 3e Série. Tome IV. — OCTOBRE 1887. 39
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Par suite, on aura

• ^)=f^y=(48\/3)2——
\ds} / </i-i-i4.

Pour avoir la surface adjointe, on n'a qu'à prendre

^)=(4.8\/3)2.

Ces deux surfaces ont été étudiées par M. Schwarz; l 'une d'elles est la
surface découverte pa rBiemann qui contient les quatre arêtes d'un té-
traèdre régulier.

Il nous reste à obtenir les deux surfaces fournies par le t r iangle
d'angles^? ̂  J- L'application de ce triangle sur le demi-plan positif
des t s 'obtient en posant

^^^rL1!2-—z^t^^tY ;IM.9)1

on verra plus loin comment on est condu i t à cette formule, à propos
de Ficosaèdre. On a d'ailleurs

et Fon en tire ^(.?). Cette surface et la surface adjointe ont été étudiées
par M. Neovius(Helsingfors, i883).

Les quatre surfaces précédentes jouissent d 'une propriété intéres-
sante. Dans u n e portion limitée de l'espace, il ne passe qu 'un nombre
fini de répétitions symétriques de la portion primitive. Ce sont, dép lus ,
comme l'a montré M. Schwarz, les seules surfaces minima obtenues
par ce procédé jouissant de la même propriété.

20. Nous allons maintenant nous occuper de la détermination des
surfaces minima de cette espèce dans le cas de Ficosaèdre. On a à con-
sidérer tous les triangles sphériques dont les côtés sont situés dans les
plans de symétrie d'un icosaèdre régulier et dont deux angles au moins
sont aigus. Ces triangles sont au nombre de quinze; en désignant par
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À-n:, (m:, w les angles, on a pour ̂  p., v les quinze systèmes de valeurs
ci-dessous :

(i). (il), (in). (iv). (Y), (vi). (vu), (vni). (ix). (X) . (xi). (xii). (xni). (xiv). (XV).
}>-- ^ i t i î ^ i T î 1 i t i j î
^ • • • - - î i i t t i -I i ! i i f i î i
^i _1 •I 1 1 2 1 1 & *> 1 1 t 4 ^ f) " " • ' s 3 5 ï ^ ? T i- t t i i | -I- -1 1

Tous ces triangles ne fournissent pas des surfaces m i n i m a d is t inc tes
les unes des autres. Ainsi la même fonction donne VAbbildun^ des
trois triangles (I), (II), (III) .sur un triangle rectangle isoscèle. Ces
trois triangles donnent naissance, par conséquent, à deux surfaces seu-
l e m e n t , qui sont adjointes. Il en est de même pou r ies trois trianglesfIV),
(V), (VI) et pour les trois triangles (VII), (VIII), (IX). Nous bavons
donc qu'à nous occuper des neuf triangles (I), (IV), (Vil) , (X) (XI")
(XII), (XIII), (XIV), (XV). c " l ' ' " '

Posons, comme plus haut,
r ' dt

tout revient à appliquer conformément les neu f triangles précédents
sur le demi-plan positif des t, de façon que les trois sommets corres-
pondent respectivement aux points o, i, oo, et que le sommet de l 'angle
droi t ou obtus, s'il y en a un, corresponde toujours au p o i n t t == o.

VAbbildung du triangle (I) sur ce demi-plan s'obtient immédiate-
ment en posant

T o 3 A 5
i-^^H,(.)=:^L,

A et B ayant les valeurs données au n° 11.
Remplaçons t par cette valeur : on trouve, pour la fonction de Weier-

strass, abstraction faite d'un facteur réel constant,

•^vî
Pour les autres triangles, je m'appuierai sur une proposition importante
due à M. Klein; la fonction analytique permet tant d'effectuer VAbbil-
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dung d'un triangle sphérique de Ficosaèdre sur un demi-plan est donnée
par une relation de la forme

IÏ^)=R(^

R(^) désignant une fonction rationnelle de t. La déterminat ion de cette
fonction rationnelle, quand on se donne les angles du tr iangle sphé-
rique, est an problème d'Algèbre que l'on peut considérer aujourd'hui
comme complètement résolu (1). 3e rappellerai en quelques mots com-
ment il se ramené à la recherche d 'une intégrale ra t ionnel le de l'équa-
tion de Kummer.

Posons, pour abréger,
d^s /d^\2
da^ 3 / dsc2

r ç -i _ ___- I J—— § .
L^— ds_ ~~"2\ ds_ f 3

doc \ doc /

si la fonction s de t définie par l 'équation Hgs^) == R(^) donne VAbbil-
dung du t r iangle sphérique d'angles ^TC, [j,'n:, v-n: sur le demi-plan posi-
t if des ty la fonct ion .9 est une in tégra le de l ' équat ion

i — i — ^2 -t- O2 -4- p2 — v2— i) 14- (i -- ^3) r2

L5-!^— 2 ^ ( 1 — t)2

D'autre part, la fonction s définie par l 'équation u = Ha(^) est une in-
tégrale de l 'équation

r.i - i-i+(i+i~^-i)^+(i-i)^^j^_ ^ ^ , ^ ^ .

Il en résulte que la fonction rationnelle u == R(^) doit être une inté-
grale de l'équation de Kummer

I^^(^^^^I)^(I^I-)^/^Y
(_Z,J,-^_ —————————————^^^^————————————— ^ ̂ ^

— J—^-4- (À 2 -^^—^ 2 —!)^-}- ( l — ^2)^2_ ^ ^ _ ^ ^ .

( 1 ) F'oir mon Mémoire : Sur les intégrales rationnelles de Inéquation de Kummer
{Mccthemct.tifîche Annalen, Bd. XXIV, 1884). — Recherches ,mr l'équation de Kummer (Àctcc
Socieuitis Sclentwrwn Fenmcœ, t. XV, i885). — OTTO FISCHER, Conforme Abbildung
.fphàri^cher Dreicke auf einander mitteist algebraischer jFwictionen, Leipzig, i885.
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La recherche de celle intégrale rationnelle se ramène elle-même à la
recherche d 'une identité algébrique de la forme

îTlP2--^3^^0,

P, Q» S désignant trois polynômes sans facteurs communs, ni facteurs
multiples, etTi:,,, r^, 7:3 trois facteurs de la forme fÇï — t}5. Ces trois
facteurs T^, r:^, TCg se déterminent immédiatement , connaissant À, ;x,
v (voir le travail déjà cité publié dans le Tome XXÏV des Mathematische
Annalen, p. 448 et suiv.). Les lettres D, N, N\ N", m', n ' , p ' ayant le
même sens que dans ce travail, on aura

D = N -h- 27^ := N'-h 3 n'== N " 4- 5j/,
N -4-]^4- n ' ' -==.1?' 4- '2.

On en tire
în'=. 7N+ o N ^ - S N ^ — i S ,
7^= 5N-4- 3 N^-4-2^—10,
^y^ 3N+ -âN^h- N'— 6,
D==i5N-i- 10^-4-6^—30,

et l'on a tous les éléments nécessaires pour calculer les trois poly-
nômes P, Q, S.

Dans les cas particuliers qui nous occupent, la p lupar t des fonctions
rationnelles correspondantes sont déjà connues. Ainsi, pour le
triangle IV, on aura

R ( ^ )

pour le triangle X, on aura

R(Q

~ ^ 7 ^ ( 1 — t)-~^T=jyr^

(8^-~ 36^-4- Q7)'2
64.^~-i)

Pour le triangle XI, la fonction R(^) se déduira de l ' identité ( ^ )

â 3 . ^ ^ — ! ) 2 ( 3 ^ — a 7 ) 3 - » - 4 . (9^ 4- 2^) a =(3 ; i ^ 3 4-3 3 .97^—2 6 .3 â . I9^+2 1 1 )^

La fonction correspondant au triangle XII se déduit de l'identité

( 1 ) Recherchea mr l'équation de Kummer/ p. 59, formule (33). — BRIOSCH!, Anncill di
Matemauca, ̂  série, t. X, p. i ai.
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suivante obtenue par M. Cayley ÇMathematische Annalen, Bd. XVII,
p. 66)

2 ^ / ( 3 6 ^ _ _ 3 3 ^ 5 2 ^ „ ^ _ 5 3 ^ 3 ^ _ _ 5 4 ) 3 _ _ 53 ( ^ _ _ i )3 ( 3 3 ^ -4-5)5

= ( a . 3 î ) ^ — 3 7 . 5 2 ^ — 2 5 . 3 4 . 5 3 ^ - i - 2 . 5 4 . ^ I . 17^— 2. 55 .19^-4-Ô^)3 ,

q u i est iden t ique à la formule 5iS bis (p. 60) du Mémoire déjà cité
( Recherches sur /"} équation de Kummer).

Les fondions rationnelles correspondant aux triangles XIII et XIV se
déduisent de même des formules (57) et (39) du même Mémoire (p. 57
et 60). Pour le t r i ang leVI l , on p o u r r a i t pa r t i r de l 'identité 46 (p. 5g) de
ce Mémoire , mais on obt ien t u n e fo rmule p l u s s imple en a p p l i q u a n t ce
tr iangle non plus sur un demi-p lan , mais sur le t r iangle é lémenta i re
lui-même, d'angles ^? ^? ^* Soient z et Y] deux varial)les imagina i res ;
la relation

^ _ L̂TL.T-!!!
" ~ 7rr'-4- i

fourni t VAbbilcIun.g- du t r iangle sur le t r iangle VII (1).
Il ne nous reste plus que le t r i i i n g l e XV. On a u r a -à p rendre dans les

formules précédentes

N==:o, N^rr-r, N^-=6.
On en déduit

în' ==8, /?/=5, /./=--: a, ,D=i6,

et l'on aura à rechercher une ident i té de la forme

:p2_ Qâ^^.^.iy.s'-*,

P, Q, S étant respectivement du hu i t i ème , du cinquième et du second
degré.

Remarque. — Si les trois angles du tr iangle sphér ique sont aigus,
on peut faire l ' app l ica t ion de trois manières différentes en faisant cor-
respondre le sommetde l 'angle droit à chacun des sommets du tr iangle
sphérique successivement. Une fois le triangle sphérique appl iqué sur

( 1 ) Fisciimi, Conforme Abbildung, etc., p. 63 et 68.
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le demi-plan, une substitution linéaire permettra de faire coïncider les
points qui f iguren t les sommets du triangle avec les points o, i,cc dans
tel ordre que l'on voudra.

21. EXTENSION A LA DOUBLE PYRAMIDE. — II paraît assez difficile, même
clans les cas les plus simples, de construire les surfaces minima algé-
briques qui admet ten t la symétrie d ' u n polyèdre régulier . Il serait
peut-être intéressant d 'étudier d'abord les surfaces min ima .admettant
tous les plans de symétrie d 'une double pyramide. Les résultats qui
on t été obtenus pour un polyèdre régulier s 'étendent bien aisément à
la double pyramide et je ne les reprendrai pas en dé ta i l . J ' i nd iquera i
seulement le résultai su ivan t , qui correspond au cas de symétrie le
plus simple.

On obt ient une surface mini i ï îa admet tant tous les plans de symétrie
d ' u n e double pyramide ayant pour base un polygone régul ier de m côtés
en prenant , pour F(^) dans les formules (x5) une fonct ion de la forme

f^==^w^
^V désignant une fonction réelle et G(s) ayant la valeur suivante :

ç2m _i_ T
G(.)=i-^P-

Pour avoir u n e surface adme tUmL les p lans de symétrie d 'une simple
pyramide régulière, on pourra prendre de même

F(^=^^(.^

T désignant une fonct ion réelle.

Remarque. — J 'aurais pu arriver aux équa t ions des surfaces m i n i m a
algébriques, qui on t la symétrie d'un polyèdre régulier , par d'autres
procédés. Ains i , considérons une surface min ima quelconque S et un
tétraèdre régulier. Prenons les vingt-quatre répétitions de S par la loi
de symétrie. L'ensemble de ces vingt-quatre surfaces minima a d m e t
év idemment la symétrie du tétraèdre. Il en sera donc de même de la
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surface résultante ( ^ ) q u i se décomposera, en général, en plusieurs sur-
faces minima distinctes admet tant séparément tous les plans de symétrie
du té t raèdre . Mais ce procédé, out re qu ' i l se prête diff ic i lement
à la recherche des équations générales, devient très compl iqué pour
faire la distinction des différentes espèces de symétrie. On est amené
à distinguer plusieurs espèces de surfaces résultantes. A ins i , é t an t
données deux surfaces minima non doubles, la surface résultante se
décompose en deux surfaces min ima ana ly t iquement distinctes. Je ne
fais que signaler ces propriétés, dont je n'ai pas voulu me servir dans
ce q u i précède, pour ne pas compl iquer l 'exposition.

( 1 ) Étant données plusieurs surfaces S, S^ S^, . . . , on considère les points m, m",
m'^ ..., où les plans tangents sont parallèles et la résultante géométrique OM des droites
<wz, om'', om'\ .... Le lieu du point M est une surface qui est dite la résultante des pre-
mières.


