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SUR L'INTEGRATION

DES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

A COEFFICIENTS CONSTANTS,

Psr M. J. COLLET,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE GRENOBLE.

Cauchy, dans ses Anciens Exercices ('), applique le calcul des résidus
a I'intégration des équations différentielles linéaires a coefficients con-
stants. Nous nous proposons, en partant de 'idée méme de Cauchy,
d’exprimer par une simple quadrature I'intégrale générale d’une équa-
tion linéaire & coefficients constants. Ce résultat étant d’abord obtenu i
I’aide d’une intégration effectuée le long d’un contour convenablement
choisi, nous le déduirons ensuite des méthodes ordinaires enseignées
dans tous les cours.

I.

Considérons d’abord I’équation homogene

d"’)’ d’”_l"}f

dm—2 v
(1) S -t by - .
daxm dxm—1

+ P, dxlzz;z +...=Ppy=o,

dans laquelle P,, P,, ..., P,, désignent des constantes.
Si'on pose

(2) o(s)=s"+Ps" 4. . +P,

(1) OEuvres de Cauchy, 2° série, t. VI, p. 252.
Ann. de I Ee. Normale, 3¢Série. Tome IV.— Mar 1887. 1y
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et que II(z) représente un polynome quelconque, P'intégrale
(3) v=[ e,

prise le long d’une courbe fermée S quelconque, sera une intégrale de Ué-
quation (1).
En effet, de I’équation (3), on déduit

dy _ .aex~II( ) d= e w:f:nﬁz_g__(__)dﬂ,
dx o(s)y dx o(s)

et, portant ces valeurs dans le premier membre de I'équation (1), on
obtient
fe'mﬂ(s) ds,
S

qui est identiquement nulle.

L’intégrale y acquiert des valeurs différentes suivant que la courbe S
comprend dans son intérieur un nombre plus ou moins grand de points
racines de ¢(z). D’un autre coté, les coefficients arbitraires de II(z)
ne disparaissent pas du résultat qui, suivant leur nombre, préseutera
une plus ou moins grande généralité. Le nombre de ceux qui subsistent
ne peut d'ailleurs surpasser m. En eflet, si II(z) est d’un ordre supé-
rieur &m — 1, on pourra poser

(=) =1, (s )+I'Iq< l

¢(3) 9(3) .
IT,(z) et II,(=) étant entiers, le degré de ce dernier polynome étant
au plus égal am — 1. Or ce dernier polynome importe seul, puisqu’on
a idenliquement

/ eI (z) ds=o.

Vs

En supposant que 1 (z) soit d’ordre m — 1 et que la courbe S enveloppe
tous les points racines de (s), on aura l'intégrale genérale de U équa-
ton (1).

Nous allons montrer, en effet, qu'on peut tirer de (3) la formule
connue de l'intégrale générale de I'équation (1).
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Soit, pour cela,

et
II(Z) [ Ai .A.g Ad ]
= -+ TR
9(s) S — 5 (8—35) (53— 5)%
+ — . Be .
5 — 3 T (s—a3)B | ’

le nombre des coefficients A,, A,, ..., A,, B,, ... étant égal & m, on
peut les prendre arbitrairement, ce qui détermine alors les m coeffi-
cients entrant dans II(z).
En posant
s5=z3+ I,
d’olt
ex (3 +0) :_—exs,<1.+_ {l—l—x— + . M —+.. .>,

M(z+74) __ A, A, Au

<p(si+lz)“7z—+7t—2— T e
B ne renfermant que des puissances positives de £, on trouve que le

coefficient de 71', dans le développement de e’ Il(s)

——~"/ suivant les puis-
9(3) P

sances de A, est égal a

z . a2 20—1
e A A D AT A .
[Ii—‘ 2 +'A"1.2+ +A°‘1.2...(oz—r)]

. . . . A
Désignonsalorssimplement par A;la constante arbltralrezﬂzl—;—-(%_—n,
et, opérant avec s,, 5,, ... comme on l’a fait avec z,, on obtiendra,

pour la formule (3) développée, I'expression
y =% (Ay+ Ay —+. . .+ Ag2%1) + ¥ (B + By .. .+ Bgab-1) 4. ..,

ce qui est la formule connue de I'intégrale générale de I’équation ho-
mogene (1).
Soit maintenant I’équation complete

. dm ¥ dnz—l Yy
(3) g TP e+ Pay = fl2).

‘Pour l'intégrer, nous conserverons la forme (3) de I'intégrale générale
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de I’équation homogene; mais nous supposerons que le polynome II(z)
y soit remplacé par une fonction (=, x) telle que I'équation (5) soit
satisfaite par la nouvelle valeur de y. L’équation de condition qu’on
obtiendrait pour ¢ renfermerait les dérivées partielles de ¢ (s, ), par
rapport & @, jusqu’a 'ordre 7, et, en général, ne pourrait éire inté-
grée; mais on peut profiter de I'indétermination de la fonction § pour
lui imposer des conditions propres a simplifier cette équation. Dans ce
but, nous.déterminerons ¢ de telle sorte que les formes des 7 — 1 pre-
mieres dérivées de y ne soient pas modifiées par la substitution de
Y(z, 2) 2 I1(z).

Ainsi I’on devra avoir

f y:fe“zl.p(z,m)dz’
s 9(%)

dy _ (22405 2) 4
dz )y 9(3) w
(6) ...................... ,
d/ll,—ly _ zin—1px3 L!J(Z, ’L‘) ds
dam=t " J¢ o(s) h
dmy ZM pxs LP 3, x B Jd (s, x) sm-ters
dx™m :f (P(:’() ) ds -f-‘/; kp()gl) ) CP(Z) (ls,

avec les équations de condition qui suivent :

dJ L!J(ﬁ, JC') ers

{5 =0,
L0z g(s) ¢
(s, 2) sex®
b o R ds =o,
(7) fg dz  ¢(3) °

d ,_p(:, x) Zm~—1p3 o
A PP e ds = o.

SiI’on exprime alors que 1’équation (5) est satisfaite par Ies valeurs (6),
on obtient, comme dernigre condition,

dy(s, z) s™me®®
(8) fs———-—()x oy s = (@),
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Pour satisfaire aux équations (7), il suffit de poser

d (s, z)
dx

e*: = (=),

f étantune fonction arbitraire, et de supposer que la courbe S s’étende
a I’infini; car alors, pour £<<m — 1, on a

nlcg(x)
fs ?(2) de=o

et 'équation (8) devient

f@(w) = /().
S

On en tire
I
Q(x):mf(x);
d’olr
Ib(s,2) _ 1 .
Er Fakrr LA ACOE

et, par suite,
I x Y .
Vm ) =l + o [ e (@) dos

de sorte qu’on aura

(9) yzfex;{[()) 5 fx f(u)dufs""x?'(” )d‘,

et ce sera I'intégrale générale de (5) si 'on suppose qu’on prenne,
pour la fonction arbitraire II(z), un polyndome d’ordre m —1, la
courbe S s’étendant d’ailleurs & I'infini.

Développons maintenant cette formule.

La premiere partie de y est, comme on I’a vu, I'intégrale générale
de I’équation (5) privée de son second membre, et si

9 (5) = (5 — 59)%(5— 52)6- (5= Sn))‘,

elle pourra se mettre sous la forme Qqe** + Qge®: +. .., ou EQq e,
Qu» Qg ... désignant des polynomes arbitraires dont les ordres sont
successivement o — 1, 8 — 1, ....
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Considérons maintenant la seconde partie de y, et effectuons l'inté-
gration le long de la courbe S. Pour calculer le résidu relatif & la ra-
cine =, de ¢(z), on aura

(2 — )%

ele—u)(3+h) — p(x—w)z,| ¢ z—u hot ..+
I 1.2...(¢—1)

/z““‘—i—...:l R

I —U, @ @ . p
(s +Ah) " A R ot e ’

B ne renfermant que des puissances positives de 4; et, pour le coeffi-

. I . .
cient de 7 dans le produit de ces deux développements, on trouvera
P —_— —1
em-u>z,[al+ G(r—u) ﬂ_@_L]
1 [.2...(a—1)_
d’olt

fe———(x_lt)zdz = 21rz'z ela—u)z, [fli Lale—w) o aa(®—u) w)
s o(s) 1 1.2...(c—1)_

Par conséquent, dans tous les cas, I'intégrale générale de 1'équation
différentielle (5) sera donnée par la formule

=3

la somme X s’étendant aux diverses racines z, de I'équation ¢(z) = o,
o étant Pordre de multiplicité de la racine z,. Les coefficients a,,

x . . 1]
roe”z"*'f el@—u)z, [ar*‘ a___—g(xl “) +.. 4 ?—“—:E-Z -(:_):-1—5 S u)dug,

3 0

’ o . I . .
a,, ..., a, sont, dans la décomposition de e en fractions simples,
les numérateurs des fractions répondant & la racine =, de ¢(=); enfin

Q.. est un polyndme arbitraire d’ordre o — 1.

I1.

Lorsque I'équation ¢(z) = o n’admet que des racines simples, leré-
sultat fourni par la formule (10) coincide avec celui qu'on obtient
alors a I'aide des méthodes classiques de Cauchy et de Lagrange. Dans
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ce cas, 3, est racine simple; d’olt

a;— —

1
?1(51),

=S [ ad.

Xy

etl’on a

Nous nous proposons actuellement de tirer de ces mémes méthodes
la démonstration de la formule (10) dans toute sa généralité.

Les deux méthodes en question ne different que par le point de dé-
part; les calculs auxquecls elles conduisent sont au fond identiques.
Pour fixer les idées, nous choisirons, par exemple, la méthode de La-
grange; et, pour éviter des longueurs inutiles, nous supposerons que
I'équation ¢ (5) = o admette la racine z, avec un ordre de multiplicité
«, toutes les autres racines sq.,, ..., 5, élant simples.

En posant

E=Ci+ Gy + Cya?+. ..+ Cuz*1,
'intégrale générale de I’équation privée de second membre s’écrira
y=Ee% 4 Gy €%%arri+. ..+ C,, €%%m

En supposant que C,, C,, ..., G, restent constants, les dérivées suc-
cessives de y seront de la forme

l/‘y h ,
Jo b ez =171 ,25,
{iz" -‘“’1Cel P . g7 g e*™ ...

h - .
< shoitiensgo - sl Gy €%0n 4. o 4 5%, G, 0%,
)

etil y aura lieu de distinguer le cas ot 'on a 4 < a de celui ol I'on a
A7 . Pour plus de simplicité, nous posons

dit (/z)zlz(/z—-—l)...(lt—L~i—1)7

i 1.2, ..0

et nous représenterons par%,, & ce que deviennent § et & quand ony
remplace C,, C,, ..., G, par leurs dérivées Cl,Cﬁ, . C;. Alors les
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valeurs de C, C,, ..., C,, sont fournies par les équations linéaires sui-

m

vantes :
!! E_l e*% ~+ C:x+1 €% a ... =0,
5y £y e%5 - £ g% + B s €%%asi--. . .= 0,
2 2 I ) .
=H £+ ( 1 ) %1 5,1 €%% - E'Ifex“‘ + 581 Gy @@ or+4-. . .= 0,

oe—1 . =1\ o spr as
st (O )sorgen o (] e
- fa—1Y, z e .
(r1) +( )é%—iexw,_!_ :§+}Cﬁ+lex““+l+...:’: 0,
1I
o . a\ z
3%E, €% (I>z°,“15’le”‘"l+(2>z°,‘ LR S

o -y - ' . —_—
- (0! I )zi gt %54 5% Cyqy €FPasi 4. . .= 0,

_ ,, m — 1. —n m —1 e .
et (M T e (T e gemon

m—1I . - -
(Dt . >Z’1"'_a£?“' %3 - gt Coyg €% Paan 4+ .. = f(x).

Si dans ces équations on pose
x, =&, e%%, 2y= & %%, C Ly = £ g%,

/ (v xz
Loy = Cpyrq €530, ceey z, =G, e**n,

les valeurs de x,, @,, ..., ©,, définies par les équations (r1) transfor-
I

mées, pourront se déduire aussi de la décomposition de 2(a) &0 frac-
tions simples (voir la Note II).
Si I’on pose
1 @y s o, Qo1 Am
= -+ + -+ e
9(z)  z2—3z (5—3) (5—5)% 22— 541 =2z,

on aura en général, quel que soit 7,

zp=ay f(x),
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ce qui donne
=a,f(x)e 5,

(12)
' .................. s
i = an f(2) e
( Chi= gy f(2) e T30
(13) S Clps == Qgas f(2) 6™ T50e,

..................... N
( C’m = (l,”‘/‘((lf) e~ %5m,

Pour une racine simple z,, on a simplement a, = ; par suite les

T
, o, 5 .. ?'(5/:)
¢galités (13) donnent, en général,

J‘Nﬂ
Cors= V&2 [ : f( ) dx,

@ (~'a+/)

verr désignant une constante arbitraire.

Quant aux équations (12), il faut encore les résoudre pour obtenir
les valeurs de C}, C,, ..., C,.

Si nous développons ces équations, nous obtenons le systeme sui-
vant :

Ci+aC,+ xCy~+... “+ 2% 10y = a, e~ f(2),
a2z Gy ... + (a0 — 1) 2% 20 = a,e~%% f(x),
(14) 2.1.C5 4. ..+ (a—1) (¢ — 2) 2*3CL= aze—%% f(x),

(o —1)(az—2)...3.2.1C= age~%> f(z).
Or, en posant en général
Chy = @hars Ay €% f(2) == by,
et, remplagant « par a, le systeme (r4) devient identique a celui qui

est résolu dans la Note I; on tirera donc des équations (14)

9

X X
iy = T A jis = s (2 a

-+ (__ I)u—h——i %kt a .
1.2 (a—h—1) %)

Ann. de I’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome 1V, — Mar 1887. 18

““‘”’f(x)

Chrr= T.2...h
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d’olt
( C o " ah u : a
S1= — a —_——Appy - — ...
y ‘ fA1 X €7 J. T Ji+1 v o Ahs
(15) ( ‘ Tt et . u)"f( v
(1) Ehm ay | e f (w)du.
(=1) 1.2...(a—h—r1)

En donnant 4 £, dans la formule (15), les valeurs o, 1, 2, ..., & — I
et en ajoutant les résultats obtenus, la somme des premiers membres
sera égale 2 .

Dans la somme des seconds membres, réunissons les termes dans
lesquels entre un facteur commun a,,,. En donnant a 4, dans (15),
les valeurs p, p—1, ..., on obtiendra chaque fois, dans le second
membre, un terme de la forme considérée, et 'on trouve facilement,
pour 'ensemble de ces termes,

(x— u)?

——du;
1o, p

x
am—l[ e@=uz [(uw)
ey
d'olr
:‘;: (Cl -+ Cg LA Cg.lf“"l ) ety

X / N bt (2 — w)*=t . .
= / CHETUE @y = @y e AL Ay ——— S () du,
e I roo.. (oe—r) |

0

~

ce qui conduit bien & la formule qui a été précédemment obtenue
I'aide d’'une intégration clfectuée le long d’une courbe S s’étendant
Vinfini.

ans Aas

-~

7.

Le calcul deI'intégrale générale d’une équation différentielle linéaire,
a aide d’une intégration effectuée le long d’une courbe fermée, peut
encore étre employé, dans le cas o les coefficients sont variables, si,
par un changement de variable, on peut transformer I'équation pro-
posée en une autre dont les coeflicients soient constants. C’est ce qui
arrive, en particulier, pour I’équation
ary Ay dr-ty A, dm=2y A

U8 T ¥ b et T iam b den 3T gy Y =/ ()




INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES, ETC. \39

En posant ax + b = ¢, ¢ étant une nouvelle variable, et indiquant
par le symbole D une dérivée prise par rapport & 7, on aura, en gé-

I)eldl,
d, 3 ( )( ) “/ .
l P a”e l) ]) I l )) .(l) n - I) ).

Si I'on appelle F(z) ce que devient f() par le changement de la
variable indépendante, on aura, pour I'équation (16) transformée,

am DD —0..D—m—+1)y+a A DD —1)...(D—m—+2)y+
+am A, DD —1)...(D—m+n-+1)y+...-+A,=eF().

En posant
Y(s)=ams(s—1)(s—m4+1)+am" ' A (s —1)(z—m +2)+.+A,,

I'intégrale générale de I'équation privée du second membre serait

= [ﬁ;]—[u ds,

©
T

la courbe S enveloppant tous les points racines de ¢(z) et le polynome
II(z) étant du degré m — 1, et cette méme intégrale s’exprimerait de
la maniere suivante au moyen de la premiere variable a :

y o [laz 0PN

Js ¢(3)
(Vest la formule donnée par Cauchy (*).

On passera de la a I'intégrale générale de I'équation complete (16),
comme on ’a fait plus haut pour 'équation (5), et I'on trouvera l'ex-
pression

- -t x4+ b\* ds

o / (az ‘—,{)_2_.“_,.(*_,- ds 4+~ _{[_.. / (au + ]))”"‘1 f((t)dtl [(—————-——a . L5 -

Qtl.,w” g ?("’)

auw -+ b

dans laquelle ll(z) est un polynome arbitraire d’ordre m — 1, le con-
tour d’intégration S s’étendant d’ailleurs & I'infini. Enfin I'intégration

le long de ce contour peut étre effectuée, et le résultat qu’on obtien-

(VY Obugres de Cauchy, 2° Série, t. YI, p. 316.
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drait ne serait autre que celui qu’on déduit immédiatement de Pappli-
cation de la formule générale (10) précédemment établie.

NOTE I

Soit & résoudre le systeme suivant d’équations linéaires :

[y Pxy-t... @z . 4tV =y
Zat2a Xy+... 4 ha" V&g “+ (—1)yar=2 r, =0,
2.1 Ly4... —+h(h—1)a"2x)pq... + (n—1) (n—2)a* 3 r, =0,

Ces équations admettent toujours un systeme unique et bien déter-
miné de solutions.
Pour les obtenir, multiplions les équations respectivement par

L o

M A T or s
I, ‘I

et ajoutons. Dansla somme, le coeflicient de x,., sera

h(h—1)...3.2.1

hth— 1
1.2...(fe—1)h

3 .
——t @2
1.2

Ap-

A
(lh—-i- ; ah—-l}\l -+

Pour annuler les coefficients de toutes les inconnues, sauf celui
de 2, il suffira de poser, en général, A= (— 1)*a*. Les multiplica-
teurs deviendront alors

«@ % ak "1
(2 1 —_—— 4 — e ), P Y (S —
2) b 1 1.2 o (=1 1.o.. .k » ) 1o...(n—1)°

et 1ls donneront

a 2 al anr—1
2y =by— = — Dy ... — 1) by -t... LY B B S
! o T e (=0 Wy A + (=0 1.2...(n—1) b

Cette premiere inconnue étant déterminée, on fera abstraction de la
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premiére équation, et I'on calculera x, dans le nouveau systeme comme
on a calculé x, dans le premier, et ainsi de suite.

On peut facilement obtenirla formule générale qui donne les valeurs
de toutes les inconnues.

Pour calculer x,,,, par exemple, considérons le systeme formé par
les n — A dernitres équations et ajoutons-les apres les avoir multipliées
respectivement par les (n — &) premiers termes de la suite (2) des
multiplicateurs employés pour le calcul de 2,. En supposant &> A, le
coellicient de «,.,, dans la somme, sera

-l

k—nh . (k—R)(k—h—1)

I 1.2

(h—1) . (k—h-+ l)(I/’”/‘I:Iw

+ (—1)kh (]/i—/l')'--b-2.l \: o,

2.3 (k—=h)
¢t 'on aura simplement

I a «?
) S Ehett = 3T — 1)k [bh_ T brr+ 1.2 bra—e
(3) ’ ‘ +(— x)n—/z—l ah—nh—1 b ’
1o (n—h—1) "7

formule qui donne toules les solutions en y faisant successivement
h=o0,1,2, ..., n—1.
Remarquons enfin qu’en posant

g(a)=ux +axr,+ax;+...+a""'z,
le systeme (1) est identique au suivant :

v(a)=by,
D, ’.{J(“):/)U
D".; g (a)=0b,,
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NOTE II.

En supposant que I’équation
(1) ¢(5) =@y +a, 5" 4. +a, o

admette la racine z, d’ordre « de multiplicité, toutes les autres racines
Zgiis -~ s %, 6tant simples, on compose, a I'aide de ces racines, le
systeme suivant d’équations linéaires & 7 inconnues a,, Xy, ..., X :

2y -+ Loy o oo = by,
Sy + Xy = B Dot e o= B Xy by,
-2 2\ . 2 <2 o2 —/
s1xy + I 3 Xy = 9 Z3 = Bt Loty = - o o Bgy T T= Oy,
........................................................... .
. o—1" ; o —
531 11+< >.3'{-‘1:t2—}— ( >:°“" Ty~
I 2
\
a-—1ry | 0%l gy e ]
-+ o1 Lyt SG 1 X - e ~+ 55, = Oy,
(2) V&
N
- o1 “N\ e
=h Tl+ 57 ’Lz—}— 9 <N Lyg=t ..
« ~ ~ e ! Ol J— b
-} o —1 ..vl..’z'a*{— “‘u+1'1”£+1“"" e -{= Sy Xy = Og,
........................................................... s
_ m—1 e m—1\ _, .
e (" T et (M et
m—1 ; ~ s
- <c/ : > Ity S T S By == Dy

Si I'on désigne alors par 9,(z), 2,(5), ..., 9,—,(z) les coeflicients
des puissances successives de ¢ dans le quotient de «({) par{ — =, ct
si I'on pose

F(5)= b CPO(Z) + bips 91(8) +. ..+ by 0m-1(52),

nous nous proposons de démontrer que les valeurs des inconnues x,
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Xyy +eny X, definies par les équations (2), sont les numérateurs des frac-
tions simples résultant de la décomposition de la fraction rationnelle
I (z)
9(,:)'

Remarquons d’abord que, de I'identité

f?(c) = ({— 5)[2:"1—1 C.")0(:') —+ {2 (Pl(s) . (?m—l(:)] -+ ?(:)a
en POS'dn {

(3) J() = ‘&@2:

on déduit
S =8 0,(3) + 5" 20,(3) +...4 ¢9uq(5),

et aussi, la valeur de f({) ne changeant pas quand on permute ¢ et =
dans son expression, ‘

_/(:) — sl ?o(g) Zn—2 (P(C) B Don-at (C)

Ceci posé, formons I'équation qui se déduit des équations (2) en les
additionnant apres les avoir multipliées par

':;’3/1:—-1(3)3 @,,1_2(3), R ?1(5)7 ?0(;)'

Le sccond membre de cette équation sera F(=); et, dans le premier, les
cocflicients de x,, x., ..., &, seront

1

fa) /(30 e T S,

1.2...(a—1)
ceux de &y, Toias - -1 T 6tant respectivement
S (Gaxt)s [(Sor2)y ooy VACTIE

Pour ces derniers, la formule (3) donne immédiatement

f(s = - ——-—:—~—~ (h=1.2.3...m — 2).
f( oc+h) 1'2.5.”;&‘”‘ \ )
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Quant aux précédents, la formule (3) donnant, pour n <o —1,

. (5)
/_”(51)21.2‘3‘“”(__:_:@_5W7
leurs valeurs seront successivement
o) _e(®) 93 ¢(s)
3=z (5—5:)P (5—5) (5 —3)*

Z, 2 Ly Lppge
= -+ = . + = -+

)
)y s5—3  (53—25)* (5 —35)*  &— Sg4

(4)

ce qui démontre la proposition énoncée, et il est manifeste qu’elle
subsiste quand I'équation (1) admet des racines multiples en nombre
quelconque.



