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SUR

LA RESOLUTION DE L'EQUATION DE PELL

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES,

Par M. KRONECKER.

( Monatsbericht der Akademic der J¥7issenschaften zu Berlin, 22 janvier 1863.)

Teapuir par M. HOUEL,

PROFESSEUR A"LA FACULTE DES SCIENCES DE BORDEAUX.

Je vais donner ici quelques indications sur les méthodes employées pour cet
objet, et faire connailre en. méme temps ceux des résultats obtenus qui peuvent se

représenter par des notations simples.

Soient P et Q deux nombres impairs positifs, sans facteurs ’En'rés, et dont le
premier soit plus nrand que Punité; supposons, de plus, que I'on attribue aux
lettres m el n ,successw_ement toutes les valeurs entiéres et positives, premiéres
avee 2P et 2Q respectivement. La valeur-limite que prennent les deux séries

() 2
= , 0 I ,
/n,) miTe . no ) pte

pour p = o, résulte xmmcdlatement du Mémoire de Dirichlet i inséré au\ tomes XIX
et XXI du Joumal de Crelle. On a, d’aprcs cela, '

lim. " P\ —Q\ r = i
p:oZ(Tn)‘ l+p-2(7_)~-,:; wp H(—Q) H(P)-log [T+ UyR).
en posant P Q= D et desxgnant par H( Q), H (P) les ﬁombres r‘c'sbpectif'; des

classes de formes quadratiques proprement prlmltn es de déterminants — Q ct P,
/
fo.
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et par T et U les plus petits nombres pour lesquels on ait

T—P.Ur=1.

Il faut observer encore que l'on devra prendre H (—1) = -

Dans le cas ot D est sans facteur carré et de la forme 4v + 1, le produit de ces
deux séries, ou, ce qui est la méme chose, la série double

33() (52 >——

peut se transformer en

e S
ete | z R 22 (ax* —+ z[)x] —+—('V)"’"f‘

Dans cette formule, on devra faire R égal a Pou h Q, suivam que P sera ==1
ou = 3, mod. 4, le premier signe de sommation se rapportant a toutes les formes
proprement primilives non équivalentes (a; b, ¢), de déterminant —D: le

signe [ ] désignant le caractere de la forme correspondante pour tous les facteur\

al__4a”

K] \R)
lorsque (a, &', ¢) est une forme équivalente & (a, b, ¢) dont le premier coefficient
a n'a pas de facteur commun avec R; et enfin les deux derniers signes de som-

mation s’étendant a toutes les valeurs entieres, positives et négatives, de « et de y,
a 'exception du seul systeme de valeurs @ =0, y = o. Il vient, d’aprés cela,

premiers de R, de sorte que 1'on a

“H(—Q).H(P).log (T + UVYB).

=l (b 2 2B ] e

Pour déterminer la valeur-limite du second membrc de cette. équation, cher-

chons la valeur de Cped besival ond
exmi(ea+ay)

lim
p=o0 Zziaxﬁ—i—sz_y -—qy )H e

pour le cas ou g, 1, a, b, ¢ sont des quantltes reelles que]conques, sanstalsant tnu-
tofoxs ala condmon o = FirE
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Cette valeur se trouve exprimée de la maniere suivante :

26t

— + —= o\/l) -log [F (0, w).5 (o, ml‘)] —— IOG[ T Gy o). 3{— T G, )]

[43

en représentant par 3 (s, w) la série

n=-4+w

1\* . N .

! (n —;-:) wmi 4 (2n+1)350¢

—I.Z(—x)"e B >
n=—w . -

et par ¢ la dérivée de cette série par rapport a 3, et posant, pour abréger,

a ) a

Au moyen de cette expression, qui sert de base i toutes mes recherches sur ce
sujet, on trouve que la valeur.de la différence

' ! V o ; v ’ l- sl
22‘ (az* + 2bzy + ¢y?) TP 2'2 (d x? + 20 zy + cyyite

(a, b,c), (a, b, ) étant deux formes différenteé, de déterminant — D, a pour [i-

mite

T loe ava & (o,u,).% (0, 0),)
3yD ° avd 3 (0, m). 5 (0, 0:)

¢ convergeant vers zéro, et o', o, étant des quantités forméesen @', &', ¢/, comme
w,, w. lesont en @, b, c. En conséquence, on a, pour D=1, mod. 4, I'équation

, ) el (2\][a oy
H(— Q).H(P).log(T + UVB) =3 2 (E) 5> [R] log frre bl
dont le second membre, d’apreés ce qu'on a vu plus haut, est égal &
1 aa___
32 og 570, 1).5(0, 01)

lorsque P==1, mod. 8, et au triple de cette valeur lorsque P==5, mod. -8, tandix
que ce second membre devient egal a -

s e
3 2 [ ]10g $ (o, 0)(,;).;(0, ©:)

lorsque Q=17, mod. 8, et au triple de cette derniére valeur lorsque Q=3.
mod. 8. Dans toutes ces formules, les sommations doivent étre étendues & un sys-
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tbme quelconque de formes non équivaientes, de déterminant — D, et le facteur
H(P).log(T + UyP),

dans le premier membre de Péquation précédente, peut, d’aprés Dirichlet, étve
remplacé par une expression formée au moyen des racines (4P)* de unité.
De méme, la valeur de
H(—Q).H(P). log(T + UYP)

peut, a I'aide de la formule précédente, s’exprimer au moyen des fonctions ellip-
tiques, pour toutes les autres formes des nombres P et Q, et méme dans le cas ol
ces nombres auraient un facteur commun.

En remarquant que, pour les formes réduites (a, b, ¢), on peut, avec une cer-
taine approximation, se contenter de prendre le premier terme de la_série 3 (0, w ),
on voit aisément que la valeur de

H(— Q). H(P).log (T + UyP)

a pour expression approchée

o (D ZB] (52 )

fa sommation s’é¢tendant & toutes les valeurs @ des premiers coefficients des diverses
formes réduites. On obtiendrait sans peine une plus grande exactitude, en pre-
nant quelques termes de plus de la série 3'; mais la premitre approximation que
nous venons d'indiquer est déja d’un haut intérét, parce que, d’une part, elle per-
met, de la manitre la plus simple, de se faire une idée de la ﬂ"randf,ur des nom-
bres T et U, et que d’autre part, elle donne quelques rensemnement@ sur le par-
tage des nombres a entre les différentes espeees. : '

Pour éclaireir par quelques exemples cette relation si refmarqm\b]e de ces deux
expressions numériques reposant sur des définitions entitrement rhffwcntes, pre-
nons d’abord les cas suivants : : o

P:D’:5, P:‘:]‘)::l.?),‘ l‘:‘.]‘)4:37, :
ol les valeurs numamques corr e%pondantes ’ _
2+ 5, 18+5\/— 68«+145\/$~, :

sont re prcscmees approxlmatlvement par ‘les Valeurs de la meme exprcssmn
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Comme autre exemple, les solutions fondamentales de l’équ‘ation
T—P. U= —1,
dans le cas de P =17 et de P = g7, c’est-a-dire les valeurs
417, B604 -+ 569Vg7,

sont exprimées approximativement par les formules

~1

|

3 1 —
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- ] e'” )
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en faisant encore Q =1 dans les formules précédentes.
Enfin, pour D = 85, suivant que I'on prend Q =1, 5 ou 17, on trouve pour les
solutions fondamentales des équations

T:— 85U = —1, T'—1 0= —1, T*—8U0= —1,

¢’est-d-dire pour les valeurs

348 -+ 4185, 4+ Vi, 2+ /5
les expressions approchées
3 — 1 — i o
' _l—(;:\/h:) I ‘—Sﬁ\/; ::),’:Vb&
S € " —=€ ’ € ‘
S V5

Les diverses formes que 'on obtient de cette maniére pour une seule et méme,
solution de I'équation de Pell (comme celle que I'on vient d’obtenir, dans les
exemples précédents, pour 4 + v'17) donnent lieu & un grand nombre de remar-
ques intéressantes. Mais les conséquences théoriques qui découlent des résultats
précédents sont bien plus importantes. Ony découvre non-seulement une liaison
surprenante entre les [ormes quadratiques correspondantes a deux déterminants
opposés; mais, de plus, on apercoit encore ici cette décomposition des équations
aux modules singuliers, qui formait I'objet principal de laNote que j’ai présentée
en juin 1862. Cette méme décomposition a fait reconnaitre aisément la possibilité
de représenter, au moyen des modules singuliers des fonctions clliptiques, certaines
solutions de I'équation de Pell. Mais, pour obtenir la relation intéressante qui
existe entre cette décomposition et la solution fondamentale correspondante, il
nous a fallu faire usage des méthodes de Dirichlet, auxquelles I’Arithmétique
transcendante doit tant de beaux résultats, et qui se montrent encore ici tellement
fécondes pour I'Algebre. En effet, la nature algébrique des expressions 5 intro-
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duites dans les développements précédents est d’une haute importance pour la
théorie des modules singuliers des fonctions elliptiques en général, bien que, dans
certains cas particuliers, ces expressions puissent étre remplacées par ces modules
eus-mémes. Il nous suffira de citer comme exemple une des formules qui ont lieu
pour D=8n +5,

sin 2
b —
D Y
i} — = I s/ﬁrrﬁz"",
. b
nN—
Sin i
dans laquelle « ct £ désignent tous les nombres moindres que D, pour lesquels on
a respectivement

tandis que le signe de produit du second membre s'étend 2 un sixieme (convena-
blement choisi ) de tous les modules # pour lesquels se fait la multiplication com-
plexe par y —D. La laison caractéristique des deux (héories algébriques diffi-
rentes, qui élait contenue dans tous les résultats que nous avons indiqués jus-
qu'iei, ressort de [a maniere la plus évidente de cette. formule particuliere, qui
donne une relation immédiate entre les racives de Punité et les modules singuliers
des fonetions elliptiques.



