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MÉMOIRE
SUR TOE

TRANSFORMATION GÉOMÉTRIQUE GÉNÉRALE
DO.NT UN CAS PARTÏCCL1ER

EST APPLICABLE A LA C I N É M A T I Q U E ,

PAK M, ED. DEWULF,
COLONEL DU GÉNIE.

La théorie des mouvements plans a été souvent étudiée, tant au
point de vue géométrique qu'à celui de la c inémat ique ; nous les
rattachons ici aux théories de la Géométrie projective. Cette route
nouvelle, si nous ne nous trompons, condui t à des conséquences qui
n'ont pas encore été rencontrées. La plus digne d'intérêt est celle qui
permet de construire le lieu géométrique des centres de courbure des
trajectoires des points d 'une courbe au moyen de deux cônes faciles à
définir.

1. Soient deux plans superposés P et P'; désignons les points du
plan P par M, ceux du plan P' par M'; enf in soit 0 un point fixe
commun aux deux plans. Nous établissons la correspondance entre
les deux plans P et P' de la manière suivante : deux points correspon-
dants M et M'sont sur une même droite passant par le point fixe 0 et
forment sur cette droite deux divisions projectives dont les po in t s
doubles se confondent en 0. Le p o i n t W, qui correspond à un point
quelconque M, sera entièrement déterminé si l'on connaît sur chaque
droite issue du poin t 0 un couple de poin ts correspondants.

Imaginons une courbe <p^, d'ordre /z, ayant un point multiple d'ordre
n—i au point 0; une droite quelconque issue de 0 coupera <p^ en un



4o6 ED. DEWULF.

seul point M". Supposons que ce point M" de ç^ corresponde au point M
situé à l ' infini sur la droite OM'. En d'autres termes, admettons que les
points ̂  de la courbe cp^ correspondent aux points de la droite à l ' i n f in i
du plan P.

Nous supposerons d'abord que les tangentes en 0 à la courbe cp^ sont
réelles et distinctes; les autres cas se déduiront de celui-là.

2. Considérons une droite quelconque / du plan P et cherchons le
lieu géométrique des points du plan P^ qui correspondent à ceux de /.

La droite / coupe <p^ en n points, donc le l ieu cherché (/') coupe la
d ro i t e de l ' infini en n points; c'est donc une courbe de l'ordre /?. Une
droi te quelconque, passant par 0, coupe / en un seul po in t , a u q u e l
correspond un seul point du plan P'; donc la courbe (f) a u n point
m u l t i p l e de l'ordre n -— i en 0.

Une des tangentes o à la courbe q4 au poi"! 0 coupe l au point lo,
auquel correspond dans P" un point de la droi te o i n f i n i m e n t voisin
de 0. Donc, les n — i branches de (7') qui passent au p o i n t 0 y sont
tangentes respectivement aux n — i branches de o^.

Soit 0.1 une droite passant par 0 et i n f i n i m e n t voisine d 'une tan-
gente à <?^, elle coupera / au point M,. Nommons M.\ le point de P' qui
correspond à M^. Soit, en outre, y.\ le point inf iniment voisin de 0 ou
la droi te o^ coupe cp^, on aura, comme l'on sait,

I Ï X

OM\ OMî ~ Op\'
d'où

OM:t — o p:, == -- j-—^1——- -1 * l OMi-4- O[JL\

La différence OM\ — €>[JL^ est donc un i n f i n i m e n t petit du second
ordre; donc, chacune des branches de (//) qui passe par le point 0 y
o&'cule une branche de o^.

Ainsi :
A une droite quelconque l du plan P correspond, surVy une courbe F^,

cr ordre /z, ayant au point 0 un point multiple d'ordre n — î et chacune
des 'branches de F^ oscule en 0 une des branches de ç^.

Nous avons vu qae, dans la transformation qui nous occupe, à un
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point quelconque M situé sur une des tangentes en 0 à o^ correspond
toujours un point in f in iment voisin de 0. Cette remarque nous sera
fréquemment utile dans la suite.

Une droite / étant donnée, nous connaissons : 1° un point d'ordre
n - i ; 2° 2Çn — i) points simples; c'est-à-dire / ^ ( / ^ 4"3 ) — 2 points
de la courbe F',, qui sont indépendants de la position particulière de /.
Si nous ajoutons à ces ̂ ^--) — 2 points fixes deux points qui cor-
respondent à deux des points de /, nous voyons que la courbe F^ est
en t iè rement déterminée. En d'autres termes :

Au réseau des droites du plan P correspond, dans P', un réseau de
courbes d'ordre n. La base de ce réseau est formée par le point Cy"1

d'ordre n — ï et les 2Çn — i) points simples situés, deux à deux, sur les
n —- i branches de <p^ et infiniment voisins de 0.

La correspondance entre les deux plans est b i r a t i onne l l e et de
l'ordre n, et les points fondamentaux du plan V sont 0^~1 et les
^(n — i) points de cp^ que nous venons de signaler.

3. Considérons m a i n t e n a n t la dro i te a l ' i n f in i d u plan P\ et cher-
chons le po in t F de P qui correspond au p o i n t à l ' i n f i n i de P' si tué sur
u n e droi te of passant par 0. On sait que O[JL == — op/, p/ désignant,
comme plus haut , le point d ' intersect ion de ('/ avec ç^. Donc :

La courbe y^ qui correspond, dans le plan P, à la droite à rinfmi de P',
est une courbe symétrique de la courbe o^ par rapport au point 0.

Donc aussi : • '

Les points fondamentaux du plan P sont (y1 et les 2Çn — i) points
symétriques par rapport à 0 des points fondamentaux simples du
plan P\

Les courbes fondamenta les du plan P sont : une courbe de l'ordre
n — i , ayan t en 0 un point mu l t ip l e de l'ordre n — 2, passant par
les 2(72 — i) points fondamentaux simples du plan P" et les n — ï tan-
gentes en 0 à cp^. Les droites fondamentales du plan P/ se confondent
avec celles du plan P.
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4. D'après la théorie générale des transformations, on sait que :
A une courbe quelconque F^, de l'ordre m, du plan P, correspond dans

P\ une courbe F^ de l'ordre mn, ayant en 0 un point multiple de l'ordre
m(n — i) et des points de l'ordre m en chacun des autres points fonda-
mentaux de P".

Enfin, si la courbe F^ du plan P passe r fois au point 0, la courbe
correspondante de P' contiendra r fois la courbe fondamentale d'ordre
n— r du plan P\ Si, en outre, la courbe F^ est s fois tangente en 0
aux branches dey^ , la courbe correspondante se décomposera en rfois
la courbe fondamenta le d'ordre n — s , s droites passant par 0 et une
courbe de l'ordre mn — rÇn — i) — s.

5. Désignons par a une droite passant par le point 0 et par un des
points à l ' inf in i de ç^, nommons ce dernier point W. Le point M, du
plan P, situé à l ' infini sur la droite a, se confond avec le point M' qui
lui correspond dans P'. Les divisions projectives situées sur la d ro i t e a
ont donc trois couples de points correspondants qui se confondent;
donc :

Si l'on mène par le point 0 des parallèles aux n asymptotes de la
courbe o^, ce faisceau de n droites formera le lieu géométrique des points
doubles de la transformation.

6. Considérons de nouveau une droite quelconque l du plan P, et
nommons [j. un de ses points d'intersection avec la courbe ç^. Au
point [j. correspond le point à l ' i n f in i de P' situé sur la droite G[J..
Donc ;

Si l'on /oint le point 0 auv n points d'intersection d'une droite l et de
la courbe o/^, on aura les n parallèles auoc asymptotes de la courbe qui,
dans P', correspond à la droite l.

7. La construction graphique du poin t M' qui correspond au point
quelconque M est bien connue (1); nous l'exposerons cependant, parce

( l) CRISMONA, Éléments de Gcorne'trio projectivey p. 68.
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que cette construction légèrement modifiée nous conduira à un théo-
rème remarquable.

Le problème à résoudre est. celui-ci :
On donne sur une droite passant par le point 0, où sont confondus les

points doubles des divisions" projectiles, le point p/ qui correspond au point
à l'infini de la droite et un point quelconque M, il faut construire • le
point M/ qui correspond à M.

Par le point 0 traçons deux droites quelconques , rectangulaires ou
non , Ox et Oy. Projetons sur Ov et parallèlennent à Ox tous les po in t s

de la division M de OM et soit, par exemple, 772 la projection du point M.
Les droites Or et OM portent deux divisions projectives : la division m
sur Oy et la division M' sur OM. Deux points correspondants de ces
divisions se confondent au point 0 de l ' intersection de deux droites;
ces divisions sont donc perspectives, et les droites qui jo ignen t tes
points correspondants m et M' concourent en un mênie point . Le
point p/ de OM correspond au point à l ' infini de Oy; traçons donc la
parallèle à Oypar le point [j/, elle coupera 0^ au point de concours S.
En joignant le point S au point m, et en prenant le point d'intersection
de cette droite et de OM, on obtiendra le point M' cherché qui corres-
pond au point M {ffg' i)"

Ann, de l'Fc. Normale. 3° Série. Tome ÎII. •— DÉCEMBBE 1886. 52
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Si l'on prend les droites Ox et Oy rectangulaires, on tombe ainsi,
comme cas par t icu l ie r d 'une construction généra le , sur l 'élégante
construction donnée par M. Mannheim dans son Cours de Géométrie
descriptive ( i ).

•
8. Nous allons m a i n t e n a n t modifier cette construct ion. Traçons

les axes rectangulaires Ooc et Oy, et, par un point que lconque 2

de Oy, une parallèle à Qsc. Projetons les points de la division M
(droite OM), sur cette parallèle Ïx\ aux points m. Projetons de même
le point p/ sur 0<r en p-, et traçons la droite 2(J-. Supposons que l'on
proje t te ainsi tous les points de la division M' (droite OM) sur 2?,. Les
droites ïm et 2 a porteront deux divisions projectives dont deux
points correspondants sont unis en 2 et qui, par suite, sont perspec-
tives. Donc, les droites qui jo ignent les points correspondants de 2m

( 1 ) MANNHEIM} G(fomcf rca descriptive j p. 199; i88o.
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et de 2^. concourent en un même point. Or la droite qui jo in t le
point p à son correspondant de Ox' coupe Or au point 0. Ce point 0
est donc le point de concours et la droite Om coupe 2m au po in t mf

qui correspond à m. En projetant maintenant le pointa parallèlement
à Oy sur OM, nous obtiendrons, sur cette dernière droite, le po in t
cherché M' qu i correspond à M.

Supposons que la droi îe Ox soit la lign^ de terré d'une épure de
Géométrie descriptive, .S un point de la verticale du po in t 0 et 2^ la
trace verticale d'un plan horizontal T: mené par le point 2. Le po in t s
est alors la projection sur le p lan vertical de la projection du point M
sur le plan TC, et la construction que nous avons faite est celle de la
projection sur le plan horizontal de l'iniersection des droites de l'es-
pace OM^ et 2 p/, M^ é t an t la project ion du point M sur le plan r^ (fig. 2).

Si nous supposons que le po in t M soit un point quelconque de la
courbe F^ (n° 4) et le point p/ un point de la courbe o^, il est dé-
montré que :

Le lieu géométrique des points W qui correspondent aux points M de la
courbe F^ est la projection horizontale de la courbe d'intersection de deux
cônes : l'un de ces cônes a pour sommet le point .2 et pour base la courbe o'',
l'autre a pour sommet le point 0 et pour base la projection de la courbe V^
sur le plan horizontal mené par le point 2.

9. On peut déduire de ce théorème général tous ceux que nous
avons démontrés p lus h a u t ; il condui t encore à d 'autres conséquences,
comme nous le verrons dans la suite. Pour le moment , nous nous con-
tenterons de signaler celle-ci : nous avons supposé que le l ieu des
points M est une courbe quelconque F//^; supposons m a i n t e n a n t que
cette courbe soit de la même na ture que les courbes <p^ et ç^, c'est-
à-dire qu'elle ait, au point 0, un point multiple de l 'ordre m— i et
désignons-la par î^. Le lieu géométrique des points W qui corres-
pondent aux points M de î^ est la projection horizontale de la courbe
d'intersection des cônes [2, cp^] et [0, ̂ J, ̂  représentant la projec-
tion de ̂  sur le plan horizontal passant par le point 2. 11 est facile de
voir que :

Le lieu géométrique des points M7 ne change pas si, au lieu d'admettre
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que la courbe c^ porte les points p/ qui corresponde/il, dans le plein P', aux
points de la droite de. F infini du plan P, et que la courbe î\^ po^ l^s
points M, on suppose que cest la courbe î^ qui porte les points j.̂ / et que
la courbe G^ porte les points M,

I I su f f î t , pour démontrer ce théorème^ de supposer que le plan TT
passant pc»r2 devienne le plan horizontal de projection, que le point ^
remplace le p o i n t 0 et que le point 0 remplace le p o i n t 2. Les deux
cônes restent les mêmes et la projection de leur courbe d ' intersection
est la même sur les plans horizontaux passant par 0 et par ï.

Cas particuliers.

n == i .

10. Si nous supposons / i = = i , la courbe ^\ est une droite qui ne
passe pas par le p o i n t 0; ci est une droi te parallèle à ^\ placée symé-
t r i q u e m e n t par rapport au point 0 (n° 3); le l i eu géométrique des
poin ts doubles est une d ro i t e parallèle à (f\ passant par le pointO (n° 5).
Nous t rouvons donc ainsi un cas particulier de la transformation homo-
logique, celui où le centre d'homologie est un point de l'axe d'homo-
logie. Cette t ransformation est bien connue ; nous ne citerons qu'un des
théorèmes qu'elle é t a b l i t :

Si le centre d'homologue est un point de Vaxe d^homologie, la trans-
formée d'un cercle qui passe par le centre (V homologie est une conique

osculêe par le cercle en ce point ( ' ).

Nous nous servirons de ce théorème dans la su i t e .

n == a, m == r .

il. Supposons n == 2, la transformation est b iquadra t ique* Ce cas
est particulièrement intéressant q u a n d la courbe 9^ est un cercle; lous
les théorèmes que nous avons démontrés deviennent alors des théo-
rèmes de Cinématique. En effet, quand un plan P se déplace sur l u i -

' ( r) PONCJËLET, Propriété^ projcctivc^, p. 172; 1822*
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même, le po in t 0 étant le cenire instantané de rotation, le centre de
courbure Al' de la trajectoire d 'un point M se trouve sur la droite OM;
et, pour tous les points M si tués sur une même droite issue de 0, on a

mil~(m=co^st'
Les points M et M' forment donc sur cetie droite deux divisions pro-

jectives don t les poin ts doubles se confonden t au point 0 (^). De p lus ,
le l ieu géométr ique des po in t s M' qui correspondent aux po in t s de la
droite de l ' in f in i est une circonférence de cercle qu i passe par le centre
ins tan tané de rota t ion. Celte circonférence a reçu le nom de circonfé-
rence des centres.

Nous pouvons donc immédiatement énoncer les théorèmes suivants :
x° Quand un plan se déplace sur lui-même, le lieu géométrique des

centres de courbure des trajectoires des points d'une droite du plan jnolnle
est une conique osculée au centre instantané par la circoîîférence des
centres.

2° Le liea géoînétriquc des points dont les trajectoires ont leur centre de
courbure à F infini est la circonférence symétrique de la circonférence des
centres par rapport au centre instantané de rotation (2).

Celle circonférence a reçu le nom de circonférence des inflexions,
3° Le lieu ^éoîuétncme des points dont les trajectoires ont leurs centres

de courbure sur une droite donnée est une conique osculée par la circonfé-
rence^ des inflexions au centre instantané de rotation.

4° Le lieu géométrique des centres de courbure des trajectoires des points
d'une courbe F ,̂ de lfordre m, est une courbe de l'ordre im ayant trois
points multiples de l'ordre m situés sur la circonférence des centres et infi-
niment voisins du centre instantané de rotation, ou, en d'autres termes,
ayant m brandies qui passent au centre instantané où chacune d'elles est
osculée par le cercle des centres.

Nous n'énoncerons pas le théorème corrélatif. Nous laissons égale-

( 1 ) CUASLES, Gcome'tric supérieure, p. 109; i88o.
( 2 ) BRESSE, Sur un théorème nouveau, etc. {.Tournai clé l'Ecole'Polytechnique, i853).

—MANNMEIM, Construction dcf centres de courbure, etc. {fourncel de l'École Pol^tcc/i-
nufuc, XXV1P Cahier).
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ment de côlé les cas particuliers ou F,^ passe par le centre instantané
et a, en ce point , un contact plus ou moins élevé avec la circonférence
des centres; nous retrouverons ces cas plus loin.

5° Le lieu géométrique des points du plan qui se confondent avec les
centres de courbure de leurs trajectoires est formé par les deux droites ima-
ginaires qui joignent le'centre instantané aux points circulaires de l'in-
>«C).-

La conique lieu géométrique des centres de courbure des trajec-
toires des points d'une droite l est une ell ipse, une hyperbole ou une
parabole, suivant que la droite / ne coupe pas, coupe ou touche la cir-
conférence des inf lexions.

12. Nous allons chercher la loi suivant laquelle varie le rayon de
courbure des trajectoires des divers points d'une droite passant par le
centre instantané de rotation.

Soient

M un point quelconque de la droi te;
Af le centre de courbure de sa trajectoire;
[j- le point où la droite OM coupe le cercle des centres.

Nous dirons que les longueurs OM, OM/ sont positives quand elles
sont portées dans le même sens que Op-; le rayon de courbure sera
pop.ilifsi, en le parcourant depuis le centre de courbure jusqu 'au point
décrivant , on marche dans le sens posit if*

On a

OM7 "' OM^ Op.'
d'où

OM-OIT: OM
OMT"Op"

Posons
OM = x, OM -- OM7 === y , 0 [i = a,

( 1 ) Ce cas particulier du théorème du n° S a été démontré par M. Mannheim dans son
Mémoire Sur les mrfaces trajectoires, etc. (foumnl de Mcdîufmatufucffy 1875).
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y représentera le rayon a de courbure. L'équation
4^5

a) -4- a

représente une hyperbole dont une asymptote est perpendiculaire à Op.
et coupe celte droite en un point — pi dont la distance au point 0 est
égale à —0[x; le centre, situé sur cette asymptote, a une ordonnée
égale à — 20ix. La seconde asymptote passe par le point p. {fig. 3).

L'inspection de cette figure montre que, si le point M parcourt Qx,
à partir de l'origine 0 et dans le sens positif, le rayon de courbure va
constamment en augmentant. Si, au contraire, le point M se dirige, à
partir de 0, dans le sens opposé à 0(x, le rayon de courbure, conser-
vant le même signe que précédemment, augmente d^abord lentement,
puis de plus en plus rapidement , et atteint une longueur infinie quand
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O M = = — O [ J - , c'est-à-dire quand M traverse le cercle des inf lexions .
Le rayon de courbure change alors de signe; sa valeur absolue décroît
d'abord très rapidement à partir de l ' inf in i , puis moins rap idement
jusqu 'à ce quelle a t te igne un m i n i m u m , q u a n d OM == — 20;J.; à par-
tir de ce po in t , la valeur absolue du rayon de courbure augmente de
nouveau jusqu'à ce qu'elle a t t e igne lïnfmi.

Le rayon de courbure a donc deux maxima et deux m i n i m a : les
maxima correspondent aux positions du po in t M à l ' infini et sur le
cercle des inf lexions; les deux m i n i m a correspondent au centre
i n s t a n t a n é et à la posit ion du point M sur le cercle qui a pour rayon
le diamètre du cercle des inflexions, et pour centre le point de ce
dernier cercle qui est d i amé t r a l emen t opposé au centre ins tan tané de
rota t ion . Ce cercle est connu sous le nom de cercle de roulement. Nous
avons ainsi démontré une propriété, nouvel le peut-être, des points de
ce cercle. Nous pouvons l 'énoncer ainsi :

Un point (quelconque du cercle de roulement décrit une trajectoire dont
le rayon de courbure est un minimum, si on le compare à ceux des trajec-
toires des autres points situés sur la même droite issue du centre instantané
de rotation.

On peu t résumer la marche du poin t M, celle du point M' correspon-
dant et celle du rayon de courbure dans le Tableau s u i v a n t :

OM. (J;jt/. Rayon de com'inirî1.
+ oo, à -4- 0 4- 0^. h -4- 0 "4- co à -h O
— 0 à — 0 [J. — 0 à — co — 0 à -h ce
~- 0 ̂  à ~ a 0 [J, -{- GO à "h a 0 p. — co , à — 4 0 p.
— 2 0 [M à — w -4- a () p. à -\- 0 y. — 4 0 p' à — co

13. M. Rivais a démontré, en ï853, que les centres de courbure des
éléments s imul tanément décrits par les divers points d 'une d ro i t e se
trouvent sur une courbe du second degré [Mémoire de BKISSS'E, Sur
un théorème nouveau, etc. (Journal de V'Ècole Polytechnique, i853)|.
MM. Gilbert et Mannheinv simultanément, ont démontré le même
théorème, en a joutant que la conique est tangente au cercle des
centres [ GILBE'RT, 'Recherches sur les propriétés géométriques des mouve-
ments plans (Académie royale de Bruûcelles, i867) ; et MANNHEÎM, Journal
de l'École Polytechnique, XXXVIIe Gahier"].
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Enfm,M.Schel l , dans sa Théorie der Bewegungund derKrâfte, p. 166,
1879, énonce encore le même théorème sans le préciser davantage.

Nous ne croyons pas que personne eût remarqué que la conique est
osculée par le cercle des centres au centre ins tan tané de re la t ion ,
lorsque nous avons fait connaître cette propriété (Comptes rendus,
p.1092, mai 1881).

Quoi qu'il en soit , nous désignerons à l 'avenir sous le nom de conique
de Rivais d 'une droite le lieu géométrique des centres de courbure des
trajectoires des divers points de cette droite : nous adoptons cette déno-
mina t ion pour abréger le discours.

14. Nous savons que, pour trouver la conique de Rivais d 'une droite
donnée l, il suffi t de considérer un cône ayant son sommet en un point
quelconque ï de la verticale du centre instantané de rotat ion 0 (le
plan qui se déplace est supposé horizontal) , de projeter la droite /sui-
vant l' sur le plan horizontal passant par -2, et de prendre la project ion
horizontale Cg de l'intersection du cône et du plan O/'.

La trace horizontale du plan O/' est la paral lèle à la d ro i t e / tracée
par 0 : nommons ^ cette parallèle* Elle coupe le cercle des centres en
u n point (Y qui appartient à la conique C^, 00' est la corde commune
à C^ et a son cercle oscillateur en 0. Nommons C^ la con ique d'inter-
section du cône et du plan /'O.

Le diamètre conjugué à l' passe par le milieu de 00'; les tangentes
aux extrémités de ce diamètre sont parallèles à 00': elles sont donc les
intersections avec le plan O/' des plans tangents au cône dont les traces
sont parallèles à /. De là résulte la construction indiquée {/ig. 4). Ce
diamètre se projette sur le plan vertical suivant A'B', et, sur le plan
horizontal, suivant AB. Il est si tué dans le plan 2DE, sa trace verticale
est donc le point L'; par suite, le diamètre de la conique de Rivais
conjugué à 00' s'obtient en joignant le pied de la perpendiculaire
abaissée du point 0 sur l au milieu de 00', et le centre de cette
conique est le point cp, mi l ieu de AB.

Ajou tons que le centre y est le milieu du segment AB intercepté sur
la droite LO) par les côtés de l'angle droit DOIS.

Cherchons maintenant quel est le lieu géométrique des centres des
con iques de Rivais qui correspondent à des droites parallèles.
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Quand la droite l se déplace parallèlement a elle-même, le dia-
mètre LO) tourne autour du point fixe oj et les extrémités du dia-
mètre AB sont toujours marquées par les côtés de l'angle droit DUE.
Donc :

Fig. 4.
l/

i ° Le lieu géométrique des centres des coniques de Rivais qui corres-
pondent à un système de droites parallèles est une hyperbole équïlatère dont
les asymptotes sont parallèles à OD et OE. Cette hyperbole équïlatère
passe par les points 0 et C centre du cercle des centres.

2° Les axes des coniques de Rivais qui correspondent à un système de
droites parallèles sont tous parallèles entre eux et aux asymptotes de l^ hy-
perbole équilatêre, lieu géométrique de leurs centres.

On peut dire encore que le lieu des points <p est engendré de la ma-
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nière suivante : si l'on trace par le po in t 0 une parallèle à û)L, cette
droite sera la conjuguée harmonique de œç, par rapport aux côtés de
l'angle droi t OD et OE. Pour tracer Oç, il faut donc d'abord tracer par
le poin t 0 une parallèle à OL, puis prendre sa conjuguée ha rmonique
par rappor t à OD et OE; le rayon Oç du faisceau 0 correspondra aussi
project ivement au rayon ocy du faisceau co. Cette construction montre
que l 'hyperbole équilatère passe au po in t co. Sa tangente en 0 est la
conjuguée harmonique de Oco par rapport à OD et OE : c'est donc la
tangente en 0 à la circonférence des centres. La tangente en o) est
parallèle à la tangente en 0. Ainsi, le lieu du point y est tangent en 0
et en co à toutes les coniques de Rivais, et en 0 au cercle des centres.

Le cercle osculateur de l 'hyperbole équilatère au centre instantané
est le cercle décrit sur le rayon du cercle des inflexions, car Cet 0 sont
des points de cette courbe et CO est sa normale en 0. Donc :

3° Les hyperboles équilatères, lieux des centres des coniques de Rivais qui
correspondent à un système quelconque de droites parallèles, ont toutes le
même cercle oscillateur au cercle instantané de rotation.

Le cercle osculateur à l 'hyperbole équilatère en co est syméir ique du
cercle oscillateur en 0. Donc :

4° Le cercle osculateur en OD à F hyperbole équilatère qui correspond à la
direction l a pour diamètre constant C0\ et, quand la direction l varie ̂  son
centre décrit un cercle concentrique au cercle des centres et de rayon moitié
moindre.

Les tangentes à l 'hyperbole équilatère, qui correspond à la direc-
t ion /, aux points 0 et co, sont parallèles, comme nous venons de le
voi r ; coO est donc un diamètre de cette courbe, et le milieu ^ de coO
est son centre. Donc :

5° Quand la direction de l varie, le centre de l'hyperbole équilatère qui
correspond à chaque direction parcourt la circonférence tangente au cercle
des centres,au centre instantané de rotation et dont le diamètre est égal à
la moitié-dû rayon du cercle des centres ( { ) .

( i ) Les théorèmes i° et 5° da n0 44 sont dus à M. Gilbert (.loco citato).
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15. Passons m a i n t e n a n t aux coniques C^ situées sur le cône et d o n t
les projections sont les coniques de lUvals.

Considérons la con ique dé terminée par le plan O'OI/; son centre Ci
se trouve au mi l ieu du segment (A.V), (BB') de la droite qui j o i n t le
point co au p o i n t I/. Q u a n d la droi te // se déplace para l lè lement a elle-
même, la droite col/ tourne a u t o u r du point œ dans le plan 1/DE et le
centre de la conique C^ est tou jours le mi l ieu du segment intercepté
sur cette droite par les côtés de l 'angle D2E. Donc :

Le lieu géométrique des centres clés coniques C^ dont les projections sont
les coniques de Rivais qui correspondent à un système de droites parallèles
est une hyperbole.

Les asymptotes de cette hyperbole sont para l lè les aux droites ^D,
2E, et la courbe passe aux po in t s 2, (D et C Cette hyperbole est. aussi
le lieu géométr ique des intersections des rayons correspondants des
d e u x faisceaux co et .S; le faisceau oj est formé des rayons I/, le fais-
ceau 2 des droi tes conjuguées ha rmoniques des para l lè les menées par
î aux droites 03 (/ par rappor t aux droites fixes 2D, 2E; d'où il
résulte que les tangentes en J et en co à l 'hyperbole sont paral lèles : le
mil ieu de la droi te 2oj est donc le centre de cette courbe. Donc :

Le centre de l'hyperbole qui correspond à une direction l décrit le cercle
d } intersection du plan horizontal passant par le milieu de 20 avec le cône
qui a pour sommet S et pour base le cercle dont le diamètre est le rayon du
cercle des centres qui passe au centre instantané de rotation, quand cette
direction varie.

Désignons ce cercle par (^). Les asymptotes de Fllyperbole lieu
géométrique des centres des coniques C'., qui ont pour projections les
coniques de Riva i s correspondant à un système de droites parallèles
à / s o n t les parallèles menées par ^, aux droites 2D et 2E. Le plan
de ces parallèles est le plan 2DE; donc les traces des asymptotes sont
sur une droite qu i passe toujours par le point C. Si, par le point ̂ , on
mène une parallèle à 2C, la trace de cette droite sera au m i l i e u des
points C et o> Çfig. 4) 6t le lien géométrique de ces traces sera la cir-
conférence passant par le po in t C et décrite sur la moi t ié du rayon CO
comme diamètre. Enfin, on obt iendra les traces des asymptotes en por-
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tant sur la droite C5, de part et d'autre du point 5, une longueur é^ale
- CO -na —• Donc :

Zé lieu géométrique des traces des asymptotes des hyperboles C^ qui cor-
respondent à des systèmes de droites parallèles est la cardioïde du cercle
décîit sur CC comme diamètre.

Les asymptotes elles-mêmes sont sur un conoïde qui a pour direc-
trices la cardioïde et le cercle situé dans un plan horizontal équidi-
stant de 2 et de 0 et qui a pour projection le cercle décrit sur C'O
comme diamètre et pour cône directeur le cône dont le sommet est au
p o i n t 2, et dont la base est le cercle des centres.

Ce conoïde est t angen t au cône directeur le long de la généra-
trice 2C; le cercle (^) est une courbe double et la droite ïC une
arête de rehroussernenL

16. Considérons encore le cône dont le sommet est le point 2 et
dont la base est le cercle des centres, la droite l et sa projection V sur
le p l a n horizontal passant par le pointa.

Joignons deux po in t s A et B de la conique Ça de Rivais au point 0,
ces deux droites couperont le cercle des centres aux points Ai et B ( .
D 'au t re par t , joignons les points A et B au sommet du cône, ces deux
génératrices couperont la conique C^ située dans le plan 0V aux
points A" et B' dont les projections sur le plan hor izonta l sont A et B.
Les droites AB et A'B' concourent sur la trace horizontale du plan 0/\
les dro i tes AB et A ^ B , concourent aussi sur cette trace; donc les trois
droi tes AB, A ^ B , et A'B' concourent au même point de la trace du
plan O/. Donc, les droites qui joignent des points correspondants de la
conique de Rivais et du cercle des centres concourent sur la paral lèle
à la droi te /menée par le centre instantané. Donc :

La conique de Rivais d'une droite l et le cercle des centres sont deux
courbes homologiques; le centre d'homologie est le centre instantané de
rotation et l'axe d^homologie est la parallèle à la droite l menée par le
centre instantané de rotation.

Diaprés le théorème du n° 10, le cercle des centres est le cercle oscu-
lateur de la conique au centre instantané.

Les tangentes aux points correspondants concourent sur l'axe d'ho-
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inologie. La dro i te donnée / e t la parallèle à /, symétr ique de cet te
droite par rapport au centre (Fliomologie, sont les droites-limites. La
conique peut donc être tracée exactement.

Puisque la droite donnée est la droite-limite de la f igure de la
conique, les points d'intersection de cette droite et de ce t te conique
correspondent aux points d'intersection de la droite de l ' infini et du
cercle des centres. Donc :

La droite l est toujours une sécante idéale de la conique de Rivais corres-
pondante, et les extrémités de la corde idéale sont sur les droites isotropes
issues du centre instantané de rotation; le point milieu réel de la corde
idéale est le pied de la perpendiculaire abaissée sur la droite du centre
instantané.

Ce théorème peut s'énoncer en d'autres termes :
Le lieu géométrique des points du plan qui se confondent avec les centres

de courbure de leurs trajectoires se compose des droites isotropes du centre
instantané.

C'est sous cette forme que nous avons déjà trouvé ce théorème.

17. Nous allons maintenant déterminer le pôle de la droi te /par rap-
port à la conique de Rivais de cette droite (fig. 4).

Le plan polaire de la droi te 2C, C étant le centre du cercle des
centres, par rapport au cône [2, C], est évidemment le plan horizontal
passant par 2. Le plan sécant 01' coupe le cône suivant la conique C»,
dont Ça est la projection orthogonale, la droite 2C au point L\, le p l an
polaire de cette droite suivant la droite /'. Le point L\ est le pôle de /'
par rapport à C',.

La projection orthogonale Li du. point L\ est le pôle de la droite /
par rapport à C^. Nous savons que la droite qui joint le point ou, milieu
de 00', au pied P de la perpendiculaire abaissée de 0 sur /est le dia-
mètre conjugué de / par rapport à C^; le point L, est sur cette droite.
Il est aussi sur OC^ projection de 2C. Donc :

Le lieu géométrique des pôles de toutes les droites du plan par rapport
aux coniques de Rivais correspondantes est la droite qui joint le centre
instantané de rotation au centre du cercle des centres.
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Imaginons maintenant un dièdre rectangle dont Farête coïncide avec
iO. Les traces des faces du dièdre sur le plan hor izonta l coupent le
cercle des centres en deux points m et n, et la droite mn passe par le
centre du cercle; donc les plans Smn passent par la droite SC quand
le dièdre tourne autour de 10. Les plans SOm, îOn couperont le
plan Ot suivant deux droites OM' et ON' qui rencontrent la conique (X
en M' et N', et la corde RfN' passe toujours par le point L\ L^ Les pro-
jections OM et ON de OW et ON' sur le plan horizontal seront rectan-
gulaires el les droites MN, cordes de l'arc sous-tendu dans €2 par l'angle
droit MON, passent toujours par le pôle L, de la droi te Z. Donc :

Le pôle d'une droite Ipar rapport à la conique de Rivais correspondante
est aussi le point de concours des hypoténuses des triangles rectangles
inscrits dans la conique qui ont leur sommet au centre instantané.

18. Soit un plan horizontal quelconque TT, il coupe le cône [2C]
suivant une circonférence qui se projette sur le pian horizontal de pro-
jection suivant un cercle tangent à Ça au point 0; il coupe le plan QV
suivant une droite parallèle à 00' et la projection de cette droite sera
la corde commune à Ça et au cercle tangent à Ça en 0 dont il vient d'être
question. De là un théorème bien connu. Si nous supposons que le
plan ^ passe par le sommet du cône, il coupera le plan OP suivant la
droite //, Donc :

La droite l est la sécante idéale commune à la conique de Rivais qui lui
correspond et au cercle infiniment petit représenté par le centre instantané
de rotation.

19. Revenons au pôle L^ de la droite l par rapport à Ça. Ce point L(
se t rouve sur le diamètre LAojB, l'angle AOB est droit : les axes de €3
sont donc les parallèles a OA et OB tracées par le centre <p. Nommons K
et R les points d'intersection avec les axes de la normale OC à Cs, a et h
les axes de cette conique; on sait que l'on a

QK __ b2

OR~"a2' , ,
d'où l'on déduit

©Li __ a 2 —^ 2

9 A a2-!- b2
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Ce résultat est indépendant du rayon de courbure en 0 et, par suite,
de la position du point 0; il démontre que :

Le lieu géométrique des pôles L^, par rapport à une conique €3, des
sécantes idéales communes à cette conique et à chacun de ses points con-
sidéré comme cercle infiniment petit, est une conique T^ homothétique de
la conique Ça ; le centre d'homothétie est le centre de C^ et le rapport cVho"
mothétie est a ̂  y , î a et b étant les axes de C.>.a" -\- b^

C'est, sous une autre forme, un théorème énoncé par Sieiner ÇGesam-
melte Werke, t. II, p. 4 3^)-

Les cordes communes / à la conique'Ca et à chacun de ses points
considéré comme cercle infiniment petit étant les polaires du point L|
par rapport à C^, il en résulte que :

L'enveloppe des cordes communes à une conique Ça et à chacun de ses
points, considéré comme cercle infiniment petit, est une conique T'^, polaire
réciproque de I\ par rapport à C^,

De plus :
La conique P,,, polaire réciproque de ï^par rapport à Ça, est une courbe

homothétique de C^ ; le centre d'homothétie est le centre de C^ » le rapport

d'homothétie est ' ̂ _ p -

En effet,
2 „ „ epL çA

—— /•ft T /-it î rm T__ —— T__y A === yLi ,yL ou çA yLi

La cordeyg'de €2 parallèle à la droite /e t passant par le point L, a
ses extrémités sur les droites 0F et OG; FG étant le diamètre du cercle
des centres parallèle à /.

Le triangle FCO est isoscèle; donc le triangle/LiO l'est aussi. Donc

OL,=L,/=A

Si l'on désigne par 0 et L( deux points correspondants des coniques Ça
et Fa, et si du point L < , comme centre, avec L,0 comme rayon, on
décrit une circonférence, elle passera aux points/et^-. Donc :

Si) par le point Li de la conique 1^, on trace une tangente à cette
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conique, cette tangente interceptera sur la conique Ça une corde, et sisuî
cette corde, prise comme diamètre, on décrit une circonférence, elle sera tan-
gente à la conique Ça au point 0 qui correspond à Li.

Ces deux derniers théorèmes sont dus à Steiner {loco citato).

n === .2, TU ==2.

20. Nous cont inuerons à supposer que o^ est un cercle. L'application
des théorèmes généraux ne présente aucune d i f f i cu l t é ; nous nous con-
tenterons d'examiner quelques-uns des cas où la courbe F.j est elle-
même un cercle.

Remarquons d'abord que, le cercle F^ passant aux po in t s circulaires
de l ' inf ini , la courbe F7 passe aussi par ces po in t s . La courbe F' est, en
général, du quatr ième ordre, elle a toujours deux as}?lnptotes imagi-
naires; les deux autres sont réelles et distinctes, réelles et coïnci-
dentes, ou imaginaires suivant que Fa coupera, touchera ou ne coupera
pas le cercle des inflexions. La courbe F" a trois points doubles sur le
cercle des centres, i n f in imen t voisins de 0, qui sera donc un nœud d'os-
culation ( ^ ) . Mais deux de ces points sont imaginaires si Fa ne coupe pas
la tangente en 0 au cercle des centres, le poin t double restant est alors
un point isolé.

Si Fa passe par le centre instantané et y est tang.ent au cercle des
centres, la courbe F' est aussi un cercle, tangent également au cercle
des centres; mais Fa et F^ sont situés de part et d'autre de la tangente
en 0 au cercle des centres.

Si Fa est le cercle de roulement, F^ est le cercle symétrique par rapport
àO.

Si la courbe Fa passe par le centre instantané, mais sans être tan-
gente au cercle des centres, F' est la projection horizontale de la courbe
d'intersection de deux cônes; la génératrice verticale 1-0 leur est com-
mune, donc la courbe Fg qui passe par les points circulaires de l'in-
fini est une strophoïde dont le point double est au point 0.

Celte strophoïde est osculée, en 0, par le cercle des centres ç^, et,
comme la projection horizontale de l ' intersection des deux cônes reste

(r) SALMON-FIEDLEB, ^fiafytische GcomGtnc der hohcren ebenen Curven, p. a63.
Ânn, de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome III. — DÉCEMBRE 1886. '^^
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la même quand on considère ̂  comme le cercle mobile et F'a comme
le cercle des centres (n° 9), le cercle F 2 est aussi un cercle oscillateur
en 0 de la s trophoïde. Ainsi :

Quand un cercle Fa, (jui passe par le centre instantané de rotation, se
déplace, le lieu géométrique des centres de courbure des trajectoires de ses
divers points est une strophoïde dont le point double est au centre instan-
tané. Les cercles oscillateurs au point double sont le cercle F\ et le cercle des
centres c^.

Il résulte de ce théorème que :
Si l'on trace une transversale par le point double 0 d'une strophoïde, ci

si l'on nomme M, w, m' ses points d'intersection avec la courbe et avec
ses deux cercles oscillateurs en 0, on a

OM ~" 0 m 0 m'

La construct ion de la tangente en un point de la strophoïde et celle
de son asymptote réelle n 'offrent aucune diff icul té .

Si le cercle Fa coupe orthogonalement le cercle ç^, la strophoïde
devient une focale de Quetelet, et l'on voit facilement que le foyer de
la courbe est le point milieu de la corde commune à F 3 et à ̂ . De là
ce théorème :

Dans la focale de Quetelet, le foyer et les centres des cercles osculateurs
de la courbe au point double sont situés sur une même droite perpendicu-
laire à celle qui joint le foyer au point double.

La correspondance qui existe entre le plan fixe et le plan mobile
donne immédiatement des théorèmes qu'il serait quelquefois assez dif-
ficile d'établir directement.

Ainsi, aux théorèmes : Par un point donné P, on ne peut mener que
deux tangentes au cercle; si le point P parcourt une droite, sa polaire
tourne autour d'un point, correspondent ces théorèmes :

Par un point P du plan d'une strophoïde, on ne peut tracer que deux
coniques osculatrices de Vune des branches b de cette courbe en son point
double et qui lui sont tangentes en un autre point.
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Nommons M e t N les points de contact de ces deux coniques avec la
s trop h oï de.

La conique oscuîatnce de la branche b de la strophoïde en son point
double 0, Cjid est déterminée par les points M et N, pivote autour d'un
point y quand le point P parcourt une conique quelconque oscuîatnce de
la branche b de la strophoïde au point 0.

A une droite du plan de la strophoïde correspond une conique oscu-
latrice du cercle des inflexions au point 0; de plus, la strophoïde est
de la quat r ième classe; donc :

Etant donnés deux cercles Fa etf.^ qui se coupent au point 0, on ne peut
tracer que quatre coniques osculatrices de f^ en 0 et tangentes à ï\.

Une strophoïde n'a qu 'un seul point d'inflexion réel; donc :

Etant donnés deux cercles F^ et f^ qui se coupent au point 0, il n\y (ï
c/uune seule conique réelle osculatrice de f^ en 0 et osculatrice de Fa.

Supposons ma in tenan t que le cercle F^ ne passe pas au centre instan-
tané de rotation 0; la courbe F, correspondante aura un nœud d'oscilla-
tion en 0 sur le cercle des centres; ce nœud sera réel si Fa coupe la
tangente en 0 au cercle des centres. C'est le cas qui est représenté dans
\^fig\ 5.

On peut tracer la tangente en un point M de cette courbe en pre-
nant la projection hor izonta le de l ' intersection des plans tangents au
cône [^9^,] le long de la génératrice îm et au cône [OF^] le long de
la génératrice Om.

Cette même construction peut être expl iquée sans ayoir recours
aux cônes. Le point infiniment voisin de m sur la conique donnée F^
(conique ou cercle) appart ient , comme le point 772, à la tangente t en
m à la conique. Donc, le point in f in iment voisin de M sur la quar t ique
a p p a r t i e n t , comme le point M, a la conique qui correspond à la tan-
gente t. En d'autres termes, la tangente en M à la quartique est la tan-
gente en ce même point M a la conique qui correspond à la tangente t,
Or cet te dernière conique est la transformée homologique du cercle
des centres, l 'axe d'homologie passant par 0 et étant parallèle à t.

Traçons donc, par 0, cette parallèle à t; soit x son point d'intersec-
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lion avec la tangente en m' au cercle des centres, la d ro i te Moc sera la
tangen te à la q u a r t i q u e .

Cet te construction mont re que la quar t iqae est inscrite à Fan^'le
dont le sommet est au p o i n t 0 et dont les côtés sont tangents à F^, ce
qui est, d 'a i l leurs , évident apriori.

La qua r t i que F/, est de la sixième classe, el le a qua t re t angen tes
doubles et six points d ' inf lexion. Donc :

Si l'on donne un cercle f^ un point 0 sur ce cercle et un cercle F^
qui ne passe pas par le point 0, on peut énoncer les théorèmes sui-
vants :

Par un point quelconque on peut tracer six coniques osculatrices de f.^ au
point 0 et tangentes à V^.

Il y a quatre coniques osculatrices de f^ au point 0 et doublement tan-
gentes à Fa.

II y a six coniques osculatrices def^ au point 0 et osculatrices de F^.

Nous c i te rons encore le théorème suivant qui résulte i m m é d i a t e m e n t
de la correspondance en t re les deux p lans .

Le point de contact des t angen tes à un faisceau de cercles dé te rminé
par les p o i n t s A et B, issues d ' un même point Py sont sur un même
cercle. Donc :

Si l'on donne un faisceau de quartiques passant par les points circulaires
de r infini et par (es points A/ et B' et ayant le même nœud d'osculation,
les points de contact des coniques osculatrices de ce nœud et passant par un
point V avec les diverses quartiques sont sur une même quartique passant
par les points circulaires de l'infini, ayant le même nœud d'osculff,tion,
mais ne passant pas par les points A! et B'.

21. Reprenons les courbes générales F,̂  et F^ du n° 5. C^s courbes
sont é v i d e m m e n t du même genre. De plus, le nombre des points d ' in-
flexion de la courbe F^,,, égal à celui des courbes F^ ( q u i corres-
ponden t aux deux droi tes du plan P) qui oscu len tF^ , est donné par
l'expression

3/n(m •+- n — 3) — 3a -- 127-- 6(J •-- t) — 8(3,

où d est le nombre de-» points doubles de F^, 3 le nombre de ses poin ts
de rebroussement, a- le nombre des points de la base du réseau de
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courbes F^ qui se confondent avec des points simples de F/,,, et T le
nombre des points de la base du même réseau qui se confondent avec
les points doubles de F/^. Cette formule est empruntée à un Mémoire
de M. B r i l l ( 1 ) .

Si l'on appl ique cette formule au cas de la Cinématique, il en résulte
que :

Le nombre des points d'inflexion du lieu géométrique F^ des centres de
courbure des trajectoires 'des points d'une courbe F,,, est

3[m{m—ï)— c r — 2 T — 2 û ? ] —8j3.

( 1 ) BRILL, Mathemciti.whe Ânualen, t. ÏII, 1871.
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