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SUR LE

CHANGEMENT DE VARIABLES,

Par M. E. MARCHAND,

PROFESSEUR AU LYCEE DE CARCASSONNE.

On peut reprocher, a juste titre, & la formule de Taylor de ne con-

duire simplement au développement en série que dans quelques cas
particulicrs qu’il est aussi facile de traiter directement. Cela ne dimi-
nue nullement son importance, la valeur d’'un formule générale con-
sistant plutot 2 montrer que tel probleme est résoluble qu’a le résoudre
effectivement avec le minimum de calculs algébriques ou de construc-
tions géométriques.
- L’utilité théorique de la série de Taylor est trop évidente pour qu’il
soit nécessaire de s'atlacher i la faire ressortir. Lagrange a montré
pleinement tout le parti qu’on peut tirer du « développement d'unc
fonction d’une variable lorsqu’on attribue un accroissement a cette va-
riable ». Quoique sa démonstration dela « loi généralede ce développe-
ment » soit reconnue insuffisante, il n’en est pas moins vrai que, grice
aux travaux de Cauchy et de ses successeurs, les propriétés des séries
entieres el Paptitude des fonctions analytiques a se préter & un parcil
développement servent de base & la théorie moderne des fonctions. Il
est inutile de rappeler que les propriélés si importantes du contact
et de la courbure dans les courbes et les surfaces peuvent étre con-
sidérées comme de simples applications géométriques de la série de
Taylor.

Hoéné Wronski, le philosophe qui découvrait le Principe absolu du
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138 F. MARCHAND.

savoir et la Lol de création ('), appréciait cn ces termes la séric de
Lagrange qu'il faisait rentrer comme cas particulier dans son Probléme
universel (*) : « Cette loi est pour Lagrange ce que sont le binome de
Newlon etle théoreme de Taylor pour leurs auteurs respectifs (*). »

L’auteur de la Philosophic absolue (*) se devait & lui-méme d’obtenir
la loi qui embrasse toutes les autres lois des séries comme un cas tres
particulier de la Loz supréme de la Science des nombres (*), a propos de
laquelle Lagrange, dans le compte rendu, conjointement avec Lacroix,
du premier Mémoire présenté par Wronski & I'Institut, a signé cette
décisive déclaration : « Ce qui a frappé vos Commissaires dans le Mé-
moire de M. Wronski, c’est qu’il tire de sa formule toutes celles que
I'on connait pour le développement des fonetions, et qu’elles n’en sont
(que des cas tres particuliers (%), » La loi générale des séries conduit
facilement & la série de Taylor, puisque « le cas en quelque sorte pri-
~mitif de la loi fondamentale des séries est celui ot 'accroissement est
indéfiniment petit et lorsque, par conséquent, les différences devien-
nent des différentielles (7) ».

Il m’a para intéressant de constater que 'expression des cocfficients
de Ia série de Taylor obtenuc dans cet ordre d’idées par Wronski, des
1812, en laissant indéterminée la variable indépendante, n’est autre
chose que Ia formule générale relative au changement de cette variable.

Ordinairement on se borne & indiguer le moyen de former les déri-
vies successives EZ—,)L, Ly, ... par un caleul de proche en proche

dx” dx?*
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v ded?y —dy d*x
g

|

?
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(1) Encyclopddie mathématique ouw exposition compléte de toutes les branches des Ma-
thematiques, d’aprés les principes de la philosophic des Mathematiques  de  Hoéne
I ronski, par A. 5. de Montferrier. Amyot, éditeur, . 11, p. 482.

Cel Ouvrage ayant 616 la cause occasionnelle de ce (ravail, je me bornerai dorénavant i
le désigner par les abréviations suivantes : /. §.

(2) 4. 8., t. I, p. dor. M. Cayley a donné une nouvelle démonstration du Probléme
universel (Quarterly Journal, avril 1873).

(3) A8, v A, pe 405 (Phitosophie de Uinfini, p. 98).

(%) A. 8, t 1, p. 484.

(5) A..8., L. I, p. 358.

(8) 4.8, t. 1, p. 363.

(1) 4. 8., t. 1, p. 275.
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Si cette marche devait étre regardée comme irréprochable, il n’y aurait
plus aucune raison pour préférer la formule du binome au triangle
arithmétique. ‘

La formule de Wronski, toute compliquée qu'elle paraisse au pre-
mier abord, ne me semble donc pas devoir étre rejetée, 2 condition
qu’elle donne tres aisément les résultats relatifs aux changements les
plus simples. Sa longueur tient & ce que, pour avoir un déterminant,
on introduit beaucoup de termes qui ne subsisteraient pas dans le dé-
veloppement. L’exemple bien connu de la multiplication des détermi-
nants justifie amplement cette maniere de procéder par desapplications
trés vari¢es et toutes remarquables, dont le nombre s’aceroit de jour
en jour. Je donnerai d’ailleurs, pour obtenir les coefficients numéri-
ques, une formule qui n’exige pas des calculs autres que ceux qu'on
serait obligé d’effectuer pour développer la puissance mi™¢ d’un poly-
nome entier. Quant aux fonctions que I'on peut considérer comme suf-
fisamment connues :

y= at,
y=e", y=ULz,
¥ = CcO0S.x, Yy =langwx,
Yy =arccosz, Jy == arctangwx,

je ferai voir que les changements de variable indépendante auxquels
elles donnenl naissance conduisent & des formules qu’on peut tirer
directement des méthodes générales. Je retrouverai tous les résultats
connus actuellement, ainsi que certains autres qui ne me paraissent pas
avoir été signalés jusqu’ici.

Ce qui précede suffit pour mettre en pleine lumiere I'idée qui m’a
inspiré. La route & suivre est des lors visible. Je commencerai par rap-
peler dans historique la démonstration de la loi générale des séries de
Wronski, et je ferai voir qu’elle contient aisément d’autres formules
plus récentes. Ensuite je consacrerai trois Chapitres & application im-
médiate de trois méthodes générales qui se complétent I'une 'autre, en
choisissant pour chacune d’elles les exemples qui paraissent lui con-
venir le mieux.

Les cas (raités suffiront, je 'espere, pour montrer quel degré de
clarté peut atleindre cette question dont la généralité est bien faite
pour effrayer au début.
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Historique.

1. Je copie textuellement Particle publié par M. Abel Transon dans
les Noupelles Annales de Mathematiques (p.305; 1874 ) sous ce (itre : Lot
des séries de Wronski; sa phoronomie.

« La démonstration que Wronski a donnée, en 1812, de sa loi des
séries, dans la troisieme Note annexée au Mémoure sur la refutation de
la théorie des fonctions analytiques, est, comme j’ai déja eu I'occasion
de le dire, extrémement simple; mais, parce que les premiers Ouvrages
de T'auteur ne se trouvent plus dans le commerce, je crois faire une
chose utile en publiant ici cette démonstration.....

» L'auteur avait démontré dans sa Philosophie des Mathématiques.
publiée en 1811, que la forme générale des séries est la suivante :

F(r)=A¢+ A1 0(2) 4+ Ay 0(2) 4+ Ayg ()4 . .,
dans laquelle Ie symbole

()= o(2) g2 4 2) gl +28) . .ol + (m—1)E],

et il s'agissait, dans la Note de 1812, de donner la formule du coefli-
cient général A,. Ici je citerai textuellement I'auteur :

« A cet effet, rappelons que la différence régressive d’une fonc-
» tion f(2) est I'exces de cette fonction sur celle. qui la précede dans
» 1'ordre de Paccroissement & de la variable, savoir

A f(e)y= ) =[x —=3).

» L’expression d’un ordre quelconque de ces différences, toujours
» dans 'ordre régressif, est

AN
~

0 (ph— 1 . (g — 1) (o — 2 .
+LJJ.2 )‘/(‘l"——‘)g)—-—‘[ s Ii(; )/("I;w")'

» Appliquant cette formule & une fonction de la forme

f(2) =g (2)";
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» o On a
| Abo (@) =g (2)*— ‘%Q(I~£)“"E
(1) 4
( Ld_{;‘-: I) , ( 25)&)]2_!_‘ - (_ ,')p.,_?(‘l._ ‘ug‘)w:?’;_

» D’ailleurs, puisqu’on a en général
9(.1 — i)t =g — 1) o(x — M +E) . ol —1 4+ (v —1)Z],

» ‘A étant un nombre quelconque, le facteur ¢ (x) se trouvera contenu
» dans la faculté ¢ (2 — A5)®% lorsque o sera plus grand que X et que,
» dailleurs, w et A seront des nombres entiers, ainsi que nous le sup-
» poserons ici. Donc le méme facteur ¢(x) sera contenu dans tous les
» termes (1) de la différence A¥ o ()% lorsque o sera plus grand que u.;
» ct, par conséquent, en donnant & a la valeur qui réduit a zéro le
» facteur ¢ (), on aura, dans le cas en question, la valeur

(2) A“'cp(x)‘°’5:o.
» Or la forme générale des séries est
(3) F(z)=A¢+ A o(z) 4. ...

» Prenant donc des denx membres de cette expression (3) les diffé-
» rences des ordres régressifs 1, 2, 3, 4, ... et donnant ensuite d 2 Ia
» valeur qui réduit a zéro le facteur o (2), nous aurons, en verlu
v de (2),

AF(z) == A, Ag(x),
A'F (2) = A, A2 o (z) + A, A2 0 ()2,
() AF(2)=A A ¢ (@) + Ay, A g(2)¥+ Ay A% ¢ ()%,
/ AvF(2) = A Ao () + Ay A q(x)ﬁ‘g—f— A Ao (2)¥E+ A, AF cg(x‘)““g,

..............................................................

AF (o)
Ay ()

» Ensecond lieu, puisque, en vertu de I'équation (2),onaAg(x)**=o,
» les deux premieres des équations précédentes (4) sont identiques

» La premitre de ces équations donne immédiatement A, =
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» avee celles—ci:
AF(z)=A Ao(z) + A Ag(a)E,
AF (2) = A, Ao (@) + A, Ao (2)E,

» équations qui donnent immédiatement

[Alg(x)A*F(z)] (1)

A-;:
T [Alo(x) Atg(a)®E]

» o troisieme licu, observant qu’en vertu de la valeur générale (2)
on a
CAE \3l% 9 \31E
Ao(x)¥s—=o, Ao(x)*=o, A g (2)¥s = o,

on verraque les (rois premieres équations sont identiques avee celles-ci:

AF(x)=A Ao(x) + A, Ag(z)2? 4-A5A ol Pt
AN F(z)=A A o(x) + Ay A2 ()4 Ay A2 o ()%,
NF(2)=A A o(z)+ A, A @(‘1,)9527‘_ A, A3 :‘;(.1:):”5’

» équations qui donnent encore immédiatement

o [Ale(2) Mo(z) A F(x)] - (*))
' [Ato(x) A% (.uv)l'E Ay (.‘L‘):"E]

Ay

» el, procédant de la méme maniere, on verra, non par induction, mais
» par le principe méme de la formation de ces quantilés, qu’on aura,
» en général,

[A o(a) Az o (',_.)215. ARt ,‘;)(_7;‘)!1.—1!5A[J. F(a))

5) Ay — T T YA T S T
(9) 2 [Afg () A2 ?(‘,,.)212. ARSI g ()b HE AR c.o(.:z')!"'z.l

» w étant un indice quelconque.

» De plus, ayant égard & la valeur de a dans cetic expression du
» coefficient général A, et, par suite, & la valeur (2), on verra que la
» somme combinatoire formant le dénominateur de Ay, que nous ve-

#
(1) Le symbole [Alg(x) A2 F(x)] désigne évidemment le déterminant
Mg(a)a2F(x)— At F(x)A2g(x).
Il est curieux de constater ici que Wronski se sert couramment des déterminants qu'il

appelle fonctions schins (A. S., t. 1L, p. 423).
(%) Le numérateur et le dé nominateur sont encore des délerminants connus.
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» nons de déterminer, se réduit & son premier terme, ¢'est-d-dire
» qu’on a
[Ato(z) ... Abg(2) ] =Alg(z) ... At o (2)*E,
» et c’est lal’expression algorithmique de la loi générale des séries...»
2. Il me reste maintenant & mountrer que les formules

(4) AFF () =A At g (a) +. ..+ Ay At o (2)#E,
[Atg () A2g(2)?E..  Av—1 o (2)r—1E AL F ()]

(5} :\[.L:j - P NNTA = ¥
[AI ?(‘Z) Az CAD(.Z')"”Q... Av—1 (P(x)p.—ilg Ab (;9(1‘)!"]4]

comprennent, comme cas pacticuliers : la premiere, la formule géné-
rale relative & la pime dérivée d’une fonction de fonction; la seconde,
la formule générale relative au changement de la variable indépen-
dante.

On peut reprocher & la démonstration de ne pas tenir compte de ce
que les termes qu’on néglige comme nuls séparément, dans le second
membre des ¢quations (4), sont en nombre infini.

Le passage direct des différences finies aux différentielles scrait en-
core tres ceritiquable; aussi M. A.-S. de Montferrierindique-t-il dans son
Ouvrage (*)la maniere d’appliquer directement la méthode de Wronski
b la série de Taylor, en s’appuyant sur la regle de L’Hopital.

J'emploicrai la marche suivante pour arriver assez rapidement aux
équations qui se déduiraient des équations (4) par simple substitution
des différentielles aux différences, sans qu'aucune série ait a intervenir
dans le calcul.

3. Lemme. — Désignant par x une fonction quelconque d’une va-
riable indépendante « et représentant, pour abréger, par
dm .j;f['
la différentielle m™e de x? dans laquelle on supprime, une fois le dé-
veloppement cffectué, tous les termes qui conticnnent z en facteur, on
a lesidentités suivantes :
dmpm=—1.0.3.. .m(d.i')"’,

dmax?l —o, si  m<p.

(1) 4. S., t. I, p. 265 el 266.



144 E. MARCIIAND.

En effet, on sait que

dmst = ((ds + ds 4. ..+ dz))™ —2 P i a’“: dés, ..,

P
-3
a—i—lJ—l—...—}—/.::m,

o, {3, ..., étant des entiers pmm[q qu1 peuvent s annuler.

Dans le cas actuel,

dm zm :2 Pu pgass
PyPy. ..
avec cecl en plus que, dans le caleul développé, il faut faire
dr=ax=o.
Ce résultat s’obtiendra encore en ne prenant que les solutions de
o+ B +...=m,

pour lesquelles aucun des enticrs positifs du premier membre ne sera
nul.

Aucundes entiers positifs &, {8, ... ne doit étre nul et la somme doit
étre m; il est elair que tous seront égaux & 1. On n’aura que le terme
correspondanth o =B = ... =1, c’est-a-dire

dmam=1y.o...m(dx)".
Je suppose maintenant qu’on ait & calculer
dmar  (m<p);
le nombre des entiers positifs «, 3, ... étant plus grand que m, il y en
aura toujours au moins p — m nuls, d’olt

dnrr—=o (m<p).

Derivées d’une fonction de fonction. — Je remarque d’abord qu’on
n'a pas besoin de connaitre la formule générale qui donne la dérivée
mive 'une fonction de fonetion

y=/(u), u=uqg(x)

adm oy
pour étre sar que e 31 est un polynéme entier sans lerme constant,
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soit par rapport aux 7 premieres dérivées de w par rapport a a, soit
par rapport aux dérivées /) (w), f® (u), ..., f™ (u).

Supposant la loi vraie pour 'indice m, on a

m .y,
ZZ’" =T (f(l) j(") .. .,f(m)’ It“)’ [(lﬂ)’ . u{m))

FF étant un polynome entier. Le théoreme des fonctions composées
donne

-1 10 b
=y (9 £ 4. or Flmn ) ) oM v
A+l 0/[1) o 0/(1}1) dut) '

La loi s’étend a P'indice e + 15 comme elle est vraie pour m =1, elle

dm . .
est générale. Donc Ta "Zl est un polyndme entier sans terme constant en

D, P, oL, /™, les coefficients étant des polynomes entiers en ('),
w®, L, w™m.,
Cela posé, si j’éeris, pour abréger,
F(z)=y, F®l(a)=1.a...pA,,

b

la formule préliminaire de Taylor peut s’écrire
=Aj+A(x—a)+...4+ A, (z—a)"+ P,

A, A, ..., A, ¢étant des nombres.

Supposant que y soit une fonction continue, ainsi que ses m pre-
miéres dérivées, et que la (2 + 1)1 existe, dans I'intervalle dea & ,
je prendrai pour définition de la fonction P=®(x), dans ce méme
intervalle, I’équation

P(x)y=y—A—A(z—a)—...—A,(x—a)"

On démontrerait sans peine que O () et ses m premieres dérivées par
rapport & 2 sont continues et que la (m+ r)iéme dérivée existe dans
Pintervalle de @ 4 .

Il est évident que, si I’on prend 2 comme variable indépendante, on a

D(a) =0 (a)=...=P" (a)=o.

Si @ n’ést plus variable indépendante, ¢ () est une fonction de fonc-
tion et, d’apres la remarque par laquelle jai débuté, ses 7z premitres
Ann.de I Fe. Normale. 3° Série. Torne I1I. — Mar 1886. 19
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dérivées par rapport a la variable indépendante sont fonction entiere,
sans terme constant, de PV (z), ..., D™ (), les coefficients ne pou-
vant devenir infinis, puisqu’ils sont entiers en z/", ..., ™. Il en ré-

sulte que, puisque
d(a)=... =P (a)=o,

les m premieres dérivées sont nulles, quelle que soit la variable indé-
pendante; par suite, les m premieres différentielles sont aussi nulles.
On a donc les équations

5({)/——!\, d(z—a) —...—A,d(z—a)” =o,
(4 bis) dy—Ad(x—a) — .. —A,d*(x—a)™ =o,
dny — A dr(x —a)—...— A, d"(z —a)y*=o,

le point placé au-dessus de # — a indiquant qu’'on donnera a x la va-
leur @ pour laquelle * — a = o. D’apres le lemme, on pourrait se
borner a poser

; d¥ (z) =A,d(z—a),

(4 ter) AP (2) =Ad (@S a)+ A di (2 a),

A" F(z)=A,d"(x—a) ...+ A, d" (x — a)r.
Ces équations se trouvent démontrées en considérant x, soit comme
variable indépendante, soit comme fonction d’une variable indépen-
dante. Comme on est habitué a désigner presque toujours par x la va-

riable indépendante, il peut étre commode d’écrire ainsi la derniére
des équations (4 bis),

dhy = Ajdm (e — uy) +. ..+ A, dm(u— u,)™,
I ary
A, = —0 (21,
S 1.2...p\du’ ),

a condition de remplacer u par u, dans le développement de d” (1 —w, )?.
Prenant les dérivées par rapport & la variable indépendante x, au lieu
des différentielles, et supposant

}'z./‘(u)vh u=9(x),
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L~
~1

ce qui donne
I

Ap= g 7 (0),
il vient
y=J(w), v=o0(z),
[m , . .
E{.I}"Z‘ = [ee — wo]" f (wy) + Tl—p [(ee — wg)*] F& (o) + ...
T iem [(ee — wo) ] ) (),

le point placé au-dessus de u — u, signifiant toujours qu’on doit rem-
placer u” =u par u, dans le développement, ce qui équivaut a faire
u—u, =o.

Il me parait superflu de rien ajouter pour prouver qu’en développant
par la formule du bindme (z — u,)?, avant de prendre sa mi¢m¢ dérivée,
et remarquant que, des lors, on peut sans ambiguité remplacer u,, qui
est une valeur particuliéere mais quelconque par u, on retrouve la for-
mule relative & la ni*m¢ dérivée d’une fonction de fonction, telle que Ia
donne M. Hermite a la page 62 de son Cours d’ Analyse de I Ecole Poly-
technique :

: y=rw),  a=ga),
5;3: =1.2...n [Alf’(u) —l—%_/"'(ll) +...
(B) ? M () T"f'f_;fwu)J,

le dernier terme de la quantité entre parentheses étant
(— )=t {w)® ui-t, »

- 5. Remarque. — L’hypothgse consistant a faire u = u, dans le déve-
loppement supposé effectué de [(u — u,)?]" que jereprésente, d’apres
Wronski, par un point .

[(& — wy)P]tm,

revient tout simplement & développer [«”]" et & ne conserver, dans ce
développement, que les termes qui ne contiennent pas « en facteur.
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En effet, d'apres le théoreme sur lequel je me suis déja appuyé pour
démontrer le lemme, on a, d’une part,

[(e — wg)P ") = (((e — uo) H+(u— ). ..+ (e— 1) )"
_2 o P'" [t — ] @ [0 —u,]® ...,

o+ ﬁ +...=m;
ona, d’autre part,

(ur)m) = ((u 4 u—+...4 u))™ _2 FTL w® W®
o ..

or, la dérivée d’une différence étant la différence des dérivées des fac-
leurs, on a

(1t — wo)* =™,
sauf pour & =o.

Comme on doit faire « =wu, dans le premier dcwloppemenl tout
terme qui contiendra (z — w,)° sera nul; si donc on supprime du se-
cond développement le terme correspondant u’==u, on retrouvera
identiquement les mémes termes.

On peut donc écrire les formules obtenues précédemment

(4bis)y dmny = Adm(x —a) + Agd”‘(w—. a)l ...+ A dn(e—a)m,

dmy dy I . . d?y
YT — ) m & L Lt ) (m) —o e
dxm — [ 0] de T 12 [« 0)’] duz T

(4)

sous une nouvelle forme abrégée plus courte, quoique identique au
fond,
dry = A dnz ...+ A, dm 1

dmy . dy d*y dam y
el [ ) L 2 im) L e m(my ___L.
dzxm ] du + [u ] du et 1.2...m [u I dum’

()

le point placé sur « ou sur « indiquant la valeur zéro qu’il faut
donner a cette variable.(') » apres avoir, bien entendu, effectué le de-
veloppement.

(1) A. 8., t. 10, p. 266.
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6. Changement de la variable indépendante. — Les équations
(A 0IS) e e e e ,

déterminent les inconnues A, As, ..., A,; on a donc, en remarquant
que '

\ T (l’”'}’

M r2..m <Zﬁ>x=a’

dz—a) dz—a)? ... d(x — aym—1 dy

d(x—a) dx—a)}? ... d*(x—a)" dy

la formule

I (lml}, . dm ({L‘— a) dm (;Z’ _ [I)" L..odm (Z’— a)m——l d/n‘}.
r2.3..mde™ T | d(r —a) dx—a)? ... de—a" dlx—a” ’

B (x—a) d(x—a)? ... &(@—a)"" d(xr— a)"

dm (;Z‘ __ (l) d/n (.7) _‘_ a)z V. dm (J; — (l) m—1 duz (1 _ (,)m

D’apres le lemme (n° 3)
dr(z—a) =o si p<q,

il en résulte que, sil’on considere le dénominateur, tous les éléments
situés au-dessus de la diagonale principale s’annulent; le déterminant
se réduit donc & sa diagonale principale

d(a.c;a)di(x—.—a)i. Lodn(z — a)ym,
D’apres le méme lemme, ceci devient
t.d(z—a).1.2.[d(z—a)]*..(1.2.3...m) [d(x — a)]";
ord(x —a)=dx: il vient
1.1.2.1.2.3...1.2...m (dx)i+¥i+t..+n,

Quant au numérateur, on peut aisément le transformer de maniére
a remplacer d”(x — a)? par da”.



150 E. MARCIAND.

En effet, ce numérateur peut s’écrire
’ I

dx dx®—oadx dz®— 3a dx®+ 3a dx
dix dxr*—2ad’x A*x?—3ad*x*4-3a2d*x

dmw dm‘l,‘z —oa dmw dm % — 3 a dm 22 ~+ 3 a? dm €

Il est visible que I'on ajoutera aux éléments de la seconde colonne les
¢léments correspondants de la premiere multipliés par 2a; on mullti-
pliera ensuite les éléments de la premiere colonne par — 3a?, ceux de
la deuxieme déja modifiée par 3a, et 'on ajoutera a la troisicme co-
lonne, ete.

On obtient done

de  dx* ... daxm! dy
d*x Pzt ... d*axmt Ay
(D) i d'")f . dm x dm g2 . dmpm—1 m ¥

[.2...mdz™  1.1.2.1.2.5...(1.2...m) (dx)r2+s+rosmn’

Il faut faire = a dans le résultat; mais, comme « est une valeur quel-
conque, rien n’empéche de conserver . L’analogie avec la formule (5)
est évidente. On peut d’ailleurs employerles notations de Wronski, qui
désigne les déterminants sous le nom de fonctions schins et les repré-
sente par conséquent par la lettre hébraique w,

N8

I
Pt

Py w(dle dra?. . .db—t b=t dvy)

b (,1!1‘ p2it g3l gt I ((/{1,)14-24-...4-;;. ("-

=

X

7. Remarque. — Sil'on veut faire disparaitre un assez grand nombre
de termes du déterminant (D), on peut employer la simplification in-
diquée pour les formules (4 ter) dans la Remarque du n° 5,

dx 0 0 ... o dy

drz  dax? o .. o d?y

m ym o M .2 m .3 m pm—1 m
(E) [ dy____ drx dmnx® dmrz® ... dtz dmny
1.2...m dx™ 1.1.2.1.2.3...(1.2...m) (da)i+2r..+m

() .S, t. I, p. 381.
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Sil’on applique laregle de Laplace, qui donnele développement d’un
déterminant suivant des éléments des (p — 1) premigres lignes, on ob-
tient, en appliquant le lemme du n° 3, apres des réductions faciles ('),

dr+igr  dprigp+t || o
P42 up P+2 p+1
- dry ar+2gpr  dr+ig A o
L - o]
p=rim . . .
It dm y dm ppr dm op+1 . dmpm—1 -
r.2...m dz™ Z (t.2...p)(1.2... pF1)u. . (L2...m) (da)P+(p+Detm

Ce résultat a I'inconvénient, dans les exemples théoriques, de con-
tenir I'hypothese indiquée par x; dans le développement explicite, il
donnerait encore lieu & de nombreuses réductions. Je me borne & le
signaler.

8. On voit que les formules (D) et (E), dues & Wronski, sont une
conséquence immédiate de la formule relative a la dérivée d’ordre
quelconque d’une fonction de fonction. Si la démonstration qui a été
donnée de cette formule ne convient pas, il suffira de la remplacer par
toute autre que I'on préférera.

Par exemple, on pourra partir du résultat (B) indiqué par M. Her-
mite dans son Cours d’Analyse. Le point de départ est, comme pour
Wronski, la série de Taylor. J’ai déja déduit (n°4) cette expression (B)
d’une autre expression équivalente, mais exprimée par une notation
plus concise (A); cette forme (A) a plus spécialement servi pour
exprimer d’une maniére facile & retenir la formule du changement de
variable. Je vais établir, en quelques mots, que, si I’on prenait (B)
comme point de départ, on arriverait immédiatement a (A).

On suppose démontré que (*) :

« y=/f(uv), u=9¢(x);

(B) ?Z;'t—: =1.2...2[A /W (0) 4.+ A f ()],
A= - ol n Iftu‘)(n) — 'l,' (=1 4.+ (—“)i_li(u)('”ui—l_l. ”

(r)y .8, v 1, p. 427.
(%) Cours d’Analyse de U’ kcole Polytechnique, par M. Ch. Hermite, p. 62.
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En vertu de ce théoreme évident que la dérivée /¢ d’'une somme
est la somme des dérivées 7™ des différents termes, on a

[ty — L=y e (==t £l oy |

.d ) A e
= [u‘—— s w4 (— 1)t T uytu l
=[(0 — )i — 1™ = [ (1 — u,)’ ™,

et par suite, en remplacant n par m,

/ ([/n)- . (/}
et — () L
(A) S die™ [ —uo] i
| S R A2y 1 dnmy
e. - T—'; L( “— UO)-](’”) 7;_ et 1.2. . [( u— “ )m‘l(m) du™ )

Jai d’ailleurs montré, dans une remarque 5, que cette formule
pouvait encore étre écrite d’une maniere plus condensée, bien qu’iden-
tique au fond :

oy [ [ 1 dmn 'y
PR (m) o - ;2 (/n) __ — mN(m)y L,
dx™ =(« ) du + ( “) s + 2. . (u ) A

(€)

9. Les formes (A), (B), (C) me paraissent faciles & retenir. (est
ce qui me les a fait adopter dans ce travail. Elles indiquent, sous leur
forme abrégée, un développement facile i rendre explicite et qui d’ail-
leurs est déja connu

L MR , .
Le coefficient de 22 est POy (uf)™. Développant, on tombe im-

l 1’ 1.9
médiatement sur le résultat indiqué par M. Bertrand (') :

ATTANER d*u fra,
(' du\" | dx? dx®
. amy N Jdx 1.2 1.2... dry
r — = . m e .
dax™ 1.2...0 1.2... 0, 1.9... 0y du?

lys by, ..., kg Gtant des entiers positifs, tels que

Iy+o2ly—+. ..+ ahg=m,
i+ lg+...+ hg=p.

(V) Traite de Calewl différentiel, par M. J. Bertrand, p. 3o09.
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En effet, (u?)™ se déduit de (u,u,...u,)"™; par suite de I'hypo-
these représentée par u, il n’y a & considérer que les termes contenant
les p quantités u,, u,, ..., u,. Soit donc un terme i coefficient

Plll
[ A

J

contenant A, premieéres puissances, h, secondes puissances, ..., A,
puissances a, de telle sorte que

iy 4+ o2l + 30+ ..+ ahg—=m,
o+ e+ Iy fg=p.

Il est nécessaire de remarquer que des termes qui sont distincts si ['on
conserve les indices deviennent égaux si on les supprime; ce sont
ceux qui se déduiraient du premier en permutant entre elles les Z,
quantités élevées a la premiere puissance, ainsi que les 4, élevées a la
deuxieme puissance, .... Si donc on supprime les indices, le méme
terme est répété autant de fois qu'on peut former de permutations
différentes avec les £, objets du premier groupe considérés comme
pouvant étre pris dans un ordre quelconque, avec les /4, objets du
second groupe pris abstraction faite de leur ordre, .... Un méme
terme est alors répété autant de fois qu’il y a de permutations avec
répétition de p objets, A, étant égaux entre eux, /%, autres égaux entre

eux, ..., ¢’est-a-dire
I)
D
phlPh, e th

Si donc on ne veut prendre chaque terme qu’une seule fois, il faudra
multiplier son coefficient par ce nombre, ce qui donnera

P/u Pp 3
Pl Ple Pp,Pp,... Py,

Nous avons ici le développement de (#)™; or il ne s’agit dans (F)
que de celui de I’L (w?)™. On a donc
r
u(”>": (u“—’)>/‘;
o () ()"
" Py, Py,

Ann. de U'Ee. Normale. 3¢ Série. Tome 11, — Mar 1886, 20
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comme il s’agissait de I'établir en partant directement des formules
fondamentales.

10. La Réfutation de la théorie des fonctions analytiques de La-
grange, de Wronski, fut « Poccasion d’une polémique tres ardente »,
a la suite de laquelle « unsilence convenu ou tacite s’établit autour du
réformateur (') ». Les formules que je viens de rappeler n’attirérent
pas I’attention des savants. Depuis, quelques auteurs ont retrouvé, par
des méthodes particulieres, la dérivée '™ d’une fonction de fonction,
sans que I'antériorité de Wronski, dont le Mémoire date de 1812, me
paraisse contestable.

Je pourrais donc me borner & passer aux applications que j’ai cru
devoir faire pour montrer que les notations employées par Wronski
des le début sont assez claires pour conduire directement & tous les
résultats particuliers obtenus jusqu’a présent par des procédés élé-
gants, mais variables d’un exemple a lautre.

Je cilerai cependant, pour compléter ce court historique, trois tra-
vaux remarquables, faits chacun & un point de vue différent.

11. Dans les Nouyelles Annales de M. Terquem (. IX et XI) se trouve
un article intitulé : Sur la différentiation des fonctions de fonctions. Seé-
ries de Burmann, de Lagrange, de Wronski, par M. A..., ancien éleve
de I'Heole Polylechnique. Cet article est assez intéressant pour que
M. Combescure I'ait jugé digne de figurer en note dans sa traduction
de la Théorie des déterminants, par M. Brioschi.

Les notations initiales sont les suivantes :

/ s=F(y), y=9(z),
S 2 S AT () A () e AL F (1),

P dx”
n
( ) [cpl(x.)'lIm I’(Pfl(x)]m, '(?(n)(x)"m,,
| 1 1.9 1.2...n
A,,L::I.z...n\, = = coe =
\ Ld 1.2...00 1.2...00 1.2...0,

m,,m,, ..., m, étant des nombres entiers et positifs (y compris zéro),

(1) A. 8., L UL p. 482,
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qui doivent satisfaire aux équations

Mmy+omy,—+...+nmyu=n, My~ My~ oo M, == .

On reconnait aussitot Ia formule (F) déja établie (n° 9).
Ensuite l'auteur, en vue du but spécial qu’il s’est proposé, ainsi que
Uindique le titre, donne au résultat la forme suivante :

olxz+Nh)—o(z)

—90
h =
, drs  n oy PH(0), n(n—r) B dn==(6%),
(G) dx® *T[ ) a1 1.2 O~ T dhnr

nin—i1)(n—2) i dr=3(5°),
+ 1.2 Q ( ) d]uz-:;

(le zéro indiquant qu’on doit faire 2 = o apres les différentiations).

Je vais montrer qu’on passe facilement de cette forme (G) a la forme
(A) indiquée plus haut. Pour revenir aux notations que j’ai employées
jusqu’ici, j’écris

y=J(u), w=o(x)
ou encore

w=q(x,+ ), o= (x,)

() («, étant la valeur initiale arbitraire),
x
u— u,

-

dry  node- 1(6) dy n(n—r) dr—2(42) dry

dz” — 1 dx" ' du 1.2 dxr?  du?

=0,

Or on a, par la formule de Maclaurin,

[(e - U )PP 4.

_ - . » ____ p— 1 Y21 PP
(u ) (e )l + I [(w g )P]M + + 1.2...p

D’apres le lemme du n° 3, les p premiers termes du second membre
s'annulent; il reste
P Pt

Z ) )
(0= wy)? = ———[(u — w,)?]\" +

[ —_— p (p+1)
Lp I. ([)—i—r)l‘( “— th)"] -+
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par suite

(— wy)? I . x .
P = = w— )PP e~ T(1— )PP,
b P 1.2...17[( o)’ +J.2...(p+1)[( 0]
1.2...(n—p .
(r)r=r = I 2( n 2 [(e—w)?P]" +Bx +y2®+...;

d’ou, en faisant x = o,
2...(

- I.
01} (n—-p) —
( ) 1.2,

n—p) - (n
T [(2 — uo)P]™™.

Alors le coefficient de [5—'—%’— dans (G) étant
44

n(n—i).. .(IL—-/)—!—I)(g'p)(,,_,,)
1.2...p

peut encore s’écrire, apres réductions faciles,

) I .
[ — — PR = e (g 2)(2)
1.2...1)[(16 )] = 1‘2...[)(u )

ce qu’il s’agissait d’établir.

ey

L’auteur termine son article par la démonstration du résultat sui-

vant :
« f= TN —o(x)
- h ’
A 1) ny = [E£D'¢(x) D2o(2)! ... Dr=1 g(2)" = D* F(x)]

nin-41)

i1al3l.. nl[Do(x)] *

nl dhr—1

Ce beau théoreme est dt a M. Wronski (Philosophie de la Technie, 2¢Sec-

tion, p. 110). »

Il semble done que I'auteur se soit tout simplement proposé d’'obtenir
par une démonstration suivie un théoreme déduit par I'inventeur de
deux résultats obtenus d’une maniére indépendante, comme cas parti-

culiers de formules beaucoup plus générales.

Jai déja indiqué que ¢’est comme déduction de la « Loi supréme ou
universelle de I’Algorithmie » que Wronski présente sa loi fondamen-
tale des séries du n° 4, qui conduit immédiatement, comme on I’a vu

plus haut, 2 _
1 odry  ISE(dxdat.. . dntzmtdry)
ml dzm 1l2l3l...m! (dg)t+terit.tmn
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Passant ensuite de la génération technique systématique (') a la com-
paraison technique (*), le philosophe résout le probléme universel, dont
la formule s’établirait rapidement par les méthodes employées en Calcul
différentiel pour en établir « le cas le plus particulier », la série de
Lagrange. Or, étant donnée une fonction quelconque

y=[(x)=F(u), z=o(u),
x

.. €£r — RN
sije pose —— =10, d’ou
. u— u,

U= g+ (2 — 2,) 071,

j’ai, en appliquant la loi de Lagrange et en remarquant que, ¢ (x) étant
une fonction quelconque de «,
[ dn ® () ]
d(z — zo)™ zz::x.,’

[(l’”fb(.x)'l [d”‘(l)(xo+ /L)]
dx™ | z=z, =0

dhm
Iégalité quisuit :

(Z"L./‘( x) ’ — dm=1 G—m d F( ) 11 .
dz™ | p=z, dum—1 du n=1,

Posant u =1, + A et appliquant de nouveau la remarque qui vient
d’étre faite, on trouve, en supprimant les indices de w, et 2, qui sont
inutiles (i, et x, étant des valeurs initiales quelconques),

i
i

am ¥ am—1
H 2 = ——— [ R/ Ir
() da™ %(l/&’”*‘[ Fi(w+17)] h=0
o .. , dn .
Egalant les deux valeurs ainsi trouvées pour {x,{y on obtient, avec

des notations tres peu différentes, le théoreme énoncé plus haut.

Il est donc visible que, contrairement & 'auteur de article que je
viens d’analyser, j’ai conservé a partles deux résultats qu’il cherche &
relier I'un a l'autre.

Jai déja montré I'utilité de la formule
) g odry  ZE(dzd2...dmy)

ml dam il ml (dx)ttrrerm

(ty o. 8., t. I, p. 358-391.
(%) A. 8., t. I, p. 391-429.
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Je retrouverai, dans le Chapitre III, la formule

d’”")’ dm—1

dzm — =1

(6= F' (e + )]

sous la forme

o d/u")f . dm—l 4 /I. , —m 4 /l w . .
(H) dzm — dhm—1 [(.r’—p-;—z-x’—i—) <‘7 +‘I—"W +> h=0

on verra alors tout le parti que je tire de cette formule tres simple au
point de vue du développement explicite de la formule générale du
changement de la variable indépendante.

12. Au moment d’achever cette nouvelle rédaction, je trouve, dans
les Nouvelles Annales de Mathématiques, deux articles par M. E. Cesaro,
intitulés : Dériodes de fonctions de fonctions (janvier 1885); Note sur le
calcul tsobarique (février 1885).

Il n’y a done pas a s’étonner que la formule () soit présentée sous
cette forme :

« Formule géncrale :

v=p v
(0) 1 dry 1 dVy 1 d'u
9 pl der v! du 7l da”
V=1 r

Pour expliquer le sens de cette formule, rappelons d’abord que, ayant
toules les solutions entieres et positives de I'équation

Py ey =,

0
7

U

n appelle algorithme isobarigue d’une fonction f(r) et 'on désigne par
Sf(r) la somme de tous les produits analogues a
]l

f("l).f('ﬁ) s /("/Il)' »

Cette formule est si peu différente de la formule (F) indiquée plus
haut (n°9), que je crois pouvoir me dispenser d’insister sur ce point.

Le rapprochement que I’on constate ici entre la formule relative aux
dérivées d’une fonction de fonction (n°4) et le calcul isobarique est
confirmé par ces paroles de M. E. Cesaro (p. 49):

« La relation (9) comprend comme cas tres particulier, pour dif-
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férentes formes de la fonction o, toutes les formules contenues dans
notre article Algorithme isobarique et démontrées par une autre voie
dans le Journal de Battaglini. »

La démonstration de I'auteur, qui « ne suppose aucunement que les
fonctions considérées soient développables par la formule de Taylor »,
est tres simple; avee les notations que j'aiadoptées, elle s’établit ainsi.

Supposons qu’on ait démontré la formule vraie pour I'indice 72 el
qu'on veuille I'étendre & 'indice (72 + 1). On sait que

dmy I

“ = ———— (ur )
((‘) dapm -+ I.?....(])_'I)(u )

P—1 4, . 2Ry
d J -+ ! (up)(m) d N4
dur—! L.2...p dup

Prenant les dérivées des deux membres par rapport a z, il suffit d’éta-

(l[)'),
dt

blir que le coefficient de ~— deviendra

l.t” (m=+1)
L.2...p0 ( )

Pour faire le caleul, supprimons partiellement (Ia ot 'on aura d effec-
tuer le développement) I'hypothese indiquée par le point placé au-

. ('lp. . .
dessus de «. Le terme en 17[71}—, proviendra de
(d/"" Y
4 R .

I (ip=1y(m) dur=t ) du I dl(ur)m —_. ] dry
(1 —_ - s
2. (p—1) du dx = y.2...p dr dur’

d’olt
._L -1)((21)-—1)(/11) w ([;[))(HL-!—U — B(czp—l)(m) w — _B ([21)—1)(1n+1)[2 _—. .. (_{I_)_‘_
phlo 1 1 ddar

Supprimant tous les termes qui contiennent « en facteur, puisqueu=o

.. . dr
et que ces termes sont en nombre fini, le cofficient de EETT est

. . . I . ,
/)_! [I)(_ ”[)—l )(m‘) lL’—-!— (up)(m—f—l) — P(up—l)(m) lé’] = l_)_| (u/:)uu—!-l).
Onvoit qu'ici la méme question est traitée avec des notations sensible-
ment différentes de celles indiquées plus haut. Mon but, qui est d’appli-
quer des formules ol I'on soit guidé par I'habitude qu’on a des pro-
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cédés ordinaires des Calculs différentiel et intégral, s’éloigne notable-
ment de celui de M. E. Cesaro qui s’occupe plus spécialement de déve-
lopper les méthodes et les applications du calcul isobarique.

L’importance de ce nouveau calcul est nettement définie par I'auteur,
qui indique en méme temps les sources principales auxquelles on peut
recourir dans cette étude. La question est exposée mieux que je nc
pourrais le faire.

Je me hornerai & quelques réflexions qui me paraissent a leur vraie
place dans un travail destiné a rendre pratiques des formules de
Wronski. Le terme algorithme isobarique fait songer a ces phrases par
lesquelles M. de Mountferrier termine la premiere page de son Ency-
clopédie :

« Nous devons faire observer ici que le nom d’Algorithmie a é1é
donné par Wronski 4 la Science générale des nombres. Avantles travaux
de ce savant, on n’avait point désigné par un nom collectif les diverses
branches de cette Science qu’il a, Ie premier, ramenées a4 une unité syn-
thétique. Le nom d’Algorithmie provient d’algorithme, qui signitic
calcul. »

« II est curieux, remarque M. E. Cesaro, de conslater que tous les
inventeurs, en agissant les uns & I'insu des autres, ont été d’accord
dans le choix de’algorithme isobarique composé comme base du caleul
des partitions... On sait d’ailleurs que le méme algorithme, précédem-
ment étudié par Wronski, sous le nom de fonction aleph, a été I’objet
des recherches de beaucoup de géometres. »

13. Dans le Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques de
décembre 1881 se trouve le compte rendu suivant d’un article publié
dans I American Journal of Mathematics pure and applied (1.111, 1879) :

« Glashan (J.-C.). — Sur le changement de la variable indépendante

(190-191).

« Soient
u=/f(y), x=9(y)
et
7 — I 2 — L n
Xy = ”—‘D;xa u”‘_;;,—II y .

Sil'on désigne par S, la somme des termes de poids 7 dans le déve-

m
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loppement de

on aura (d’apres Cauchy)

D2 u L. D%u
un:S}LDwu—f—Si—é—Lr + ...+ 5] x

n!

Quant aux valeurs de

I ) 1
N2 . n
D, 51 D2, ..., i D2 u,
on aura
£y Uy !
u | G Xy Us
Dyuw==", 7!)5.({:——?%—,
Xy 2. Z, 23
st 0 0 o u,
s} R 0 u,
st 8 s 0,
1 52 3 n-1
Sn-i R | Sn—-l e Sn—-1 ”u~1
1 2 3 n—-1
(E) 2 pey, St KH S3 ... S2 iy, )
4 1 “‘ "2 3 N1 a0 ¢
nl xyxixy .. 2ty

On reconnait ici, & part les notations, la formule (£) démontrée
plus haut (n° 7). La formule de Cauchy, qui a servi de point de départ,
n’est autre chose que la formule (C).

Au risque de rendre les résultats moins intelligibles, on arrive a la

formule qui contient le plus de zéros; et, au lieu de la notation (a}!")(”‘),
qui rappelle I’énoncé du probleme, on prend la notation isobarique S?,
qui ne me parait pas faire image comme la premiére. D’ailleurs, sans
m’occuper plus longtemps de comparer les différentes formes sous les-
quelles ont pu se présenter les résultats précédents, je me bornerai &
remarquer combien est claire et concise la forme adoptée par Wronski

et reproduite par M. A.-S. de Montferrier,

1 odry  w(diadrat. . drtamtdmy)
1l dogpm - m(m 1)

(IlllIQIl".lllzll)(dJ.) 2

Ann,de U’Ec. Normale. 3° Série. Tome L1I. — Mar 1886, 21
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Exposition.

4. La discussion détaillée que je viens de faire rappelle qu’il existe
des formules trés générales. Mais on peut étre tenté d’admettre que
des formules par trop générales cessent de devenir pratiques. Cest
cette idée que je désire combaltre.

Dans le Chapitre 1, je montrerai que la formule générale (D) du
changement de variable peut résoudre simplement certaines ques-
tions, malgré son apparente complication.

La formule qui donne la dérivée d’une fonction de fonction est
relativement courte. On s’explique alors pourquoi (étant donné gu’on
a une fonction de 2 et qu'on veut introduire une nouvelle variable
indépendante ), il est souvent commode d'imaginer ’abord que Ia
fonction ait été exprimée en fonction de u et de remplacer ensuite «
parsa valeur en fonction de «. Le Chapitre IT sera consacré au dévelop-
pement des conséquences de cette idée.

Enfin le troisieme et dernier Chapitre sera destiné & montrer Pa-
vantage qu’il peut y avoir a se servir, dans certains cas, des intégrales
définies prises entre limites imaginaires.

15. Ja1 cherehié A obtenir des résultats faciles & écrire, non seule-

ment pour quelques cas particuliers bien connus

1
E=VACIN x = e, a=Lu, xo=at, x ==t

mais aussi pour toutes les fonctions élémentaires d'un usage courant

@ == ub, &Z == COS U, x == tangu, & == Arecos u, x = arclangu.
, . . ) . . dmy .
L’expression, soit symbolique, soiteffective, de -2 en fonction de

2, x5y, ¥y ... sc présente comme simple application de la
formule du binoéme. Le développement des coordonnées = et y d’une
courbe plane suivant les puissances croissantes de Iarc (le rayon de
courbure étant une fonction supposée connue de cet arce) s’obtient
avec la plus grande facilité et me parait sulfire pour établir I'utilité
géométrique des formules générales.

[l est inutile d’insister davantage. Je passc aux applications.
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CHAPITRE I.

16, Ja1 démontré les formules

(@)D (@0 (emenin
(@)@ (2 (emet)iE e
................ .. ]
b I oy (.‘lf)“"') (‘IAE)(/:I) . (‘.Z.m—1)(m) yelm) i
( e et = —— il o
) o2, ..t et 11.2.1.2.3.. (1.2, ..;m) [(a) D [i2essosm’
()0 ) 0
()2 (e o
l 1 ([/n Y (.,.Zv'b)“”) (,z)( mn (‘5 )“ n
(E — f o - ; -
=) 1.2...m da™ r.1.2.1.2.3...(1.2...

On est tenté de croire que ces expressions générales constituent deux
théoremes tres intéressants, mais inapplicables; il suffirait d’un seul
exemple pour prouver le contraire. Jen donunerai deux, et je ferai ob-
server que le premier me fournit une remarque (ris curieuse.

(’est précisément en traitant par une méthode treés ingénieuse ce
changement de variable, défini par

y = f(x), €2 == e,

que M. Bertrand, dans son Trauté classique de Calcul différentiel et in-
tégral, insiste sur cette idée tres importante que souvent les méthodes
trop générales donneraient lieu & des caleuls prolixes, la ol des pro-
cédés particuliers conduisent rapidement au résultat. Les théoremes
connus semblaient done impuissants & résoudre une question presque
nécessaire.

Cet état d’inférviorité de la théorie algébrique n’était qu apparent. La
formule (D) de Wronski, malheurcusement laissée dans oubli, était
sapable de donner la solution avec autant de facilité que si elle eut été
créée dans ce seul but.

17. Premier exemple. — 11 s’agit de démontrer que, si 'on substitue
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4  une nouvelle variable indépendante, définie par I’équation

o —— U
X = e%,

on obtient un résultat qui peut s’écrire sous cette forme symbolique,

iy _[d 4 [ A
CE dpm T [EL; —(n— I)] [a’u —(r— 2)_] T L/u _IJ da
(Traieé de Caleul dyfférentiel, par J. Bertrand, 169-171).
Le déterminant

()1 (220 L (2P gy

()@ (22)® L (2@

(;L‘)“” (l.ﬁ)(rl) . (‘1,11.—1)(11) ),(n)

devient ici

er 2 e .. (n-—1) er-be yp0)
et 22(52"‘ . (IL —_— 1)2 e(n-l)u y(‘_')
et ol 2t . (II.—— ])n c(u—-l)u J,(n;

On peut mettre ¢* en facteur dans la premiere colonne, ¢2* dans la
k

deuxieme, etc. Remarquant d’ailleurs que le déterminant est une fone-

. . s . d . 2
tion linéaire des éléments de la derniere CO[OHney(')ﬁEEi—Za (2) == ([77,’7 cies

\ . . 4l . ([)/ (Z‘)/ 2 s
et qu'on peut sans danger écrire symboliquement -, (715 > -y A

‘o , v\ * Aty L.
condition de remplacer, dans le résultat final, <(/7) par 217%’ il vient

dy
3 e — —
1 2 (n—1) T

({y\ 2
2 92 32, —1)2 -

¥ (n ) <du)

([‘y n

) (eu)l+2+...+(lz—-1) " on  3n . (IL _ I)" (____>
T ary du

1.2...n dx® 1.1.2.1.2.3...(1.2...n)[e¥] 1+ +n=1)+n

Le numérateur est un déterminant de Vandermonde; il est égal &

1.1.2.1.2.3...1.2...(n—-x)[%-—(n—l)]...[%——1]%-
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Alors, par des réductions évidentes, on obticnt [en remplagant ()"
par z” et faisant passer ce terme dans le premier membre]

z-"{ﬁ—-— da ) d R d dy
e = (n—1 mz—(n-_) _-(ZZ—I Jn

I8. Deuxieme exemple :
= u¥,

u. étant un exposant quelconque, positif ou négatif.
On a, par la formule (D),

dy
[ et 2 et (m — 1) paln-te—t |
du '
P(p—r) ™2 o s aee |
1 A"y | e e e !
ro2...m o dam T 120 1.2 o ()i em

Si 'on muliiplie par « les éléments de la premiere ligne du détermi-
nant, par u* ceux de la deuxieme, ete., ce qui revient & multiplier le
déterminant par w'**=+" on peut mettre u* en facteur dans lapre-
mitre colonne, «** en facteur dans la deuxieme, cte.

Apres réductions évidentes, il vient

23 2 u(—/—-
e |
Ly
p(p—1) 2p(2p—1) ce.ou mjl
LByl
X by
| plp—1)(pr—2) ap(ep—1)(2p—=2) ... u.";mg
] dmy | oo e Cee e [
.2...m dx™ 10,2, 0.2, . plerem g

Le résultat est done de la forme

m ne 4y nm—1 4,
/Z .V - um—mp, f{ ’)/ + c um—1~-my. :_l—l
dxm 70 dun ! dum=1
ou encore
Jm nm m—1
N d Y — m d -V. m—1 £l_.-_'.Z -]
M — =Cyl -+ Ccq U T e
dx™ dum dum—

Cos €4y + .. Gtant des coefficients numériques.
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Ces cocfficients s'expriment en fonction de certains déterminants
dont la loi de formation est tres simple; si on les retrouve plus tard
sous forme développée, on aura par cela méme le développement de
ces déterminants.

-19. Quoique le déterminant (E) contienne un grand nombre de
zéros, son développement direct parait impraticable; c’est pourquoi
j’ai cru bien faire de m’adresser a la théorie des intégrales définies
prises entre des limites imaginaires (Chap.1II) pour obtenir avec la
plus grande facilité le développement explicite, sans terme inutile, de
:—% en fonction de &, 27, ..., 2™, y', ¥, ..., y™.

J'avais achevé tous les calculs de ce Chapitre 111, quand I’étude atien-
tive du travail déja analysé plus haut (n°41), etintitulé : Swurla dyfe-
rentiation des fonctions de fonctions, Séries de Burmann, de Lagrange,
de Wronskt, par M. A... », m’a signalé un rapprochement inattendu
entre des méthodes en apparence si différentes. L’auteur, comme je
I’ai dit, termine ainsi :

o(x 4+ lt)— @ (x)

« == 7 ’
odeet o A[EDYe () Dro(x).. . Dl ()t D2 T ()
L e [ (2 )] = ¢ ? Py 1,
thal...nl[Do(z)] 2

» Ce beau théoreme est dit & M. Wronski (Philosophie de la Technie,
Section II, p. 110). »

Ce qui n’est pour I'auteur qu’un beau théoreme devient pour nous
une marche & suivre pour arriver au développement, sans terme inu-
tile, du déterminant (D) de Wronski.

20. Il est facile de comprendre quelle doit étre la démonstration a
adopter.

On commence par remplacer dans le déterminant les quantités ¢ (),
o(2)?, ... par0, 6%, ... au moyen de laformule établie plus haut (11)

; ~ L2, (n—p)q .
Gryin-p) — 17T NT T pln),
(@) 1.2...0 (el(=)] )
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On remarque ensuite que de

. v dPF(e) oAt .
(\II) m m == m m—:—f[‘l ¥ ( ‘l.'-/l)]/,:g

on déduit, en observant que

,[m. [(‘(‘[3 ) . ”'m F(.l' -+ /ﬂ(,
dam - dhm

le développement

1 d*F(.r) N A I noe— 1 ARG
= — e () + e F(e)+.o ).
dfyr=1 1 dhn—2 ' |

On est donc amené & multiplier les ¢léments de la derniere colonne
du déterminant, qui sont ["(x), F’'(x), ..., respectivement par
APy n—1 (G,
dhn=1 I e
Je renvotie, pour le détail du caleul, a Varticle de M. A..., dou il
est tiré.

nl dy(xy T nl|

g e

21, Sijavais trouvé wu début cette formule (H) dans Wronski, au
licu de ne la reconnaitre qu'apres des applications multipliées, je n’en
aurais tres probablement rien su tirer. J'en donnerai pour preuve cef
extrait de I'Encyclopédie mathématique ouw Exposition. compléte de toutes les
branches des Matheématiques d’aprés les principes de la Philosophie des
Mathématiques de Hoénd Wronski, par A.-8. de Montlerrier (LI, p. 416-
117-418).

« Or, lorsqu’on donne & la variable  une valeur quelconque @ dé-
terminée par la relation o(x) = o, les premiers membres ... sont les
coefficients Ay, A,, A,, ... dela série primitive

20

(H2) Flo)=Ap+A o(e)+Aso(r)y ...

Ainsi ces coefficients auront pour expression générale, dans ce méme

cas de o (a) = o,
. P A OB (1 3y U]
(H) (D) Ay == -X—P«n—( - ) 5

mais, pour rendre cette expression indépendante de la variable =,
qu'on doit faire égale h zéro apres les différentiations, il suffit d’ob-
server qu’en donnant a la variable x la valeur @ et & la variable z la va-
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“ieur zéro ou x — @, on a évidemment

deor <a’9(<'°(x “‘si— %’(»’1—")>”‘> B ((l’(ﬁﬂji@)') _

dsP dzP - da?

Ainsi, dans le cas de ¢(a) =o, qui est celui des valeurs des coeffi-
cients de la série (51), 'expression se réduit définitivement a

] 5(&*'1 ((;;;{)P" (ZS/(II)) )

(H) (54) Ap= 5 | 5._

dar—!

en indiquant par I'indice (x = a) qu’il faut faire = a, apres les dif-
férentiations....

» Nous ferons observer que cette construction (54) des coefficients
de la série primitive (52) présente déja une anticipation sur le déve-
loppement définitif, que donne la loi de Wronski

_wldio(r) o (@)?d o (2)t. .. dr-to ()bt d F ()]

E 4 Ay : . : . :
(B) (7)) Ay wld o) d?q(x)*dP @ (x)?. .. dt—t @ (a)P—tdV g (2)¥]

des expressions initiales

5 av T (x) dP=1[O- F (2 4 5) 1]
(. -)0) _——_—C[‘)’P‘ fend e ,

car on obtient immédiatement une génération relative de ces coeffi-
cients (50) en développant le coefficient général ci-dessus par la loi

(19) dn ¥z fz)=Fzxd" f(x)+mdFzxdr" fz+...,

uiest la loi fondamentale du Calcul différentiel. On a, en effet,

/ dv—1 [( z— ﬂ)"’ d 1«; fi,r):l
AI‘" == - ¢(x) dx

el daxh—1
& — a\W
(33) (  _ 1 gdP'F(x) x—a\V p—1 d-1E () d( cp(;z;))
— e T <cp(.zr) > + = doat—1 dx
' e )
L (=) (p—2) @+ F(x) ¢(x) _*__._5;

1.2 dxb—2 dx?
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. , , ) . ey e X —da
mais ce développement dépend d’une fonction auxiliaire Pk de

sorte que, pour arriverala génération absolue du coefficient général A,
¢’est-d-dire pour n’avoir plus dans ce développement (55) que les der-
niers termes ou les vrais éléments de la génération en question, il fau-
drait encore développer les différentielles

X — a\V o [0 — a\® o[ — a\W¥
(5@)> <) ~G=)

et, ce quin’est pas le moindre inconvénient, comme, en faisant r =,
5 . ’ . . ’ . , . ) (8] .
apres les différentiations, on obtient des valeurs indéterminées — il

serail encore nécessaire, par des différentiations réitérées des numéra-
teurs et des dénominateurs, d’arriver enfin aux derniers termes ou aux
éléments do(x), d*9(x), d* 9(x), ..., dont la loi n’apparait nulle-
ment au milieu de toutes ces opérations. Il n’en est pas ainsi de l'ex-
pression (47) ou (19); elle donne immédiatement les éléments de la
construction des coefficients en question et présente ainsi la généra-
tion absolue de ces coefficients. A la vérité, il entre encore dans cette
construction les différentielles des puissances de la fonetion 5(a) et
non les différenticlles immeédiates d ¢ (x), d* o (), d* ¢(x), ...; mais
la Toi qui donne les différentielles d* g™, moyennant les différen-
tielles élémentaires dyx, d* oz, d* gz, ..., n’est qu'une extension
ou plutot une transformation de la loi fondamentale (n°19). »

CHAPITRE II.

22. La formule qui donne la .dérivée mi“m¢ d'une fonction de fone-
tion étant relativement simple, il y aura souvent avantage a se ramener
a cette formule. Je rappelle d’abord quelques-unes des formes dont elle
est susceptible :

y=j(u), u=g(x),

o {lm ¥ . (l}’ I . d?. v . ([m y
M e (g V) L I 2\(m) L. B — (ggmymy
(G) o («) du - 1.2 () du? e 1.2...Mm () dum’
) dm . Vi (u . w270 (2 w s w )m (m) d/n"-
((\) ey — [(L —_ uo]("l) _)’ -+ L(,.. p‘l_)-]._._ -_'.{’ . L(..__O___]__. h)
dam i 1.2 du? 1.o...m du

Ann. de U'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome I, — Ma1 1880. 22
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[ dny _ dy . A, (12.},. . A dany
(B) \ dem — ldu 1.2 du? Tl dum’
( A,, o (uh)(m} — ? (ltl;—l)(zlzw U ... (___ I)pv 11,(u)(m) uP-1;
, Tul® w'r)
F) dm'r—-x . m ) ra| o ltee...p ‘_’il’,
( =1.2... 1,2.-./11 ].2.../22 I'?“"/III dur

’ dam
U Dol ..+ athyg=m, =y~ o =Ny =p.

Les applications étant assez nombreuses pour mériter un classement,
je diviserai ce Chapitre en trois Parties.

Dans la premiere, j'utiliserai les formules pour plusieurs des fone-
tions élémentaires. Il deviendra évident que 'on ne peut étre arréte
dans cette voie que si I'on a affaire & des fonctions dont les propriétés
ne sont pas assez connues acluellement pour donner lieu a certaines
transformations de calcul nécessaires dans tout probleme.

Dans la deuxieme Partie, je me bornerai & un seul exemple géomé-
trique tres simple et (rés important relatif aux courbes planes. Jindi-
querais bien des formules pour le cas des courbes gauches, mais elles
ne me paraissent pas encore arrivées a un degré de simplicité suftisant
pour que je les transcrive.

Lnfin, la dernitre Partie sera destinée 4 montrer combien il est
facile de généraliser la formule & deux points de vue différents.

PREMIERE PARTIE.
23. Premuer exemple :
a==Lu, cest-d-dire = -c¢*.
D'apres la formule (B), ona

F
a '1/22[@-—”0)1'](”) ! (_ZI_J

e — b
damn pldur .
p==1

[(e0 — 1y)? %) = \ (wP)n — L: (P~ = A (— 1)P ) gp=t |
or
u=—e<, (wp)m) = (ere)n) = prerr,
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On a, par suite,
) R
[(«— wg)r)im = ep= [P" —Lpp—rt (- r)"”‘l”"};

d’ol le résultat connu

- . = - 2 ae
dry :1"u£li+—'~ 2"-——-3 1 u‘—’d !
daxn du 1.2 du?

1 ,)1 [ [f)n_B(P—l)"—i‘ A (=1 1[)1"|1[I’€[_)—.}_

{u?

Avec la notation des différences, ce résultat prend une expression trés
simple,

dry Arogn dP
—_— ———eeee 1 P
dax" 2 1.2...p dur

p=1

(Recueil complementaire d’ Exercices sur le Calcul infinitésimal, par M. Tis-
serand ).

22, Dewxiéme exemple :
U= ax", &= ut.

Nous avons déja prouvé que le résultat était de la forme (n° 18)

dm v dmy dm-1 y
m PLAp— m [ m—1 -
z dam Colt du™ e u dum—1 e

Il serait facile de vérifier ce résultat; je me bornerai 2 chercher de
nouvelles expressions des coefficients c.

Sachant que, dans le coefﬁmenlded ,,7 qui est ———— [(u——u )P|e,

n

on peul mettre en facteur z, ¥, il suffira, pour avoir le coefficient nu-
mérique, de remplacer «, par 1. On a une premiere forme du résultat

ary

)—m P —

2

dm [ 1)1’]‘"‘) B dur )
m x=1

dx 1.2...p

Jappliquerai cette forme du résultat 2 exemple trés simple
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" An—ky
Le coefficient de w42 e estégal a

! 2 — ke qlm)
— aX=—1 m i mh
1.2...(m—/')[( ) 184

Ora*—1=(x+1)(x —1)et pour z =1, le facteur x — 1 s’annu-
lant, on a évidemment

[(I‘——l)"' A](llll_[(£+1))}l I.( I)'” /.](llll

_m(m——l)...(m—/c-—l—l) -
- 1ok '

X (m—=F)(m—~rk—1)...1.(m—Kk)...(m—k — L +1)am—F-k

)
_m(m—1).. (7)1—0/. -+1)
I.

gm=2k y o . (m— k).
9. / ( '}

Les premiers termes de la formule manquant, on peut I’écrire, en ren-
versant I'ordre des termes,

y=/(u), u==z*

Ny
:‘5’-‘” —‘(71)” /(”)([6) -{—-I&( l—I)(?I)” 2/ (n- 1)(”’)
n(n—u (nl-—()-p,) (n—: )(2.‘1.),““_,*/.("_4)(u) e
N nin — 1)]..2.(11—; 2k 1) (22)n=2k LR () ...
. EAY

(Cours d’ Analyse de ['Ecole Polytechnigue, par M. Hermite, p.61.)
On peut encore transformer ainsi la formule qui précede :

N\ (m)
[(2¥—1)P]im) = (af;l"l’ — L pptn-n 4
: . 1

=pp(pp—1).. .J.[)—i7z+r)

——J.(p—r)[p.p—-l)--—r] L /)———1)-—m+1]+

Adoptant les relations de Wronski, indiquées au début(n° 1)

:p(.v')"“E:: o(x) o(x -+ £)...9[x+(m—1)E],
A fz)=[f(x)—[f(x —E),
il vient
({Jp>m]- 1 /I_f [P'([) — I)]ml-—l_*_' L= Aa(Hp)m]—i’
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en remarquant, bien entendu, que les différences sont prises pour
I'acecroissement p de la variable (wp). Si I'on fait attention a cette
particularité, on peut écrire

p=m

o @Y NV A (pp)t Al

T odam T el dur
p=1

Le cas le plus élémentaire est celui ol I’égalité existe entre "acerois-
sement u des différences. et Paccroissement — 1 de la factorielle
(up)™=". Utilisant alors cette formule trés facile 2 vérifier

A (@ + x)ymE= mu—120 (a 4 2)m—plE (1),

on a ce résultat simple :

—_— =1 yr —~— pp—1
u=ux"1, xr=u""t,
dm P&y pl—1 P m—pl—1 P
@y N M (= 1) (—p) ur &Y
dam 1pit dur
n=1

Pour développer cette formule, il suffit de voir que

(___ 1))m—~pl-1 — (__ -[)IIL—FPII!—[)H’

p=m

AUy g NPT 1 dry

daxm - g e mp P :
p=1

Ce résultat n’est qu’un cas particulier de la transformation linéaire
la plus générale, pour laquelle on ohtient sans peine ce résultat :

ax+b

U= e y=f(u),
I? =
DY _p N (pypp L PP (1) (@l = baypar
dan " P, 1.2...(n—p) (a'z + b"yn+r -
p=1

Pour appliquer numériquement cette formule, il faut remarqaer que
plp—+1)...(n—1)
r.2...(n—n)

n’a plus de sens pour p = n, mais qu’il suffit de rem-

(1) A..S., t. 11, p. 274.
(2) Foir ce résultat dans le Cours de I’ Licole Polytechnique, par M. Hermite, p. 65.
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placer cette expression par 1 pour que la formule s’applique de p =t
a p = n, sans exception.

Je terminerai par une remarque qui me permettra d’utiliser la
forme

=m
dmy " . dary
(C) —_— (ll./’ (M) e
' da™ du?
p=1

Cette forme se développe, comme on sait, par

. P, ;

2

a4+ P ...+ h=m.

Pour obtenir la formule (F) nous sommes partis de (u, w, ... u,)™
et nous avons été obligés (n°9), ne voulant prendre chaque terme
qu'une fois, de corriger le résultat dans le cas ol P'on aurait par
exemple o = f. Ici, comme il ne s’agit que d’une application, et qu'il
importe peu que I’on écrive plusieurs fois le méme terme, pourvu que
le résultat tinal soit exact, je n’aurai pas a tenir compte de cette cor-
rection; il suffira de partir du développement supposé elfectué de
(wyuy ... uy)™ et de faire ensuite u, =u, = ...= u,.

Cela posé, je considere le cas particulier ol . est un nombre entier
positif plus petit que m. Si p > ., il faudra supprimer dans le¢ déve-
loppement de («?)®™ non seulement les termes qui contiennent u’==u,
mais aussi ceux qui contiennent &2, ¢ > ..

Pour ne prendre que les termes w? « ...« qui contiennent
W, Uy, ..., u, au moins & la puissance 1, je remarque que tous ces termes
sont divisibles par u, u, ... u,. Il reste alors

u’f“1u§". .. u}’;"lz u%'u.[i'. .. uz;',

o+ B .+ N=n—p.

Il vient alors un polynéme homogene de degré n — p en u,, w,, ... u,
dans lequel, d’apres la nature de laquestion, il ne faut prendre que les
termes qui ne sont pas divisibles par des puissances données des varia-
bles u, uf, ..., uY. On sait que, dans la théorie de 'élimination, on est
amené a compter le nombre de ces termes et a le désigner par une no-
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tation spéciale
- Ay o ApALN(p, n—p).

(Cours d’ Algeébre superieure, parJ.-A. Serret, 4¢ édition, t. I, p. 68.)

25. Troisieme exemple :
©=sinx, ax=arc sin «.

Si je pars de 'expression développée de

1 .
—_— (m)
1.2...[)(~up>m ’

comme on a

[ p "”—_ ~ (0) — a} X T
W =Ccosz, u'=—sin, w*=sin Z4o— >

\

on voit que, si on écrit

d'".)/' —s‘ A [_lﬁl .
dz™ — L0 dur’

si ( -+ Ty
. . n{ax-+oa-—
(~ sinz '\ /— cosx\": . 2)
m(cos.r.)/’x 1.2 1.2.3 _ I.2...a

1.2...0 1.2...0, 1.2... 0 777 1.2... 0y

h+2hy+...+oahyg=m, ey fy 4. o hg=p,

et par suite
fg+2hy—+ ...+ (ot —1)ig—=m — p,

Chaque terme élant de la forme C cosPa sin?~#x, le coefficient de
(ll’)’

—= est forcément de la forme
du?
@y COSF & + @, cosP~rxsin® +. ..+ ap, sinPx.
On verra plus loin que ce coefficient peut aussi s’exprimer cn
fonction de singn et de cosgn.
26. Quatriéeme exemple :

& == arc cotu, u = cotx.

On sait que, si 'on désigne par C, &, &y, ..., &b, certains coefficients
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numériques, on a

dcolx dr cota
- cot" = (G + A cota —I—Jl”——'zl—" G+ .o Ay dx" '

(Cours d’Analyse de I Ecole Polytechnique, par M. Hermite, p. 337,
338).

4 , dcolx d* col.r
Inversement on peut résoudre par rapport & —-——; -, —=— le
équations du premier degré
dcotx R
—_— = —1— COol%x,
de
1 d*cotar ;
- ———— == colax — colPx,
2 dz?
1 d*cotr  deotx
(-;- dzs —_ i =3 — cottxe,
dr cotx dcotx . -
Moy 7}‘”’—— m!lnl dz gy | M cotr 4+ col

Le dénominateur commun est une constante ; par suite, le numéra-
teur ne contient « que dans sa derniere colonne. Développant sulvam
les ¢léments de cette colonne et ordonnant, on aura

/-//L cotrn n-=1 ) n
7P = aycol Z 4+ apcoltx ...+ @, colx + iy
Or
(uﬁ)(u _2 I u(“) cou® (... +2h=mn),
W = @y cot*lx + a; cot*x +. .. = quu @ ut+. ...

Pour former («?)"™, on aurait 2 multiplier des polynomes entiers de
degrés o +1, B +1, ..., A+1; il viendra un polynome de degré
o +1—+B~+1+...=n—+p. Lerésultat rentrera dans ce type simple

(l”")/ o dry
‘——m_”:E (Byurto o Byawer=i i 4 By y) 0
=1
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27. Cinquieme exemple :

u=72(x), a‘:‘/b du .
Vi —w?) (1 — k2u?)

Je m’appuierai sur le résultat suivant:

p2n ) 2n-+1 ( :') a, - al3) R
———— = (5 L W(S) ..
CTTon R 1 ( )+1.2.3 (=) +
a(l'zn.-«l) 5 2 1 3 am) .
_— “2/1*—- =4 —_—_— A2 s ».
+1.2...(2/z—1) ( )+1.2...(2n—|—1) (=) ()

Cette formule perniet de déterminer les dérivées d’'indices pairs de u
en fonction de «, «®... au moyen des équations du premier degré

W) A2 e A, e =Bu + Currt,
=2 L =B u + Cu2n—1,

.....................................

On tire de 1a, en remarquant que le dénominateur des inconnues est
égal & 1 et que le numérateur ne contient qu'une seule colonne ou
entre 'inconnue «, colonne par rapport aux éléments de laquelle on
développera,

) = u(dy+d P+ ..+ d,u).

Pour les dérivées d’indices impairs, je prends la dérivée de la for-
mule quia servi de point de départ

X

Jeanden( 5y W (5 — @n V(s flf_f_’x W (5 -~
k() M (s) = TG g A (E) fo..(2n+1)

)‘(2n+1)(3)'

On peut regarder A'(x) ou «’ comme une quantité connue, puisque

W(z)=p(z)v(2) =y (1— u?) (1 — k2u?),
et alors on a

ur2n+1)-_‘_ A1 u(Zn—i) S An—i u(a) — ul(B —+ Cuﬂu)"
w4 = o' (B’ -+ C' u22-2),

d’olt

wr ) = /(1 — u?) (1 — k2u?) (eo+ e u +. . .+ e, u").

(1) Théorie des fonctions elliptiques, par MM. Briot et Bouquet, 2° édition, n° 283, p. 464.
Ann, de I’ Fc, Normale. 3° Série. Tome II. — Mar 1886. 23
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Revenant maintenant au calcul,

(P —2~~———~——u e g+ B+...-h=m.
Si m est pair, un nombre pair de quantités o, 8, ..., A est impair

d’apres la relation o + B + ...+ A=/m; done, pas de radical. Si m
esl impair, un nombre impair des quantités a, , ..., A est impair; on
a donc le radical en facteur.

Si maintenant, m étant pair, p est aussi pair, le nombre des quan-
tités «, ... impaires étant pair, il en reste un rnombre pair qui sont
paires, puisqu’elles doivent étre en nombre p, d’aprés la convention
indiquée par z. On n'a que u* comme inconnue.

En résumé, on a les types suivants :

m=a (/L + Dl -+ /lIt”"H”’) (Z2l)‘y
.Jy. ....... 0 1 PR / ({([21'
. ! Y,
(ko4 Pyu ...~ ke +2r) u — T
S —— d p y
m=oap4+1... (1—u)(1—k2u)(Rg+ hu+. . 4 hamrr=3) g e
¢
T (= TEE (oo S i framszn—ty LY
V(= w?) (1 — K2u?) (ko= kyud 4. .- fwme )2572217

DEUXIEME PARTIE.

28. Je désignerai les coordonnées d’une courbe plane quelconque

l)ﬂ[‘
z=9(s), =90,

s étant I'arc compté a partir d’une cerlaine origine. Appelant » I'in-
verse du rayon de courbure et » I’angle que fait la meenlo a la courbe
avec I'axe dcs 2, on sait que

dx du

14
— ==Y (S) == COSU —_— I ).
ds ¢'(s) = cosu, ds Y

Le développement de « et de y de la courbe suivant les puissances
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croissantes de I'arc exige la connaissance des coefficients

M— Cdn1 e (([2 l—l,
- . dsn+! )0’ []VHA :
On sait, d'ailleurs, qu’il s’agit d’exprimer ces coefficients en fonction
de do
ds’

Je rappellerai aussi que I’on a, si « = o pour s = o,

dll—l—] x

T = M coswu -+ N sin u,
dIH—i , . -
71;".,;-?_ — — M sin v + N cos «.

n-1

. x
Je calculerai, par exemple, ——=+- Le résultat relatif & y s’en déduit
immeédiatement.
La formule (C) donne immédiatement

d*(cosu) d cos u T - d?*cosu

__________ — (n) 7 e e u? (ny ___ 7%
ds” = (4 ) i 1.9,( ) du? +

. . dx
ou bleﬂ cnceore, pUISqUG COSU == —5>

s
I{"+l$ . . (&2)(”) ( !){n) ( )(Il}
Y ——— (n) g —_— A 4 —_
T () sinu TGOS U Tty T3 [cosu

Alors, en désignant par A,, Ay, ..., A, ¢ entiers positifs non nuls,
on a

n R
,,)(,r\ . 5 ull“) u(l ) lt()‘q)
l 'y l )2 1

(A —1 (A,—1) (h,—~1) s
Zl’ P 2 » Ye(ha=b ey
dgr o J

Si 'on veut écrire séparément MetN,

 ———

MA2o+. .o+ 2= n.

— (2)m Y )
M= («) —+—( )A — (.),, < ...,
1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6
() w3)in) sy
N = (1) -l—( ) — .) “+ ..

1 r.2.3 1.2.3.4.5
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Application numeériqgue. — Je prendrai, par exemple,
A5 i 2 ud))
7;f__—._—(u,)msmu—g——)— ()
I 2

. (,’,.';)«'.'.)

COSU + ——= S1nu + —_— cosSu.
1.2 1.2.3 1.2.3.4
Pour («*)®, on a a résoudre en nombres entiers A, -+ A, =4, ce qui
donne (la valeur o n’étant pas admissible), soit A, =1,
A=3, A, =1, soit Ay =hs

, = 3, soil
2. J’écrirai donc, pour abréger,

(e D= [fuld+ 4 ul+6uiui]=8u u"+6(u")?,

(u3) = ]T'* [ usted + wyugud -+ wgreg 3] = (r.2.3)* ('),
7y

(ut )y =1.2.3.4(u")",

d’apreés le lemme du n® 3. Il en résulte done, en introduisant, au lieu
de «, I'inverse du rayon de courbure w = u/,
i _
dss
Ly _
dss T

[— 400" — 362+ o*] cost + [— " - 620’ | sin «,
—[— 4w — 3024+ o*]sinw + [— o" + 6w?n' ] cosu.

29. Si 'on considere maintenant un point mobile, qui décrive la

courbe plane, les projections de 'accélération d’ordre n sur les axes
L2

seront

drx . )
T = (xrcosa + H sin u,
dar .
715_: =—Gsinu+ Hcosu,
, . ds
G et H étant des fonctions de w, o', ... et de ¢y = a0 -
On a d’abord
drx

: dx T d*
i :(S)(”,Z’— +ﬁ(‘g£)m)

12 - - 1
s ds? e

(.gn)[ i (ln xr

1.2...0 ds”

Silon tient compte des valeurs obtenues dans le paragraphe précédent
graphe j

Jour dx d*x

I ds’ ds®’ ’

dr x . (sP)m) T . . (@) =1

— = (s cosu ...+ —F— | — (w)P-Dsinu — L —— cOSU ... | ...

der (s) osu -r_l.z...p_ () | Bt F
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ou encore

AR P G ol ol B 30 o O L I L 0 il B
dir T |V 1.2.3] 1.2 1.2.3.4 1.2 | 1.2.3.4.5] 1.2 1.2.3.4 ]

ce § sinu.

Je w'écris pas les derniers termes de la parenthise (s7), ... parce
qu’il peut se présenter deux cas différents, ce qui compliquerait I'éeri-
ture de la formule générale. Dans un exemple particulier il ne peut y
avoir aucune difficulté. On sarrétera quand on sera conduit a écrive
(s"+'y™. Dans la parenthese qui multiplie (s?)*, savoir

1.2 1.2.3 1 1.2.3.4 I 1.2.3

+§_ () gy G0 Gy®) (i [(im no (iz“ff'\

2[') (p—1) (h'o ip—1)
— +
1.2 1.2.3.4 7

ou bien
1 (p—1) 3 (p—1
(u?) ()=t

I 1.2.3 7

on s'arrélera aussi quand on sera conduit & écrire
(ur=1+1)irl =o.
Application numerique. — On veut obtenir

dtx . dry
_ —Gcosu -+ Hsinu —= = — Gsinu -+ Hcosu.
dt + ’ dt !

La formule se réduit

% . NI Y (4) 12Y(3) 7
dl"[(s)(“—(s) S G . }cosu

der 1.2.3 1.2 1.2.3.4 1.2

sinu.

—%(s&z)m) (l"l)(l) N (‘éa)m (,;1)(2) N (.;a)m [(,}1)(3; 3 (i,::)(:;)'J ;

1.9 1 1.2.3 1 1.2.3.4 1 1.2.3

D’apres des calculs déja faits (28),

ddp

. . {*¢ dp\?
W =" =8l (L
()& = dr’ (s)0 =8 dr* +6<dt) ’

(és)mzawf—l‘t-’, (s )M =1.2.3.4.¢",

(@) =1.2.0%, (@)®=6ww, («&)®=1.2.3.0%;
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par conséquent,

are . L dy .
G =— —602—u>— 3¢t e/,

dat dt

—i=|

dry (dc')'z de
/V——-* 3 —— () —| 6"2—01 "" )ﬁ——()s.
bogm v3\ ) |00t

TROISIEME PARTIE.

30. La formule générale relative aux fonctions de fonclions est

y=f(u), u::cp(.'c),
(lm -

i dy A2y
v u (m) —_— (m) ——..- -
(C) T = (u) a3 (u ) o

Une premiere maniere de la généraliser consiste a examiner le cas ol
y=y(u), w=0q(v), g =1(x).

La méthode, déja indiquée dans les articles signalés plus haut de
M. A., ancien éleve de I’'Ecole Polytechnique, n° 11, et de M. L. Cesaro,
n° 12, consiste & remarquer que la formule (C) donne successivement

, s 2
damy = (Y dy (o)™ dry T (fmyo L dmy
dzm dy 1.2 dv? [.2...m dom’
L (g @ D Ay e diy
dc’l' ' du 1.2 du? o L.2...p du?

dm v

On obtient donc, en remplacant dans I'expression de ——= les déri-
V4

dr dy
vées = -5 -+ par leurs valeurs,

d/n. ~MA dp)r

dz™ 2 dur’
(oP)m) (PP (_;,p+1)<m) (uP)p+1)
L.2...p 1.2, ...p L2, . (p—+1) 1.2...p

({,p+z),(m) (L;p)(,n-z)
(p2) .2..0.p

A,=
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Sil'on pose

(lﬂ")"“ (('y,n)\/u
— = I s, = ‘I k,ps
1.2...p I.2...p
on obtient

l " ]7:”!

dmy Bl . X Py

wl —_ 2(([)1,’1) ‘I‘ m,p+ d)vayl)qlm,p +1 + .. ‘) ([ll‘p :
p=1

On retrouve ainsi un résultat treés peu différent de celui que M. E. Ce-
saro déduit de ses formules isobariques (Nowgelles Annales, p. 62, février
1885).

31. Le cas le plus simple est celui ot I'on a
y = u, w=g9(v), ¢ =1L(z).

Il ne s’agit alors, comme précédemment (n® 28), que d'un change-
ment de la fonction y, la variable indépendante x étant conservée.
Jexaminerai seulement ce cas tres simple

y=u, u=og(a);
on a ' ¢
e dm ¥ . R (ZV (lk‘.’.ym) dz v ,'[m )!m) dm V
(C) e = () o e ———— -(———————;,
' dx™ du 1.2 du 1.2...m du™m
d’oli

. (l;)("L) N (d})(m)

u? w?

(I:tm)(m';

-1 ) —
(II. )(”U - iggm+1
.

e (_ I)I}L

Vappliquerai cette formule au cas m = 4, qui n’exigera aucun calcul
nouveau. On a trouvé (n° 28)

() =8 a"+6(uw' ), () =36(uPu, (i)W == b (),

Y — e
( ) u* w?

vy 8u" W+ 6(u"? L (W) (1)
% T 24 w

Ayant faitici le calcul avec la convention «, je crois utile de remar-
quer qu’il est facile de s’en dispenser dans le probleme actuel,

— () () gm—1 4 (2)0m) gm=2 (e ) ()
S e SRR S

(Il"‘ )(m) —_
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Or, d’apres celte remarque, (res importante et sur laquelle j'ai déja
insisté, que le but est sculement de supprimer les termes en «, on a
)

(l;p)""“E [( w - [(O)p:l(nu — (up)(m‘; . E (up-l)(m) u 4 B_(_Ii)___;____

(weP=2)tm) g2 — .
I

9

Le numérateur de («=*)" peut alors s’écrire

- (u){'m) um—l -+ [( u‘.!)hn) _— 2(1()711 [(] m-2
- [(ua){n:) —_— 3(112)(m} u 3(‘!1)”’””2] um-a__*_. .

-+ (___ I)"‘[( um)(/n)_ l’_l (um—-l ){m] U ...+ (_ I)m—l E (u>vfm) ”m—l]_
1 1

Les quantités («)™, («*)™, ... ayant pour coefficients les sommes des
coefficients de la formule du binome, il vient

m(m—+1) wtm 4 (m—1)m(m—1) (a?)m™

wym) =
( ) 1.2 u? 1.2.3 w?

Cette formule, contenant un plus grand nombre de termes que la
précédente, qui disparaitraient dans les réductions, peut donner des
calculs plus longs dans un exemple numérique. Dans un exemple théo-
rique, elle sera souvent plus avantageuse, U'hypothese « étant difficile
a réaliser @ priori. Je me bornerai & un seul exemple pour justitier ce
point de vue.

32. Exemple :
y=sécer = (cosa)~!.

On a d’abord

dmsécx _ m(m—+1) (cosa)im (m—i1)ym(m—+1) (cos2z)m
dxm T 1.2 cos?x 1.2.3 cos*x

Il semble difficile de donner I'expression algébrique du second membre
en fonction seulement de sinz et de cosx. On a, en effet, 2 exprimer

(COS[’(L‘)(”‘).
Je rappellerai la formule

P

2P~ cosPx = cospx + Tcos(p—-—rz)x—f—....
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Elle permet de remplacer cos?« en fonction de cospx, cos(p — 2)a, ...,
ce qui permet de trouver P'expression algébrique de la dérivée mieme,
On pourrait ensuite revenir des cosinus des multiples de I’are au sinus
et au cosinus de I’arce lui-méme.

Je n’insisterai pas sur ce calcul, me bornant & remarquer qu’il con-
duirait & la solution d’une autre question plus importante :

dmtangx _ dm _1
don = agm [sinz cosz—!]
_anr Sinxcosx-‘ Lm dm-tsinx d(cosz™1) “
- daxm 1 dxmt dz e

33. La formule de Maclaurin, qui a servi de fondement & toutes les
formules précédentes, s’étend si facilement au cas de plusieurs varia-
bles indépendantes, que je crois inutile de démontrer qu’elle donne-
rait (4)

s=/"(u,v), u="1y(z,r), v =4(x, ),

! m ~ . 'z . 3
(_dms  _ ()t ds (9)m dz
dx? dy4 du du
I ‘Y s .- Az ‘Y ad’s
) — | () == -2 (up ) ——r p?)lm) e
(€) - 1.2 [( ) du? +2(u) du dy + () dy® +
1 . dnz  m - . dmz
—_ m\(m) —_ m—1 (m) _____~ .
+ 1 L2...n [(u ) du™ - I (u °) du™=tdy - ]’

le symbole (u*¢#)™ signifiant qu’on forme

dmusoB
dx? dy?

et qu'on supprime dans le développement tous les termes qui contien-
nent v’ =u, ¢°==v.

D’apres les explications*données au début, il suffit d’écrire, en per-
mutant « et x, ¢ et y,

. ds
_i_(),)(m)__*_”“

dms . ds
(m)
(2) - dy

dub dvt — dx

et de donner successivement h p et ¢ toutes les valeurs entiéres et po-

sitives (zéro non excepté), tellesque p+~g=m, p+g=m—1, ...,

P -~ ¢ =1 pour avoir un nombre d’équations du premier degré suffi-
Ann. de I'Ec. Norm. 3¢ Série. Tome Il — Jurx 1886, 24



186 E. MARCIIAND.

sant pour donner, sous forme de quotient de déterminants, I'expression
m d?z
: Y
de ——— 27 €0 fonction de (z*y#)? et de TR
Je n’écrirai pas, & cause de sa longueur, cette formule qui se déduit
presque immédiatement des déterminants (D) et (E) du Chapitre L.
Jobserverai, cependant, que la méthode suivie des le début a 'avan-

tage de s’appliquer sans modification au cas de plusieurs variables.

34. Exemple. — Pour montrer que la formule (C) généralisée n’est
pas inapplicable, je retrouverai, en m’appuyant sur elle, un résultat
connu
( ' =az+Ly,
s=g(xy)y

[y'=yx+dy,

« d’s A5, N d*s o s,
dz?  — dz” dz dy 7 - dy' 7
d?3 d*s 4 ds ( ) + /2 .
T ;
dxdy — dz' R dz"dy’ o3+ By B
d*s _ ds B o Az A*s .,
12 — dz" dx dy’r” +(—/—)_G0

» (Cours d’Analyse de I’Ecole Polytechnique, par M. Hermite, p. 87).

Je rappelle d’abord la formule

—=//1

N - Y i~ = .
d — ! (u/)(m;{l -4 = (u)—-l‘)(m,)__fé_;_... ,
dxr dyt 1.2.. du* dur=1Yedy

h=1

dans laquelle
dm (Ilp'(’) ")

‘I}p. ‘.,')«—p. (m)y —
{ ) TdxP ¢ c/)"/

Or ici, comme u=ax + 8y, v =y 40
()H= ()= ()= (¢)B)=...==0;

on ne peut prendre que I hypothece A =m. Comme les seules dérivées

(ui inlerviennent, u), u,, vx, Vs sontdcs constantes, on réalisera tres

simplement Uhypothése «, ¢ en faisant « = y = o dans le résultat, ou
encore en ne considérant que le terme en 7 ).
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Il suffit done de prendre dans chaque produit u#*¢™-* le coefficient

de xPy? que I'on multipliera par 1.2...p.1.2...9¢.
Ona

e _7Hx!*+ 2 gt Baty +.

. ey

| e oY m— .
§ =y bpm-thyp =

; 7”‘—}L—lax"l“P‘1y R

Il est bon toutefois de remarquer que la premiére formule est illusoire
pour ¢ =o, la deuxieme pour w=rm. Sil'on veut obtenir pour les
coefficients du binome une expression qui subsiste méme dans ces deux
cas parliculiers, il n’y a qu’a adopter les conventions énoncées par
M. Serret dans son Algebre supérieure (4° édition, n° 66)

. 1.2...(n+m
«l\(n,m)—__—lo 12(1_: )m’

N(o, m) =1,

N(n,0) =1,

N(o,0) =1.»
On obtient

uv ‘,m-—p.ZE .1.1)'},11

(m—p)...[m—p—(m—p—1)]
I. 2 c(m—p)

ol

},p—p, om-p

+ ler,3(m p.) [m—p.——(m—p—g)]

D=1 ,’J\m—-p—l_}_‘ b
r.2...(m—p—r) 7

Remarquons que, si . > p, le premier terme de la parentheése n’existe
pas. On le reconnaitra dans une application particuliére en convenant
de supprimer tous les termes ol 'une des lettres o, B, v, ¢ aurait un
exposant négatif; ici 'on aurait, si p > @, ™%, et I'on n’éerirait pas
ce lerme.
En résumé, il vient
5 s "
d.rll’ d) 7 al)f’qi_[_u.”_l _,_71101‘__.”

Pem=m—1

- E /8 - [auyl’—!"c?"l-l'(In—[J')"'(IH_ 1— ) . ]_ dm z

Jel2en(m—p) 1.2 (m—p)

| durdemni
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SiVon prend le cas particulier de

m=2,

¢’ est-a-dire
])+(]: 2, v=1,

on a d’abord, pourp =2, ¢=o,

s &2z yag (25 d*s
D — xR0 4250 S - - _
A P ae e dv:— [g/ ]du dy

et ensuite, pourp=1,9 =1,

dis md2 " dis ] d?s
dxdy_a a7 (l"+ g aude

Il est, je crois, inutile d’insister pour prouver qu’on retrouve tres
simplement le cas particulier indiqué, apres avoir résolu préalablement

la question générale dont il dépend.

(A suivre.)



