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SUR LE

C H A N G E M E N T DE V A R I A B L E S ,
PAÎI M. E, MARCHAND,

P H O F E S S E U R AU L Y C E E D E Ç A R Ç A S S O N N E .

On peut reprocher, à jus te t i t re, à la formule de Tî iy lo r de ne con -
du i re s i m p l e m e n t ail développement en série que dans quelques cas
par t icul iers qu'il est aussi fac i le do imiter directement. Cela ne dimi-
n u e n u l l e m e n t son impor tance , la v a l e u r d 'un formule générale con-
sistant p l u t ô t à mon t re r que tel problème est résoluble qu'à le résoudre
effec t ivement avec le m i n i m u m de calculs algébriques ou de cons i ruc-
t ions géométriques.

• L ' u t i l i t é théorique de la série de Taylor est trop év idente p o u r q u ' i i
soil nécessaire de s'attacher à la faire ressortir. Lagrange a mont ra
ple inement tout le par t i qu 'on peut tirer du « développement d'une
fonct ion d'une variable lorsqu'on at t r ibue un accroissement à cette va-
r iab le ) ) . Quoique sa démonst ra t ion d e l a < c loi g é n é r a l e d e c e développe-
ment » soit reconnue insuffisante, il n'en est pas moins vrai que, grâce
a u x travaux de Cauchy et de ses successeurs, les propriétés des séries
entières et l 'apt i tude des fonctions a n a l y t i q u e s à se prêter à un parei l
développement servent de base a la théorie moderne des fonctions. 11
est inutile de rappeler q u e les propriétés si importantes du contac i
et de la courbure dans les courbes et les surfaces peuvent être con-
sidérées comme de simples applicat ions géométriques de la série de
Taylor.

Hoëné Wronski, le philosophe qui découvrait le Principe absolu du
Ann. de l'Éc. Norm. 3e Série. Tome ï l ï . — AvniL i88(j. l8



1.38 K. M A R C H A N D .

savoir et la Loi de création ( ' ) , appréc ia i t en ces termes la série de
Lagrange qu'il f a i s a i t rentrer comme cas p a r t i c u l i e r dans son Problème
universel ( 2 ) : « Cette loi est p o u r Lagrange ce que sont le binôme de
Newton et le théorème de Taylor pour leurs auteurs respectifs (3). »

I / a u l e u r de Va. Philosophie absolue ( A ) se devait à lu i -même d'obtenir
la loi qui embrasse t o u t e s les autres lois des séries comme u n cas très
par t icul ier de la Loi suprême de /a Science des nombres (5), à propos de
l a q u e l l e Lagrange, dans le c o m p t e r e n d u , conjo in tement avec Lacroix ,
du premier Mémoire présenté pa r Wronski à l ' I n s t i t u t , a signé cette
décisive déclara t ion : a Ce qu i a frappé vos Commissaires d a n s le Mé-
moire de M. Wronski , c'est q u ' i l t i re de sa formule toutes celles q u e
l 'on c o n n a î t p o u r le développement , des fonctions, et qu 'e l les n'en sont
que des cas t rès par t icu l ie rs ( ( î). » La loi générale des séries c o n d u i t
{r ' . c i lemcnt a la série de Taylor, pu i sque « le cas en q u e l q u e sorte pri-
m i t i f de la lo i fondamenta le des séries est celui où l ' accroissement est
i n d é t i u i m e n t petit et lorsque, par c o n s é q u e n t , les différences devien-
n e n t des d i f fé ren t ie l l es (7) ) > .

I l m'a paru intéressant de consta ter que l 'expression des coefficients
de la série de Taylor o b t e n u e dans cet, ordre d'idées par Wronski , dès
1812, en laissant indéterminée la va r iab le i n d é p e n d a n t e , n'est au t re
chose que la fo rmule générale relative au changement de celte variable.

Ord ina i r emen t on se borne à ind iquer le moyen de former les déri»
cl y cl2 yvees successives ^> ̂ , - . . par un calcul de proche en proche

d^ ff^d1 y —•dy d2 j'
d.^ ::= '" - ^ r î

( , 1 ) E/icrclopcdie mathématique ou c'^po.fitl.on complète de toutes le.\' branches des Ma"
t/îcmatiqiKî^ d'après le.v principe.f de la philosophie des Mcttfuùnnt.îqut^ da //w''7/<"'
fî^mshi, par A. S. de iMontfemer. Ainyot , éditeur, l. III, p. 48-2.

Cet Ouvrage ayant éLé la cause occasionnelle do ce Lravai l , je 1110 bornerai dorénavant u
le désigner par les abréviations suivantes : .-/. «S'.

( 2 ) A. '̂., t. îïl, p. 401. M. Gayley a donné une nouveik» démonstralion du Problème
universel ( Çuarferl)' Journal, avril 1873).

(') .//. S., t. m, p. 4o5 (Philosophie da l'iiî.fi.iii, p, ()8 ).
(^ ) À. A, t. III, p. 484. - ' ' ' '
( î ) ) À, S., t. III, p. 358.
( 6 ) y / . .9., t. m, p. 363.
( 7 ) À. S., t. 111, p. %75.



SUR LE CHANGEMENT DE VARIABLES, ï 3()

Si cette marche devai t être regardée comme i r r ép rochab le , i l n'y a u r a i t
plus aucune raison pour préférer la formule du b inôme au t r i ang le
a r i t hmé t ique .

La formule de Wronski, tou te compl iquée qu'elle paraisse au pre-
mier abord, ne me semble donc pas devoir être rejetée, à c o n d i t i o n
qu'elle donne 1res aisément les résultats re la t i fs aux changements les
plus simples. Sa longueur t i e n t à ce que, pour avoi r un d é t e r m i n a n t ,
on in t rodu i t beaucoup de termes qu i ne subsisteraient pas dans le dé-
veloppement. L'exemple bien connu de la m u l t i p l i c a t i o n des détermi-
n a n t s justifie amplement cette manière de procéder par des a p p l i c a t i o n s
très variées et toutes remarquables , dont le nombre s'accroît de J o u r
en jour. Je donnerai d 'a i l leurs , pour obtenir les coefficients numér i -
ques, une formule qui n'exige pas des calculs autres que ceux qu'on
serait obligé d'effectuer pour développer la puissance /n^^d'un po lv -
nôme ent ier . Quan t a u x fonctions que l 'on peut considérer comme suf-
fisamment connues :

r=^,
y -=. e^y r :-= L,r,
r •== cos.:z?,, }' •=: lan^r,
r == arc cos.r, y ==. arc tan^r,

je ferai voir que les changements de variable i n d é p e n d a n t e a u x q u e l s
elles donnen t naissance c o n d u i s e n t à des fo rmules qu 'on peut t irer
directement des méthodes générales. Je retrouverai tous les résultats
connus actuel lement, ainsi que certains autres qui ne me paraissent pas
avoir été signalés jusqu'ici .

Ce qui précède suffit pour mettre en pleine lumière l'idée q u i m'a
inspiré. La route à su ivre est des lors vis ible . Je commencera i par rap-
peler dans l 'historique la d é m o n s t r a t i o n de la loi généra le des séries de
Wronski, et je ferai vo i r qu 'el le cont ient aisément d 'autres fonniiles
p lus récentes. Ensu i te je consacrerai trois Chapi t res à l ' a p p l i c a t i o n im-
m é d i a t e de trois méthodes générales qui se complè t en t l ' u n e l ' au t r e , en
choisissant pour chacune d'elles les exemples q u i paraissent lui con-
venir le mieux .

Les cas traités suffiront , je l'espère, pour mont re r quel degré de
clarté peut a t t e i n d r e cette ques t ion dont la généralité est bien faite.1

pour effrayer au début .
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Historique.

1. je copie textuel lement l 'article publié par M. Abel Transon dans
les Nouvelles Annales de Mathématiques (p.3o5; 1874) sous ce t i i r e : Loi
des séries de Wronski; sa phoronomie.

« La démonstration que Wronski a donnée, en 18129 de sa loi des
séries, dans la troisième Note annexée au Mémoire sur la réfutation de
la théorie des fonctions, analytiques, est, comme j 'ai déjà eu l'occasion
de le dire, .extrêmement simple; mais, parce que les premiers Ouvrages
de l ' au t eu r ne se t rouvent p lus dans le commerce, je crois faire une
chose u t i l e en p u b l i a n t ici cette démonst ra t ion . . . . .

» L 'au teur avait démontré dans sa Philosophie des Mathérnatùlues,
p u b l i é e en 1811, q u e la forme générale des séries est la suivante :

F {x) = Ao+ Ai cp (.r)^ + A 2 9 (,:r)^ + As 9 (.z-)31^ + . . .,

dans laquelle le symbole

îpO)^-^ y(.2;1) yO + S) <p(.r 4" 2^) . . - o[> "l-1- [m -- i)^],

et il s'agissait, dans la Note de ï 8 i a , de donner la f o r m u l e du coefTi-
cient général A^. Ici je citerai tex tue l lement l ' a u t e u r :

« A cet effet, rappelons que la différence régressive d 'une fonc-
ï) lion/(.r) est l 'excès de cette fonction sur cel le .qui la précède dans
« l 'ordre de l 'accroissement ^ de la var iable , savoir

A/(.zQ=/(^)-/(^-^

» L'expression d'un ordre quelconque de ces différences, tou jours
^ dans l'ordre régressif, est

^/(.r)W(^)- ^/(^-c)

^ ̂ -) y(, ...... ̂  „„ ̂ -HpLl)̂ (, .„„,,„ 3,) , .. , •
1 . 2 • /v" 'b/ , I,.a.3

A p p l i q u a n t cette formule à une fonction de la forme

/(^)=œ(^;
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» on a

I A^y^^i^çC^)^-- ^oO—ii)^

( i ) /

| + ̂ i^ZLI}<p(^--3^)û)l^...4- (._^o(.^--.^)^^

»» D 'a i l leurs^ puisqu'on a en général

o(^^~H)^-=: o ( . r—A?) 0 ( ^—^4- t ) . . . 9l>—-Àt 4- (u— i):ïï,

n À étant un nombre quelconque, le facteur o(eZ*) se trouvera contenu
» dans la faculté ç(<r — 7^)^ lorsque 03 sera plus grand que X et que.
)> d 'ail leurs, co et \ seront des nombres entiers, ainsi que nous le sup-
» poserons ici. Donc le même facteur ç(^) sera contenu dans tous les
» termes (i) de la différence A^ ç(^)^ lorsque œ sera plus grand que a;
» et, par conséquent , en donnant à ôc la valeur qui réduit à zéro le
» facteur y(^), on aura, dans le cas en question, la valeur

(9 , ) A^- cp^ry^^o.

)) Or la forme générale des séries est

(3) F ( ^ ) = A o + A i 9 ( ^ ) ^ 4 - . . . .

» P renan t donc des deux membres de cette expression (3) les ditfé-
)) renées des ordres régressifs ï , 2, 3, 4? • * • et d o n n a n t ensuite à .v la
» va leur qui rédui t à zéro le facteur o(^), nous aurons, en ver tu
)) de ( 2 ),

AF(^') =^Ai Aç^z'),
ï A2 F (.r) ~= A,i A2 9 (^) + A^ A2 9 O)2^,

(4) <: A3 F(.:r) = Ai A3 9 (<y) -(- Aa A3 çC^)21^- As A3 y^)3'^
A 4 F ( . ^ O ^ A l A ^ 9 ( ^ ) + A 3 A 4 9 ( ^ ) 2 1 ^ A 3 A 4 9 ( . r ) 3 1 ^ - + - A , A 4 9 ( ^ ) ^ ^

)> La première de ces équations donne immédia tement A ^ == ^ ̂ . ̂  ̂  •
» En second lieu, puisque, en vertu de l'équation (2) ,onaÀ9(^)^==o,
» les deux premières des équations précédentes (4) sont ident iques
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^ avec celles-ci ;
AF«) = Ai Acp (^ ) -i-AaAcpOz;)^,

A^ F (^) -=: Ai A2 9 «) H- Aa A2 o (» ,̂

)' équat ions qui donnent imméduilement

\ ^ [^1?(^1)^2;F('^)] ( 1 )
/ "^ [A^^A^C^)21^

)) En troisième lieu, observant qu'en vertu de la va l eu r généra ie ( 2 )
on a

A 9 (.z-)^ —- o, A 9 ( x}^ =-= o, A2 ç (.y)3^ = o,

on verra que les [rois premières équations sont idenî iques avec celles-ci :

AF(.z1) —. Ai A ç(.y) + Aa A cp(.r)2^ + A^ A ©(.r)^,
A2 F(.:z-) "= Ai A2 ̂ (.r) + As A2 yO)2^ A y A2 ç f ^ ) 3 1 ^ ,
A3 F(J-) = Ai A3 9 (,z.-) + A, A3 îp (.r)2'^^ A y A3 9 f^)^,

» équat ions qui dorment encore i m m é d i a t e n i e n t

^ .̂ [^^(^•îA^f^Q^^A3]^}'! ( 2 )1 1 ''î""" [^i^^)à2cp{.xy^^(f\^)^~i\

» el, procédant de la même manière , on verra, non par induct ion, mais
» par le principe même de la formation de ces q u a n t i t é s , qu'on aura; ,
» en général ,

{ ' 5 ) A -= ^9^:1/::>^Q(:^')31^••A^?^1)^~1!^p' """ [A1 y ( .r ) A2 îp (\r ̂ 'C ."À!1""1 (p^^^TilA!1'"^ 5

» ^ é t an t un ind ice quelconque.
» De plus, ayant égard à la va l eu r de x dans ce l le express ion du

» coefficient général Ap, et, par suite, à la va leur (^-), on verra ( j u e la
)) somme combina to i re formant le d é n o m i n a t e u r de Ap que n o u s ve-

( i ) Le symbole [Aiy( . r ) A2 F(.-r)j désigne évidemment le déterminani

AI ^(.r) A2 F(.r) — Ai F(.r) A2 y(.r).

Il est curieux de constater ici que Wronsld se sert couramment des déterminants q u ' i i
appelle fonctions .vc/lins (^. 6'., t. IIÏ, p. 4a3).

( â ) Le numérateur et le dénominateur sont eneore dos détenninants connus.
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)) nons de d é t e r m i n e r , se r é d u i t à son premier terme, c'est-à-dire
» qu 'on a

[A1 O(^) . . . A^Or^J-rrA1^) . .. A^9(^)^,

)) et c'est là l 'expression a l g o r i t h m i q u e de la loi générale des séries... »
2. Il me reste ma in tenan t à m o n t r e r que les formules

( 4. ) Aî1 F ( a; ) -= A i A^ 9 ( a-) 4-... -4- Ap. A!-*- 9 ( x )P^,

m \ = ['11 ? (tz> ) ^2 y (x ) 2 1 1 - ' • ̂ ""1 ? ( ̂  )^~1^ A^ F ( .r)]
' p'~ [A^^T^TÏçC12111')21^-'- A11""1 ̂ (^"^A^o^'^']

comprennen t , comme cas par l icul iers : la première, la formule géné-
rale re la t ive à la p.161116 dérivée d 'une fonction de fonction; la seconde^
la fo rmule générale relative au changement de la variable indépen-
dante .

On p e u t reprocher a la démons t r a t i on de ne pas tenir compte de ce
que les termes qu'on néglige comme nuls séparément , dans le second
membre des équations (4), s o n t e n n o m b r e in f in i .

Le passage d i rec t des différences finies aux d i f f é ren t i e l l e s serait en-
core très c r i t i q u a b l e ; aussi M. A.-S. de Moni fe r r i e r ind ique- t - i l dans son
Ouvrage ( i ) la manière d ' a p p l i q u e r directement la méthode deWronski
à la série de Taylor, en s ' appuyan t sur la règle de L'Hôpital.

J ' emplo ie ra i la marche s u i v a n t e pour arr iver assez r a p i d e m e n t aux
équat ions q u i se dédu i r a i en t des équa t ions (4) p^r s imp le subs t i tu t ion
des d i f f é ren t i e l l e s aux différences, sans q u ' a u c u n e série a i t à in tervenir
dans le c a l c u l .

3. Lemrne. — Désignant par x une fonction quelconque d'une va-
riable i n d é p e n d a n t e /// et représentant , pour abréger, par

d111^

la d i f f é r e n t i e l l e m"'100 de x1' dans laque l le on suppr ime , une fois le dé-
ve loppement effectué , î o u s les termes qui c o n t i e n n e n t x en facteur, on
a les i den t i t é s su ivantes :

, cl'11 ,:r/" .:= i . 9.. 3. . . m ( d^c )w,

€ Î m x p •=:o, si m<ip.

( r) <•/. .Ç., t. m, p. a65 ei ^66.
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En effet, on sait que

d^zP = ((^ + dz -h. . .4- dz)Y1 £s=V -——^——^ ̂  ..,
^«J ». a "• p • • *

a 4- (3 -h. . .--i-À==/7?,

a, p, . . . , é tant des entiers positifs qui peuvent s ' a n n u l e r »
Dans le cas actuel ,

c l " 1 a•m == V î—^— ̂  ̂  ̂  ̂  • • •.
^ jPaA 'p . . -

avec ceci en plus que, dans le calcul développé, i l f a u t faire

d°.Â' === x = o.

Ce résultat s^obtiendra encore en ne prenant que les solut ions de
^ 4» ? 4-_ . ̂  yn^

pour lesquelles aucun des entiers posi t i fs du p remie r men'ibrc ne sera
n u l .

A u c u n des entiers positifs a, p, .., ne doit être n u l et la somme d o i t ,
ê i rew; il est clair que tous seront égaux à i. On n'aura que le ' lerrno
correspondant à a == ^ == . . . == î , c'est-à-dire

d"1 a'111 = = 1 . 2 ^ . m ( dix ) m\

Je suppose m a i n t e n a n t qu'on ait à calculer

d^xr ( / n < p ) ;

le nombre des entiers positifs a, |:1, . , , étant p lus grand que m, il y en
aura toujours au moinsj9 — m nuls, d'où

d^^^-^o {m <p).

4. Démées d'une fonction de fonction. — J e remarque d'abord qu'on
n'a pas besoin de conna î t re la f o rmu le générale qui donne la dérivée
^icine (j'y^ fonction de fonc t ion

y=/(a), u=^(:r)

cl111 'ypour être sûr que -7-̂  est un polynôme entier sans terme cons t an t ,
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soit par rapport aux m premières dérivées de u par rapport à œ-, soit
par rapport aux dérivées / ( l )(^),/ (2)('^), .. ̂ / w (?/.).

Supposant la loi vraie pour l'indice m, on a

^='F^f(l^fw' • - -/(m). ̂ '^ « ( î ) . . . . . ̂ m})

F é t a n t un polynôme entier. Le théorème des fonctions composées
donne

^W-H ,y / /W /)? \ -Vip

^-(^'^--^^^^-^^TT^-----

La loi s'étend à l'indice m + i ; comme elle est vraie pour 772 == i , elle
^Im -y

est générale. Donc —^ est un polynôme entier sans terme cons tan t en
/w, /(2), ..., /(w), les coefficients étant des polynômes entiers en u^\
\^,"..., ̂ ^/

Cela posé, si récris, pour abréger,

F(^)=j, F ^ ) ( a ) = = i . 2 . . . / ; A ^ ,

la formule prél iminaire de Taylor peut s^écrire

y -==. Ao -t- Ai (.y — a) + . . . + A,/, (^ — aY1 -h P,

A(> , Ao . . . » A/,^ étant des nombres.
Supposant que y soit une fonction cont inue , ainsi q u e ses m pre-

mières dérivées, et que la (m + r)10'"^ existe, dans l ' in terval le de a à ^",
je prendrai pour déf ini t ion de la fonction P^rs^^r), dans ce même
interval le , l 'équation

€> (.•r) === y — Ao — Ai {x — a) — ... — A,,. (^ — a)^.

On démontrerai t sans peine q u e (D^) et ses m premières dérivées par
rapport à x sont continues et que la (w4- J)^1110 dérivée existe dans
l ' intervalle de a à oc.

Il est évident que, si l 'on prends comme variable indépendante, on a

€>(a)=<]>^(a):=. . .=<Ï>^(a) = o.

Si x n'est plus variable indépendante , ^(.r) est une fonct ion de fonc-
tion et, d'après la remarque par laquelle j'ai débuté^ ses m premières

Anit.dc l'Éc. Normale. S0 Série. Tome III.— MAI 1886. î 9
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dérivées par rapport à la variable indépendante sont fonction entière,
sans terme constant, de ^^(x), . . . , ^^(x), les coefficients ne pou-
vant devenir infinis, puisqu'ils sont entiers en ^ (1 ) , . . . , x^. I l en ré-
sulte que, puisque

<T(a) =...=4)^?(a)===o,

les m premières dérivées sont nulles, quelle que soit la variable indé-
pendan te ; par suite, les m premières différentielles sont aussi nulles.
On a donc les équations

(4 bcs)
( cly — Ai cl (^ — a) —. . . -— A/^ cl{x — a)^ ==: o,

cl^y — Ai cl'2 {x — a) — . . . — A,», ci^x — ciy1 = o,
1 . ; . . . . . . . . . . . . . ^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^ . . . . . . . . .
^ ^^y _ Ai d'^ ( .2? —• a ) — • . . . — A,/,, ̂  ( x •— a)'^ == o,

le po in t placé au-dessus de x — a i nd iquan t qu'on donnera à x la va-
leur a p o u r l a q u e l l e x — a === o. D'après le lemrne, on pourrai t se
borner à poser

(4^/')

clV{x) -=-K^d{x—a),
^T(^) :=At^(^—^)+A2<^(^~ a)-2,

^ F(.r) = Ai d^^x — < % ) - + - . . . + A,/, d'11{x — a)'».

Ces équations se trouvent démontrées en considérant x, soit comme
variable indépendante, soit comme fonction d 'une variable indépen-
d a n t e . Comme on est habi tué à désigner presque toujours par oç la va-
riable indépendante, il peut être commode d'écrire ainsi la dernière
des équations (4 bis),

d^y = Ai d^ ( u — ^o) + < • . -t- A/,, d^ ( u — UQ Y1,

\ -___ (^A
A/?-1.2..^V^^/

à condition de remplacer u par u^ dans le développement ded^^i—u^y'.
Prenant les dérivées par rapport à la variable indépendante x, au lieu

des différentielles, et supposant

y ==/(«), ^==9(^-),
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ce qui donne

il vient
^T^--^^

r ==/(")> «=9(;»),

(A)
C1——— == [U - Ko]('»'/(1' ( « , )+——— [(« - Mo)2?'0 /(î) ("o) + . . .
C< «X/ 1 . ^

+ ————^[(^-^o)^]^0/^"^^),i. 2. . . m

le point placé au-dessus de u — UQ signifiant toujours qu'on doit rem-
placer i^^it par UQ dans le développement, ce qui équivaut à faire
U — ^o = 0.

Il me paraît superflu de rien ajouter pour prouver qu'en développant
par la formule du binôme Çu — u^Y, avant de prendre sa m^^ dérivée,
et remarquant que, dès lors, on peut sans ambiguïté remplacer u^^ qui
est une valeur particulière mais quelconque par u, on retrouve la for-
mule relative a la n^1^ dérivée d 'une fonction de fonction, telle que la
donne M. Hermite à la page 62 de son Cours d'Analyse clé F École Poly-
technique :
« y =/(«), ?/=:y(.r),

dn}- == i .2. . . n Aïf{u) •+- -A2- /•'(«)+.. .
Cix^ v ' / ï . 2 l

(B) A,
I .2.. ./

——f^W ——A^—— fW(u) |
I ^ . . . / ? " ' 'J

/ = ——I—— [(u^W — i (u^1)^ u + ̂ ——^ (^/-2)(") ^2 - ... ,
i. i. . . n L I i. à •

A.

le dernier terme de la quantité entre parenthèses é tant

(— iy-i [uY^u1-1. »

5. Remarque. — l/hypothèse consistant à faire u == u^ dans le déve-
loppement supposé effectué de [(u — ^o)7']^3 que je représente, d'après
W,ronski, par un point

[(U^U^P]^,

revient tout simplement à développer f^]^ et à ne conserver, dansée
développement , que les termes qui ne con t i ennen t pas u en facteur.
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En effet, d'après le théorème sur lequel je me suis déjà appuyé pour
démontrer le lemme, on a, d'une part,

[(^ - ̂ VY^ = (( (^ - ^o) -+- \U - UQ) -+-. . . -h (^ - ^o) ̂

"s pj^[u ~ '/0] (a) D' """uo] (p) " "?
^ + (3 4-. . . =: m ;

on a, d 'autre part,

( up y^ = (( u + ̂  -h... 4- ^))7" ==V p~^— ^(%) ^^^ ... ;
Jwaà •I: a l ? • • •

or, la dérivée d 'une différence étant la différence des dérivées des fac-
teurs, on a

(^,_ u^W^uW,

sauf pour a === o.
Comme on doit faire u==Uo dans le premier développement , tou t

terme qui contiendra (u— u^)0 sera n u l ; si donc on supprime du se-
cond développement le terme correspondant ^°=^, on retrouvera
iden t i quemen t les mêmes termes-

On peut donc écrire les formules obtenues précédemment

(4,/^) d^y^-K^^v—a) + A^-O-- a)2-}-.. .-4- A,,,<^(.r — a,)^,

(A ) dm^ = [u ~ aol^)^ -h ——[(^ -ao)^^^ ̂  +. ..,^z'^ •• " du 1 . 2 c/^.2

sous une nouvelle forme abrégée plus courte, quoique identique au
fond,

d^y = Ai d ' ^ x •+•... + A^ ̂ ^.z1^,
/'//» i' . /7v T - r/2 v t • r/'^1 vt C\ rLJ- — r^/l^^) v -4- — [u^V^ —/- 4- -4- _-—_ ru^^^--—^-,{ • ) dx^ "~ w du ' 1 . 2 L J di^ • ' • • • i. 9... . m L J ^/» ?

« le point placé sur x ou sur ^ ind iquan t la valeur zéro qu ' i l f au t
donner à cette variable.(*) )> après avoir, bien entendu, effectué le dé-
ve loppement .

(1) A. S., t. ÏÏI, p. 266.
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6. Changement de la variable indépendante. — Les équations

( Ai d(^c— a) -}-.. .-h .4^J(.a? — a)711 -==: dy,
(4^w)

Aid^^—a)-^-. ..4-A^<^(.r—- a)^ =: ̂ r

déterminent les inconnues A i , Aa? . . . ,A^; on à donc, en remarquant
que

_ ' i /'^y\
A//; — —————— ---"-— ->

i^^.m^d^1;^
la formule

d(x — a) d{x — ay ... d(^ — ct)^-1 cly
d^^—ci) ^(.r—a)2 ... ^(.z.'—a)^-1 d'\y

d^y d'n(^l^a) cl^^—a)'1 ... ^^(.zl--a)m-l d111 y
ï.2.3...w ^>m """ ^(.y-La) ^(^_-^)2 ... ^(^.l.a)^"-1 ^(.r—a)^

^ (^ __ ̂  ^2 ̂ . „ ̂ 2 _ ^ ^ ̂  _, ̂  m-i ^ ̂  _L aY1

dm (^ — a) ^ (^ — a)2 ... d^1 (^ — ay"--1 ^//î (,:r — a)"

D'après le îemme (n0 3)

dP ( x — ci yi •==. o si p < </,

il en résulte que, si l'on considère le dénominateur, tous les éléments
situés au-dessus de la diagonale principale s 'annulent; le déterminant
se rédui t donc à sa diagonale principale

d^x—a^d^^v— a)2. . .^(^—a)^,

D'après le même lemme, ceci devient

i . d{x — a). i . 2. \_d{x — a)]2... ( i . 2 .3. . . m) [d(x — a)]"1 ;

or d(x — a)=<^? : il vient

ï . î . 2 . ï . 2 . 3 . . . ï . 2 . . . m (f/^)1-^2-1-34---1--^.

Quant au numérateur, on peut aisément le transformer de manière
à remplacer c^Çoc — a)'7 par d^^.
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En effet, ce numéra teur peut s'écrire

dx dx2' — 20 dx dx^ •— 3 a dx^ -4- 3 o2 <^
J2^ d'2^— lad^x d'2x3'—3ad2xe!-+' 3aïd'\r'

d^ x d^ x^ — 2 a d^ x d"1 x3 — 3 a d^1 ̂ 2 4- 3 a2 ̂  x

II est visible que l'on ajoutera aux éléments de la seconde colonne les
éléments correspondants de la première multipliés par 20; on mul t i -
pliera ensuite les éléments de la première colonne par —3a 2 , ceux de
la deuxième déjà modifiée par 3a, et l'on ajoutera à la troisième co-
lonne, etc.

On obtient donc
dx dx^ ... d x " 1 - 1 dy
d^x d'^x2- . .. (^.'y7"-1 d'\Y

T ri111 'v/•m x a Y .
' / 1 ,2 . . .m dx^

d^x dmxï d^1 x^1"'1 d"1 y
I . I . 2 . ï . 2 . 3 . . . (l . 2 . . . 7H) (^,r)l+24-3-K...+-///

Il faut faire x = a dans le résultat; mais, comme a est une valeur quel-
conque, rien n'empêche de conserver x. L'analogie avec la formule (5)
est évidente. On peut d'ailleurs employer les notations deWronski, qui
désigne les déterminants sous le nom de fonctions schins et les repré-
sente par conséquent par la lettre hébraïque n,

1 ^j _ ^ (dl x cîî ̂  ' * • €^"~l ̂ ~1 ^.y )
W^ 'dxV' ~ ( r 1 1 1 . i 2 1 1 . ! 3 1 1 . . .xi^^^.iP-'^'^z^î^-s^^ ( 1 ) .

7. Remarque. — Si l'on veut faire disparaître un assez grand nombre
de termes du déterminant (D), on peut employer la simplification in-
diquée pour les formules (4 ter) dans la Remarque du n° 5,

r //w '»// •p \ I a J
1.2. . .m dxm 1.1.2. ï .2.3. . . ( ï .2 . . .m) (^)i+2+....4-w

dx o o ... o dy
d^x d^x^ ô . , . ô dïy

d^x d'^x^ d^x3' ... d^x^1 d'11 y

( î ) À. S., t. III, p. 381.
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Si l'on applique la règle deLaplace, qui donne le développement d 'un
dé te rminant suivant des éléments des Çp — i) premières lignes, on ob-
tient, en appliquant le lemme du n° 3, après des réductions faciles ((),

±: d p y
dP^xP dP^xP^1 . . . o
d^x? dP^x^ ... o
. . . . . . . . . . . . . . . . . 0

i^y _ V^
dx111 ^

1 ^V _ V _______1 d^xP ^XP^ ... d^x^1-1

I . 2 . . . W dx111 Z»à (1 .2 . . .?) ( l .2. . . /?+ï) ' . . .(ï.â...7n)((^yy J+•^-^- l)•••^w

Ce résultat a l ' inconvénient, dans les exemples théoriques, de con-
tenir l 'hypothèse indiquée par x; dans le développement explicite, il
donnerait encore lieu à de nombreuses réductions. Je me borne à le
signaler .

8. On voit que les formules (D) et (E), dues à Wronski, sont une
conséquence immédiate de la formule relative à la dérivée d'ordre
quelconque d'une fonction de fonction. Si la démonstration qui a été
donnée de cette formule ne convient pas» il suffira de la remplacer par
toute autre que l'on préférera.

Par exemple, on pourra partir du résultat (B) ind iqué par M. tier-
mite dans son Cours d'Analyse. Le point de départ est, comme pour
Wronski, la série de Taylor. J'ai déjà dédui t (n° 4) cette expression (B)
d'une autre expression équivalente, mais exprimée par une notation
plus concise (A); cette forme (A) a plus spécialement servi pour
exprimer d'une manière facile à retenir la formule du changement de
variable. Je vais établir, en quelques mots, que, si l 'on prenait (B )
comme point de départ, on arriverait immédiatement à (A).

On suppose démontré que (2)
(( J=/(^)» u=(p^);

^==i.2...^[A,/^)(^)+...+A,/^(^)],
(B) dx

A,== ———— [ (u1)^ — t- (^//- l)^^-^...-^ (-—ïy'-^Oz)^^-! [. »

( 1 ) A. S., t. III, p. 4"^7-
( 2 ) Cours d'Ancdyac de F Ecole Polytechnique, par M. Ch. Henni te, p. 62.
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En vertu de ce théorème évident que la dérivée ^t>nle d'une somme
est la somme des dérivées î?0"^ des différents termes, on a

r^)^)— î, u^u1-1)^ -i-...-h(—i)^ ^ ̂ (^^l
r / , . ••l(.n]

_ ^_- 1 ̂ -1+. . .+ (- l)^1 - U.\^ U

^ [ ( ^ - i^)1- u[]W - [{u - ifW^

et par suite, en remplaçant n par m,

, d^r r " -,. ^ dï^ =[«-.^ ̂
( A ) ;

i i . d'^v i . d^v
+ — [( ̂  - ̂ o)^^^ -A + • • •+ ———— [(a ~ ̂ Y1}^ ——v

\ 1 . 3 " -' du1 1 . 2 . . m ~ - ^m

J'ai d'ailleurs montré, dans une remarque 5, que cette formule
pouvait encore être écrite d'une manière plus condensée, bien qu'iden-
tique au fond :

d^1Y ' r1v r • r/'^v î • ///" v(c) ^=^<)(/'t)l<+7-i(^('")^+•••+7^^-^(K''t)(/")^
9. Les formes (A), (B), (C) me paraissent faciles l\ retenir . C'est

ce qui me les a fait adopter dans ce travail. Elles indiquent , sous leur
forme abrégée, un développement facile à rendre explicite el q u i d'ail-
leurs est déjà connu.

Le coefficient de—^ est —1—: (^y7^. Développant, on tombe im-
médiatement sur le résultat indiqué par M. Bertrand ( ' ) :

/d^\^ / d^u \^.
du\^ ( d^ ] ( 7Î^ )

dmy --.V . \'dx) \TTI/ \ î.. a. . . a/ cl^y
———- —— y l . '.i , . . î)t ——————-— ————————-— • • • —;——————___———— —^_s— ^
cix J»»À I . 2 . . . AI I . 3 . . . ll^ ï . 2 . . . ft.y,

fp} ^—\ ^ • • \^7 \i.V Vx .a .^ .a / dPy
{ / ^/" ~Z| ̂ ^"^ I . 2 . . - / / 1 I.a...V" ï.2...7/'a—<^î

h^ /^, . . . » hy^ étant des entiers positifs, tels que

AI •+• îi /?2 4-. . . -+• aÀa ::= ̂ ,

/?^ -4- /<2 "+- •..-+• hy,==.p.

( 1 ) Traite de Calcul différentiel^ par M. J. Bortrand, p. 309.



SUR LE CHANGEMENT DE VARIABLES. l53

En effet, (u^y^ se dédui t de (u,u.^ . .Up)^; par sui te de l'hypo-
thèse représentée par u, il n'y a à considérer que les termes contenant
les p quantités u.^ u^^ ..., Up. Soit donc un terme à coefficient

P..
p^p^...?^

contenant 7^ premières puissances, Àa secondes puissances, . . . , h^
puissances a, de telle sorte que

AI -+- 2 7/2 -h- 3 A3 -h . . . -h a Âa ̂  ̂  ?

/^l 4- //a 4- 7^ -i- . . . + 7?a == /?.

11 est nécessaire de remarquer que des termes qui sont dist incts si l'on
conserve les indices deviennent égaux si on les suppr ime; ce sont
ceux qu i se déduira ient du premier en pe rmu tan t entre elles les À,
quant i tés élevées à la première puissance, ainsi que les h^ élevées à la
deuxième puissance, .... Si donc on suppr ime les indices, le même
terme est répété au tan t de fois qu'on peut former de permuta t ions
différentes avec les A, objets du premier groupe considérés comme
p o u v a n t être pris dans un ordre quelconque, avec les /^ objets du
second groupe pris abstraction faite de leur ordre, .... Un même
terme est alors répété au t an t de fois qu ' i l y a de permuta t ions avec
répéti t ion àe p objets, h^ étant égaux entre eux, /^ autres égaux entre
eux, ..., c'est-à-dire

Pp
P/A—P^/

Si donc on ne veut prendre chaque terme qu 'une seule fois, il faudra
multiplier son coefficient par ce nombre, ce qui donnera

p p
x Ht 9- P

P^. . .P^PA—P/^.
Nous avons ici le développement de (1^)^; or il ne s'agit dans ('F)
que de celui de — (^y77^. On a donc

i p

fuW\^ fu^Y.
{^7} {~p7}^.—p^—--p^—--,

Afin. de l ' É c , Normale. 3e Série. Tome III.— MAI 1886. 20
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comme il s'agissait de l 'établir en partant di rectement des formules
fondamentales .

10. La Réfutation de Ici théorie des fonctions analytiques de Là-
frange, de Wronski , fu t « l'occasion d'une po lémique très ardente »,
à la sui te de laquel le « un silence convenu ou tacite s'établit autour du
réformateur ( f ) ». Les formules que je viens de rappeler n 'a t t i rèrent
pas l 'attention des savants. Depuis , que lques auteurs ont retrouvé, par
des méthodes particulières, la dérivée m^1116 d 'une fonction de fonction,
sans que l 'antériorité deWronski, dont le Mémoire date de 1812, me
paraisse contestable.

Je pourra is donc me borner à passer aux applications que j 'ai cru
devoir faire pour rnoni rer que les notations employées par Wronski
dès le débu t sont assez claires pour conduire directement à tous les
résultats particuliers obtenus jusqu'à présent par des procédés élé-
gants, mais variables d ' u n exemple à l 'autre.

Je citerai cependan t , p o u r compléter ce court historique, trois tra-
vaux remarquab les , faits chacun à un point de vue différent .

11. Dans les Nouvelles Annales de M. Terquem ( t . IX et XI) se t rouve
un article inl i tut 'é : Sur la différentiation des fonctions de fonctions. Sé-
ries de Burmann, de Lagrange, de Wronski, par M. A.. . , ancien élève
de l'École Polytechnique. Cet ar t ic le est assez intéressant pour que
M. Coinbescure l 'ait jugé digne de ' f igureren note dans sa t r a d u c t i o n
de VàTliôorie des déterminants, par M. Brioschi.

Les notations initiales sont les suivantes :

/ ^==F(y), y=9(^) ,
^- = Ai P (r) -t- A.I^j) +... + A, F^ (7),j ax[ " / i \ ^ { x Y\ w. iv ( ̂ )"i ̂  r ̂ /ï) ( ̂  ) 1 m "[^WY^ ["YCr)"]^ r^ îfLT m11

L j J L"7"^"'] .,. Li~2~7i,, V l I L J • 2 ï . 2 . . . /lA/,, == i, 2. . . n \ -=———=-— --=———="— ... ^—————^j i. 2 .. . ïHi î . a.. . m^ ï . a... ///.

m , , 7^,. . . , m^ étant des nombres entiers et positifs (y compris zéro),

P) A. S., t. liï, P.48-J' .
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qui doivent satisfaire aux équations

mi -+- 2 m^ 4-... -4- rîm^ == n, m^ -i- m^ -4- ... -4- /^/z == w.

On reconnaî t aussitôt la formule (F) déjà établie (n° 9).
Ensuite l ' au teur , en vue du but spécial qu'il s'est proposé, ainsi que

l ' ind ique le titre, donne au résultat la forme suivante :

0 ( J2 -1- II ) — 0 ( X )
=0,

(G) ]^-n^^^-l(^ , ^(^x)p. ^-(^)
ls / l/7r^ r v « - / / ^//^.--l 1 , 0 i- U / /./A//-2^lrt I dh11-1 clh^l .2

n(n^,)(n^,^ ^ç^
~ v^ ) ^îhn-3 -t- • • •1.2.3 ^A^-3

(le zéro I n d i q u a n t qu 'on doit faire h === o après les di f férent ia t îons) .
Je vais montrer qu'on passe facilement de cette forme (G) à la forme

(A) i n d i q u é e plus haut . Pour revenir aux notat ions que j 'ai employées
jusqu ' ic i , j 'écris

(G)

j=/(^), u=^ cp(.ir)
on encore

a == 9 ( .yo -+- ^ ), UQ = 9 ( .z-o )

(.TO étant la valeur initiale arbitraire),

=e,
d^y _ n d^ÇQ) dy n(n— r) ^-2(^) ̂ j
^T ~" T ^•/^-~l du 4"" î ï a ^ / i - â ^2' "̂  ' " • '

Or on a, par la fo rmule de Mac lau r in ,

(u - U,)P -^.{u — u,Y+ ̂  [(u - iio)^ + . . . + —î—— [( „ - ̂ o)^]^ + . . ..

D'après le l emme du n° 3, les p premiers termes du second membre
s ' a n n u l e n t ; il reste

yft y.p^-\

(„ - «„)/'= _——[( „ _ <^p')+ ". , , , ,Y[(« - «o)^]0^-11 +....
j . À . . ,^ i . . - { . , . ^yy "-f- i ^
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par suite

0^^^=^^^^.^^^^^^^^

(^)^-P)=: î • 2 " • ( n ~ - ' / } ) ̂  _ U,)P]W •+• [3^ -h y^-^-...;
I . fit • « • / ( >

d'où, en faisant .r = o,
(^)(/^) = ll̂ -Ll̂ IZLZl̂  [(M -L ̂ p).
' ' ï . 2 . . ./^ ~

Alors le coefficient de —^" dans (G) é tantdu^ v /

^̂ r̂ l—iî irî ^ (QP\^-P)
\.'.î...p v '

peut encore s'écrire, après réductions faciles,

—I—\(u-^u oV]w^ —l—(u^y^,
1 . 2 . . . p "' / -' J . 2 . . . / ^

ce qu ' i l s'agissait d 'établir .
L'auteur termine son article par la démons t ra t ion du résultat sui-

vant :
« Fj -^ îî L±ALlLÎ.if!l,

h
1 d t " 1 ̂  F/r. ̂  / M - L'2 ± 1)/ y ̂ )ï)2 ? ( ̂ )2 • • " ï>^-19 (tr)' "1 ï)'F (•2•):l,7T ^^"î L7 î ^ "+" '^J^^o — ————————————————————^^—-.———- .

t ! 2 ! 3 ! . . . ^ î [ D 9 ( , a : t ) ] 2

Ce beau théorème est dû à M. Wronski (^Philosophie de la Technie, ^ Sec-
t ion , p. 110). ))

II semble donc que l 'auteur se soit tout simplement proposé d'obtenir
par une démonstration suivie ua théorème déduit par Finventeur de
deux résultats obtenus d 'une manière indépendante, comme cas parti-
culiers de formules beaucoup plus générales.

J'ai déjà indiqué que c'est comme déduction de la « Loi suprême ou
universelle de l'Algorithmie )> que Wronski présente sa loi fondamen-
tale des séries du n° 1, qui condui t immédiatement, comme on Fa vu
plus hau t , à

i d'^y _ S =b ( d'sc cl2 .r2... d^1 .xm~i cl^y )
m] 3^-"^ ""TraTTî . .. m! (^.)i+2-4-3.+....4-//î
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Passant ensuite de la génération technique systématique ( i) à la com-
paraison technique (2), le philosophe résout le problême universel, dont
la formule s'établirait rapidement par les méthodes employées en Calcul
différentiel pour en établir « le cas le plus particulier ) > , la série de
Lagrange. Or, étant donnée une fonct ion quelconque

j=/(^)=F(^), .x==o{u),

si je pose x ' ^ t l ' Q = (^ (fou

^== ;^4-(^— Xo)6'~1,

j 'ai, en appl iquant la loi de Lagrange et en remarquant que, ^(.c) étant
une fonction quelconque de ^,

r^e>(.2?)"] ^ r̂ l̂ lîi±A)1 == F ^^(^) 1
L ^//' J^o^ L ^ m J / ^ o ^ ̂ (^-^o)^]^^5

Inégali té qui suit :

r^/(^)'| ^ ^^^--'^^1^L ^/" J^=^, ^/»-1 L du JL^/
Posant IA ==^^o 4- h et appl iquant de nouveau la remarque qui vient

d'être faite, on trouve, en supprimant les indices de UQ et XQ qui sont
inut i les (^o e^ ^o étant des valeurs initiales quelconques),

fjni y ( /•/w—1

W ^-S^^^^^^-

Egalant les deux valeurs ainsi trouvées pour €-—^ on obt ient , avec
des notations très peu différentes, le théorème énoncé plus hau t .

Il est donc visible que, contrairement à l 'auteur de l'article que je
viens d'analyser, j 'ai conservé à part les deux résultats qu' i l cherche à
relier l 'un à l'autre.

Fai déjà montré l 'u t i l i té de la formule

T d'^y __ 2 ± {cl'x d2^... d^y)(D) m \ dx^ ~ i !... m \ {dx )i+^...^.w.

( 1 ) .•/. 6'., t. m, p. 358-39Ï.
(=n ../. .9., t. m, p. 3oi-4%9-
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Je retrouverai, dans le Chapitre III, la formule
^Wy ^m-V

- f -— —___ \Q-m Vi(u _L- L\-\
dx111 ~" dh^-1 L { ' /J

sous la forme
ri ni •y rjm—1 ["/ /, \ _ ^ / i \~i

m E—^K-'^^-) ^+^+•••)l.,;•
on verra alors tou t le parti que je lire de cette fo rmule très s imple au
p o i n t de vue du développement explicite de la fo rmule générale du
changement de la variable indépendan te .

12. Au moment d'achever cet te nouvelle rédact ion, je t rouve, dans
les Nouvelles Annales de Mathématiques, deux art icles par M. E. Cesaro,
in t i tu lés : Dérivées de fonctions de fonctions ( 'janvier i885); Note sur le
calcul isobarique (février r885).

Il n'y a donc pas à s'étonner que la formule (F) soit présentée sous
cette forme :

« Formule générale :

(9)
ï cl.Py __Y î cl\y n / i d ' - u^ n /j_ d^

77 U \r\ 'd^1'p\ dx^ '~~~Zj\ v! du^ \J\r\ d^
P

Pour expl iquer le sens de cette formule, r appe lons d'abord que , ayan t
toules les so lu t ions entières et positives de l 'équation

^•i-H/'â-t-. •."-l-^/^/^

on appelle algorithme isobarique d'une fonction/(r) et l 'on désigne par

^/(r) la somme de tous les produits analogues à

/(^)/(^).../(^). »

Cette formule est si peu différente de la formule (F) indiquée plus
h a u t (n°9), que je crois pouvoir me dispenser d'insister sur ce point .

Le rapprochement que l'on constate ici entre la formule relat ive a u x
dérivées d'une fonction de fonction (n°4) et le calcul isobarique est
conf i rmé par ces paroles de M. E. Cesaro (p. 49) :

« La r e l a t ion (9) comprend comme cas très part iculier , pour dif-
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férentes formes de la fonction ç, toutes les formules contenues dans
notre arlicle Algorithme isobarique et démontrées par une autre voie
dans 1 e Journal de Bcittagîini. »

La démonstra t ion de l ' au teur , qui (c ne suppose aucunement que les
fonctions considérées soient développables par la formule de Taylor » ,
est très s imple; avec les no ta t ions que j 'a iadoptées , elle s'établit a i n s i r

Supposons qu 'on ait démontré la formule vraie pour l'indice m et
qu'on veui l le l 'étendre à l 'indice (w4-1). On sait que

d'^ y ï • <:^-1 y i . civ v
^ ^-•••-^ r^u^T]^-1^ d^^T^—p^^ dà^-
Prenant les dérivées des deux membres par rapport à x^ il suffî t d'éta-

fîP 'vhlir que le coefficient de —4- dev iendra1 dav

——l-—— (^y7"-^.

Pour faire le ca lcu l , supprimons pa r t i e l l ement (là où l'on aura à effec-
tuer le développement) l 'hypothèse i nd iquée par le po in t placé au-
dessus de ii'. Le terme en '—}- proviendra de

.//d^
{du/^1 ) du j d^t^Y^—...] d l ' Y ,.(^-i)(/«) _i

r . 2. , . ( p — ï ) ' du dx j . 2. . . p dx dlfp 3

d'où

^|^(^>"-1)< / /^)^/4- (a^)(w+l)~^(^- l)^^^//—^(^- l)^^^ . . . dp^'

Suppr imant tous les termes qui cont iennent^ en facteur, p u i s q u e ^ = = o
et que ces termes sont en nombre f ini , le cofficient de —j est

— [p(u^)W u1'-}- (^>)( / ; ^-+-15—/?(^<^- l) ( / /^^]= — (^^)^W 4• 1L

On voi t qu'ici la même question est traitée avec des notations sensible-
ment différentes de celles indiquées plus l iaut . Mon b u t , qui est d 'appl i -
quer des formules où l'on soit guidé par l 'habi tude qu'on a des pro"
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cédés ordinaires des Calculs différentiel et intégral, s'éloigne notable-
ment de celai de M. E. Cesaro qui s'occupe plus spécialement de déve-
lopper les méthodes et les appl ica t ions du calcul isobarique.

L' importance de ce nouveau calcul est ne t tement déf in ie par rameur,
qui indique en même temps les sources principales auxquel les on peut
recourir dans cette étude. La quest ion est exposée mieux que je ne
pourrais le faire.

Je me bornerai à quelques réflexions qui me paraissent à l eu r vraie
place dans un travail destiné à rendre pratiques des formules de
Wronski. Le terme algorithme isobarique fait songer à ces phrases par
lesquelles M. de Montferrier te rmine la première page de son Ency-
clopédie :

« Nous devons faire observer ici que le nom d' ' Algorithmie a éîé
donné parWronski à la Science générale des nombres. Avant les t r avaux
de ce savant , on n'avait , point désigné par un nom collect if les diverses
branches de cette Science qu'il a, le premier, ramenées à une u n i t é syn-
thét ique. Le nom (V Algorithmie p r o v i e n t (V algorithme, qui s igni f ie
calcul. »

« II est cu r i eux , remarque EL E. Cesaro, de constater que tous les
inven teur s , en agissant les uns à l ' insu des autres, on t été d'accord
dans le choix de l 'algorithme isobarique composé comme base do calcul
des par t i t ions . . . On sait d'ailleurs que le même algorithme, précédem-
ment é tud ié par Wronski, sous le nom de fonction cdeph, a été l'objet
des recherches de beaucoup de géomètres. »

13. Dans le Bulletin des Sciences, mathématiques et astronomiques de
décembre 1881 se trouve le compte rendu suivant d 'un article pub l i é
dans VAmerican Journal of Mathematics pure and applied (t . III, ^'79) :

« Glashan (J.-(7.). — Sur le changement de la variable indépendan te
(190-191).

« Soient
^'==/(y)^ ^==9(7)

et
r' —-JL'n^-r // — l T)n //^/i — f̂ Vy^y U^ — ^-y .Uy U.

Si l'on désigne par S^ la somme des termes de poids m dans le déve-
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lôppement de

Oi-4- .r^a^—. . .)n,

on aura (d'après Cauchy)
Dîu

u^SkB^u -h S;| --Ç+. .. 4- Sfi a!
; DS ̂
^~7rr'

Quant aux valeurs de

D,^, ^1)^, . . . , ^1)^,

on aura

W Dïu

(f \.
l ——: —— 5

^

S; o
S^ S|
Ûl C2a;, ^y

ai Q3
^'^-l ^n-

S1 S2u' ̂ . o ̂

1 81l2 //^ I),.«-

€) . . .

0 . . .

s^ ...

tt;ï
-1 °/À-1

G3&„

^•1 / /^

X^ U^

x^x\

0

0

0

Ûrt-1
^^-l

S rt— l
tt

î

^1

Ifî

/ /S

^-1
^//

>x.- j[ <x.' ~i uC 'i . . . iX' i iiX* i

On reconnaî t ici, a part les notal ions, la formule (15) démoi l t rée
plus hau t (n° 7). La formule de Cauchy, qui a servi de point de départ ,
n'est autre chose que la formule (G).

Au risque de rendre les résultats moins intel l igibles , on ar r ive à la
formule qui contient le plus de zéros; et, au l ieu de la notat ion (a^)^,
qui rappel le l'énoncé du problème, on prend la notation isobar iqueS^
qu i ne me paraî t pas faire image comme la première. D^ailleurs, sans
m'occuper plus longtemps de comparer les différentes formes sous les-
quelles ont pu se présenter les résultats précédents, je me bornerai à
remarquer combien est claire et concise la forme adoptée parWronski
et reprodui te par M. A.-S, de Monîferrier,

i cl^y __ iy (d1 x ci?'2^2.. .clm~'l x^1-1 d^1^)
T / r t i l cï.j!111 m (m-}- 1)

( l1!1! ,2 1 1 . . . l 7 » 1 1 ) ( € l x ) i

Ânn. de ï' Rc. Normale. 3° Série. Tûmc UI.— MAI 1886, 2 l



l62 E. M A R C H A N D .

Exposition.

li. La discussion dé t a i l l ée q u e je viens de faire rappel le qu' i l existe
des formules très générales. Mais on p e u t être tenté d 'admet t re que
des formules par t rop générales cessent de deveni r pra t iques . C'est
cet te idée que je désire combattre.

Dans le Chapi t re I, je montrerai que la f o r m u l e générale (D ) du
changement , de variable peut résoudre s implemen t certaines ques-
t ions , malgré son apparente compl ica t ion .

La fo rmu le q u i d o n n e la dérivée d 'une fonc t ion de fonc t ion est
r e l a t i vemen t cour te . On s 'explique alors pourquoi ( é t an t d o n n é qu 'on
a une fonction de x el qu'on veut i n t r o d u i r e une nouvel le va r i ab l e
i n d é p e n d a n t e u ) , i l est souvent commode d ' imaginer d'abord que la
fonct ion a i t été exprimée en fonct ion de u et de remplacer e n s u i t e / /
par sa valeur en fonction de x. Le Chapitre II sera consacré au dévelop-
pement des conséquences de cette idée.

Enfin le troisième et dernier Chapi t re sera des t i né à mont re r l'a-
vantage qu ' i l p e u t y avoir à se servir, dans certains cas, des intégrales
déf in ies prises en t re l imites imaginaires.

15- J'ai cherché à obteni r des résultats faciles à écrire, non seule-
m e n t pour quelques cas part icul iers bien connus

r =/(<r ) ,• x == e " , ,2- ==: L //, x == u-1, ^ = i^,

nia i s aussi p o u r toutes les fonctions é l é m e n t a i r e s d'un usage courant

x == u[\ ^ = cos u, x =:= tang u, x == arc ces //, x ~^. arc tang u.

L'expression, soit symbolique, soi fc effective, de Jw^ en fonc t ion de
U f.,JC

^, x\...; y, y", ... se présente comme simple app l ica t ion de la
formule du b inôme. Le développement des coordonnées x et y d 'une
courbe plane suivant les puissances croissantes de l 'arc (le rayon de
courbure é tan t une fonction supposée c o n n u e de cet a r c ) s ' ob t i en t
avec la plus grande fac i l i té et me pa ra î t sulfire pour é tab l i r l ' u t i l i t é
géométr ique des formules générales.

Il est i nu t i l e d'insister davantage. Je passe aux appl icat ions.
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CHAPITRE I.

16. J'ai démontré les formules

(^•)(1) (j-2)^) . . . (.z^--1)^1 r^

(.z-)^ (.r2)^2) . . . (.:yw-l)^ yW

( D )
^m y (.r)'^ (..r2)̂ ' . . . (,ym-i\(m) y(///)

1 . 2 , . . /./ r/X^ ~~ 1 . 1 . 2 . 1 . •2 . 3 . . . ( ï . 2 . . . m) [(^)(1)] 1+2+3-i-..."'-^ '

G:r)^1) o o ... o

(.r)^ (.r2)^) o ... o

(E)
i d'^r

i . i. . . m d^^1
(.y')(m') (.Z12)^ ( j : ' ^ ) ^ ' 1 ^ . . . (^•/^-iy///; ' y ' m ]

i . i .3. i . 2 .3 . . . ( i .':-'. . .in) (..r'.1))1-*^----^/^ ~

On est tenté (le croire que ces expressions générales cons t i tuen t d e u x
théorèmes très intéressants, mais im^plicables; il suffirait à\m seul
exemple pour prouver le cont ra i re . J'en donnerai deux, et je ferai ob-
server que le preniier me fourn i t une r emarque Ires curieuse.

C'est précisément en t ra i t an t par u n e méllsode 1res ingénieuse ce
changement de var iable , dé f in i par

y^f{x), .r=^,

que M. Ber t rand, dans son Traité classique de Calcul différentiel et in-
tégral, insiste sur cette idée très impor t an te que souvent les méthodes
trop générales donnera ien t l ieu à des ca lculs prolixes, la ou des pro-
cédés par t icul iers condu isen t r ap idemen t au résultat . Les théorèmes
connus sembla i en t donc impuissan ts à résoudre une q u e s t i o n presque
nécessaire.

Cet état d ' infériorité de la théorie a lgébr ique n 'é tai t q u ' a p p a r e n t . La
formule (D) de Wronski, malheureusement laissée dans l 'oubl i , était
capable de donner la so lu t ion avec autant de facili té que si elle eût été
créée dans ce seul but.

17. Premier exemple. — II s'agit de démontrer que, si l'on substitue
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à se une nouvelle variable indépendante, définie par l ' équa t ion
..r ̂  e^,

on obt ient un résultat qui peut s'écrire sous cette forme symbolique,

, cl'\Y
d^

' d . ~] [" d . ,1 [" d 1 dy[s-"-)][;— — (/z — i) ——— — (n — 2) . . . — — j -2- ^
_ff^ J L^ l l ̂ u J ̂ /

(Traité de Calcul différentiel^ par J. Bertrand, '(69-171).
Le dé te rminan t

(.r)î1) (.y3)^ .

(^2) (.r2)^) .

.. (.-z^"--1)^ j<^

.. (^"-^(^ ;^2)

{xY'^ {^Y11^ . . . (.z1^-1)^^ y^^

devient ici
e" 3 e2^ . . . (n — i ) c^^-^^ j^)
e" a2^ . . . (/^ — i)"2 6^"-l)/' j^

2" 2^ ê2^ ... (n — i )// ô^^-') "• j^')

On peut mettre e11 en facteur dans la première colonne, e2" dans la
deuxième, etc. Remarquant d'ailleurs que le dé te rminant est une fonc-

.̂ .rdyt ion linéaire des éléments de la dernière colonne y^E^-f"? y^^Es —y:^ -.,v du v du"

et qu'on peut sans danger écrire symboliquement ^7? (^) 3 • • • > ^

condit ion de remplacer, dans le résul ta t final, {c—\ par ^—^ il v i e n t1 ' ' ' V rf n / l / /11'ï ,^/À'^^iu,

^
<r/<À

^Y.^/

î 2 3 . . . ( fï —- ï )

ï 2 a2 ^^ . . . ( ^ — i ) 2

d^y
^<^l-4-2-t-...-+-(/î-l) j / t ^/î 3/fc ^ _ ^ ^ — — ^ / ; ^

. du .
i .2. ../z dx^ ï . ï .3. ï .2.3.. . (x .à.. .n) [ê"]1-1-24"-4^---1)-!-^

Le numérateur est un déterminant de Vandermonde ; il est égal à

I.I.2.I.2.3...I.2...(^l)f^-(,Z-l)1...f^»l1^.' ' \^du ' J \^du ] du
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Alors , par des réductions évidentes, on ob t ien t [en remplaçant ( e " ) "
par.^ et faisant passer ce terme dans le premier membre]

d^ y [ d . , ~ } [ d . ~\ \ d ~\dyL^-- ( /^ I )JL^^ (^2T•4^M^^dx^ "~

18. Deuxième'exemple :
x -=. u^\

[j. é t an t un exposant que l c on q u e , positif ou négatif.
On a, par la formule (D),

p.u^1

[ j . ( [ j .— ï)^-2
2p.U^-1 . . . (77?. — l)^^-"1^-1 dy |

^m.y ^

1 . 2 . . .!H dx'11 T . ï . 2 . . . Ï . 2 . . . m ( [J. ̂ -l)l-t-2-i-....+m

Si l 'on m u l i i p l i e par u les éléments de la première ligne du détermi-
nant , par u1 ceux de la deuxième, etc., ce qui revient à mul t ip l ier le
d é t e r m i n a n t par u^"2"^-^1'1, on peu t mettre u^ en fac teur dans la pre-
mière co lonne , u2^ en facteur dans la deuxième, etc.

Après r é d u c t i o n s évidentes, il v ien t

p. 2^

^ . ( ^ — J ) 2 ^ ( 2 ^ — 1 )

p . ( p . — î ) {^— 2 ) 2 ^ . ( 2 ^ — l ) ( 2 ^ — 2 )

dv
u —du

^r
u ~7~îdu"

d " 1 y
i. 2 . . . m dx'^ • . s . 2 .. . i. 2 .. . m pL1-4-2-1--4-^ u^'1

Le résultat est donc de la forme
d'^y d111 y ^m.-i y
^ -- ̂  -"t-"tv• ̂  + c. "/"-1-^ ̂ r-î -

ou encore
^iny d'^'Y ^m-iy

^m 1.:_•L. _ /» i l m 1_iL -J- /• / /w-l—_ -l•/ -J-t .̂r̂  """ 0 di^ ' l ^a^-1 • " • " y

r*o, <"n • . . étant des coefficients numériques.
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Ces coeff ic ients s ' expr iment en fonc t i on de certains déterminants
dont la loi de fo rmni lon est très s imp le ; si on les retrouve plus t a rd
sous forme développée, on aura par cela mémo le développement de
ces d é t e r m i n a n t s .

. 19. Quoique le dé te rminan t (E) cont ienne un grand, nombre de
zéros, son développement direct pa ra î t impra t i cab l e ; c'est, pourquoi
j ' a i cru bien faire de m'adresser à la théorie des intégrales définies
prises entre des l imites imagina i res (Chap .HÏ ) pour obtenir avec la
p lus grande fac i l i t é le développement explicite, sans terme inutile, de
ï l ^ 1 y
—^ en fonclion de oc'', x'\ .. ., x^y y\ y " ' , .. ., y^.

J'avais achevé tous les calculs de ce Chapi t re III, quand l 'étude a t ten-
t i v e du t ravai l déjà analysé plus haut (n°ll), et i n t i t u l é : Sur la dif/'é-
rentlation des fonctions de fonctions. Sénés de Burmann, de Lagrange^
de Wronski, par M. A... » , m'a signalé un rapprochement i n a t t e n d u
entre des méthodes en apparence si différentes. L 'auteur , coiïime je
l ' a i d i t , t e rmine ainsi :

a 0 ®(.z' 4-- II) — 9(-'^)r: - ^ ,

1 dtl^ r^F^r-^vî- ^[^^ ly(^Oï)2?(^02«-»"- l?(^)"-- l ï) /AF(^)^^ ̂ -i 1^ y (^ + // ).l - -—11-———————————^^—..———-.
i ! 2 ! . . . /À Î [D<p ( ^ ) ] 2

)) Ce beau théorème est dû à M. Wronski (Philosophie de la Technie,
Section II, p. uo). ))

Ce qui n'est pour l 'auteur qu'an beau théorème devient pour nous
une marche à suivre pour arriver au développement , sans terme inu-
ti le , du déterminant (D) de Wronski.

20. Il est facile de comprendre quelle doit être la démonstration à
adopter.

On commence par remplacer dans le déterminant les quant i tés 9(^),
's(^)2, . . . par 0, 6 2 , . . . au moyen de la formule établie plus haut (H)

(^y^^i:^-!7^^
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On remarque ensuite que de

w ^^)=^£T[^''F^r-J-/(>]-

on d é d u i t , en observant que

d^^ï^) —— ^^(^+^0^?7r~ — ^ 7 ^ ?

le développement
1 eiii^ - 1 r^_i^_i}ir//' '. L - ^ ~ 1 ^'"^'^o r " - 1/n ^y(^)^ "" /j [ ,//^-i r vr/ • '~~ —^—ï— y (^,,H-. .. j .

On est donc nm^né à mulliplier les éiéments de Ici dernière colonne
du détermincint, qui sont F(,r), ^(.r), ..., respectivement par
^-•^ç-'1}^ n—i d'1-^^-'1}^—jj^Y—, ^— —^j^r~"~?

Je renvoie, pour le déta i l du c î i l cu l , à l 'arl icle de M. A. . .9 d 'où il
est tiré.

2 1 . Si j'avais trouvé «ru début celle formule (îï) dansWronski, . 1 1 1
lieu de ne !a reconnaître qu'après des appl icat ions multipliées, je n'en
aurais très probablement rien su tirer, j'en donnerai pour preuve cet
ex î rail de V Encyclopédie mathématique ou Exposition complète de toutes les
branches des Mathématiques d'après les principes de [a Philosophie des
Mathématiques de Hoëné Wronsfd, par A.-S. de Mon iferrier (t. IH, p. q 1.6-
.fi,i7-4î8).

<( Or, lorsqu 'on d o n n e à la var iab le ^ une valeur quelconque a dé-
t e rminée par la re la t ion <p(^?) = o, les p remiers membres . . . sont les
coefficients A O , A ^ , A^ ... d e l à série p r i m i t i v e

( 5-i ) F ( x ) = Ao -J- Ai o ( x ) 4- As o ( -y )•' 4- ....

Ainsi ces coeffu'ienis a u r o n t pour expression générale, dans ce même
cas de o (a) == o,

. , , î /^a- lf9-^F(,2.-+.^)^)"|'\
( H ) (, ̂  J A ̂  ̂  ̂ __!—^^..———— J ;

mais , pour rendre cette expression indépendan te de la var iab le ^,
qu 'on do i t faire égale à zéro après les différent iat ions, il suff i t d'ob-
server qu'en d o n n a n t a l a variable.r la va l eu r a et à la var iable z la va-
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i e u r zéro ou x — a, on a évidemment

. /o(^-4-^)~9(^)y \ /^ /?(^)-?My^
\ ^ 7 LJ ."A__ï__L

' /-/p { Y^ -r--y — Y ^ 7 \ \ / ^ ( l.^:- / ,,___{^Y
d9^ [ "'i ^ \ { \ ^ }

~5iP" "" \ dz9 / \ ^ /

Ainsi, dans le cas de ç(<^) == o, qui est celui des valeurs des coeffi-
cients de la série (5i), l'expression se réduit définitivement à

^f^y^p)
^ \ (p ( , r ) / dx )m w^^\——W——U

en ind iquan t par l'indice Çx == a) qu'il faut faire x = a, après les dif-
férentialions. . . .

)) Nous ferons observer que cette construction (54) des coefficients
de la série primitive (5a) présente déjà une ant ic ipat ion sur le déve-
loppement définit if , que donne la loi de Wronski

(F) (/ ) A = ̂ L î̂̂ î lif̂ )^
47 p' ^ [cl1 9 (^) (̂  ç (,:y)2 c^ ç (^)3. . . ̂ ~1 cp (.r)K-1 c/^ y (.r)!̂

des expressions initiales
/d\JI'F(.T')\ ___ /^--1[Ô~^J-F(.21+5)^\^\

(5o) î̂  y "~ \ l̂J-~l

car on obtient immédiatement une génération relative de ces coeffi-
cients (5o) en développant le coefficient général ci-dessus par la loi

(19) d'11 ( F x fx} == F x d^ /( x ) 4- m d F x d^-1 fx "+-.. .,

qui est la loi fondamentale du Calcul différentiel. On a, en effet,

/ ^[f^-^Y^WL „ } L\7(^yy ^"ji 2 1 ^ — ^ji "- ĵ -i
1 / ^^^ \^

(55) < 1 ' _ _i_ • ^F(^) fx—a Y [j.— i ^•-"1F(.3•>) \ 9(^)/
~~" li111 ^P- \ ^(.z?) / i ^P-1 r̂

(• /y __ /-A U-
' /Jâ ^:____a\

(p.^l)(^^2) ^^F(.T) C(^);

^ 1 . 3 t <te!1-2 J^2



SUR LE CHANGEMENT DE VARIABLES. ï6c)

mais ce développement dépend d 'une fonction aux i l i a i r e ^ , v ? de
sorte que, pour arriver à la généra t ion absolue du coefficient généralA^.,
c'est-à-dire pour n'avoir plus dans ce développement (55) que les der-
niers termes ou les vrais éléments de la génération en question, il fau-
drait encore développer les différentielles

/ ,r —a Y ,^( x — a \ P- ,„ / x — a \ \1'd{-^)- ^-o^}5 d{-^)- • • • ;

et, ce qui n'est pas le moindre inconvén ien t comme, en fa isant .r==a,
après les différent ia t ions, on obtient des valeurs indéterminées -5 i l
serait encore nécessaire, par des différentiat ions réitérées des numéra-
teurs et des dénominateurs , d'arriver enfin aux derniers termes ou a u x
éléments d ^ ( x ' ) , cî^^Çx), rf3 ç(^), . . . , don t la loi n ' appara î t nul le-
ment au mil ieu de toutes ces opérations. Il n'en est pas ainsi de l'ex-
pression (47) ou (19); elle donne immédia t emen t les éléments de la
cons t ruc t ion des coefficients en question et présente ainsi la généra-
tion absolue de ces coefficients. A la vérité, il ent re encore dans cette
cons t ruc t ion les différentielles des puissances de la fonction <p(^) et
non les différentiel les immédia tes r/cp(.r), d2 ç(^)? d3 9(^), . < • î n^is
la loi qui donne les différentielles ^'o;:^, moyennant les différen-
tielles élémentaires rf<p.r, d2 ̂ x, cP (fx, . . . » n'est q u ' u n e extension
ou p lu tô t une t ransformat ion de la loi fondamentale (n° 19). »

CHAPITRE I I .

22. La formule qui donne la .dérivée m1^ d ' u n e fonct ion de fonc-
t ion étant relativement simple, il y aura souvent avantage à se ramener
à cette formule. Je rappelle d'abord quelques-unes des formes d o n t elle
est susceptible :

y ==/(//), ^,=©(.•2?),

m S =(")"•• £ - r'sc-'""1 S --- T-,-,,,'---^-
^ë^-'^.^^^ë^--^^^-

/Sun. de l ' É c . Normale. 3^ Série. Tome I I Ï . — MAI 1886. 22
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i dmy — { dy. Ai ̂  Am dmr
\ dx'11 ~ [ d7i, ~4" ïTa 'du2' 4" ' " + 1 . 2 . . .m du^5

1 Ap =: ( i^y^ — p ( ̂ - lyw5 ̂  4--... -t- (— ïY'\p ( «y^ ̂ -1;

'"_^_. "1/^^i r ^1:/>)

i. a . . .7^ | <^yc^r \^ (u^) f . 2" — ï . a . . . m ^ ^ / '^"r V1 (M ( 1 5 )/ F ) J ——L. r== I . 3 . . . ̂ Z ^ -————'-
{ ) ^-l/" Zj Ï . 2 . . Jd x " 1 - - • • • ^ ï . 2 . . . Ai i . 2... /^ i . a. . . hp d ^ l p

\ //.i 4- 2 //g 4- • . . -^~ y- /îy. == nii /li "(- //-g 4- ... 4- ^a ::::::: /''•

Les applications étant assez nombreuses pour mériter un classement,
je diviserai ce Chapi t re en [rois Parties.

Dans la première, j 'u t i l i se ra i les formules pour p lus ieurs des fonc-
t i o n s élémentaires. II deviendra év ident que l 'on ne peut être arrête
dans cette voie que si l'on a affaire à des fonctions don t les propriétés
ne sont pas assez connues ac tue l l ement pour donner l ieu à certaines
transformations de calcul nécessaires dans tout problème.

Dans la deuxième Par t ie , je me bornerai à un seul exemple géomé-
t r ique très s imple et très important relatif aux courbes planes, .l 'indi-
quera i s bien des formules p o u r le cas des courbes gauches, mais elles
ne me paraissent pas encore arrivées à un degré de s impl i c i t é suffisant
pour que je les transcrive.

Enf in , la dernière Partie sera destinée à montrer combien il est
facile de généraliser la formule à deux points de vue différents .

PREMIÈRE PARTIE.

23. Premier exemple :
•x-^'Lu, c'est-à-dire u-^e^.

Diaprés la formule (B), on a

^=ÎK«-'•.)']»• ̂ -
[(a •— f/oV']^ = (upy^^ p (up^y^u -+-...--{- (— i)^ 1/^^)^--1 ;[\U~ ffQ

or
U == 6^, ( l^ ') W =25 ( €^ Y^ î=E ?" C^.
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On a, par su i te ,

[Çu— Uo)Py^ :=^ /^~ p (p-.i)^-.. .^(—r)^-1 ; -?!" [ ;

d 'où le résultai connu

^•=,«^+j_L»_^.1«^-+...
<^ <^ l . 2 L 1 J <^2

1 + T^~7p [pn ~~ E {p ~~ îy l + • • •+( • -1 )^ -1^ ln\îtp^^--

Avec la nota t ion des différences, ce résultat prend une expression 1res
s imple ,

d^y \^ A^o^ d^r
——— ~zz. j ' —————— nP '''
€^^:tl ^LÀ I • 9 - • ' P dup

/i=l

(Recueil complémentaire d'Exercices sur le Calcul m/înitésimal, par M. Tis-
serand).

2'i2. Deuxième exemple :
i

u == .̂ ? ,̂ .r==z^P-,

Nous avons déjà prouvé que le résultat était de la forme (n° 18)
/-/m ,/ ////; ̂  /7/M—l ,/.

^n "J- = Co ̂ w -î + C, U^ -,———4 -+.....
d^ 0 du'1' 1 du^"1

II serait facile de vérifier ce résultat; je rne bornerai à cliercher de
nouvelles expressions des coefficients <?.

Sachant que, dans le coefficient de —^? qui est —l— [(u — ̂ oY]^
'•1 fn

on peut mettre en facteur u^ ^, il suffira, pour avoir le coefficient nu-
inérique, de remplacer Uo par i. On a une première forme du résultat

d^yp^m n?_iL
^^y^Vr/^ ^/n(m) duî)

3 "̂ ~ ZL( ~ } ]w T^p9
p ^ i

J 'appl iquerai cette forme du résultat à l 'exemple très simple



172 E. MARCHAND.

^i)t— fc y
Le coeff ic ient de i^^-r-m^ esterai à

1______ 17-r'2 r \ / / î - A - 1 ( w )r^TTT^^r^^ ^ r ) -b^
Or x^ — i == (.r -4-1) (.r -— i) et pour oc == i , le facteur ^ — \ s 'annu-
lan t , on a évidemment
[(.^ _ i yn-k y == ̂  _^ i )w-A-(^ «, ï)w~A-]^^

m ( /n — i )., . ( m —~ k -4- i )=: ^72777Â:

X (/^- — À") [rn — k — i ) . . . i . (?n — A - ) . . . (w — k —- A- 4-1 ) a^-^'-71'

^(//z — i ) . . .(m — •2Â'4-i) ,„ ,y, / , ,^^ .^^—————L——————^————————}. ^m-ïk^ ï . a . . . ( ̂  — /,• ).
i . 2 . . . k ' '

Les premiers termes de la formule manquant , on peut l'écrire, en ren-
versant l 'ordre des termes,

J=/(^), U=X\

« r—^ == {'îxY f^{u} + n[n—l){9.xY•~ïf{n~ï}((()

n ( n — • î ) ( n — 9 . ) ( n — 3 ) , . , ,,4- ^———L}.——^J^————l ( a ,y )/î-4 y^-s) ( ̂  ) 4-. . .
I • '3S

+ "("-r-'h^L-̂ ĵ) (a,,)»-,/,. /•(»-.)(«)+.... „
î . 2 . . . /C • " ' /

{Cours (ï Ancdy se de U École Polytechnique, par M. Elermite, p .6 i . )
On peut encore transformer ainsi la formule qui précède :

/ î ) \ {in.}
[(.Z^—î)^]^") === ( XV'P — l~^^(/^~i) -4- ...

= = ^ P ( ^ P — î ) . . . ( /J .P—77Z+I)

— f ̂  — î ) [P-(/^ —ï ) — ï] • • . [K-(^ — î ) — W- + î ] "+"...*

Adoptant les re la t ions de Wronski, ind iquées au débu t (n° i. )

(p^1)^^ (p(,r) y(^ + ç) . . . <p[.r + (/n — i)Ç],

A^/(^)=/(^)-/(^-£),
il v i en t

(^)/.i-i^ [^(p_i)]/.i-i+.. .̂  A^(^)^-^
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e n / r e m a r q u a n t , bien entendu, que les différences sont prises pour
l'accroissement p. de la variable (p-p). Si l'on fait attention à cette
part iculari té , on peut écrire

rrn d^ J^^^p)^-1 ̂  d^ ^
dx111 Z^ i ^ 1 1 du^

p=i

Le cas le plus élémentaire est celui où l'égalité existe entre raccrois-
sement ^ des différences- et l 'accroissement — i de h factorlelle
(uL/?)^1-1. Uti l isant alors cette formule très facile à vérifier

A| (a 4- .y)7»1^ ̂ '•-^(a -4- ̂ -^ (1),

on a ce résul tat simple :
U == X~1, X ~==- it~'1,

^my ^l ̂ p\-iÇ^, ï\P^pyn-p\-l ^py
y Ht • -r- —— \, ______.ï:____L—'---—£—._______ r / P ——'Z- .
' ' dx"1' ~~ Z^ î p [ l duî)

p=i

Pour développer cette formule, il suffit de voir que
/_ p\m-p\-i ̂  C_ jV^-P pW-P\^

dm^ ^{^^mV^^P^Z^ 1 f^Z (^
d^ ' ' Z^ ï ^ 1 JC^P clu.P ' f

p == i

Ce résultat n'est qu 'un cas particulier de la transformation l inéaire
la plus générale, pour laquelle on obtient sans peine ce résul ta t :

a x -+• b ,., .^=ï^rr67 y-f^
^-p'V/.y^J PSP.±ll-i^^
^~~~ rt 2jt' ' ^ î ^ . . . { n -p ) (a'^+b'Yw J - ' ) '

p=i

Pour appl iquer numér iquement cette formule, il faut remarquer que
^E^llL'-Â^Lzz.^ n'a pins de sens p o u r » === n, mais qu'il suffi t de rem-r .9... . (n — n) l i J- i

( 1 ) ^..9., f c . I Ï I , p . ^74.
( 2 ) F'oir ce résultat dans le Cour.'; de l'École Polytechnique^ par M. Hermite, p. 6 ï .
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placer cette expression par i pour que la formule s 'appl ique de p = i •
à p = n, sans exception.

3e terminerai par une remarque qui me permettra d 'uti l iser la
forme

p = /n
/^ d^r Y / • \ , dPy(Q —— == ^ ( / / / ^W——•

d.^ Z^ v / <^
JR=I

Cette forme se développe, comme on sait^ par

(up}w ==y p—- u^ ,,(P) ... u^,
j«»^ .«•' a • - • ». À

y, 4-. p -4-. . .4- }, == //z.

Pour obtenir la formule (F) nous sommes partis de (u.^ u . ^ . . . Up)^
et nous avons été obligés (n°9) , ne voulant prendre chaque lerme
qu 'une fois, de corriger le résultât dans le cas ou l 'on au ra i t par
exemple a = p. Ici, comme il ne s'agit que d 'une a p p l i c a t i o n , et qu ' i l
importe peu que l 'on écrive plusieurs fois le même terme, p o u r v u que
le résultat f i n a l soit exact, je n'aurai pas à teni r compte de cette cor-
rection; il suffira de part i r du développement supposé effectué do
( u ^ u ^ . . . Up)^ et de faire ensui te ^, == u^ = = . . . = = = iip.

Cela posé, je considère le cas particulier ou ^ est un nombre en t ie r
positif plus petit que m. Si p ^> (J-, il faudra suppr imer dans le déve-
loppement de Çu^)^ non seu lement les termes qu i cont iennent ^°==z/,
mais aussi ceux qu i con t i ennen t ^w, q > [j-,

Pour ne prendre que les termes u^ u^ . . . u^ qu i cont iennent
^,, ^2, . . . , Up au moins à la puissance i , je remarque que tous ces termes
.sont divisibles par u^ u^ .. . Up, II reste alors

a — 1 , / 6 — 1 j , k — i^ n^îi^' //^"' i u'^ " - • Up === u^ a^ . . . Up ,

y/ 4- j3/ 4- . . . 4- //^: j ï , — p,

II vient alors un polynôme homogène de degré n — p en u^ u^,... Up
dans lequel , d'après la n a t u r e de l a q u e s t i o n , i l ne faut prendre que les
termes qui ne sont pas divisibles par des puissances données des varia-
bles u>\, u^, .. .,u^ On sait que, dans la théorie de l 'é l iminat ion, on est
amené a compter le nombre de ces termes et a le désigner par u u e n o -



SUR LE CHANGEMENT DE VARIABLES. 175

tal ion spéciale
\ . .. A^NQ^/i—jo).

(Cours d'Algèbre supérieure, par .L-A. Serret, 4e édition, t I, p. 68.)

25. Troisième exemple :

u =: sin .r, x =z arc sin ^.

Si je pars de l 'expression développée de

7^7^ M^
comme on a

/ w \
^/==:cos^, ^=:—sin^r, uW-=z sin ( .z'4- a— ) 5

\ 2 /

on voit q u e y si Von écrit
^y _Y^ dPy ,
d^~Z^ p^''

/ ' l T T ^ ^ a ' V/ . v , / . , / sin ( x H- a — \/ -—•sm^y^ /—cos^ \^ ( \ a / )

i —V . (coi:r.l//'l V J:rL--J_ Xlîl̂ ^2^ XZIZ:3l:Z^_^
^ ^ —— • • » i . 2 . . . /^ 1 . 2 . . . //.g Ï . 2 . . . /Z3 ' ' * T . 2 . . . /<a

/AI -t-- 2 /^ 4- . . . --h- a/Za ̂  ̂ 5 ^i + ^2 + * • • ̂  hy,~=. p ,

et par sui te
À3-+- 2À34~. • .4- (a — i )//,%=: /n —^,

Chaque terme é tan t de la forme G cos^x sm^x, le coefficient de
—}- est forcément de la formeduP

OQ cos^-a? 4- OiCOS^"1^? sina? -+-.. • -+- cip sin^^'.

On verra plus loin que ce coefficient peut aussi s^exprimer en
fonction de sinyn et de cosyn.

26. Quatrième exemple :

x ==: arc cou/, u == cot^.

On sait que, si l'on désigne par C, J^, ^i 9 . . . , ̂  certains coefficients
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numériques, on a
^cot.z' , d"cot.z'

• - GOV1^^^ L 4- <A> COU? 4- oAo],——,—-4-. . .4-(A)^,——.—^—•

(Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, par M. Hermile. p. 337,
338).

J p fï t -"f ^-îH /•» Ç\ j y

Inversement on peut résoudre par rapport à ———, ..., ---—^— les
équa t ions du premier degré

Jco'Lr _ ^ , „ ^
c^z- """" ' ' ' ?

ï ^coLr ..«. — .̂»-̂ — ̂  cot.r — coi'''^",
a <:/^2

ï ^cot.'r ^cot.r_,
6 "ï̂ " "" "~~dLxr •"""t ~" coit '̂

., ^ cot.-^ - dcotx /, . , , , . ,
J[ ——^——— -4^ . . . -{- oA.,,, ——,——— = — C — <Â, COt-T + COt^'"1"1 .Z'.

.̂a?^ dx

Le dénûmina teur commun est une constante; par suite, le numéra-
teur ne contient x que dans sa dernière colonne. Développant suivant
les éléments de cette colonne et ordonnant , on au ra

d11 cot/z
• — — -^ OQ COt^4"1 X 4- 0.1 COt l l X -{--... ~h /̂;. COt.r + ûî,;,-+-i.

Or
(^)^)^y—î^—aW... ^0) (a-h...-h'A==/Q,

^j A o( • . . j; \

ii.W •=. c^ cot"-4"1 x -f-- ai co^ x -t-. . . == ^o ^a-+"1 4- ̂ i ̂ a 4-. * . .

Pour former (^y7^, on aurai t à mul t ip l i e r des polynômes entiers de
degrés a 4-1, p 4 - r , ..., X 4--x ; il viendra un polynôme de degré
^ 4- j .̂ p -4- i 4- . , , =: ,̂  .-(-^ Le résultat rentrera dans ce type simple

p^n
^/fl -v X"^ /-/// ï/-

^=i(ti»^+B•M"+/;-l+•••+B"-)^
1 1 1 1 1 1

 ! ! 1 1 - 1 1
 • p=l 1 1

 1
 • ^

 1 - • , , !

 ! 1
 ! ^ ! ! ^ . .
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27. Cinquième exemple:
-, , , F duu==:l{.v), .y= f __=:____^=: '

J V^-^KI-^)

.le m 'appuie ra i sur le résul ta t su ivan t :
L^rl ).2//-+-1 / ^\ /y /,(3)

« ^—————i-r)^^^)+ ^___}/^)+...
'.>- ^ 4- i i i . à. 3 K •

4- —————a^^————^2^2)^)^ ——————— I———————~>^)(5) ( 1 ) ».
I . 1. . . ( 2 /& — I ) v I . 2 . . . ( 2 /Î 4- I )

Celle formule pe rmet de dé terminer les dérivées d'indices pairs de u
en fonction de a, u3... au moyen des équations du premier degré

u^ 4- Ai u^1^ 4-... 4- A/^i u w = B u -h C ̂ -+-1,
^(2^.-2) -;- . . . . . . . . . . . . . -==,W U -^-C U^-^

On tire de là, en r e m a r q u a n t que le dénominateur des inconnues est
égal à i et que le numérateur ne contient qu'une seule colonne ou
entre l ' inconnue u, co lonne par rapport aux éléments de laquelle on
développera,

u^^ == u ( ̂ o -h- d^ u2 +... 4- d,, u^1 ).

Pour les dérivées d^indices impai rs , je prends la dérivée de la for-
mule qui a servi de point de départ

n /7[lï) i
Â• 2 / / ^ (^ )À / (5 )^^À / ( ^ )4 -— / i ——X W ( s )4 - . . .4-——————-À^1)^).' i 1 . 2 . 3 x.. .(a^4-i) /

On peut regarder ^(^) ou u' comme une quant i té connue, puisque

V(.v) = ̂ {x') v{x) ===\/(T~-M2)(I—/f27/27,

et alors on a
^ ,̂-,i)^ A, ̂ (^-1) 4-... 4- A,^i u^ = u' (B 4- C ̂ 2/l),-

^.^-i) +...... .......-=: ̂  (B^ -h G' ̂ /î-2),

d'où
^(s/z+i) ̂  ̂ /(T^r^y"( i — A-2 te) (<?o 4- <?i ^2 4-... 4- ̂  uî/l ).

(1 ) Théorie des fonctions elliptiques, par MM. Briot et Bouquet, 2e édition, n° 28^, p. 464.
^/ï/i. ̂  l'Éc. Normale. 3° Série. Tome II. — MAI 1886. 23
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Revenant ma in t enan t au ca l cu l ,

(^)W ==y —p——-- uW. . . ̂ 3, a + P -t-. .. -h >. = w.
^j 1- a • • • 1 \

Si m. est pai r , un nombre pa i r de q u a n t i t é s a, p, . . . » À est impa i r
d'après la re la t ion a 4- ? -+• . .. -+-"X ==/^2; donc , pas de r a d i c a l . Si m
est impair, un nombre i m p a i r des quan t i t é s a, ?, . . . , A est impa i r ; on
a donc le radical en facteur.

Si maintenant, m é tan t pair , p est aussi p a i r , le nombre des q u a n -
tités a, ... impaires étant pair , i l en reste un nombre pair qui sont
paires, puisqu'elles doivent être en nombre p, d'après la c o n v e n t i o n
i n d i q u é e par u. On n'a q u e u2 comme i n c o n n u e .

En résumé, on a les types suivants :
^2 p y

m = a p........ ( AO -4- hi u2 -+-... 4- //.^W•+2/Q ——j;

^•2p-hl y
( ̂  + /^ 4. . . . + to//^) „ ̂ ^ ,

..... ,.„,._.-..______ ç^P Y
m=^ '3fJ.4-i. . . \/\i — u^) (i —/c 2 ^) (7/,o~{- Ai^2-!-. . . + A//.^1"2^-3) / / —-^

,-...,_-_.,.,,„,...._.—,..„_______ ^î^"Hy
^(, ̂  ,,2) (i, ̂  /c2^) (/,,+ /c^ ̂  . ̂  ̂  /,,,/.^^1) ̂ ^ .

,DE[JXIÉM:E PARTIE.

28. Je désignerai les coordonnées d 'une courbe plane quelconque
par

.y=:îp(.ç), J=:4^),

s étant l'arc compté a part i r d 'une cer la ine or igine. A p p e l a n t QJ l ' in-
verse du rayon de courbure et u l'angle que fait la t a n g e n t e à la courbe
avec Faxe des ^, on sait que

(kv , , . du
^--y'(.)==cos«, ^==.>.

Le (.léveloppemcnt de oc et de y de la courbe suivant les puissances
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croissantes de l'arc exi^e la connaissance des coefficients

/^-M.r\ .- /^-^vA
M=(7^TT ' ^= 77^ ) "\^ OÀ ' y o \ "-'» / o

On sait, d'ailleurs, qu' i l s'agit ( l ' expr imer ces coefficients en fonction
, dudeo^-^.. . .

Je rappellerai aussi que l 'on a, si u = o pour s == o,
^7i!.-+-l .̂,„—_ ̂  M ces a -{- N sin u,âs^1

///Î-+-1 y:„.—'L ̂  — M gin u 4- N cos u.cis^

Je calculerai , par exemple, ̂ ^- Le résultat relatif à y s'en dédui t
i m m é d i a t e m e n t .

La formule (G) donne immédiatement

d^cosu) _ / .^^cos^ ,1———., ̂ ..cos^ ̂
——^———^^j' ^ i 1 . 2 ' ' . / ^2

dxou bien encore, puisque cos^ == -^y

^4-1^ . (^2)^ («•"î)f^ . (a4)^^'a__x = - ( u Y^ smu - v"-—— cos u -+- ̂ "r sin u 4- -^,-/ cos ̂  - ....
^ç/M-1 l ' î . 3 J . 2.0 ï . 2. <5 .4

Alors, en désignant par X, , ̂  ..., \ q ent iers positifs non nuls,
on a

/ ;,y\!^ — V __--JE>?~-—— y/0-!' /y0^ «^^ j^/). - — - ^ ? ? u^ u^ . . . a^ i
^ji / , i . ) . - -- i^ \ ^-+-).2+...1+-^--^.

-V -__ï^——^r-^A-1). . . ̂ (\~I) |
""ZP).^---1^/1 ! : J

Si l 'on veut écrire séparément M et N,

.. -(u^ W^ _(A6 Y^ ,
M= _^»^ + r:̂ 3"4 "" i .2.3.4.5.6 "'"" • î

• _(^)w (^^(^ C^)^5
N = "--7— + ',7,̂  - T^T'MTS + • " ' • • ;
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Application numérique. — Je prendrai, par exemple,

d^ . ,_ . {u^ ' (i^Y^ . (u'-Y^^ ^_ Çu)^smu - ̂ J^cosu + ̂ -^ smu 4- ̂ -^ co^/.

Pour (/.r)^, on a à résoudre en nombres entiers }^4-'/^==4, ce qu i
donne (la valeur o n'étant pas admissible), soit A^ == i, Àa== 3, soit
A, == 3, ^== i, soit X^ = As == 2. J 'écrirai donc, pour abréger,

( ^)(4) = [4 ̂  ̂  4. 4 ̂  ̂ ^ 6 ̂ /j ] =: 8 u' it1" 4- 6 ( ̂  )2,
p

(^)(^5^: -^ [^^^^^-^^^^^-^^^«^^(T.a .S)^^) 2 ^ ,

(^^^i.a.S.^^)^

d'après le l emme du n0 3. Il en résulte donc, en in t rodu isan t , au l i eu
de u, l'inverse du rayon de courbure 03 == u\

rî^ /»»

7 -̂ == [— ^w^—^^^r r^] cos/// -+• [— f^-+- ô u 2 ^ ' ] sin ^,

^ y
—^ r=: ~ [— 4 r,)(,/ — 3 (f,)/2 + ̂  ] S in ^ 4- [— ̂  -{" 6 O)2 r./ '] COS ̂ .

29. Si l'on considère maintenant un p o i n t mobi le , qui décr ive la
courbe plane, les projections de l 'accéléralion d'ordre n sur les axes
seront *

d'^x .-,—- == (y cos a 4- H sin u,

d'1' y—— == — G sin n 4- II cos u,

G et H étant des fonctions de co, <o', ... et de v == ^? p' ., ..-dt •
On a d^abord

^ =(,)(.)$+___(,.)(.) ̂ 4. +^^___(^V..^f.
dt^ v / A 1 i , 2 ' - / J,ç2 ^ " 4 * ' i . ^ , . . ^ ^ / ds11

Si l'on t ient compte des valeurs obtenues dans le paragraphe précédent
dx d^x

^'^'v-'
d'^-ûc , ' , , (^Y^ " ' ( i^^p-ï)—— =: (sY^ cos^ 4-...4- ——î— — (uy-P-^ sinu — '—/—— cos^, +...

?P)(^)

1 .2 . . .p | ' / I . 2i^*' 1 . 2 » » . 71? ï - ' ' ?
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ou encore
dllx - ( Y ^ (^{n}\w}'\ ^ ['(^^i w \^ - ̂ Ti-1 ( co^/
ï/^- ^ i . 2 . 3 L 1 . 2 J i . a .3 .4L I - 2 J 1 . 2 . 3 . 4 . 5 L 1 - 2 I .2 .3 .4J I ' ^Ï / ^ -J 1 ^ i . 2 . 3 L 1 . 2 J i . a .3 .4L I - 2 J i .2.3.4.5L~i.2 I . -2 .3.4.

• • • sin^._ifn!f - , ^ 1 , w^ {it'Y^ (^) f" ) r(^) i 3 ) (^) ! 3 ' '
1.2 1.2.3 1 1 . 2 . 3 . 4 l l 1 . 2 . 3

Je n'écris pas les derniers termes clé la parenthèse (^)^', ... parce
qu ' i l peut se présenter deux cas d i f fé ren ts , ce qui c o m p l i q u e r a i t l 'écri-
ture de la formule générale. Dans un exemple par l i cu l ie r il ne peut y
avoir aucune difficulté. On s'arrêtera quand on sera condu i t à écrire
(Y4'1)1^. Dans la parenthèse qui m u l t i p l i e (^)7^, savoir

(^ )(/,-!) (^)^-iJ
———————— — ————-—— —)— „ , ,

1 . 'î J . 2 . 3 . 4

ou bien
( ' ^ Y P - I ) (^)^--l:'
—^—-_^-+.^

on s'arrêtera aussi q u a n d on sera condu i t à écrire
(^-14<)(/^1)=0.

Application numérique. — On veut obtenir

r/^ r cî^ y— = G cos u + H sin u, ' -7— == — G sin u -h H. ces u.
dt* cit*

La formule se rédui t à

d-x _ r . ww ^)w _ ^}w (u^n
W "L ç I - 2 - 3 î - 2 ^â .3-4 i.^ J

cos'//

(s^ (u1)^ (^ W^_ W^ '̂ )^ _ W^_\ i ̂ ^
, « T ' r ^ ^ t ' r o '-ï /, î r o '̂  1 (1 . 2 1 1 . 2 . 3 1 1 . 2 . 3 . 4 L 1 ^•3

D'après des calculs déjà faits (28),

w"-'r ^=ss^^'
(^)(*)==36^^ (^t^i.z.S^.c1,

(tt2)(2)=I.3.w î, (((2)l3)=6(>)&»', (tt^c^i.a.S.u3;
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par conséquent,i.=s-6.̂ ,--3,..,,,,,/,
-"=[i••^+3(È)']<•-^••^'»•-^•••("•--)•

TROISIÈME PARTIE.

30. La formule générale r e l a t i ve aux fondions de fonctions est

y -zzf(u), u^çû(.r),(1:) s-w-'î-^"-^---
Une première manière de la généraliser consiste à examiner le cas ou

r==7.(M), K=:(p((.), t^=^(a,-).

La méthode, déjà indiquée dans les articles signalés plus haut de
M. A., ancien élevé de l'École Polytechnique, n0 1 1 , et de M. E. Cesaro,
n0 12, consiste à remarquer que la formule (C) donne successivement

^=(..)^ -,^^...^___^,^,
-'v av 1 • '^ uv^ i . 2. . . m civ1"-
dl^ ̂ ri^^r, , (^Y^ d\r . . (upyp) d^r
d^ v ) du^ 1 . 2 duI+'••^T72~pdu^'

On obtient donc, en remplaçant dans l'expression de dm^ les déri-
/7,/ ^., axm
dy d^yvees ^T5 d^' ' ' • V^ leurs valeurs,

d'^y _^ Y dPy
dx^ ""' Z^ p duP 7

^=1.

A ^ (VP)^ {uPYP^ ^ _((;P+l)(m) ç^pyp^)

l . 2 . . .p ï . % . . . .̂  i ̂ ^•^^-^-^ y .̂——^

(^+•2 y m) ^pyp^^

l . 2 . . .{? -h 2) 'Y^—^--
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Si l'on pose ^-=^ l^-^,,,,
Ï . 2 . . . p î / 1 . 2 . . . p

on ob t i en t
n —:///

/•//M "v 'C'̂  /7^ V'

1̂  == î 1^^111'"^ ̂ +^^^ 4- • •^^-
1̂

On retrouve ainsi un résultat très peu différent de celui que M. E. Ce-
saro dédui t de ses formules isobar iques (Nowelles Annales, p. 62, février
i885).

31. Le cas le plus s imple est celui où l'on a

y =r. u , U == 9 ( ( î), \'1 == ̂  ( ̂  ) *

I I ne s'agit alors, comme précédemment (n0 28), que d'un change-
men t de la fonction j, la variable indépendante x étant conservée.
rexaminerai seulement ce cas très s imple

y ==. ^r-1, u =- 9(.z');

on a
^my . dy d^Y"11 d^y (i^Y^ d^1 Y

( p \ _ " ' — / f/\{ ni j __ _L-. ___.—_ —:— -4-. —4- ——————— ——— 5( L ) dx^ —v•i} du 1 . 2 d^ J . a. . . m du"1

d'Où
( / /V^) ( /^V^) f ^^V^ 5

/./-ivm) -- ̂  \u.l__ 4- L--J__- -4- -4- (— iV» ^————.
\"- /? —— ^2 1^ Ï̂ - t- . . . -r^ i; f^M4-l

J ' a p p l i q u e r a i cette formule au cas m === 4, qu i n'exigera aucun calcul
n o u v e a u . On a trouvé (n° 28)

(u2)W^Sa'u!ff~}-6(u'f)\ (/^^^Sô^)2^ (^)^)==a^(^)S

, .,„, ^ 8^^-+-6(//n2 ^( / / / )2^ , ^W(^-i),.^_ .̂  ^ ———^——— ̂  36 —^— + 24 -^r-

Avant fait ici le calcul avec la convent ion u, je crois u t i l e de remar-
quer qu' i l est facile de s'en dispenser dans le problème ac tue l ,

m- — -m" ( f/vm} ufn~i "4~ ( ̂ ^^ '̂" l̂̂ ^ Ll"4" ("~'~ I )w ( lfmYwl.
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Or, d'après cette remarque, très impor tan te et sur l a q u e l l e j 'ai déjà
insisté, que le bu t est seulement de supprimer les termes en u, on a

(Z^^'ES [( il — ^o)7']^ ̂  («/?)(m) -- p- (aP^Y^ u 4- ̂ /?^-1^ (uP-^Y^ £ / 2—.. . .

Le numéra teur de Çu"1)^11 peut alors s'écrire

— (uY'^ um-l^[(uïYm^9.(uyftu]u.f^!-'t
— [(t^Y^—^çu^y^u -+- s^)^)^2]^-3-^...
4- (-- l)'"^^')^— m (^-1)<"^) ^ -4-. . . 4-. (— i)m-l m. Ç^y:m) t^n-i^

Les q u a n t i t é s (^)lxl, (^/2)'OTI, ... a y a n t p o u r coefficients les sommes des
coefficients de la formule du binôme, il vient

r^-1)^) ^— Î̂ Î idil} ̂  -i, ̂ rL1!̂ 77!."̂  ^ (-/i2)'w')
I ..2 (/2 1.3.3 U^

Celle formule, contenant un plus grand nombre de termes q u e la
précédente, qui disparaî t ra ient dans les réductions, peut donne r des
calculs plus longs dans un exemple numér ique . D»ns u n exemple théo-
r ique, elle sera souvent plus avantageuse, l 'hypotliese u é tant d i f f i c i l e
à réaliser a priori. Je me bornerai à un seul exemple pour jus t i f ie r ce
point de vue.

32. Exemple :
^•=: séc.T =s (cos.y)-1.

On a d'abord

^séc.3" __ _ m (m •+•ï ) (cos^)^') (m— r) m(m -4- t ) (cos2^-)^"^
^w """ 1 . 2 COS2^- 4~ ^ - ^ C O S 3 " ^ • " - • • • •

11 semble difficile de donner l'expression algébrique du second membre
en fonction seulement de sin^ et de cos^. On a, en effet, à exprimer

(COS^)W.

Je rappellerai la formule

2P"-1 COS^ ••= COS/?^ -+" • COS(/? — 2)^ -h. . . .
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Elle permet de remplacer cos^a? en fonction decosjcw, cos(j9— 2)^, ..,,
ce qui permet de trouver l'expression algébrique de la dérivée m^^.
On pourrait ensuite revenir des cosinus des multiples de l'arc au sinus
et au cosinus de l'arc lui-même.

Je n'insisterai pas sur ce calcul, me bornant à remarquer qu'il con-
duirai t à la solution d'une autre question plus importante :

cl111- tan ̂ x _ dtn
—ï̂ -l- s= — [sin-y cos.r-1']

dx'^ dx^ - J

_ ^sin-a? _^ m <^M-1 sin.v d(cosx~~1)
= d^ cos^ 4" T " d^-~——dï——'î~"••

33. La formule de Maclaurin, qui a servi de fondement à toutes les
formules précédentes, s'étend si facilement au cas de plusieurs varia-
bles indépendantes, que je crois inuti le de démontrer qu'elle donne-
rait (4)

z =f(if, ̂ ), u = ̂ O',r), ï5 -= 0(.r, r),

dmz ^ f^W d! + (^n^
dxPd^—^u) dit > { ) du

(G) ^T^^^^2^^^^^^
T r y/w ^ w r î ' ^ " 1

———I——— (^)(^) u—— + m (^^-i (;)(-) ————77- +• • • h
i .2. . . m [ ' / da^ i ' c^/.^-1 (^^ J

le symbole (u"^)^3 signifiant qu'on forme

d^u^^
d^P dy^

et qu'on supprime dans le développement tous les termes qui contien-
nent u°^^, ^°==^.

D'après les explications'données au début, il suffit d'écrire, en per-
mutant u et oc, v et y9

^_^(^)(.)^+(^)^+....
duP d^i ' / dx w / ^7

et de donner successivement à p et q toutes les valeurs entières et po-
sitives (zéro non excepté), telles que p -+• q = m, p -h <y== m— i, .. » ,
p 4- y = i pour avoir un nombre d'équations du premier degré sufû-

Ann. de l'Éc. Norm. 3e Série. Tome HL — JUIN 1886. ^4
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sant pour donner, sous forme de quotient de déterminants, l'expression
de d^en f(mc[ion de ̂ y^e£ de j^9

Je n'écrirai pas, à cause de sa longueur, cette formule qui se déduit .
presque immédiatement des déterminants (D) et (E) du Chapitre I.
J'observerai, cependant, que la méthode suivie dès le début a l 'avan-
tage de s'appliquer sans modification au cas de plusieurs variables.

34. Exemple. — Pour montrer que la formule (C) généralisée n'est
pas inapplicable, je retrouverai, en m'appuyant sur elle, un résultat
connu

( ^ =cr.x -+- (3 y,
^=9(^y) r t / ?

( y==y^ -+-07,
^z d^z , c^z r^z

((^ ^^^^^^y ' ^^A

c^z cl'^z , d^z ^ y ^ -
^^=.^ap+^^(ao+^)^^^

'd^ ^d^^2 ^^S^pP0 +J^r^

» (Cours d'Analyse de l'École Polytechnique, par M. Hermite, p. 87). »

Je rappelle d'abord la formule

^ -^Y I f ^v^^ , ^•. . • . / „ „ C^Z

d^ -^ T-Ï-I f^^Ê + ̂ ^TÔx=i
dans laquelle

du^ ï - " i di^-^dv

(^^,)(.^^(^^y.
/ dxt1 dy^

Or ici, comme u = r^x + ̂ y, ^ ==. y.r 4-. oy,

(/./,)^-)= (^)(â)==(^/)(3)==: (?)(»)==.. .=0;

on ne peut prendre que l'hypothèse X== m. Comme les seules dérivées
qu i in terv iennent , u^ -dy, !̂, v ' y , sont des constantes, on réalisera très
s implement l 'hypothèse^, p en faisant x=y==o dans le résultat, ou
encore en ne considérant que le terme en o^y.
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II suffit donc de prendre dans chaque p rodu i t ^V"-^ le coefficient
de x^y'1 que l'on mult ipl iera par 1.2. . . p . r . a . . .y.

On a
u\1 = a^P- 4- ^ a!^-1 (3 ̂ ll-lJ 4-...,

(^-P-rrr yW-^xm~V•-+- m ~ ̂  y^-P'"1 0^-^-lj -4-. •. . .

Il est bon toutefois de remarquer que la première formule est i l lusoire
pour [JL === o, la deuxième pour p.=m. Si l'on veut obtenir pour les
coefficients du binôme une expression qui subsiste même dans ces deux
cas particuliers, il n'y a qu'à adopter les conventions énoncées par
M. Serret dans son Algèbre supérieure (4e édition, n° 66)

.-„. , i. 2 . . . ( n + m )« N(/?,m)=————-—————5i. 2 . . . / ? - . i. a . . . m

N(o,/n)=:, i ,

N ( n , o ) = i ,

N(o ,o) ==i . »

On obtient

^^=V^ ^^-^•-[^-^it^^^
Zj i . 2 . . . ( m — / ^ ) '

. ^^^13 (m - ̂  • " [m - ̂  ̂  (m - P - 2 )] y^i s^i , ..,
i ' r i .a.. .(m —y j— i) /

Remarquons que, si (J->p, le premier terme de la parenthèse n'existe
pas. On le reconnaîtra dans une application particulière en convenant
de supprimer tous les termes où l'une des lettres a, {i , y, o aura i t un
exposant négatif ; ici Fon aurai t , sip> [J-, -y--^-^, et l'on n'écrirait pas
ce terme.

En résumé, il vient
/-lin.- f]m » /Im r.

^^^r^dxv dy^ ~ r du'11 f d^
y.^,m-~ 1Y i.3...^.i.a...f/ ^.,.„„-,,,^-„(^-^)-(p+l-^l) i 'L^ .

+ Z i.3...^.i.2...(/K-pi)L y i.2...(m-/>) ^-]duv-d^-v-
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Si l'on prend le cas part icul ier de

m ===2,

c'est-à-dire
p -+-</== 9, ,a==i,

on a d'abord, pour^ == 2, y === o,

^-^•Ê^-'-ë^t'^"]^-

et ensuite, pour /j == i, cj == i,

^-^ë-^-S-^-^^OT-

II est, je crois, inutile d'insister pour prouver qu'on retrouve très
simplement le cas particulier indiqué, après avoir résolu préalablement
la question générale dont il dépend.

(.4 suivre.)


