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ANNALES

SCIENTIFIQUES

DE

I’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES
DE TROISIEME ESPECE,

Par M. P. APPELL,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCGES.

Pat indiqué précédemment (Annales de U Ecole Normale, 3¢ série,
t. I et 1) une méthode de décomposition des fonctions doublement
périodiques de troisicme espece en éléments simples. L’élément de
cette décomposition est la fonction

L el
T PnTyi

] "
s, y) = ;‘K_ 2‘ ¢ K gbnia=1 eot _;'K_ (i — y —2niK'),

n == — s
etla formule de décomposition est la suivante. Soit F(s) une fonction
doublement périodique de troisieme espece vérifiant les deux rela-
tions

ML

F(s-+2K)=1F(s), F(s+2/K)=¢ & F(s),

ol m désigne un entier positif ou négatif différent de zéro. Supposons
que cette fonetion F(s) admette, dans un parallélogramme des périodes,
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TI0 P. APPELL.

les poles simples @, b, ..., { avec les résidus respeclifs A, B, ..., L.
Alors, si I'enlier m est négatif, m =— ., on a

F(z) =Ayu(s, a) + Byu(s, b)+...—i—L'/‘p,(z,l);

et, si m est positif,

F(3) =—Avm(a3)—Byn(b,z)—...—Lyza(l,3) +G(3),

ol G(z) désigne une fonction entiére vévifiant les mémes relations
que F(z), a savoir

—mmwzsi

G(s4+2K)=G(3), G(s+2K)=e¢ £ G(3).

Si certains poles étaient multiples, par exemple si le pole « était
d’ordre 2, la premiere formule de décomposition (m < o) contiendrait
linéairement les fonctions

7u(3, @), Dayu(s,a), ..., Dityu(s, a),
et la seconde (m > o), les fonctions
Y (@ 3)s Daym(a,s), .., Dityula, s).

Je me propose de donner quelques exemples simples de la formule
de décomposition dans I'un et I’autre cas, en m’attachant principale-
ment a4 montrer comment, dans le deuxieme cas (m > o), on peut dé-
terminer la partie entiere G(z). :

. Je vais appliquer tout d’abord la formulc de décomposition en
Plemenls simples aux six fonctions

1 1

1
H(z)H,(z) 0(5)0,(s) H(s)0,(z)

I I I

H,(5)0(5)" H(5)0(3) H,(s) 0, ()

qui n’ont pas été développées par M. Bichler dans sa These. Les déve-
loppements des fonctions

1 1 I I

0:(s)" W(s) 0i(s) Hi(z)
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ont été donnés par M. Hermite et se trouvent reproduits dans mon
second Mémoire (Annales de I’ Ecole Normale, 3¢ série. t. I, p.18).
Soit
1
°(G) = o)

cette fonction vérifie les deux relations
¢(z+2K)=10(2),

?—E—i(:—kili'ml—{\
(5 2iK)=e® ¥ o(s).

-

Si donc on fait, pour un moment,

5 -+ I'K/—E = .

et
9<J — (K + !?) =@ (x),

cette fonction @ vérifie les deux équations

27T

P(x+ 2K) =D(2), Pz +20K')y=e X P(ur);

de plus, elle admet, dans un parallélogramme des périodes, les deux
poles simples

. K e K
a = iK' — —, b= iK'+ —
2 2
avec les résidus respectifs
I I
-7 R
0’ n'n

ol
‘n:Hl(O), S “I(O).

On a donc, d’apres la formule de décomposition,
DO(z) ! (2, a) ! (x, )
L) === —— Y (X [ 2 .

'fl/'fl 72 b 71/71 72 - 3
: ' ; : : K
Par suite, en revenant i la variable z par la formule x = 5 + K" — -

et remplacant @ et b par leurs valeurs

‘0" e K KN <’_'_. K K |_\_>
I“I*‘(*E—)""I-I;"(-E‘) _—/'2<~—|——LK _— 2: K 2) Yol & (K f’,"l -+ 5 )
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¢’est-a-dire

—_

i

0’ T N n 2n? I_ Iy e (3 — K — K/ )
H—H-l,_ﬁz(-—l) q [szl&( —2niK') — cot K(- K —2nriK")

La seconde cotangente est égale a

— lang — (: —oaniK');

\_ -
on a donc enfin, en réduisant, .
f: ) T‘ \ | - 1
™ [T AL A=
! S sin=— (s —2niK’)
K ‘
Solt maintenant
1
ql(z)::

8()0,(s)°

cette fonction satisfait aux mémes relations fondamentales que

done on prend comme nouvelle variable la variable 2 liée a

Péquation x =z + 1K’— —et s1 Uon pose

(2= i+ B = (),

’{J:Sl

par

cette fonction @, () vérifie les mémes relations que ©. De plus, cette
fonction O, (2) admet, dans un parallélogramme des périodes, les deux

poles d’affixes
K K

—_— — —

avec des résidus égaux tous deux & —{—~ On a done
1

o, (1’)-T‘L(/ {Aﬂ(‘r’Z) _{_7-“-’('1"“ L})l’

ou, enrevenant i la variable z,

'fll'fl

‘

0.5 " L\/r/[/a<~+LK’————, —)—%-/2< +1K’—--—> ——-)l



‘fl"fz

00,
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ce quidonne

T

QK[ —()n—l)!l\’|

T /2(—1 ngrn(n=t) S(‘Ol—-—[d—(')n—-l)zk’] — tang

ou, en réduisant par la formule 1 (cota — tange ) = cotaz,

7Il—1)

(2) " ” — “Z(—I)n cot%[:—(zu—;)il{'].

On peut arriver plus rapidement & cette formule (2) en remarquant
que si ’on fait, pouvr un instant,

K:D‘Kl, (/:‘\z/a—l’

fa fonction @, () vérifie les deux relations
T

D (2 -+2K) =D, (2), O (2 +2iK)=c® D ()

et admet, dans le parallclon ramme des périodes 2K, et 20K’, un seul
pole slmple

—K,
Cor Vg .
de résidu %,/F/ On a donc
1

'

00, =iy (e, —K) =iy (s + iK' —K,;,—K,),

la fonction 7, étant formée avec les périodes 2K, et 27K,

==~
o nmai

T .
s, a) = —— e K guin-1) ol—— (& —a -—2niK');
/.l N ) ")‘I\l Z T4 c l\l( )
n=-—ao
en remplacant @ par — K, et x par s + K’ — K,, on retrouve la for-
mule (2).

Passons maintenant aux deux fonctions

I I

H(s)0,(s) H,(5)0(s)

En posant

™o

f(s)=e

1

H(z)0,(s)
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1K

=) /(35

5 -

on a i
f(z+2K) =/(5), _f(:.+2£K’}::eT<

wE

s1 donc Pon fait
_3_1_( b I-K—:x, f(3) =/i(x),

2 2

cette fonetion f, (x) vérifiera les deux relations

2Tl

Si(z+2K) =/ (=), Silz+20K)=¢ " [fi(z),

et admettra, dans un parallélogramme des périodes 2K et 27K, les
deux poles simples
(K K /K’
X T — - —— — e e —
2 2 2
avec les résidus
. I q
.n//jl’ 0161’
en posant
1= 0,(0).
Done
I — K + iK' g K- (K’
Silz) = :07‘0';/,2<$, ——";;*—-——) g e\ T )
Revenant a la variable s par la formule
K K
X =5 — — —
2%
on a
'8 e;— . K K — KK (c’-‘— K K K-—/K"
HO, —° 2\ 5 2 2 T\t T 9)

2 o 2

K K K —
7,2(3'—‘-+'L‘——7 > 2(_.1)n 2n’~'}nc0t_R__I‘ "'K“‘(?Jl-—l)t'K’-[.

2 2

/. K K —K-+ K .ot ,
/>( + o — )N. 2K2 — 1) 2 ot -——K( —aniK’),

7' 0
Dans U'expression ci-dessus de - 0‘, on pourra faire disparaitre les
1
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exponentielles qui mulnphent ces deux fonctions 7, en appliquant
I'identité

. I .
e* colo = —— + le¥,
sina

dans laquelle on fait successivement
™
2K
.
2K

(5 —2niK'),

o= [s—K-—(2n—1)/K'].
Chaque terme de la série se transforme ainsi en une cosécante aug-
mentée d’une exponentielle; dans la somme, la partie provenant de

Pexponentielle est
T2 o

-~
e 2K 2 (_ I)" ((/211’-11 -+ (/2/1.’—‘:1114—1 )’

¢'est-d-dire zcro, puisque les termes qui correspondent i des valeurs
de n, dont la somme est 1, sont égaux et de signes contraires; il ne
subsiste done que la série des cosécantes, et 'on a

2 —1)%

o 0 T . - g iy 2
v Tf(:)—;”mz(-_‘l)l si _ﬂ_(~_')n[K’) a Coql[f——(on——l)t'l\"‘]E'
Mo e TR ToaKY Y +)

I

Si, dans cette formule, on change z en s + K, on obtient immédiate -
ment le développement de

1

I,(z)0(s)’

on & ainsl.

(2n—1)
0, . . gt i//' 2 )
(h) wm = — E(——I)” -+ .
O H e 2K . T

€08 —= (s —2niK") sm—~[~—(2n—1)LK’JS

zK(

Dans ce qui précede, pour obtenir une fonction /() admettant la
période 2K, nous avons da multiplier

H(z)0,(3)
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TS
par Vexponentielle ¢ *® que nous avons de nouveau fait disparaitre
pour arriver a la formule (3). On peut, dans tous les exemples ana-
logues, éviter cette double transformation de la facon suivante.
Soit une fonction §(=) qui vérifie deux équations de la forme

mmsi

Tz 2K)=—7(3), d(s+2K)=c * 7(s),

ot 72 est un entier différent de zéro. Considérons la fonction

n=+R ynpmwai

1

T S K 3
wy (2, @) = —= e v ’
y( ’ >
2K nnd . (0 e
n=—e sin —- (z — a — 2niK’)

a2 K

qui, pour le cas de p. =1, a déja é1é employée par M. Hermite (') el
dont j’ai indiqué précédemment (*)la liaison avee la fonction 7. Sila
fonction 7(z) admet dans un parallélogramme des périodes les poles
simples @, b, ..., [ avec les résidus A, B, ..., L, et si 'entier m est
négatif, m = — ., on pourra l'écrire '

F(s)=Awu(s— K a— iK'
+Boy(s — iK', b— iK') ...+ Loy(s — iK', [ — iK').

Pour démontrer celte nouvelle formule de décomposition, il suffit de
vérifier, comme on I'a fait dans mon premier Mémoire (*) pour une
question analogue, que la fonction de «

j(x)my,('z~ (K, 2 —(K")
admet les périodes 2K et 27K’. Alors, comme cette fonction de x a pour
poles, dans un parallélogramme élémentaire, les points
x = z, x=a, x=2b, . x =,

avec les résidus

— F(2), Aoy(z— iK', a—iK'"), Boy(s— iK', b —(K'),

4

en écrivant que la somme de ces résidusest nulle, on obtient immédia-
tement la formule & démontrer.

(1) Voir Collectanca mathematica in memoriam Dominici Chelini, p. .
() dnnales de UEcole Normale, 3¢ séric, (. 11, p- 33.
() Ibid., t. I, p. 151, n° 8,
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Soit, par exemple,

" I

F(5) = ;
,H<:—— IK'+ %>®1<,s—iK’+I§>

cette fonction vérifie les deux relations
@ 2TWS i

F(s+2K)=—3(3), F(s+2(K)y=¢ K F(3);

elle admet, dans un parallélogramme élémentaire, les deux poles
simples

(Z:l.KI——hp l):%
avec les résidus
A=-L, B=1V1.
' 0 n'
Done
P 5 . K iag o Ko
,;f(s):_—n,—e—;(;)2<;—zlx’, — ;)—%—E\,—/—eqlmg(s——zh’. ;—-——tl\’).

Changeant s en z + iK' — %: on obtient

W0, (. K K\, .~ ( K K ..
e = (=5 = 3) w5 S ),

ce qui, d’apres I'expression de o, (s, @), est la formule (3).
Soit enfin

1
Y= Ees)

Cette fonction ¢ vérifie les deux relations
2 (o ik

Y(z+2K)=—4(5), d(+2iK)=e $(s).

Si done on prend pour nouvelle variable

s+ iK'=,
et s1'on fait

Y(2) =i (2),

Ann. de I'Fe. Normale. 3¢ Série. Tome III. — Jaxvier 1886. 3
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on aura
ATl

Ay (z4+2K)=— U (), di(z+2K)=e¢ ¥ §(2).
Comme cette fonction ¢, («) admet les deux poles simples

a="1K/, b=12iK/,

avec les résidus

! __ Vg
.’\.———_,]I_O’ B _:(]/_‘9’

olt = 0(0), on aura

b(z)=Awy (@ — (K, a— {K') +Bw,(z — iK', b — IRk,

c’est-2-dire en revenant i la variable s par la formule & = z + (K’ et
remplacant @, b, A et B par leurs valeurs

..__~.../_.._.___ - ) (-v 0) /( w ( L‘Kl)
ll(u)(")(q) 2 ’ l'_' l,z ~y )
(I"ebt il—dil‘()

(2m—1)°

= 00 m s g g )
() m—-le 7r i :

T oL
sma—K(:-—-zmk’) smﬂi[s—(gn——r)zh’_]

d’ot1 'on conclut immédiatement, en changeant z en z + K,

(2n—1)2

v s I (/ : *
(()) —— -
G) 2 35— — '

H ‘71{ ((d QRLK,) (,OS I_\, (On I)ZK/:H

Telles sont les six formules que nous voulions obtenir. Comme l'on 2

)—Kﬂ =166,
™

on peut les écrire de la fagon suivante, en désignant par p. un entier
qui prend toutes les valeurs paires de — oo & + = et parv un entier
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qui prend toutes les valeurs impaires de — % a4 + = :

n*64, oy 1

Rty X Vg2

T, °Z‘ 7" %
smK(:—;—[uI\)

'{]2{}91 Z > T e
—— =2 Y Vg* cot=(5+viK')
80, 77 cotg ( ’

— P v _
nh9: Z Mg qg? ]
He, — N

| sin ;—K(g—&-p_lk) cosz—l—{(N-l—nk)_

— [ v -
nd9; 2 R N g2
He — T ot TR

L_c_os;K(q—i-[_r.zk) smm(a—kuh)_

— E e —
0920, 2 q* q*

Ho — P N &

_sm;K—.(g-}—y.zI\) sin m(..—}—wl\’)_

— _p_‘: v —_
.00201— E (]2 . (]2
H,0, — T, e T, .

| cosoge s+ piK) COS;K('“—*—“R)_J

2. Pour faire une autre application de la formule de décomposition,
considérons la fonction (*)

2EE2D Hio) H(s—ay) H(s—ay)...H(5—am)H (s +s—a —mK)

2K

V(3 @) =e¢ AG—o Ho—a)H—a).. Ha—a,) He—mK)

ou m désigne un entier positif, a,, a,, ..., a,, des conslantes et s la
somme

S=a Ayt Ay
Cette fonction, considérée comme fonction de «, vérifie les deux rela-

tions
'ylll(:)“—*_'gK) :4)/11(37 OC), ‘
mToAi
"!Jm(:;.d_*‘Z[K’):e K "!Jm(:;a);

(1) Voir Annales de 1’Ecole Normale, 3¢ série, t. T, p. 141.

2
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de plus, elle admel, dans un parallélogramme des périodes, les poles

simples

a4 =23, o= a, o == @, ey oqA=a,;

avec les résidus
— I, Gi(:")’ G?(:)? ey (Jm(;)7

ot I'on appelle G,(z) la fonction entiére de =,

Pt H(z—ay).. . Hz—ay)H(z—ayy) ... He—a, ) H(E+s—a,—mK)
H(a,—a,)... H(a,— ay_y) H(ay— ayyq) ... H(ay—a,) H(s—mK)

Gy(z)=e

On a done, d’apres la formule de décomposition appliquée & (5, )
considérée comme fonction de 2,

'~!Jm("'-’ (Z)‘: '—7,/11(“: :) -+ Gi(s)'/,m((x’ ai)

(7) A \
\7 -+ Gg(-’a’)')(,,,,(“, ag) “+...0F Gnl(:')'Lln(a: A )e

On retrouverait cette méme formule en décomposant la fonetion 4, (=, «)
considérée comme fonction de z en un élément simple — v,,(2, ) eten
une partie enliere en .

En supposant, par exemple, m =1 et écrivant @ au lien de «,, la
formule précédente donne

TEo2E Hio) H(s—a)H(z+a—oa—K)

b (s — 2K
G (35 0)=e€ Hz—a H(a—a)H(a—K)
T(s—a)i
—— (s —K) .
. - 2K - .
=— (e, 3) +e Mz —K) %~ (% @)

Voici une conséquence intéressante de cetle relation. Faisons-y

a=z+a+K;

alors le premier membre s’annule, et il reste une équation qui peut

s'écrire
nai

2

Tai

eNH(a)y(s+a+K,3)=e¢ i (2) z1(a+ 2+ K, a),

ou encore

i Tzl

e*® U, (a)w (s, a) =X H,(3)w(a, 3),

cn posant
w(z,a)=y (s +a+K,3z),
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formule qui donne la permutation de 'argumentet du parametre dans
la fonction @ (z, a). Cette formule est, a la différence des notations
pres, identique 2 celle que M. Hermite a établie, dans les Collectanea
mathematica, et qu’il écrit

“+ o niT.x

(I)(‘r"i)_) _iz (__,)nqn=eT
]:I(")) -

oom .
= 1ang2—K (v —2niK")

On obtiendrait une formule analogue relative a la fonction v,, en fai-
sant, dans 'équation (7),

a=s5—+s5s—mKk
et remarquant qu’alors le premier membre J,,(z, «) devient nul iden-
tiquement.

3. Lesapplicalions qui précedent sonl relatives 4 des fonctions de
troisieme espece qui, mises sous la forme du quotientde deux produits
de fonctions O, contiennent plus de fonctions © au dénominateur qu’au
numérateur.

Envisageons maintenant une fonction uniforme F(z) vérifiant les
deux relations ‘

mTsi

F(z+2K)=F(s), F(s+2iK)y=e¢ & F(z),

ol est un entier posityf. Alors, en supposant que cette fonetion n’ait
que des poles a distance finie, on pourra la mettre sous la forme d’un
quotient de produits de fonctions 6, dans lequel il y aura 7, fonctions &
de plus au numérateur qu’au dénominateur. Si I’on appelle

a, b, ..., 1
les poles de. cette fonction dans un parallélogramme élémentaire, ces
poles étant supposés simples, et

A, B, ..., L
les résidus correspondants, on pourra ¢éerire la fonction F(z) de fa

facon suivante

F(s)=—Ayu(a,5)—Byu(b,z)—...— Lyn(,3)+G(5),
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ot G(5) désigne une fonction entiere de 5. Comme chaque fonction,
telle que 7,,(a, 5), vérifie les mémes relations que F(z), a savoir

mwsi

ym(a 5+ 2K) =yn(a, 3), um(a,s+2iK)Y=e £ y,(a,s),

la fonction entiere G(z) devra vérifier ces mémes relations

mmsi

G(5+2K) =G(5), H(s+2iKN)=e¢ ¥ G(z).

Cette fonction G(z) pourra donce, comme il est bien connu, s’exprimer
d’une fagon linéaire et homogene au moyen de m fonctions particu-
lieres vérifiant les mémes relations.

Voici une premiere méthode pour déterminer cette partie entiere
G(z). Reprenons la fonction appelée 4, (5,2),

V=
mwls—a)i V=m

7 Ho) H(z+s—oa— mK) H(s—a,)

! 5, 0) = 2k )

(s ) =¢ H(z—a) H(s —mX) Hl’l(o:—a‘,)
v==1

dans laquelle @,, a,, ..., @, désignent des constantes el s la somme
@+ ay~+ ...+ a,. Cette fonction, considérée comme fonction de =,
admel dans un parallélogramme élémentaire les poles

o =3, o =a, o= ds, Cey o=y}
appelons, comme plus haut,
Gi(5), Go(3), o Gp(3)

les résidus de cette fonction relatifs aux poles a,, ., ..., @,, résidus
qui sont des fonctions entieres de s.
La fonction considérée F(z) pourra alors s’écrire ainsi
F(3) =A0,(5,a) +BYn(s, b) +...4+Lu (3 0
-+ F(ai) G1(5) -+ F(aé) GQ(‘") +e= F(am) ("m(:)'
Cette formule a été établie dans moun premier Mémoire (*); elle s’ob-
tient en remarquant que la fonction de «,

F(U) "P"l (57 O‘)’

Y

(1) Annales de I Ecole Normade, 3° série, t. T, p. 141 et suiv.
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estdoublementpériodique et, en écrivant que la somme desesrésidus re-
latifs aux poles situés dans un parallélogramme des périodes estrnulle.
Nous venons de voir (p. 20) que ['on a

\'Jm (5, 0) =— Lo (@,5)+ Gi (3> Am (a, al) -+ G2 (3) Som (@, as) 4.+ G () ya (a: A )s
L’r‘m (37 b) =—"7m (b, 5) -+ Gl (3) TLom (bi al) -+ G2 (:) Tom (b’ (t._)) et Gm (;) Som (b) amb’ s

q/m (s, l) =—Ym (l, 5) + Gl (3) som (l, ap) -+ G, (5> Som (Z, ay) ...+ G, () sLom (¢, )

done, en remplacant dans Uexpression de F(z) les fonctions 4,,(s, a),
(2, 0), oovy 4, (5, 1) par leurs valeurs ci-dessus, on a

(8) F(5) =—A v (@, 5) —Byu(by5) —...— Lym(l,3)+ G(3),
ou la partie enticre G(z) est donnée par la formule

G(3) =2 G (3) 4+ g Gy (3) 4o 2y G (3),
le coefficient constant %, ayant pour valeur

by =TF(a,) +Ayn(a,a,) +By.(b,a) Lyl a)

(ve=r1,0, . ..,m).

Telle est donc I'expression de la partie entiere cherchée; il est d remar-
quer que cette partie entiere G(z) ne doit dépendre en aucune fagon
des constantes a,, a,, ..., «, qui figurent dans son expression. On
pourra, dans chaque exemple particulier, choisir les valeurs de ces
constantes, de fagon & simplifier le plus possible la forme de G(s).

Jai écrit les formules précédentes en supposant les constantes «,,
ay,y - .., @, différentes 2 des multiples des périodes pres; si plusieurs
de ces constantes devenaient égales & des multiples des périodes pres,
ces formules subiraient des modifications faciles a apercevoir d’aprés la
facon méme dont elles ont é1é établies.

.La méthode que je viens de donner pour déterminer la partie en-
tiere G(z) revient & la méthode des coeflicients indéterminés. En effet,
soit

F(z)=—Aym(a,z)—Byy,(b,s)—...—Ly,({3)+ G(z),

ol G(z) est encore inconnue. Comme cette fonction entiere vérifie les
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relations

mmszi
G(s+2K) = G(3), G(zs+2::KYy=e ¥ G(3),
elle est une fonction linéaire a coefficients constants de 7 fonctions
particulieres vérifiant ces mémes relations, par exemple des fonctions
particulieres appelées ci-dessus

Gi(2), Gu(3), ..., Gu(3),
et 'on aura _
G(3) =2 G (3) + 2 Gy (3) +. .. 2, G (5),

ol ilne reste plus qu’a déterminer les coefficients constants, ke, .0y 2

Pour cela, faisons dans la formule de décomposition z = @, et remar-
quons que, d’aprés leurs expressions, toutes les fonctions G,(z),
G,(z), ..., G,(z) sannulent pour z = a,, excepté G,(z) qui devient
égale 4 I'unité; la fonction G(a,) sera done égale & ,, et nous aurons

F(ay) Z—AXryz(a, ay) —Byn(d, ) —...—~L Im (b @) + 1y,

équation qui donne pour A, la valeur déja écrite plus haut.

4. Soit, par exemple, & décomposer la fonction

H2(s)

F(s)= (z)°

<

cette fonction vérifie les deux relations

i . aper
- (s-+-K+4iK')

F(s+2K)=F(5), F(s+2iK')=c¢ F(z);

si donc on fait

s+ K+ iK=¢
et

F(s)=F(1),

on aura une fonction F, (¢) vérifiant les deux relations

Tl

Fi(t+2K)y=F,(¢), TF,(¢+2K)=¢c K F(¢),

et admettant, dans un parallélogramme des périodes, le seul pole =K
avec le résidu
— 62

Vg
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Comme ici I'entier désigné par m est égal & 'unité, on aura immé-
diatement

[

I’l(t)zé—

G(z) étant une fonction entiere telle que

3|

1 xl(K, L) +(}(£):

N

T

G(t+2K)=G(8), G(t+20K)=¢ ¥ G();

cette fonction G(¢) est donc de la forme

Tl

G (¢) = 2e*N H, (1),

ol A est une constante ¢ui reste a déterminer.
Revenant a la variable z par la formule

=5+ K+ (K,
on a
H2(s 2 . S o
= @((ﬁ)) :é—: % 71 (K, 5+ K-+ iK') — i3 vVg 0(3).
= 7

On déterminera » en faisant z = o; on obtient

o b l. fﬁh - PRI
’)~\/’1"“1‘/—;;7‘7/1(k:K+5K)7
done
5 ! 2(z
_L'i'/(/—f—+:0%,(K,3—[—-K+iK')—-@(:)XI(K,K—i—l'K').

Telleest la formule cherchée. Comparons-lah celle que donne M. Biehler
a la page 22 de sa These. Pour cela, remplagons la fonction 7, par son
expression

ZI(K;S + K-+ (K')=— % Z(_I)ne

nmse
K O

ks col [z (2n +1)iK'],

la somme étant étendue a toutes les valeurs entiéres de n, de — =
a + oo, En partant de I'identité
i e,
‘m[z—f-(zn-id)tl\]
™ . . . e
cot—= [z 4 (2n +1)iK']=— i+ )
2K * : LT R
sm—;K[z+(zn+x)zKJ

Ann, de U'Fic. Normale. 3° Séric. Tome I, — Janvien 1886. 4
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on trouve immédiatement

!.l

T

Z,(K,:+K+5K’):2K (3) + k/qZ<

)

'74

en posant

(2n+1)%
l>n+1)1t..z T

)= S = -

sm——[ “+ (2n+1)iK']

"o ] =)

2(5%

Faisant z = o, on aura

7 (K, K +K') = —I-(o+ \/77(0)

Si I’on porte ces expressions de ¥, (K,z+ K-+7K’) ct de 1, (K, K +:K')
dans la formule de décomposition, et si 'on remarque que

K 7w
K
il vient
H2(z) N ns>.
(8) 911)@(5) =7(0) O(z) /Z<2K

J2( ~
Cette formule permet de retrouver 'expression de 0,7 %7(5')—) donnée par
M. Biehler, d’apres M. Hermite (*); il suffira de poser avec M. Biehler

T3
2K

et de développer la fonction paire Z(«) suivant les cosinus des mul-
tiplesde . On retrouve ainsile développement que M. Hermite appelle
7.(x), développement qui n’est valable que dans une certaine bande
du plan. On vérifie aisément que 'on a

Tl

oy
7K 7(%) ={7¢™ 0,(K, 5+ K + iK').

Si 'on change, dans la formule (8) qui vient d’étre établie, z en

(1) Journal de Mathematiques pures et appliquces, t. VII, p. 3 et 4; 186a.
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z + tK’, on obtient la nouvelle formule

)2 ( 3 nmsi 4n*
T =20 H(z) + 0 (—iye & "

i =

. I - <y
sin <= (5 +2niK")

La série qui est multipliée par 0 dans le second membre définit une

fonction U<';IZ> dont le développement en série trigonométrique est

identique a celui que M. Biehler désigne par U(z) (These, p.22).On
voil que ’on a

T Tz - -
Z_K U<-2—K'> = — m,(l\,:.—l—-k).

L’application de la méme méthode aux fonctions de la forme

H(=)0,(s) H(s)
0(s)

qui contiennent au numérateur le produit de trois fonctions 6 diffé-
rentes et au dénominateur la quatrieme fonction 0, fvarnit les dévelop-
pements de ces fonctions tels qu’ils sont donnés par M. Biehler (These,
p-28). Pour ces fonctions, la formule de décomposition en éléments
simples se présente d’une fagon trés commode, car Ia partie entiére est
nulle. Cest ce qui résulte immédiatement des formules que j'ai don-
nées dans un précédent Mémoire (Annales de U’ Ecole Normale, 3¢ série,”
t. 1I, p. 29).

Mais, si I'on suppose que deux des trois fonctions © du numérateur
deviennent égales, c’est-a-dire sil’on considere 'une des vingt-quatre

fonctions de la forme
(0]

-1

(s5)Hy(s)
Hiz)

la formule de décomposition en éléments simples donne un résultat
d’une forme qui est différente de celle trouvée par M. Biehler.

Soit, en effet,
l;(,.)__,ﬁ)?(z)ﬂl(s)
TG

cette fonction vérifie les relations fondamentales

20T

ca— (iK' -l:
F(s+2K)="F(3), F(s+2(K)=e¢ * <+l +2>F(z);
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si done on pose
s KR = F(a)= (0,

la fonction f(z) vérifie les relations
27U
Fle+2K)=/(t), flt+20K)=c & [(2)
et admet, dans un parallélogramme élémentaire, le pole
t =K' +
avec le résidu 6;7” On a done

== Tl (1K B o)+ (0,

ol g(¢) est une fonction entiere vérifiant les mémes relations quc/(/)
Revenant & la variable = par la formule
t=s+ iK'+

et posant
v & ()= G(s),
on a
/2 :
F(s)=— in—“ <LK’ I—<-; 34+ K+ l%) + G(z),

ol la fonction entiére G(z) vérifie les mémes relations que F(z)

) . --)7“( iK' +—I>
G(s+2K)=G(3), G(s+20K)=e <" G(z

Comme les deux fonclions entitres
0(3)0,(3), H(s)H,(s)

vérifient ces mémes relations et sont linéairement indépendantes, la
fonction G(z), d’apréesun théoreme connu, sera de la forme

G(5)=A0(3)0,(5)+BH(s)H,(5),

A et B étant des constantes qui se déterminent comme il suit. Dans la
formule trouvée

2 62 . 4
()__LT%(_H;(__) - %’.’7_2<i1{'+ ];f, s K %) +A0(3)0,(z) -+ BH(s)H,(5),
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faisons successivement s = — K et z= — {K’— K3 nous aurons les
deux équations

y , )
o_—__“’ <K’ I:'K’——}—)\>+A901,

0 . -\
0=— —j-—ﬁ <Lk’ I:,~-]}>+Ll%0f
‘” A

qui donnent A et B. 1l suffit d’écrire la série qui définit

7_2({1{' K ik — 5)
. 2 2

pour voir que fes termes de cette série sont deux & deux égaux et de
signes contraires et que, par suite, le coefficient A est nu/. Remplacant
alors A par o et B par la valeur que nous venons de trouver, nous
Aurons
WRH
O0n 1

::——001/q<z K’ + ]:, 5 -+ 1K’—|— )—— 1\/1//,<1k’ - Itv ~~) i,

qui est la formule de décomposition cherchée.
Pour la comparer & la formule de M. Biehler (These, p 37 et 38),
remplacons la fonction 7, par son expression

4o .
2nTsi

K K T B . b oy
(LK’ —,~+1K’ .a>:_;K (—1)re & g C()l:—)‘v]\,-(:—%—:‘z/u]\’).

'

d’olr

L K K (2n—1)mK'c
. ! PR N —q\2 420220 o
A2<LK+2, ) - Z( 1y g2 tang {22 1)

Substituant ces séries dans la formule trouvée et remarquant que

2K
—n' =05,
™

il vient enfin

—+-® i
Y 2:11:::
HiLHlL =2<—-.)"e K g wt——(~+°'uk’)
. v

—1)2

II[L n :2 n( ”"“l)ﬂ'l\’
—"9_0 2(—1) q tang e

(9) (

2
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La formule de M. Biehler (These, p. 38) est

J 0 H _ ey ey — 700 gy -
i S RIS

(10)

cette formule est valable dans une certaine bande du plan. Si 'on
développe en série trigonométrique la premiere fonction qui figure
dans la formule (g), c’est-a-dire )

— ﬁ;@(ﬂ{’—x- K e K+ Ii) ;
T 2 2

développement qui se déduit de celui que j’ai donné dans les Annales
de ' Ecole Normale | 3¢ série, t. II, p. 22, formule (8)], en y remplacant
K K . 0 \ .

a par — etz par 5 + — on re(rouve la fonction U® () de M. Biehler,
s
2K

Pour comparer les deux seconds termes des deux formules, je re-
marque d’abord que les deux fonctions appelées par M. Bichler F® (z)
et F{¥ () sont identiques, et que I'on a

dans laquelle x =

Znmsy

¢ e . = TR

[,(2)(1.):14(12)(1,.) :Z(___ l)"q?‘”'ﬁ 5
- . ™3 9 ) “ .

“Il supposant toujours x = K D’autre part, on sait, et la méthode

des coefficients indéterminés montre immédiatement que 'on a

2nTsi

0(2) 0, () = A, Y (—1)rgtie & = A, B ();

si on remplace ©(z) et ©,(s) par leurs développements en série
d’exponentielles et si I'on identifie les termes constants des deux
membres, on trouve

A=Y (= 1) g = F ) (o).
Donec
0(5) 0,(5) =F®(0) F)(x)
et, pour z = o,
90, =[F® (0)]?, F) (o) =00, ().

(1) Poir un article de M. Hermite : Sur quelques formules relatives au module dans la
theorie des fonctions elliptiques (Journ. de Mathém. pures et appliquees, t.1X, p. 45 1864).
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Puis, dans la formule que nous venons de trouver

anTm S

+ o
‘L')(Z) @l(:):F(z)(o)z(_l)nqﬂnﬂe K

remplacons =z par 5 + ¢K’; nous avons, apres réduction,

(In~4-12 (2nm+ 1T/

M (5) M, (5) = Fcﬂ)(o)z(-— g 2 e W

Or la série du second membre définit une fonction que M. Biehler

appelle
I ([)f.2)(;p),

comme on le voit en groupant ensemble les termes qui correspondent
a des valeurs de (27 + 1) égales et de signes contraires. Donc

H(z)H(5)=F®(0) D@ (x);
comme
F (0) = F¥ (0) = /00,
on a enfin

H(z)H,(35) _ ‘l)(‘“))(.)ﬂ‘).
90, T F3(0)

Et alors la comparaison des seconds termes des deux formules (¢)
et (10) donne

T (2n—1)%

7P (o) = LZ(-— g ? tang

—

(2n—1)m K't
Y
ce qu’il est aisé de vérifier.

En changeant, dansla formule(g), z¢n s + K, z + (K, = + K + (K’,
on en déduit trois autres formules dont la comparaison avee celles de
la page 38 de la These de M. Biehler donne la définition de la fonction
Z®(x), dans tout le plan, a I'aide d’un élément simple 7,. Ayant ainsi
é¢tabli les quatre formules d’un groupe, suivant l'expression de
M. Biehler, on peut vérifier ou retrouver toutes les autres en se servant
des relations linéaires qu'il y a entre les carrés de trois fonctions 0.
Ainsi la relation

k"H*(5) + Hi(s) =k O%(3)
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donne

Hi(5) _, 03(3)

H(z) H(z) — KH(2);

et en multipliant les deux membres par une des trois fonetions,
IIi(Z)i ®(‘.’:’), @1(5),

on obtient des relations dont chacune exprime une des fonctions de
M. Biehler en fonction d’une autre et d’une partie entiere.

5. La méthode de détermination de la partie entiére que je viens de
donner et d’appliquer & quelques exemples est la méthode des coeffi-
cients indéterminés. En voici uve autre qui permet d’établir la for-
mule de décomposition et de déterminer en méme temps la partie en-
tiere. Cette méthode est celle qui a été employée par M. Hermite pour
les fonctions de premiere et seconde espece.

Soit une fonction uniforme F(z) vérifiant les deux relations

mTsi

F(zs+2K)=F(s), F(s+2iK)=¢c ¥ F(3)

ol /n estun entier positif. L’élément simple 7, (2, 5) envisagé comme
fonction de  vérifie les deux relations

Xm(m -+ 2K, 3) :'/J'l(‘zv’ 3)

mai . m i
TN < S S S
ym(x+2iK 5 )=e¢ " /‘M(‘L,N)-—-;—K e B g (3)

‘*ZV:m—l (m — V) T xi

" —_—

U O

v=1

dans la seconde desquelles les fonctions entiéres
&9"(s), &Y (s), ..., £ ()

sont définies par les séries

vz TN mnmai

() (o e K N mn(n=—1)-+2ny
g (s)=e e gmnn=t)yreny
et

N ==

Y=0,1,2, ..., m—1 ().

(1) Voir dnnales de I’ Ecole Normale, 3¢ série, t. 1, p. 138 et 147.
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Prenons un parallélogramme des périodes PQRS dont les sommels
ont pour affixes

Ly, Lo+ 2K, (2K +20K', (4ol

¢, désignantune constante; et supposons que, dans ce parallélogramme,
la fonetion F () n’ait que des poles simples

a, b, ...,
de résidus
A, B, ..., L;

si nous supposons le point s situé dans ce méme parallélogramme
PQRS, la fonction de x

1om ( Xy z)

admet, dans PQRS, le¢ seul pole x = =z de résidu + 1.
Considérons alors la fonction de a

®(w)=F(x) ym(x,3);
cette fonction admet, dans PQRS, les poles
&x o=, x == b, R @ =, TS
avec les résidus
Avyu(a,s), Byn(b,3), ..., Lyn(lz), F(s),
et elle vérifie les deux relations suivantes qui résultent immédiatement
de celles que vérifient F(x) et 7,,(x, 5),
D (x4 oK) =D(2x),

. maad \
. Tl - =5 o
O(x+-20K')y=D(z) — — [ (1)(( e >,_':","”( 3)

2

Vo1 o
TE[ - AR
K F(x) 2 e N ogyh(s)
vzl

Cela posé, l'intégrale
— / D(z)der,
2Tl Jpgrs

prise sur le contour du parallélogramme, est égale & la somme des

Ann. de U’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome 1I. — Jaxvier 1880, b
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résidus
Ay, 3)+Boyy(d,s)+...+Lyn(l,5)+ F(z);

mais nous pouvons évaluer directement cette intégrale en remarquant
que les parties de Uintégrale relatives aux cotés QR et SP ont une
somme nulle, car ¢ (x) admet la période 2K, et que les parties de I'in-
tégrale relatives aux cotés PQ et RS ont pour somme

1

2T

ly+2K
f [@(2) — ®(z + 2iK')| d,

0

c’est-a-dire, d’apres la seconde des relations auxquelles satisfait ¢ (),

1 /,,4-2[{( _m'n:.ri
X gﬁ,"“(:)f 14+e K >F(x) dx
.l, {n

V=n -1

I fo+2K  ymawi
—_ (mn) [ - > K (. "
-+ K 2 &y (u)f[\ e F(x)dz.
0

V=1

Telle est done la valeur de I'intégrale

I
— [ ®(z)dx;
2T PQRS

cette valeur est de la forme
R 8GM(3) + M g (3) + o B 50 (5),

olt Agy Mgy «vy Ay, désignent des constantes ayant pour valeurs

/ I /9+H(( MR
S)\O:_ﬁ——f I4+e K )F(.n)dx,
(”) i . ' I"/+2K VR
L= e [ T a4
)\.,:-f e Y I(x)dx,
| 2K, 4
olt

v=1, 2, ..., (m—1),

les intégrations étant faites le long du coté PQ du parallélogramme élé-
" menlaire.
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En égalant la valeur que nous venons de trouver pour I'intégrale

L ® () dx

27l PQRS

a la somme des résidus de @ () dans le parallélogramme PQRS, nous
avons la formule de décomposition cherchée

F(Z)z——!\jl_m(ﬂ,:-) - B'/.,m(b,5>—'~ e LZ;::([; 3) + ”’(:‘)
avee

G(3) =2 gt (3) +h g (5) +. .o by g2 (3),

les coefficients Ay, A,, ..., A,_, étant donnés par les intégrales (11).
On peut indiquer une signification fort simple de ces coefficients.
En effet, comme le coté PQ du parallélogramme ne contient aucun
pole de F(x), cette fonction est, dans unc certaine bande du plan,
limitée par deux paralleles & ce coté PQ, développable par la formule
de Fourier en une série de la forme

n=-ow

nmi
If‘(af)_—-—— 2 A”e K ,
n=-—w

ou
, ty+2K  nmaxi
A, = K e Y F(ax)de.
ly
Donc
)no:%'(Ao‘f"' Ant)
et
= A, (v=1,2,...,m—1).

Jai supposé, dans ce qui précede, que la fonction F(a) n’a que des
poles simples; si 'un des poles, par exemple le pole x = «, était
d’ordre o, le résidu de la fonction

O(z)=F(2)ym(x, 3),
relatif 4 ce pole, serait de la forme
Aym(a,s)+ADyyn(a,s)+...+=A*DDF1y, (a,5);

d’ailleurs la détermination de la partie entiere G(z) resterait la méme.
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Pour appliquer cette méthode a un exemple, considérons la fonction

H(:)Hl(:),

F(:)':_ ®(:)

qui satisfait anx relations

F(s+2K)=F(3),

™ .
— (54K
K

F(s-+2iK)=e F(s).

Posons
t =z K,

F(z)=F.(4);

alors la fonction F,(¢) vérifie les deux relations
Tl

Fo(t+2K) =F,(¢), Fi(t+2iK)=¢e¢ & F ().

Dans un parallélogramme des périodes PQRS dont le somme( Pa pour
affixe
ty=2:K ~+2¢(K/,
¢ et ¢ étant des nombres réels positifs moindres que 'unité, la fone-
tion F,(z) admet le pole

t=aoK + 20K’
avec le résidu
I {/01
v

La formule de décomposition est donc ici

1 60,

== Va -7 21 (2K 20K 0y 4Rt (0,
oll
n=- % ’_1:’}'_2
g’ol)(l)____. 2 e X (]n.(/z»J)
nN=—m

et ol la constanle A, a pour valeur

; ty-+2K _T_:L['.
he = ’TKf (1 +e K )Fl(z) de.
7

o
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w
~a

Revenons & la variable = par la formule
t=s5+ (K

et remarquons que la fonction g''(¢) devient

+ ®

nsi
E e 18 (]n-’

—_

¢’est-a-dire ©,(z); nous aurons

H(z)H, () 1 69,

——WJ_)—_ = -— % —n—l_'X.I(ZK—‘_ ZZ'K’, 3 - l‘K,) -+ ?\,) (")l(:)'

avece

sp+2K TS
1 =L I 7T Vr(=) ds
».oﬁéKle <1+qe )1@)(1“.

z, désignant la valeur ¢, — /K'. Dans la bande qui contient ce point =,

¢t qui contient aussi I'origine, la fonction F(z) = ]'I‘(j@))’(i'{lj(—iz st déve-
loppable en une série de la forme

Rzz—. —
n s

R
F(s)= Y A ©

et comme, dans cette bande, on a
F(—3)=—F(3),
on voit immédiatement que
V A,l::—w'\\_,,, Ay=o0;

donc la valeur de A, se réduit a

D’apres des formules de M. Hermite, dont M. Biehler a donné la dé-
monstration dans sa These (p. 13), le coefficient A, a pour valeur

3

of 3
Aj=— =qg*,
t '/J/
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donce
< 3
hy—— ——=—=>

Vg

et la formule de décomposition cherchée devienl enfin

H(s) H,(5) 1G5, K/ K ‘ 5
—_— e e — 2K+2lka5+t‘k - =0 (“')
0(z) yg 2 ) g

Remplacons la fonction 7, par son développement en série et rappe-
lons-nous la relation

?}E‘H’ZO%'ﬂa
nous aurons .
CH(:)H(s) 1 nmel 2 T . - (o
HW_%ZG q col';lT{Lu—k(Qn,-—x)zK_‘-«5(—_/01(@).

- Le second membre devant étee une fonction impaire, comme le pre-
mier, cherchons 2 mettre cette propriété en évidence. Pour cela, rem-
placons, dans le terme général de la série, la fonction

T .
2ot —[ 5 an—1)iK'
cotzK[ +(2n—1)iK']

par 'expression identique
_ims _(2n—1)

e 2l\'q 2

Sing—}r{[z +(2n—1){K']

alors la partie entiére disparait, et il reste

CH(s)H(s) N\ L |
n___@—(;)__ — 2 e 2F qll

?
. T ..
veE— sin — (s +viK’

' @ ZK( )

v désignant un entier impair qui varie de — o i + » .
6. La détermination des coefficients A,, A,, ..., A,_, de la partie

entiére peut aussi étre obtenue par une voie plus élémentaire qui a son
point de départ dans la proposition suivante :
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ws
)

Sotent a un pownt situé dans le parallélogramme PQRS et

n= .
e N

sm (@, 3)= 2 a,e *

n——o

le développement en série d’exponentielles de la fonction y,,(a, =) dans la
bande du plan qui contient le coté PQ du parallélogramme; on a

Ay ~+ ;= 0, A== Qy=...==p, 1= 0.

Pour démontrer cette proposition, remarquons que, si = est un point
dneoté PQ, on a

T(—35)i

> >,

olt la notation |z | signifie module de x. En effet, s étant un point du

cote PQ, on a
a—3=2:K+2¢ K/,

¢ et ¢ étant réels, et e’ étant positif et plus petit que P'unité. Donc

T(rt—3)¢ 2&' TR’

QME [ — e

e K =€ I

et

Tla—z)i

s

comme & est positif et moindre que 1, 'inégalité que nous avions en
vue est démontrde.
Cela posé, on a

T(@—z)i

n=+w mnitsi —_"K'——'

: e -+ g
e K (/mn{n—l) / A

®ig

[
= =

Zm((l’:): Tt —3) ¢

N — o e N —_— (]EIL

Prenons dans cette série les termes dans lesquels n est positif et dési-
gnons leur somme par P,

P Tla—35)i
. mns K on
P = ﬁl_ e K mn(r—1) ? +q .
T K. q 7‘:(1(-—:;)_[
n=1 e K —_ (]2n

Puisque

T(s—a)i
le K (]211. <],
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on aura

T{a—z)i Tis—a)i v =

® .
VTS —at

K 2n I g2n k N LEE
e -t I +—qg=*e 2 5
/ — / —1 9 ¢ N ,I.’n /;

Tl —3)1 T(s—ali

e I ___qi'n | - (/“’”(5 I V=1
done
LRER unmai .":”_gl':” (mn—4Y) s i =V ai
P = Tl e K gmnin—1) E_(_ e K ,Imu,(n ~1j2nYv,
T 2K 1 C '
n=1 n=1,v=1

Dans ce développement ne figurent que des puissances positives de
TS
e

e % s les coefficients «,, a,. ..., a,_, des termes en

TSl QM (m—1)TC3(
e K s e K s e e K

musi
sont nuls et celul de e *  est
K
Ay = 5‘]’{'

Prenons maintenant, dans la série qui définit 7,,(a, z), les termes
dans lesquels n est nul ou négatif et désignons par N leur somme

n=—o ; Tle—z)i
. - I)III'I.'E?-_l I 2n
N = _TEL e K ([mn(u—~1)e -+q .
fZK 1 Tt —~2)7 2
n=90 e K e ,/‘_'/L
nmaits on peut ecrire
Tia—3)i T(a—3) Vi ow X
e K g2 I - (/»—‘m e K Wfffll_—ﬂw )
- T — LTI — [ — 2 e ° Y,
Tl@—23)i T(a—2z)i
e I —_— (12/1. 1 — (/-Qn e K Y1

Donec.

n=—=-—w . ez, V= . .
MmuTsi " = V= TEi T ai

3 - 3 Wl ( —V) e e e
N = e I’L K mn(n—1) __ Tl (nn =) KYTR mu{n—1)—=2nv
N o= . e q : e q )
2K | K

n=0 nz=0, V=1

Dans ce développement ne figurent que des puissances négatives ou
nulles de | '

L2

el\;
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le terme indépendant de e ¥ est
an — T
T K

Donc enfin, dans le développement de la fonction v,,(a, z), qui est
égal AP+ N, ona

ay—+ a,, = o, Ay ==y == ... = Uy—1 == 0.

Ce théoreme étant établi, reprenonsla formule de décomposition en
éléments simples

F<:) = A-'/,m(a’s) - BXm(b, 5) T e s T LZ/}z(l::') -+ G(:):
G(s) =208 (2) + M g™ (5) 4+ ... ey Z (5).

Développons les deux membres de la formule de décomposition par Ia
série de Fourier. On a

R=dee nmTsir
F(s)= Z Aye ¥,
No=—cw
"« msd
erz(a;;>: E ay e K y
No= -

"GO nms
ym(b, 3) = bye ¥,
n
..................... ,

n=-w nmwse
ym(ly 3)= 2 l,e % ;
N=—=—cx

quant 2 G(z), il résulte des développements de

g (s), gM(s), ..., gl (s)

T

que les coefficients des puissances o, 1, 2, ..., mde ¢ " dans G(z)
sont
%, iy e eees hmetr how -

On a done, en identifiant les deux membres de la formule de décom-

Ann. de I'Ee. Normale. 3¢ Série. Tome 11l. — FEvrier 1886, ’ 6
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position et se rappelant que les coefficients

ay, Ay, R ] 27
bi: b"zy ] bm—h
‘e “ey ey ey

ll’ l27 te [m-»l
sont nuls,
A=12, Ap= Ry, ceey Ay = lpes
puis
Ay =— Ay —Bby —...— Ll + 7,
Ay =— A Am—Bby— . — L, + 7‘(7;

d’ou, en ajoutant et tenant compte des relations

Ay ~t= Ay == 0, by by = o, s lo+ Ly =0,
—_ AO+ Am
0 2

On retrouve ainsi les valeurs précédemment obtenues pour A,, A, ...,

7\m—l .



