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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

S U R LES

F O N C T I O N S D O U B L E M E N T P É R I O D I Q U E S
DE T R O I S I È M E E S P È C E ,

PAU M. P. APPELL,
I* II 0 F E S S E U II A L A F A ("! IJ L T K D E S S C 1 E N (••; E M.

.Tîii i n d i q u é p récédemment (Annales de l'École Normale, 3e série,
I. 1 et, I I ) une inélhode de décomposi t ion des fonctions d o u b l e m e n t
pér iodiques de troisième espèce en éléments s imples. L 'é lément de
cet te décomposi t ion est la f o n c t i o n

/^(•^.r) '•= ̂  V ^/-^yK./^^-i) cot;— (.^ — y — a/^'K'),

et la formule de décomposition est la suivante. Soit F ( z ) une (briciion
doublement périodique de troisièjrne espèce vérifiant les deux rela-
tions

F ( s -h- -a K. ) = F ( ̂  ), • F ( s -+- 2 / K/ ) ==. 6- K F ( ,̂  ),

< > u m < 1 é s 1 g n e u n e n f ier p o s i l i f o u n é g a t i f d i fie r e n l de zéro. Su j ) [ ) o s o n s
que cette fonction F ( s ) adme t t e , dans un pa ra l l é logramme des périodes,

.Ann, f/e l ' K e . Normale. 3*- Sdrîe. Toinc Ml. — J A N V I E R 1886. '•?-
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les pôles simples a, 6, . . . , / avec les résidus respectifs A , B, . . . , L.
Alors, si rentier m est négatif, m ==— (x, on a

F(^) =A^(^, a) 4-By^(^, ^) -h.. .+ L^(^, 0;

et , si m est positif\

F(^)^^A7^(^^)- - -B7^( & ^)- - - • - < ~- L 7^( / ^)^ G ^ ) 7

où G ( z ) désigne une fonction entière vér i f iant les mêmes relations
que F(' z\ à savoir

— //•/ 7C ï /

G(z + 2 K) —. G(,^) , G(^ ~l- 2 /K/) =: 6-—K— G ( ^ ) .

Si certains pôles é ta ient multiples, par exemple si le pôle a é ta i t
d 'ordre a, la première formule de décomposi t ion (m << o) cont iendra i t
l i n é a i r e m e n t les fondions

%li( ̂  ^), 1̂  XpX ^> ̂  • • • ' D^"1 7^( ̂  a)?

et la seconde (772 >• o), les fonctions

7^ (a , z), I),, '/^(^, s), . . . , î)^ y,m (^, ^).

Je me propose de donner quelques exemples s imples de la formule
de décomposit ion dans l 'un et l ' au t re cas, en m ' a t t a c h a n t pr incipale-
ment à montrer comment , dans le deuxième cas (m > o), on peu t dé-
te rminer la partie entière G (s).

1. Je vais appl iquer tou t d'abord ta formule de décomposit ion en
éléments simples aux six fonctions

i i j
îHzYH^Y ejïye^y H^)®^)5

i 1 jr i
• •Hï (^ )©( .^ ) 7 H^^y, H^^-^)

qui n'ont pas été développées par M. Biehier dans sa Thèse. Les déve-
loppements des fonct ions

i i i i
e2^)' ïFTiy ©f^TJ IIfoT)
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ont été donnés par M. Hermite et se t rouvent r ep rodu i t s dans mon
second Mémoire (Annales clé l'École Normale, 3e série, t. il, p. r 8 ) .

Soit
?(^)=H7T)1:37(^y;

cette fonction vérifie les deux relations

<p(^-+- 2 K ) - = 9 ( ^ ) ,
iT^'f •r' K}

y(^ + s^I/) = ̂ r^-^v " ^ ©(^) .

Si donc on fait, pour un moment ,
' ..,./ ' K^-i- iK'— - =^.ya

et
9^j; --/K/-h K:) =<î)(.21-),

celle fonction (D vérifie les deux équations
2 Tï .*" /'

<ï> ( x -+- 2 K ) "-= <D ( ̂  ), <I> ( .r + 2 /K/ ) -.:-=: ç'̂ IT' <() ^ ^. ^ ^

de plus, elle admet, dans un parallélogramme des périodes, les deux
pôles simples

a-=.i^— K, l^c}^^^
2 . 2

avec les résidus respectifs
î î

y/yj5 'n'^
OU

Y^H,(O), ^ ^ l ï ' Ç o ) .

On a donc, d'après la formule de décomposi t ion ,

<I>(^) == ̂  ̂ (^, a) - ̂  ̂ ('^ ^).

Par suite, en revenant a la var iable z par la formule x == s + iK' — —
et remplaçant a et & par leurs valeurs

ÎÏ^H.W =...(' -K- K. •K- S) -4- •K1- ̂  ..K'-. ̂ ,
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c'est-à-dire

ffl^=lKÎ(-I)''^^cotÏK(3-2/^^K')-co1•ÏK(s-K-2/"K')

La seconde cotangente est égale à

— tang;^(^— 9/u.K/);

on a donc e n f i n , en réduisant ,

'" î i-^<-)"î'••-^, .,,- s i n - - ( . ^ — 2 m l v }
lY

Soit ma in t enan t
o^)== e(^(^

cette fonction satisfait aux mêmes relations fondamen ta l e s que cp ; si
donc on prend comme n o u v e l l e var iable la va r i ab le x l iée a z par

T/

l ' équat ion x = z 4- iK'— — et si l'on pose

ç^-nr^)^^^),\ 2 /
cette fonclion <I>,(.r) vér iHe les mêmes r e l a t i o n s que ^ De p lus , c e t t e
fonction ^(a?) admet , dans un pa ra l l é log ramme des périodes, les deux
pôles d'à f f î xcs

K K

• 2/~"

avecdes résidus égaux tous deux a t~\fJ•' On a donc'f\ 'ci

»,<«)= ̂ [.,(.̂ ) -.„(..,< ^ / r / K;\ / KVI
^ %.(^^}+7.,(.^-^

ou, en revenant à la variable z ' . ,

,,^^-.;^[,,(^.K-Ï,£).-,,(,+.K'.-.^,.-Ï ^————.•^^7.,^+.K-K,£^-,,f,+.•K'.-.^,.-^)
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ce q u i donne

^ ̂  ?K ^/ l/" ̂ ^""^ cot ̂  ['" ~ (2/ ' ~ l) iKfï ~ ̂ ^ |>-(3^— i)/^]

ou, en rédu i san t par la fo rmule -^ (co t a —- tanga) == cot^a ,

^"^K"^^^^"^^^ cot^[^-(2^-I)^K /]-tang^|>-(3/^l)/K /: l |

(2 ) ^^-^^(-^^""cotit^-^^-i)^].

On peu t arriver p lus rap idement à cette formule ( 2 ) en r e m a r q u a n t
, que si l'on fait , pour un instant ,

K = 9 K i , <7-=(/<7p

la fonct ion ^(•y} vérif ie les deux relations
TC ri

<Î>1 (J; -}- 2 Ki) = <I>i (^), <I>i (^ -+- 2 i'K/) --= <,?"K~ <l)i (.2;)

et admet , dans le para l lé logramme des périodes a K , et s/ 'K/, un seul
pôle simple

^ = = - K ,
. • i i\/Q»noi / «i v / •de résidu --^-'* On a doncr/ïï

^j- == /07 ̂  (^, — Ki) = i^7j •^ (z 4- i K ' — K.i, — K,i),

la fonc t ion /j étant formée avec les périodes ^ K , et, 2?'K\
/? r= -t" -ao^— n7V,/n

•/i(A-, ^)=—7r- y ^^^^"-^col—^- ( . z ' — ^ — a / z / K / ) ;
2 iV ^ jtoaJ ''̂  •jt^' 1^1 ^Ml '•-• l*k•l

n =r- ~ os

en r emplaçan t a par — K ^ et x par s -t- î K / — - K ^ , on re t rouve la for-
m u l e (2)*

Passons ma in t enan t aux deux fonc t ions

î X

H(^)o^) 5 ïi^)e(^)
En posant

TCzi

^::)=-e ^11(2)^(2)'
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on a air i / K ;K' \
/(^ 4- 2K) ==/(^), /(^ 4- ̂ r) =: ̂ c "" ï "h 2 Y(^) ;

si donc l'on fait
s\. t s\. /• / \ /• / \^ _ - + — =: ̂ , f(z) r=:/i (,:r),
3 -o

cette fônclion/i(a?) vérifiera les deux relations
a'rc.vt

/,(^ + 2K) =/, (.r), /,(^ + 2 ̂ ) =-. ̂ "^(^O,

et admettra, dans un para l lé logramme des périodes 2 K et 2tK/, les
deux pôles simples

—_ K IK , _ K i'K'
a a 5 ' " a Si

avec les résidus
_ y
•n1^ r^e^

en posant
ç^ei(o).

Donc
. / , i / ^îi^iK'\ q ( K - i K ' X
f^)-^^ ———^——J^x^ ————")-

Revenant à la variable z par la formule

———'K " lKf.
a a

on a

î ^ / K i^ -K^tK'\ ^ / K l'K K„"Œ / \TO7 = ̂ %^—— ^-4-^ ——^——^^-K^^^ ^ ^ ̂ ^ ^..^^^^^^^^^^^^^^^

Les deux fonctions/^ q^i f igurent dans cette formule sont

.,(.- îE,r^^)^^^(_,»^-,,,^

,/.- ̂  ̂ , !L^)=^^(_,),^.-3»eot^[.-K-(.«~,)<K^

Dans l'expression ci-dessus de ——? on pourra faire disparaître les
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exponentielles qui m u l t i p l i e n t ces deux fonctions y^ en a p p l i q u a n t
l ' i d e n t i t é

e^1 cota == -:— -(- ie^1

sina

dans laquelle on fait successivement

1 • ^^——^K / ) ?

. ! a^^^-K-^^^i)^:].

Chaque terme de la série se transforme ainsi en une cosécante aug-
mentée d 'une exponent ie l le ; dans la somme, la partie provenant de
l 'exponent ie l le est

îiJY-i
C 2lv \ (—— l)/' (^—n 4- ^2/^-3^.4-1 ̂

c'est-à-dire ^éro, puisque les termes qu i correspondent à des valeurs
de /2, dont la somme est i, sont égaux et de signes contraires; il ne
subsis te donc que la série des cosécantes, et l'on a

a . -^ „ ^ V/ ... ^rli ù/ 2- 3 ) ^^^.V—,)/
' ) ÏW^-aKZi^ l )m, """ aKZd' / . TT , .,.,, TCi Aaa»sffl J m»-» / ^ n ï.'» » I< ' \ rTM? _„.sin —.;- (.3 — 3 n i ' K ' ] cos —j-;- [,.3 -— (a /z "— i) ^K/ |

2 K. 2 1̂ -

Si, dans cette formule , on change ^ en ' z -+- K, on obtient immédia te
m e n t le déve loppement de

H^)e(^) 3

on a ainsi-

^1 ^ ,^^,^^y.l___^ ^.. ̂ ___,,^(2^/,.., -^/^i ^ Y, .,„( 4 ) n ^ ^ . K ^ ^ ^ .S S i ^ ^ ' â K Z ^ ' / . 71 . .^,. . TT . / s - y n (î cos—^ (^ — 2/u Iv.') s in - -^ - [ ^—(ar t—i )^K,Js
^ -a Jni. 2i Jl\, /

Dans ce qui précède, pour obtenir une fonction f(s) admettant la
période ^ K , nous avons dû mul t ip l ie r

i
H(iy@7("s)
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_ ̂ ^
par i 'exponenliel le e 2K que nous avons de n o u v e a u fait d i spa ra î t r e
pour arriver a la fo rmule (3). On p e u t , dans tous les exemples ana-
logues, éviter cette double t ransformation de la façon suivante .

Soit une fonction S ( z ) qui vérifie deux équat ions de la forme

r f (^+ 2 K ) -==.—.JÇz), .i(z + 2irK/) -=- e~ '~h~ J ( ̂  ),

ou rn est un entier différent de zéro. Considérons la fonct ion
n^-+-w ^nnai

^(^)=^ y e~^~~q^—^—î———-,
/, == - œ siû — ( x — .̂ •— 2 m K / )

qu i , pour le cas de [L == i , a déjà été employée par M. Hermite (' ) el
dont j ' a i i n d i q u é précédemment, (^la liaison avec la fonct ion /^. Si la
fonction ^ ( z ) admet dans un paral lélogramme des périodes les pôles
simples a, 6, . ... / avec les résidus A, B, . . . , L, et si l ' en t ie r m est
négcitif, m === — ^, on pourra l'écrire

^(.s) == A^(z — iK 1 , a - iK')
+ Bco^ — <K^ /^ — i K ' ) +.. . + Lû)p.(5 - /'K^ ^ — < K / ) .

Pour démontrer cette nouvelle formule de décomposit ion, il suf f i t de
vérifier, comme on l'a fait dans mon premier Mémoire ( 3 ) pour u n o
question analogue, que la fonction de x

.i{x)^{z — nv, x — IK')

n d m e t les périodes 2 K et 2iK\ Alors, comme cette fonc t ion de x a pour
pôles, dans un paral lé logramme élémentaire, les po in t s

x == s, x -=. a, x === b, .. ., x == /,

avec les résidus

--^), A o p ^ ^ — ^ K ^ a — r K 7 ) , 'K^^—iK.^b—i'K'), . . . .

en écrivant que la somme de ces résidus est nul le , on obtient i m m é d i a -
tement la fo rmule à démontrer.

( 1 ) Voir Collectemea mathemcdica in mcmoricim Dominici Cliolini, p. l.
( 2 ) Annales clé V École WormcilG, 3° série, t. 11, p. 33.
P) Tbid,, t. I, p. i5i, n0 $.
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Soit, par exemple,

j(^) = _^—————^—^——————:
ï î ( z — IK^ ~)©J.^-- -^K /4- -)

\ 2 / \ 2 /

celte fonction vérifie les deux relations

J(,^-{-2K)=:—J(^), f^-^^iK^^e'^^Çz);

elle admet , dans un parallélogramme élémentaire, les deux pôles
simples

.,r-/ K y K.a= ih. — —3 <y=: --2 a

avec les résidus
A - I •R - i^^\, —— ———— 5 0 —— ——.-r^Qt Y3^i

Donc
^ / . î / . T r / K\ ^\/^ / .,.-, K. T'A

'1!(S)==^"S(5-<K ' -ï-)^^"2^-^' T-^) -
•I7"

Changeant ^ en ,5 + iW— -3 on obtient
D 2

r/6/i / K K\ . /- / K K _\
^^^^=^^^^, ̂ +^^^ i-^^

ce qui, d'après Pexpression de ^ ^ ( s , a), est la formule (3).
Soit enfin

^^ir^iy^y
Cette fonction 4' vérifie les deux relations

2 J ^ , . . , ,

^ ( ^ + 2 K ) = - ^ ( ^ ) , ^(^+3^)=^ " / '^ (^) .

Si donc on prend pour nouvel le variable

z 4- iK' == .y,
et si l'on fait

^)=:^(,y),
//^. ̂  /'^f. Normale. 38 Série. Tome IIÏ. — JANVIER 1886. 3
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on aura
2îT,r ^

-4/1 (^ + 35v) == — ^i 0), ^i (.r + 2 n\/) -= ^""^" î (.2;).

Comme cette fonction 4^ (^) admet les deux pôles simples

a=i'K', 0=2^

avec les résidus
i — i R .— V^

^———,7^ •°~ ^5 .

où 0 == 6(0), on aura

^i (^) =:Aûû2(A' —• zK', a — nî/) -l- Bû.)â(^ '— ^'K/, ^ — rK/),

c'est-à-dire en r evenan t à la variable s par la formule x == ^ + /'K' et
remplaçani a, b, A el B par leurs valeurs

/ ], = ̂ (,^ o) — V^ (^ ^'K.'),
H(.^)iy^^}

c'est-à-dire
f2/ . -^ .

r^ ^ -^v_^^ y 2
v / He~aKZ/ i . TT , .../, , TT .• / • ^ i - n i '1 sin - y (,; — 2 /u K' ) sni —y. [ ̂  — {^n — i ) i êv | l

d'où l 'on conclut immédia tement , en changeant z en ^ +• K,

(6)

2/2 — I I 2

,2,̂  i•n'9 __ jr_ V^ ____<72^^__ ^ ^ _q
H..©i a K . / ' i i Tr / .,../. TT ,-1 1 —"""" j pne __ ̂  — o ^./ k / ^ r-nc; __ .COS —g-,- ( ̂  — 2 ^U* R/ ) COS —.7 [ ̂  — (2 /1 — 1 ) ( K,/'] 1

f-ï Iv '-î Bv " '\K^ ""'a'l/ " a K

Telles sont les six formules que nous voulions obtenir. Comme l'on a

^=n^

on peut les écrire de la façon suivante, en désignant par p, un ent ier
qui prend toutes les valeurs paires de — co à 4- 'x) et par v un en lier
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qui prend toutes les valeurs impaires de — 'se à -h =c :

^^-,V,,^^Q9,
HH7 2/ ' ~sm-F-^-r-p^K/)K

ïë1-^^^^^"^^K
^

^[ !r
S -—^—-néo2

^ 'J . 7T / .rr/sin^,-^sin -^(^-(-^K7) c o s - y ( ^ - ^ - y ^ K / )

^2

TT

2K

[ ï!
Y ^/2

- ^iÏ^4-

Yi^ _
H^e — -h-

cos— (,^ 4- ^^K^) sin.-— ( ^ + y ^ K / )
.̂ " 2S Xx. 2 ,l» _

'^a 1
^(s+viK')^

r^Q, _ V F____
H© ~ Z^\ . TCL51"^sin —^(^ 4- I J . I K ' ) sin —,.- (^ -h- ^K'

2 K ' 2 K. '

^
<7 2

^î~ VY]^2^

H,©,
r/:i©i " z cos—-,- (^ -i-^^K.^) cos—(^ + v iK ' )

_ 2 S\. 3 lik. •

"2. Pour faire une autre application de la formule de décomposit ion,
considérons la fonction (1)

^^- H.^ H(^~^)H^^a,)...H(^aJH^+^a^/nK.)
v/" ̂  a; """ H (^ — a) H (a — a0 H (a — ̂ ).,. . H: (a - a^) ï-ï (.? - m K) ?

ou w désigne un entier positif, a^ a^, . . . , a^ des constantes et ,s* la
somme

.s" == ai 4" a^ "+-.. . 4- a,n.

Cette fonct ion, considérée comme fonction de a, vérifie les deux rela-
t i ons

^ (^ a + a K) == r^^ (^, a), .
m 71: a j

'^w K^ + 2 zK') = e K ^w (^, a) ;

(r) Voir Annales de l'École N'ormcile, 3e s6ric, t. T, p. ï4i.
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de plus, elle admet,, dans un parallélogramme des périodes, les pôles
simples

a==j, y,-=-a^ a = ̂ 3, ..., a==:a,,;

avec les résidus
--I, Gi(^), G^(z), ..., (ïw(^),

où l 'on appelle Gv(^) la fonction entière de ^,

r ^-« ̂ -^ H (^ - ̂  - H (^ - ̂ i) H (^~.^±iLLL^^ .
Tv l5) ~~ é? H (a, — a^)... H (a,, — a,̂ )Ï(̂ ^ ... Wa^1^^. (.ï ~ m. K)

On a donc, d'après la formule de décomposition appl iquée à ^w(^, a )
considérée comme fonction de a,

(7)
^^{z, a)==:~-/^,(a,^) +Gi (^ ) /^ (a , ai)

"1- Gs^) X//^6^' ^2) +• - ••+- Qm{^ %m(a, a,»,).

On re t rouvera i t cette même formule en décomposant la fonction '^(^ a)
considérée comme fonct ion de z en un élément simple — y^(oc, s ) et en
une partie ent ière en z.

En supposant , par exemple, m = = i et écr ivant ci au lieu d e c / i , la
formule précédente donne

. .. ̂ ^^y H^) H(^^)H(.+a^^K.) •
r^(., a) -e ^^_ ^ H (a- û) H(a - K)

îî mi Î..T ( - „_ K ^=-^a•5)+e 2K îrt^^1^^
Voici une conséquence intéressante de cette relation. Faisons-y

a =: ̂  -h a + K ;

alors le premier membre s'annule, et il reste une équat ion q u i peu t
s'écrire

e^ H, (a) ̂  (z + a + K, -s) = ̂ "Hi (^) 7,1 (^ + z + K, a),

ou encore
V - i t i ' K s i

en posant
e 2 K HI (a) CT(^ a) •r= <?2^ Hi (.5) ̂ (a, .=),

^ (^^Î^X^^+^^K^) ,
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formule qui donne la pe rmuta t ion de l 'argument et du paramètre dans
la fonct ion ^(z-, a). Cette formule est, à la différence des notations
près, i den t ique à celle que M. Hermite a établie, dans les Collectanea
mathematicct, et qu'il écrit

-<-w nl'K'v
<1>0, G.)) _ .'̂  (—ïYq^e K

-H r̂ ~ 'L tang^(o. - -2 /u•K 7 )A

îs iv.

On ob t iendra i t une formule analogue relat ive à la fonct ion •/ ,n e" di-
sant , dans l ' équa t ion (7),

cy,==: z -}- s — m K

et r emarquant qifalors le premier membre ^mC-^» a) devient nu l iden-
t i q u e m e n t .

3. Les appl ica t ions qui précèdent sont relatives à des fonc t ions de
troisième espèce qu i , mises sous la forme du quo t i en t de deux p rodu i t s
de fonct ions 0*, cont iennent , p lus de fonctions 0 au dénominateur qu 'au
n u m é r a t e u r ,

Envisageons m a i n t e n a n t une fonction uni forme F(-s) vér i f iant les
deux re l a t ions

/WTTgJ

F(s -+- aK) = F(3), F(^ -^ î î îK^ •== e~ h F ( z ) ,

où m est un en t ie r positif. Alors, en supposant q u e cette fonction n 'a i t
que des pôles à distance finie, on pourra la mettre sous la forme d 'un
quot ien t de p rodu i t s de fonctions 0, dans lequel i l y aura m fonctions 0
de plus au numéra t eu r q u ' a u dénominateur . Si l'on appelle

a, h, . . . , l

les pôles de.cette fonction dans u n paral lé logramme élémentaire, ces
pôles étant supposés simples, et

A, B, .... L

les résidus correspondants, on pourra écrire la fonction F(s ) de la
façon suivante

F(^) ==— A y^ (a, z ) — B-/^^, 5) — . . . — L%,/,(^ z) -+- G ( z ) ,
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o ù G ( ^ ) désigne une fonction entière de ^. Comme chaque fonction,
telle que /^(a,^), vérifie les mêmes re l a t ions que F(s), à savoir

m TC s i

7jn{a, z + a K ) = ̂ (a, 5), ^n{a, ̂  -{- 2 z'K/) = (T""^/^ (<rz, ^),

la fonction entière G(s) devra vérifier ces mêmes relations

G(z^-9.K)=G(z), G(^+2n<Q=^~'^G(^).

Cette fonction G(-s) pourra donc, comme il est bien connu , s'exprimer
d 'une façon linéaire et homogène au moyen de m fonctions par t icu-
lières vér i f ian t les mêmes relations.

Voici u n e première méthode pour dé terminer cette par t ie e n t i è r e
G(z). Reprenons la fonct ion appelée ^ w C - s ? ^ ) »

^ .. -//T^^ ^(o) H( . ^+^a -mK)^ I Ï (^ -^ )
k w " / 1 - 1 ( 5 - a ) - m { T = ~ m K ) 1 1 ̂ ^^-"^,

v=l

clans laquel le a^ CL^ '..., a,n désignent des constantes et s la somme
a< 4-a^+...4-^. Cette fonction, considérée comme fonc t ion de a,
adme t dans un paral lélogramme élémentaire les pôles

a = s, a == ai, a =: 03, . . ., a ==: <^ ;

appelons , comme plus h a u t ,
G,(^), G,(^ ..., G^)

les résidus de cette fonct ion relatifs a u x pôles a^ a^ . . . » a,^ résidus
q u i sont des fonctions ent ières de s.

La fonction considérée F(^) pourra alors s'écrire a insi

F(5) = A^//, (^ a) + B ̂ /,,(5, / , )+. . . 4- L ̂  (^, /)
+F(^ )G, (^ )4 -F(a , )G , (5 )+ . . .+ r (^ )G/ , (^ ) .

Cette formule a été établie dans mon premier Mémoire (1) ; elle s'ob-
t ien t en r emarquan t que la fonc t ion de a,

F(a )d^ (^a ) ,

( l ) Âimaleff clé l'École Normale, 3" série, t. T, p. 141 et suiv.
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est d o u b l e m e n t pér iodique e t , en écr ivant que la somme (lèses résidus re-
latifs aux pôles situés clans un para l lé logramme des périodes est nulle.

Nous venons de voir (p. 20) que l'on a

^ (3, a) = — j^n (a,,;) -+- Ci (z) 7 ,̂ {a, a^) 4- Ga (0 7 ,̂ (a, a.^) +.. .4- G m (^) y,,/, (^ a^),

4^ (.j, Z/) == — 7 ,̂ (ô, ̂ ) -4- G-i (^) %,„, (&, ai) 4- Gg (s) y,,,,, (b, a^) 4-,. ,4- G,,, (5) •/,„ (^ a^),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

^ (^, ̂  =— /^ (^ ^) 4- Gi (-?) %//, (^ a^) 4- Ga (^) %//,, (/, a^ 4~... 4- G,,, (z) y^ (l, a^) ;

donc, en remplaçant dans l 'expression de F(-s) les fondions d^(s,a),
A,^(^, &), ..., A,,,(-s, /) par leurs valeurs ci-dessus, on a

(S) F(^) =-A7^(a, ^) - B/^(^, ^) -...- L%m(/, ^) + G ( ^ ) ,

où la part ie entière G (s) est donnée par la formule

G(^) = ̂  Gi(^) 4- /^G^^) 4-.. .4- \n G^(^),

le coefficient constant }̂  ay^n t pou r va leur

ly •==.. F (û,/) -h A •//„ (a, f/.v) 4- B %//, ( b, c^) 4- L 7//, ( l, a.;)

( ^=1 , 3, . . ., m 1 " ) .

Telle est donc l'expression de la partie entière cherchée; il est, à r emî i r -
quer que cette par t ie entière G(^) ne doit dépendre en aucune façon
des constantes a^ a^ ..., a^ qui f igurent dans son express ion. On
pourra , dans chaque exemple par t icul ier , choisir les valeurs de ces
constantes, de façon à s impl i f ier le p lus possible la forme de G ( z ) .

j'ai écrit les formules précédentes en supposan t les constantes a^
a^ ..., ci,n différentes à des m u l t i p l e s des périodes près; si p lus ieurs
de ces constantes devenaient égales à des mul t ip les des périodes près,
ces formules subiraient des modi f ica t ions faciles à apercevoir d'après la
façon même dont elles ont été établies.

.La méthode que je viens de d o n n e r pour dé terminer la part ie en-
tière G ( z ) revient à la méthode des coefficients indé terminés . En efiet,
soit

F ( s ) ==— A •/^n (a, z) — B %,„ (b, z)—... —L ̂  ( /, z ) 4~ G ( z ) ,

ou G ( z ) est encore i n c o n n u e . Comme cette fonc t ion ent ière vérifie les
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relations
m Tes i

G(^-t-aK) =±G(.^), G^n-îuKQ^e""'"""^ G(^),

elle est une fonction linéaire à coefficients constants de m fonctions
particulières vérifiant ces mêmes relations, par exemple des fonctions
particulières appelées ci-dessus

Gi.(^), Ga(s) , . . . , G m ( ^ ) ,
et l'on aura

G{z) =74 G,^) -h À, G,(z) -+-.. .+^ G/.(^),

où il ne reste plus qu'à déterminer les coefficients constantsl,^, ...,^.
Pour cela, faisons dans la formule de décomposition z = a^ et remar-

quons que, d'après leurs expressions, toutes les fonctions G,(^),
G ^ ( z ) , ..., G^(z) s 'annulent pour z == <^, excepté Gv(s) qui devient
égale à l 'unité; la fonction Gr(a^) sera donc égale à À^, et nous aurons

F ( Ov ) = — A ̂  ( a, a^ ) -~ B ̂  ( ô, âty ) — . . . — L /^ ( /, ay ) -h )>v,

équation qui donne pour \ la valeur déjà écrite plus h a u t .

4. Soit, par exemple, à décomposer la fonct ion

^'=1^
celte fonction vérifie les deux relations

F ( ^ + 2 K ) = F ( ^ ) , F(^+^•K / )=^ 1 ? t ( : ; " ' K " { ' ^ K ' ) F(^) ;

si donc on fait
, 3+K^iK'-='£

et
F(;3)=F^),

on aura une fonction F, (t) vérifiant les deux relations
7C//'

F, ( ( - l -2K)==Fi (< ) , F^^+at 'KQ^e'^F^f) ,

el admettant, clans un parallélogramme des périodes, le seul pôle t== K
avec le résidu

—i 61

f/y -n'-
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Comme ici l 'entier désigné par m est égal à l ' un i té , on aura immé-
diatement

î\0-) = — - xi (K^) + ̂ O,v^ ^
Gr( ^) étant une fonction entière telle que

7l://"

( : r ( ^ + 2 K ) = - G ( ^ ) , G(^-{- a^K^rr: ^"'^"G^);

celte fonction G(^) est donc de la forme

G(^)^À^H, (Q,

où X est une constante qui reste à dé terminer .
Revenant à la variable z par la formule

^^-i-K.-r-n^
on a

F(^)-^=—^%,(K^+K+..KQ-. /} .^0( . ) .
^ [ s ) \'q 'f\

On déterminera X en faisant z = o ; on obt ient

^^=— ^(K^K^IT);
y q ri

donc
- ^ç^ l^=0%l (K^+K+^K / ) -©(^ )x , (K ,K+/K^

Telle est la formule cherchée. Comparons-la à celle que donne M.BiehIer
à la page 22 de sa Thèse. Pour cela, remplaçons la fonct ion yj par son
expression

^(K, s -hK + lï^) = - ̂  Vc-" J)^-""^^2 côt;^ [.̂  + (a/z -h i)/,^],

la somme étant étendue à toutes les valeurs entières de n, de — x)
à -4-ce. En par tan t de l 'identité

-^ [s+(2/z+ l )<K'J
w /a A IV

COt -„- ['5 + (2 /Z -h ï.) ^'K^ = — ^-t- ————:-———••-•—"•————————,
a J h L ' ' sin— [>-+• (2 /^•+"I)^K /]

^/^/2. ̂  l'Éc. Normale, à8 Série. Tome IÏI.— JANVIER 1886. 4
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on t rouve immédiatement

/ ir- vr • t r i \ "^ ^ r^ / \ 7T ^ 4 /~ ry (' ̂  z \^(K^-H-K+^KQ^^e^^+^^Z^^

en posant
( 2 / ^ 4 - 1 1 5

/ ^ —— ( î n 4-1 '» ÏT s < ——T—-zfë)=.y(--^—-———y———.
\ 2 ^7 ^ . TT „ / \ - v r , - }~ sin-F: [s-+- ( a / z+QzK' l

Faisant -s = o, on aura

^(KJv+.K^^^^+^^ZCo) .

Si l'on porte ces expressions de ^^ (K^+K+iK ' ) cl dey^(K, K4-^K')
dans la formule de décomposition, et si l 'on remarque que

2K Y/ .
-Tj=0^

il vient

(8) ^^^Z(o)0(.)-.z(^).

Cette formule permet de retrouver l'expression de O i Y) lp.^ donnée par
M. Biehier, d'après M. Hermile (<); il sufBra de poser avec M. Biehier

7T^̂_^

et de développer la fonction paire Z(^) saivant les cosinus des mul -
tiples de x. On retrouve ainsi le développement que M. Hermite appe l le
Z(^), développement qui n'est valable que dans une certaine bande
du plan. On vérifie aisément que l'on a

. ?K z (S) = ̂ TIr G}1 ( K y z ̂  K -h / K I / )B

Si l'on change, dans la formule (8) qui v ient d'être établie , z en

( 1 ) /oumcd de Mathématiques pures et appliquée^ t. VU, p. 3 et 4; 1862.
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z -4- iK\ on obtient la nouvelle formule
02 f - ^ ^ " ̂ iJ ^2
VJ ̂  _ r/fr.\ïî i f^\ , ^\ / rV^ K V^r^-^==Z(o)H(^)+^(~i)^ K

T-

si n — ( ̂  -f- "2 /? i K/ )

La série qui est mult ipl iée par 0 dans le second membre déf in i t une
fonction U ( — - ) dont le développement en série t r igonométr ique est

\2 K./

ident ique à celui que M. Biehier désigne par V ( x ) (Thèse, p. 22). On
voil que l'on a

7T ,-r / 7Î 5 \ , rr vr- .^w—"^'^^-
L' 'ap[) l icat ion de la même méthode aux fonctions de la forme

11(^)0,^)11^)———^———,

qui cont iennent au numérateur le produit clé trois fonctions 9 diffé-
rentes et au dénominateur la quatr ième fonction 6, fourn i t les dévelop-
pements de ces fonctions tels qu ' i l s sont donnés par M. Biehier (Thèse,
p. 28). Pour ces fonctions, la formule de décompos i t ion en éléments
simples se présente d 'une façon très commode, car la par t ie entière est
n u l l e . C'est ce qui résulte i m m é d i a t e m e n t des formules que j 'ai don-
nées dans un précédent Mémoire (Annales de l'École Normale, 3e série/
t. II, p. 29).

Mais, si l'on suppose que deux des trois fonctions (M) du numéra teu r
deviennent égales, c'est-à-dire si l'on considère l ' une des vingt-quat re
fonct ions de la forme

(^^^)
H. ( z ) ~ 5

la formule de décomposition en éléments simples donne un résultai
d'une forme qui est différente de celle trouvée par M. Biehier.

Soit, en effet,
g.^^^^Hi^).].(,),, —y^——,

celte fonction vérif ie les relations fondamenta les
2J7Î / ̂  .-,, K \

ï\z •+• aK.) = F(s), f(z -+- 2/K/) =: 6-" l i""TV / ' " ^ F(z);
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si donc on pose
^+,^+.K^^ F(^)=/(^

la fonction fÇt) vérifie les relations
27T /?

/ (^+2K)=/ (Q, /(^+^K /)=--^""1^/(0

et admet , dans un parallélogramme élémentaire» le pôle
. y» , K.

^ • = = ^ K / 4 - —
'2

Çjî YJ

avec le résidu —• On a donc

/ (Q=^Ç ]y^^K / -^^.z)+^(^ ,

où gÇt) est une fonction entière vérifiant les mêmes relations que/(^ ).
Revenant à la variable z par la formule

.„, K^=^+rK/+
2

et posant

on a
^(0=G(s),

F^Î^-^X.^K^^^+^+^+GÎ^),

où la fonction entière G(js) vérifie les mêmes relations que F ( z )
_3_rcj/ ..,, ,K\

G - ( ^ + 2 K ) = G ( ^ ) , G Ç ^ + â ^ K ^ ^ ^ K ^""^^G^^).

Comme les deux fonctions entières
©(^)^ (5 ) , H(^H^)

vérifient ces mêmes relations et sont l inéairement indépendantes, la
fonction G(^), d'après un théorème connu, sera de la forme

G(^) =A @{z) Q,(z) 4- B ïHs) ili(^),

A et B étant des constantes qui se déterminent comme i l suit. Dans la
formule trouvée

l̂̂ --̂ ^
Jrl {z ) 'H \ % -£ /
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faisons successivement z == — K et z === ~ i K ' — K; nous a u r o n s les
deux équations

^Y] ., /'.,-, K ...... K \ , .„
o === — —— /.o ^ K' -4- - ? ? K/ — - -h A ̂ ,,,•n' '\ '2 ^ y IT

^Y-J /.,,., K K \ & B ^o = — —— ya [ i K' 4- -, — - 4- -7=. '96'!,Y/ /-^ 2 a / ^

qui donnent A et B. Il suffit d'écrire la série qu i déf ini t

( .„.., x\. . „.,., IY. \y^r+^r-^

pour voir que les termes de cette série sont deux à deux égaux ei de
signes contraires et que, par suite, le coefficient A est nul. Remplaçant
alors A par o et B par la valeur que nous venons de trouver, nous
aurons

^ •M =-^,,,(.K-+ ̂  ,+ ,-K--. K) _ ̂ ,,(.K... K, -K) Hll,.

• qui est la formule de décomposit ion cherchée.
Pour la comparer à la formule de M. Biehier (Thèse, p. 37 et; 3cS),

remplaçons la fonction y^ par son expression

"i" !x ï) - " •

•/,((K'+ -^, 5+ (K'+ ̂  =- ̂ (̂-i)".,.-"'̂  col ̂ (s + a/»-K'),
i — op

( l 'OU

,.(.-K^ ^, - -K) ̂ , ̂ ^_,).,,.-,,.̂ ^̂ ,.

Sobstituant ces séries dans la formule trouvée et remarquant que

^•n'^W^
il vient enfin

( -+• 00

^ ̂  ==V(-•)'^^:^y2"-cot^(.+a/./•K')
(9) '

J .HHiY, ,„ ^^^ (2M-i)7rK' /
[ -^T^^^9 ' langL__^_-.-.
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La formule de M. Biehier (Thèse, p. 38) est

C l O ' ) -^ e^ Hl —T\W(T\— zl21^-)(Iï(2)/,y^.{ i o } ^ ^ — u ^ F^CO) { h

ceÉîe formule est valable dans une cer ta ine bande du p lan . Si l 'on
développe en série trigonométrique la première f o n c t i o n qu i fiû 'ure
dans la formule (9)? c^est-à-dire

2K /_, K ._ K\
-^X2^K / + ^4-^4- ^J,

développement qui se déduit de celui que j'ai donné dans les Annales
de /'École Normale [3e série, t. II, p. 22, formule (8)j, en y remplaçant— , -
a par ^ et x par s + ~, on retrouve la fonction V^Ç'v) de M. Biehier ,

dans laquelle <r= 7—'
Pour comparer les deux seconds termes des deux formules , je re-

marque d'abord que les deux fonctions appelées par M. Biehier F^^r )
et F^^r) sont identiques, et que l'on a

•• '4''00 2«TCj^

F^î(,z,•)=:FC ;2 )(^)=y(—^) / ^r/2 / / 2e K .
— ce'

en supposant toujours ;r = T— • D'autre part , on sai t , et la méthode
2i &\.

des coefficients indéterminés montre immédia tement que l'on a

e(^) ©, (^) = A,oV(-i^^^-'^^Ao F(2) (.z1) ;

si l 'on remplace 6(s) et (^ (s) pa r leurs développements en série
d'exponentielles et si l'on identifie les termes constants des d e u x
membres, on trouve

A^\(~iy^^^FW(o).

Donc
@(^)©i (^ )==F^(o)F^) (^ )

et, pour z == o,
e9^[F^(o)]\ ^5(0):==^ ( 1 ) .

( 1 ) Voir un article de M. Hermitô : Sur quelque^ formules rôUf.tIveK au module cianf>' la
théorie des fonctions elliptiques (J'ourn. de Mcithém. purefî et appliquées, t. IX, p. 4 ; i864)-
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Pais, dans la fo rmule que nous venons de trouver
-f-oo
w—^ a«'?TJ^ '

6 (^) 61 (z) = VW (o) ̂ (— î^q^e"^",
__ 00

remplaçons z par z + ^'K/; nous avons, après r éduc t ion ,

^^ (2^j-_L3 ( - 2 ^ -<- l l T C C . /

m^Hi^^Ft^o)^ - ! )^ / ""» K •
_ oo

Or la série du second membre défini t une fonction que M. Biehier
appel le

/.<I^(^),

comme on le voit en groupant ensemble les termes qui correspondent
à des valeurs de Çîn + i) égales et de signes contraires- Donc

î ï ( ^ )H , (^ )=F(2 ) (o )< l^ ) ( ^ ) ;
comme

F(2)(o)==F ( ,2 )(o)==:v /^î»
on a enfin

îiiiljM'i} - î!!̂
^Oi ' '""" F^^o) '

Et alors la comparaison des seconds termes des deux formules (9)
et (10) d o n n e

Z^(o) = ,^(- ̂ .̂ 'tang^ '̂,
—, eo

ce qu ' i l est aisé de vérifier.
En changeant, dans la formule (9), z en z -+- K, ^ -4- &K'\ -s -+" K + iW,

on en d é d u i t trois au t res formules dont la comparaison avec celles de
la page 38 de la Thèse de M. Biehier donne la défini t ion de la fonct ion
Z^^r), dans tout le plan, à Faide d 'un élément simple y^. A y a n t ainsi
é t ab l i les quatre formules d ' un groupe, suivant l'expression de
M. Biehier, on peut vérifier ou retrouver toutes les autres en se servant
des relations linéaires qu'il y a entre les carrés de trois fonctions 6).
Ainsi la relation

^H^^+'ll^^^/cQ^z)
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donne
H ? ( ^ ) _ , 0^) i , TJ / - \ .w^~ w^'~~ { y 7

et en m u l t i p l i a n t les deux membres par une des trois fonctions,
H,(^), ©(^, 0,^),

on obt ient des relations dont chacune -exprime une des fonctions de
M. Bieliler en fonction d^une autre et d'une partie entière*

5. La méthode de détermination de la partie entière que je viens de
donner et d 'appliquer à quelques exemples est la méthode des coeffi-
cients indéterminés. En voici u n e a u t r e qui permet d'établir la for-
mule de décomposition et de déterminer en même temps la partie en-
tière. Cette méthode est celle qui a été employée par M. Hermite pour
les fonctions de première et seconde espèce.

Soit une fonction uniforme F(^) vérif iant les deux re la t ions

F(^4-2K)=:F( .^ ) , F(^-t- iuK/)^:^ K F ( z )

où m est un entier positif. L 'élément s imple y^(^, ^) envisagé comme
fonction de oc vérifie les deux relations

%w ( ̂  -h 2 K, ^ ) == 7 ,̂ ( x, z )

y^^+a^K^-)^^^^^^) - ̂ (I+^~ î —)^m-(^)
v^1 ^v,^/

^ ^ - , —^—

'~K 2^ & v > ) 9
V --= 1

dans la seconde desquelles les fonctions entières
fy[m.)(^\ ^{m} ( ^\ fr{m) / ,\
00 \^!ï 6l \ ^ / » • • • » À m - l V ^ J

sont définies par les séries
VTr z i l t 'w~^ ̂  mn'K^i

g^ ( z ) == c>'~1^" ^ e^ "̂"" q mn ̂ i ̂ '^,
n. == —• <xs

OÙ ! ! ! ! ! ! ' 1 ' 1 1 .
^==0, i, 2, ..., m—\.^ { l ) . . , , ,

(1) Voir Annales de l'École Norma.lo, 3e série, 1.1, p. i38 et ï47.
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Prenons un parallélogramme des périodes PQRS dont les sommets
o n i pour afïixes

£^ /;o4-2K, £o-h 2K-+- 21K1, /u- r -^ /SY' ,

to désignant une constante; et supposons que, dans ce pa ra l l é logramme,
la fonclion F(^) n'ait que des pôles simples

a, b, ..., /
de résidus

A, B, ..., L;

si nous supposons le point z situé dans ce même para l lé logramme
PQRS, la fonction de x .

%/«.(^?^)

admet , dans PQBS, le seul pôle x == s de résidu 4- t .
Considérons alors la fonction de x

<1>(^) ==F(^ ) /,/,(,r,^;

cette fonction admet, dans PQRS, les pôles

œ '-•=: a, w :=" &», ... ? x :-= l^ ../• =:- ^

avec les résidus

A %//, ( a, ^ ), B %,/,, ( ̂ , 5 ), . . . , 1̂  /,//, ( /, .- ), F ( :• ),

et el le vérifie les deux relations suivantes qu i r é su l t en t i m m é d i a t e m e n i
de celles que vérif ient ' F ( x ) et y^(\r, z " ) ,

<3&(.r -+- aK) =:<ï.ï(.-y),
/ _^ ' " ^ • ^ l *'•

(D(^ 4- ̂ r) == <î>(.r) — TC- F(.z;)(/-"" ' lr"' 4-- i ) ^ • ; m ) ( ^ )

^-^ ^n.ri
77 < •P / /.. » \ ~ ""ÏT" /y(// f) / , \

"-«/" A Ylz/ ; / e À v (. ̂ ' ) 'K

Cela posé, rintégrale
—— f ^ ( x ) d . c ,
Àv-i ^i.nHS•'PQHS

prise sur le contour du parallélogramme, ^st- égale a la somme des
Ann. de l'Éc. Normale, 3e Série. Tome ÏII. — JANVIEB i880. '•>
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résidus
À %/„ (a, ̂ ) + B ̂  (^ ^) +. . . 4- L 7^( /, ^) -4- F (^ ) ;

mais nous pouvons évaluer d i rec tement cette intégrale eo r e m a r q u a n t
que les par t ies de l 'intégrale relatives aux côtés QR et SP o n t u n e
somme nulle, car <I>(^) admet la période ^K, et que les parties de l ' in-
tégrale relatives aux côtés PQ et RS ont pour somme

^/o+SK

—— | [(&(aQ ~ ̂ {x 4- 2 iW)'] dx,
^ ^ i j ^

c/est-à-dire, d'après la seconde des relations auxquel les sa t i s fa i t (l)(^ t)?

/»/n-l-2l</ w.TC.r?'\

^,ç•S,"il(5)J {î+e K ;F(^),te
'0

v=——^"1 /,/o-+-2K VTC^

^"ÏK Z ^^j ^ K F(<•r)^t

V == 1 f{)

Telle est donc la valeur de l'intégrale

—— f <^(^)dx;
^^QHS

cette valeur est de la forme

Ào ̂ n] (Z) + ̂  ̂ /t} (^ + . . . + ?./̂  ̂ ,̂ (G),

où À^, À ^ , . . . , A^^^ désignent des constantes ayant pour valeurs

/ - / » /o4 -2K / y»7l.r/.

^^^J v+^ K /F^)^

( ^ f ) t / "
j ' ^ /o+2K _v'n;.r/'

' Àv:::::" 2'K / e K F(t2't)^»

OU
';=:!, a, . . ., (m — i),

les in tégra t ions é t a n t faites le long du côté PQ du paral lé logramme élé-
menta i re .
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En égalant la va leur que nous venons de t rouver pour l ' intégrale

—— f ^{x)dx
^^RS

à la somme des résidus de <I>(^) dans le paral lélogramme PQRS, nous
avons la formule de décomposition cherchée

F(^) =— A.7^(a, z) — B -/^(b, z) — . . . - L %/„(/, ^) -+- G ( ^ )

avec
G(^) = ?.o ̂ (z) + \ ̂ ^) 4-. . .+ À,,-, ̂  (^),

les coefficients \, À^ . . , , \^ étan t donnés par les intégrales ( i i).
On p e u t ind iquer une signification fort s imple de ces coefficients.
En effet , comme le côté PQ du paral lé logramme ne cont ient a u c u n
pôle de F(^), celle fonclion est, dans une certaine hande du p l an ,
limilée par deux parallèles à ce côté PQ, déve loppable par la formule
de Fourier en une série de la forme

n~^œ ÎL^J
.//<? K ,

^ n7ç^1

F(^)= ̂  Kne K .,

ou

Donc

et

/•» /o -+- 2 K îL7!̂ "

^^TU e~^¥WcU.

Ào=^(Ao-4-A/ / J

^ = Av ( y -==-1, 2, .. ., m — i ).

J'ai supposé, dans ce qui précède, que la fonction V ( x ) n 'a que des
pôles simples; si l ' un des pôles , par exemple le pôle x=a^ était
d'ordre a, le résidu de la fonct ion

<I ) ( , r )==F(^ )7^ (^ ,G) ,

relatif à ce pôle, serait de la forme

A 7 ,̂ (a, .- ) -+- A'D,, j^(a,.;)+... -4- A^ 1 ) !)2"-1 y^ (^ s) ;

d'ai l leurs la détermination de la partie entière GCz) res terai t la même.
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Pour appl iquer cette méthode à un exemple, considérons la f onc t i on

,, . TÏ^)Hi(^I^)-—^—.

qui sat isfai t aux relations
F ( ^ + 2 K ) - = = F ( ^ ) ,

F^^K^^^FC.).

Posons
t =: z 4- iK\

• F ( ^ ) = F , ( ^ ) ;

alors la fonction F , ( ^ ) vérifie les deux relations
T'.fi

F , ( ^ + 2 K . ) = F i ( ^ ) , F ^ ^ + ^ ^ K ^ ^ ^ ' ^ F ^ Z ) ,

Dans un para l lé logramme des périodes PQRS dont le sommet P a pour
aff îxe

^=: 2£K. -h 2£^'K/,

£ et £' é tan t des nombres réels positifs moindres que l ' u n i î é , la fonc-
t i o n F, (Y) admet le pôle

^aK+^K '

avec le résidu
T oe,
^^'

La formule de décomposi t ion est donc ici
û/3

F,(f)=- ^- - ly^aK+at-K' , Q-l--A,,^(/),
</'7 "/1

OÙ "^" 'î
^"(<)= ^ <2 h ^"1"-';

et où la constante Xo a pour valeur

, , ro+sK/ _"^'\
X,=^J ^+e " I F ^ / ) ^ .
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Revenons à la variable z par la formule

^==^-h zK/

et r emarquons que la fonction ^(Q devient
-+. so q̂ ;-
^6- h <7"-,

c'est-à-dire 6, (s); nous aurons

"^^^^--^^(aK+a.K^-^K^+ÀoQ^^

avec
/.S.+2K/ _î^''\

^^.A (i+^ ^F^)^.

^o désignant la valeur t^ — ^'K'. Dans la bande qui cont ient ce point =?„
et qui contient aussi l'origine, la fonction F(^) == ^ ' ^ ^ ^ est dévc-
loppable en une série de la forme

-_- ,^
F ( ^ ) = = ^ A,/. K ,

/; =; — so

et comme, dans cette bande, on a

F(-^)==-F(^

on volt imméd ia t emen t que
A^==—A^/z , A()==O;

donc la valeur de \o se réduit à

7 = 1 •A!
to '7 2

D'après des fo rmules de M. Hermite, dont M. Biehier a donné la dé-
monstrat ion dans sa Thèse (p. i3) , lc coefficient Ai a pour v a l e u r

, 9.1 ^. . A^-^r-
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donc
-) - l
Â O — — - —F->

r\\lq

et la formule de décomposition cherchée devient en f in
ï-I(-s)Hi(s) i ô6/i , - .„., .,,,,, / ^ / ,
(^^^-^^^^^^^^^^'^^^M ^q ^ r\\lf{

Remplaçons la fonction y ^ par son développement en série et rappe-
lons-nous la relat ion

^/^M,
nous aurons

r•l!l^)-^S'i¥iî°••!°l5'K[3+(a"-•>•K'l-^9•(s'•
~~, CO

Le second miembre*devant être une fonclion impaire, comine le pre-
mier, cherchons à mettre celte propriété en évidence. Pour cela, rem-
plaçons, dans le terme général de la série, la fonction

cot-^[z^(2n^-i)lK']

par l'expression iden t ique
i ' K z (ïn—i ]e~"~^cr~~

———^————-————— ^r,
sm^^+^n-î)^]

alors la partie entière disparaît , et il reste

., K^A^ J y ^ ^ —————————— ,
"^ v^oo sin—^+viK')

v désignant un entier impair qui varie de — œ ii 4- co .

(3. La détermination des coefficients Ào, X^ ..., X^_, de la partie
entière peut aussi être obtenue par une voie plus é lémenta i re qui a son
point de départ dans la proposition suivante :
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Soient a un point situé dans le parallélogramme PQRS et

n TC :• i
T"y^n{a, s)—- ^ a^e K ;

39

le développement en série d'exponentielles de la fonction '/jn(a, z) dans la
Ininde du plan qui contient le côté PQ du parallélogramme; on a

<%o •4- cini = o, ci^= a^-=-...-=. a,n. -i == o.

Pour démontrer cette proposit ion, remarquons que , si s est un p o i n t
du côté PQ, on i)

7T_(_0_^)J

i > e h
> 1 ^ 1 .

où la n o t a t i o n \x signifie module cle^. En effet, s é t a n t un point du
côté PQ, on a

ci — z= ssK -î- ae^'K7,

£ et £^ é t an t réels, et € é tant posi t i f et plus peti t que l 'unité. Donc
T:{n—s)f.

2 TC£ / —
se'TcK'

l^'l;

comme £' est positif et moindre que i, l ' inégal i té que nous avions en
vue est démontrée-

Cela posé, on a
r.L
2~K S - „ _ _ : - - — — : ' Q K

o K /., w n i n— l ) _______
" ' "Tl:'^-^^'

li

Prenons dans cette série les termes dans lesquels n est positif et dési-
gnons l e u r somme par P,

'7T< n—z)i
K __ //2rt— 7T/ V"""' ̂  2j 'p—_., \ e K awn(n-i)^_____

~ ^K 2j q ^a-^i
n^î e K — (f1

Puisque
7^|<i,
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on aura
TC^-^/ îlllr-̂  v = ^ „„./- „,/

e———+^> _ i+^e K - i + . V /———Y-;
T C ^ — j j f Ĵ-iL -̂Lf j»,j

^ ^ — r y 2 " i — /y27^ K ^^

donc
. r t = = w M_/77C&/' ."^^l^'0 (W/^^ITl^Â-^^^

p_ 7T^ V /,~"1~m/^--l>.4._ ̂  ^ 6 - K ^/««(«-l)-h2//v.
1 ^ 2K Z 6 / t K Z 7

/ i== l n == 1, '/ s-: 1

Dans ce développement ne figurent que des puissances positives de
T T S /

(rr^ les coefficients a,, a,, ..., a,̂  des tennes en
Tt z i î TC s i ( ̂ Ĵ JiTlii

^~î , ^ K , . . . , '̂" K

sont nuls et celui de e K est
7T<

a//,==^-

Prenons maintenant , dans la série qui défini t y ^ ( a , z ) , les termes
dans lesquels^ est nid ou négatif^ désignons par N leur somme

N- ̂ v^^..^oî!z!^r' "" aK Z e ^ ^E^^ , 7
« = 0 <? h - - - q - ' 1

mais on peut écrire
^ia-z[i • ^(<'Jr—s^ v = w .„.

<'"~l~+g2" _ _ '+^^ K _ _, _ 3 V ,;!21~' „-,...
TCI«—^)Z , —— , TCCa—S^' ' ^ ./ /

/. K ^qïit i ̂ -. ^-2^<? ' »< v^i

Donc.
. " -- flo //m n zi , ; " " -^ =' w . ,, . „ TT = i VTC ̂ /'

^ -_ £1 V e'"1"'^^^^1)- ̂  V <? ^---'>-K- ̂ "Ï- ,/,,,(/,-.l)^2//^
^K ^L K ^ /

n = & ! » " 0, V ss 1

Dans ce développement ne figurent que des puissances négatives ou
nulles de

TC 3 /'
/."T". ^ 1
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le terme indépendant de e^ est
77 i^-.r

Donc enf in , dans le développement de la fonction y,Ja^), qui est
égal à P - { - N , on a

^0 -+" a'm '=-0, Oi r= Oa • = = . . . = a//^ -=. 0.

Ce théorème é tan t é tabl i , reprenons la formule de décomposit ion en
éléments simples

F(^) = — A y^, (a, z ) — B ̂  (6, 5) — . . . — L-/^ (4 s) -4- 0(3) ,
où

G (^) r= ̂ ^^(^ + ̂ l ̂ (^ +. . .+ ̂ -i ̂ , (^).

Développons les deux membres de la formule de décomposit ion par la
série de Fourier. On a

'yT ^
F(^)^ ^A^> K ,

tl^w "Jl̂
%^(^ ^)== > a,̂  K /

^ == -h eo
^ î .13!

X ^ ( ^ > ^î-^ ̂  ^é? K ,
n ===• — oc

• • • . • • . • . . . . . . . . . . . . . ,
»,;• »==-+•(»

-C^ ^ n^zl
^n(l^)=. ̂  Ine K ;

quan t à G(-s), il résulte des développements de
o . ( / / z ) / ^ \ ,.y{m.} t ^\ rr(w) f »\
»0 \ ^ 7 » 6\ ^^h • • • ? ^/M-I (^}

T C 5 <

que les coefficients des puissances o, i , a, . . . , m de ^"^ dans G (-s)
sont

AO» ^4, Àg, ..., ^/n-if ^.o" '

On a donc, en ident i f iant les deux membres de la formule de décorn"
Ann. de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome IIÏ. — FÉVRIER 1886. ' 6
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posilion el se rappe lan t que les coefficients

Cïj, Ct^, . . . , ^m—ïi

Ôj, b^y . . . , C^,_l,

• • ? • • 5 • • • ? • - • * ?

^l» ^2? • * < i l'm—i

sont nuls,

puis
AI == AI, Aa"== ^2; • • • ? -^m-i "̂  ^m-i ,

Ao == — A ao — B ̂ o —. . , „— L IQ + /.o,
A /„ = — A <%//,, — B b^ — . . . — L /^ •+- >.o. ;

(l'où, en ajoutant et tenant compte des relations

^o + <^m ̂  Û, ^o -h 6,», -= 0, . . . , IQ + /,/, =-• 0,.

^ _ A o "~f~ A //;
Âo - ——a"" "

On retrouve ainsi les valeurs précédemment obtenues pour À ( » , A ^
X^-i.


