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SUR LES

FONCTIONS HYPERFUCHSIENNES

PROVENANT

DES SERIES HYPERGEOMETRIQUES DE DEUX VARIABLES,

Psr M. Emie PICARD,

CHARGE DE COURS A LA FACULTE DES SCIENCES.

On sait que les intégrales

h
f whi=t(uw —1)b=t (0 — z2 )1 du,
&

ol g et A désignent deux des quantités o, 1, x et oo, satisfont 2 une
équation linéaire du second ordre E; c’est, aux notations pres, I'équa-
tion qui donne la série hypergéométrique. Dans son célebre Mémoire
sur Uintégration algébrique de cette équation (Journal de Crelle,
t.75), M. Schwarz signale incidemment un cas particulier remarquable:
c’est celui ot les trois expressions

A+by—1, A+by—1, b+ Dby—1

seraient toutes trois égales respectivement & I'inverse d’un nombre
entier positif; dans ce cas, si 'on désigne par o, et w, deux intégrales
de ’équation E, la relation

[OF

)y

donnera pour  une fonction uniforme de z. Ces fonctions, définies
seulement & I'intérieur d’un cercle, rentrent dans la classe de ces fone-
tions uniformes d’'une variable, que M. Poincaré a désignées sous le
nom de fonctions fuchsiennes.
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Envisageons maintenant les intégrales hypergéométriques de deux
variables

h
f wb =t (1 —1)b1 (1 — Y=t (e — y )P du,

g
ol g et h désignent deux des quantités o, 1, , y et .

Ces fonctions de « et y satisfont & un systeme S de trois équations
linéaires aux dérivées partielles, ayant trois solutions communes linéai-
rement indépendantes; ¢’est ce qu'on peut voir dans mon travail sur
une extension aux fonctions de deux variables du probleme de Rie-
mann, relatif aux séries hypergéométriques (Annales de I'Ecole Nor-
male, 1881), et, en se plagant & un autre point de vue, M. Appell a
aussi rencontré ce systeme S d’équations aux dérivées partielles dans
son Mémoire sur les fonctions hypergéométriques de deux variables
(Journal de Mathématiques, 1881).

Désignons par w,, w,, o, trois solutions linéairement indépendan tes
du systeme S et formons les équations

)y

[OF
22— 3, == {.
[N o)y
Je me suis proposé de rechercher les cas analogues & ceux de
M. Schwarz, ot ces deux équations donnent pour a et y des fonctions
uniformes de 5 et ¢. Ces cas sont ceux olt, considérant deux quelconques

des quantités
Ay p, by et b,

soit, par exemple, 2 et b,, la différence
b by —1

est égale & U'inverse d’un nombre entier positif; de plus, si 'on prend
trois quelconques des mémes quantités, soit, par exemple, %, v et b,,
la différence

% —h—p—b
sera égale encore & I'inverse d’un nombre entier positif.
‘ Les fonctions uniformes z et y de z et de ¢, données alors par les
equations

A% Wy

)y ’ wy

-— 3
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ne sont pas définies pour toute valeur de z et de £. On peut choisir o,
w, et oy, de telle sorte que le domaine dans lequel elles sont détermi-
nées soit 'intérieur de I’hypersphere

S =,
en posant :
s= 5 15", =1t <+ it".

Ces fonctions rentrent dans la classe de ces fonctions de deux varia-
bles, que j’ai appelées Ayperfuchsiennes, et dont je me suis occupé dans
différents Mémoires.

Dans la premiere Partie de ce travail, je reprends I'étude des fonctiouns
fuchsiennes qui proviennent de la série hypergéométrique d’une va-
riable, en suivant une marche quis’étendra facilement au cas des séries
hypergéométriques de deux variables; c’est ce qui est développé dans
la seconde Partie.

PREMIERE PARTIE.

1. Avant de nous occuper du cas de deux wvariables, nous allons
nous arréter sur les fonctions fuchsiennes qui naissent des séries hyper-
géométriques d’une variable. Considérons donc les expressions

h
(1) : / wh=t (u — 1) (4 — 2) - du,

s
&

ou g et ~ désignent deux des quantités o, 1, x et o . Elles satisfont &
une équation linéaire du second ordre, qui est bien connue; soient w,
et v, deux intégrales linéairement indépendantes de cette équation, et

v 0] ;e
considérons le rapport =~ que nous désignerons par z. Tragons, dans
2

Fig. r.

le plan de la variable z ( fig. 1), dcux coupures, dont I'une va du point o
au point 1, Pautre du point 1 a I'infini. Si I'on assujettit x & ne pas
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franchir ces coupures, le rapport z ne peut pas prendre Ia méme valeur
en deux points x et ' ou, en d’autres termes, au plan de la variable x,
avec les coupures qui y sont tracées, correspondra d’une maniére uni-
forme, au moyen de la relation

o
wy
une certaine portion du plan sur lequel est représentée la quantité
complexe z.

Je vais donner de ce fait une démonstration qui pourra s’étendre
immédiatement aux fonctions hypergéométriques de deux variables.
Nous ne considérons d’ailleurs que le cas ot %, b, et b, sont réels; de

plus, nous supposons

by>o0, by>0, A>0, b+by+Ai<<2y

ce sont les conditions pour que toutes les intégrales (1) aient un sens.
Aux deux coupures déja tracées (o,1), (1,% ), ajoutons la coupure

Fig. ».

(2, o) ne rencontrant pas les précédentes, et supposons-les tracées sur
le plan d’une variable u (fig. 2); envisageons I'intégrale

U :::/ wb=t(u — 1Yo — )" du ::f dy

1y n

en posant
dy = b= (u — 1)1 (v — 21 du,

ol nous supposerons que le chemin d’intégration ne traverse aucune
des coupures.

Nous devons chercher quelles relations il y a entre les valeurs
de U en des points correspondants situés de part et d’autre d’une
méme coupure; soient d’abord 7 etm’ deux points sur (1, » ): onaura,



SUR LES FONCTIONS HYPERFUCHSIENNES, ETC. 361
en désignant par U’ la valeur de U en 72/,
U/ = Ue+b+bemi (1— e(}.+b1+[)2)2'n:i)/ de
- oty
ou
(1) V! — V elhtb+b,)2mi

en posant

u “ 00
. f de — j ds
wy g

\f

:———l———-—?———.
f def dy

g Ty

On aura de la méme maniere, en considérant la seconde coupure (o0, 1),

.1 “n
U= Ue()n+l)1)27t1'_+_ e(l—i—bi)‘.‘.ﬂz’(e‘zi'r:[/g___ 1) [ dy —+ (I _ eeni(la—/},-’-b,))/ dy
“ry Ly

et, par suile,

(2.) V! = e(A+b)2mi Y -+ 2T (h+b,) (62":”’2 — ])‘

Considérons entin la troisieme coupure (o, =),

0
Ul = Ueremi (e()&-l),)zm_ e?)ﬂtz’)/ dy
iy

1 7]
4+ (e(l-e-/)l-;-bi)zm_ e(‘m-h,)zm) [ de + (1 — e(l+b,+-b,)2wi)/ do <
ey

iy

el, par conséquent,

0 a1
f dv — j dy
7 I

Vie= Vermih o 2 T (gO4b)2E__ gh2TY) o (g(htb+by)ami ezm).)

1 ©
f do — f de
g Uy

(3) V= eV 4 (eewo.-;-/)t)i_ eeqr)\f) 34 (eﬂﬂ()a-b,—*-bz),'__ emt),

ou

en posant

1 w©
f dy— | dv
17 1y

Ann. de U’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome II. — Novemsre 1885. 46
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On remarquera que le numérateur et le dénominateur sont deux
intégrales de U'équation différenticlle hypergéométrique:

Ceci posé, nous allons employer un mode de raisonnement analogue
a celui dont a fait usage M. Poincaré dans les considérations qu’il a
présentées sur les fonctions inverses, auxquelles on est conduit quand
on regarde les coefficients d'une équation linéaire comme fonctions de
ses invariants fondamentaux (Sur les groupes des équations lmeaues,
Acta mathematica, t. 1V, p. 216).

Reprenons la fonction de u

W 1 E
dy — / dv

Ty g

W1 "
dy — dy

i N

On a tracé, dans le plan des z, comme il a été dit, les coupures
(e, 1), (1, 0), (0, ¢); quand « parcourra son plan, sans franchir ces
coupures, V parcourra une certaine région R. Cette région sera ana-
logue aux polygones générateurs des groupes fuchsiens, mais elle
pourra s¢ recouvrir partiellementelle-méme. Elle aura six ¢otés et ses
sommets sont {aciles & obtenir; ce sont, d’une part :

C2UTIND) . p20Th P2 (kb 4-b,) . 2T,
° « s 13 - 3 -+ <
(1), o b -2 1 gaim ‘ | primh
’
et, d’autre part,
(20) 0, y, Ay, sy,

a, étant égal au dernier terme de la ligne précédente, tandis que a,
est le transformé de 1 par la substitution (1), et @, le transformé de
1 + 5 par la substitution (2). On voit que ces sommets etles substitu-
tions (1), (2) et (3) ne dépendent que du rapport 5. La région R v’est
pas entierement déterminée quand on se donne z; on peut en effet
faire varierla forme des cotés (1) et il y a alors des variations corres-
pondantes pour les cotés conjugués (2). Ceci posé, il n’y a plus rien a
changer au raisonnement fait par M. Poincaré (p. 220 et 221 du
Mémoire cité); nous allons le reproduire succinctement.

On peut toujours tracer les coupures; de maniere que les cotés (1)
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aient telle forme (ue l'on veut, et par suite, s’il existe deux fone-
tions V, correspondant & deux valeurs différentes x, et x, de x, et pour
lesquelles le rapport de z, évalué comme nous I'avons indiqué, aurait
la méme valeur, on peut toujours supposer que la région R est la
méme dans I’un et I'autre cas.

Soient donc V, et V, les deux valeurs de V correspondant 3 @, et
2 @,; on montre de suite que ces deux fonctions de u, qui correspon-
dent ala méme région R, doivent étre liées par une relation delaforme

AV, V,+ BV, CV,+D =o,

et, comme ellesont la méme valeur pouru=o0,u =1, =, on en

conclut que
V,=V,;

yar suite on aura nécessairement x, = x,, comme nous voulions I’éta-
i 2

blir.

2. Nous voulons maintenant considérer le cas, signalé par
M. Schwarz, ou I'inversion du quotient de deux intégrales de I'équa-
tion différentielle hypergéométrique conduit 2 une fonction uniforme.
Reprenons donc I'équation du second ordre

{ d?‘./}-

x (2 —1)

(E) ZF‘”%[’h<w~—r)+bztzr+(7-~2)(2J'~I)]

4 (A —1)(by+ bs+ 14 —2)y=o,
a laquelle satisfont les intégrales
i

[ uh=t(u — 1o (v — 2y ~'du (g, h=o0,1,2,»).

e
&

On sait que, dans le voisinage de = o, on peut trouver deux inté-
grales de I’équation E, dontle rapport dans le voisinage de I'origine
peut se mettre sous la forme

b —1 P (Z.),

P(x) étant holomorphe et différent de zéro pour z = o.
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De méme, pour « = 1, on aura

(2 — 16t Q(2)
et enfin, pour x = ©,
1
'+, —1 R (xl)’ en pOSanlv e ? .
Pour que l'inversion se fasse d’une maniere uniforme, il faudra que
les trois nombres
A+=by—1, A4-by—1, b, by—1

solent les inverses de nombres entiers. Soient donec

. 1 . 1 I
Aby—1= —, At+by—1= —, D4+ by—1= —,
m n p

m, n, p étant trois entiers que nous supposons positifs. Nous aurons
done

i I 1 1
b= (14— 4+ = — =),
2\ m - p n

I 1 I 1
m:—0~—+-+—)
2 m p n

Nous voulons d’ailleurs, d’apres ce qui a été dit au n° 1, que
b, > o, by > o, 2> o0, Oy by 4+ 1> 23

les trois premitres conditions sont remplies, quels que soient les en-
tiers positifs m, n, p, et, quant & la derniere, elle revient &

I 1 I

mta Tt p="h
que nous supposerons satisfaite.

Quand 2, b,, b, ont les valeurs écrites ci-dessus, 'inversion du quo-
tient de deux intégrales conduit & une fonction uniforme; c’est ce que
nous allons maintenant établir. Reportons-nous a cet effet aux substi-
tutions fondamentales du groupe, telles que je les ai données récem-
ment (Bulletin des Sciences mathématiques, aout 1885). En désignant
par w, et w, deux solutions convenables de I’équation (E), les deux
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substitutions fondamentales du groupe peuvent s’écrire
( Sl) [,,)“ @, e—-e(b,+).)i7: Wy, G+ (C,—s(l;,-;-)‘mz‘ _— 6—2).1‘17) (')1]’

(Ss) [015 0oy )~ (20T — @2NTY ¢y, 26+ 1)iT (), 7,

. ) . -
St nousposons — = =, nous aurons pour z les substitutions
OF

(o)) e—2(b+1N)iT =

G

t T o (e T e tkimy 5 ’
(o2) , e AbANITZ | (1 g=2,m],

Nous allons montrer que 'on peut trouver un cercle qui est trans-
formé en lai-méme par les substitutions () et (c,). On peut mettre
I’équation d’un cercle sous la forme

(C) Azsy+Bz+Bys,+C=o,

ou A et C sont réels, B et B, étant imaginaires conjuguées ainsi que
zet sz,

En écrivant que ce cercle est transformé en lui-méme par la substi-
tution (5,), on obtient les deux équations

B(1— =27y - By (1 — e2/7) 4= C(e—h™ — 1) (e2h™ — 1) = o,
B (eﬂ("'r"”’”'—— 1) = C(I — e“l/)"m‘)’

et 'on voit que la premicre est une conséquence de la seconde.
Pareillement, la substitution (s,) conduit aux deux équations

B(l —e ,‘zl)‘m') -+ BO(I —_— e~+—2/),‘n:i) -+ :\(I — 8'2":7—“")(] o e?h__,f:i') —=o,
B(e“(h LT 1) — \(I 2/),_,7\::‘)’

(ui se réduisent aussi a la seconde.
On a donc seulement les deux équations de condition

B(eﬂ(l""”m———l) A(l——e%m)
B(ez(l;,-f—).)m — 1) —C (1 . -h‘m)'

(1

Il faut qu’on puisse satisfaire a ces équations en prenant A et C réels.
On voit de suite qu’il en est ainsi, car on peut remplacer la seconde
équation par la suivante

(321:/),1____ I) (em(b +A) i I)
T (2T — 1) (@20 R ) c,
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et 'on s’assure sans peine que le coefficient de C est réel, en remar-
quant qu’il ne change pas quand on change zen — 7.

On aura par suite le cercle ainsi completement déterminé; nous
devons chercher si ce cercle est réel. Il faut pour cela que

BB,—AC > o;
en faisant le calcul, on rameéne immédiatement cette condition & 'iné-

galité .
™) (ezqc)\i — l)(cﬂr[)_,i___ C—-—ﬂ’lt(/),—%).)‘l' ) ( [ — (3271:{'1i ) (I — (.4-2111221') > o.

Le premier membre est une fonction réelle de X%, soit ¢ (%), qui se
discute facilement; laissons 6, et b, fixes, et faisons varier : entre

o el 23— by— by,
. Lo, e . s e . I
cettederniere limite étant inférieured Uunité, puisque b, + b, =1 + P

La fonction ¢(2) s’annule pour A=o0 et pour =2 — b, — b,, ct
elle ne s’annule pas dans lintervalle. Il nous suffira, par suite, d’avoir
son signe pour une valeur intermédiaire. Or on a

oL 1—~—by <2 —bi—by;

nous pouvons done substituer A =1-— b, et 'on voit que pour cetle
valeur l'inégalité (2) est vérifiée.

1l existe donc un cercle réel C, que les substitutions (s,) et (s,) trans-
Jorment en lui-méme, el ce cercle est donné par les relations (1).

3. Reprenons maintenant I'intégrale

n
f W=t (g — 1)t (1 — 2 )1 du,
"y
o, b, et b, ont les valeurs indiquées. Cette intégrale sera une inté-
grale abélienne correspondant a la relation algébrique entre ¢ et
o = ub=t (u— 1)t (u— )0

Elle sera d’ailleurs de premiere espece, puisqu’elle reste finie pour
toute valeur de u. Les périodes de cette intégrale peuvent s’exprimer
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a l'aide de o, et w,, considérées au paragraphe précédent; elles se
partageront en couples de la forme
hwy, Ko,

ol les £ sont des constantes, ¢’est-a-dire des quantités indépendantes
de x. On sait, d’apres Riemann, qu’en désignant par

Ql’ QZ; ] 92[)
les périodes 2p d’une intégrale abélienne de premiere espece et posant

-Q/.-_——" a; —+ b/,..l',
on a

}:C[}Av(ﬂljbk——- a/.;bi) <O,,
ou les ¢ sont des entiers. Cette proposition, appliquée au cas actuel,
’ . w . .
nous montre qu’en écrivant, comme plus haut, = =z, on aura l'iné-
galité )
255+ P54+ Posy+y <o,
ol z et y sontréels, £ et §, étant imaginaires conjugués.

Il est évident d’ailleurs que cette inégalité ne doit pas changer,
quand on effectue sur v,, », une substitution quelconque du groupe
(5,), (s2); parsuite le cercle

2550+ B5s+ Posg+y=0
doit se confondre avec le cercle trouvé plus haut
Q) Azz)+Bs+Bys,+-C=o,

¢t nous arrivons, par suite, a cette conclusion : v, el o, étant les deux
solutions de I'équation linéaire hypergéométrique (E), que nous avons
considérées précédemment, si I'on pose

)1

a—q =3,
le point = reste toujours, quand « varie, du méme coté du cercle C,
c¢’est-a-dire soit & 'intérieur, soit & 'extérieur. On peut d’ailleurs tou-
jours supposer qu’il s’agit de 'intérieur du cercle, car une substitution
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linéaire faite sur z permet toujours de passer de I’extérieur d’un cercle
a l'intérieur.

4. Ceci posé, nous pouvons aborder 'inversion de la relation

[N

g

et montrer que cette équation donne pour z une fonction uniforme
de z. Tragons dans le plan des  les deux coupures (0,1) et (1,0 ). Il a
été montré (n°1) que, quand = déerit son plan sans traverser les cou-
pures, le rapport = décrit dans son plan un polygone correspondant,
et ce polygone ne se recouvre pas lui-méme. Ce polygone P a quatre
cotés, el, en disposant convenablement des coupures (o, 1) et (1, o),
on peut évidemment supposer que ce polygone est convexe. Soient o,
8, P’ et v les sommets de ce quadrilatere; les cotés «f et o3’ sont con-
jugués, ainsi que les deux cotés Py et f'y; ces couples de cotés corres-
pondent aux deux bords de I'uneet 'autre coupure. On peut prendre
pour les deux substitutions fondamentales la substitution qui trans-
forme «f’ en «f et celle qui transforme @ en yf; désignons ces deux
substitutions par X, et X,. La substitution =, équivaut & une rotation
de a autour du point zéro; le multiplicateur de cette substitution est
27
donc égal a e , c’est-h-dire & ¢ ™. Done, si nous effectuons m fois
de suite la substitution X, le polygone P se transformeraen P, P,, ...,
P, et le polygone P,_, se confondra avec le polygone P; d’aillears
ces polygones n’auront que des cotés communs, mais ils n’auront pas
d’aire commune; il en sera de méme pour la substitution =,, dont le

271

Ui (It 1)

2

multiplicateur est égal & ™'+ gu ¢’ et qui donnera les poly-
gones Qy, Qu, .oy Qpeys

Nous venons d’étudier la disposition des polygones autour des
points o et 7; examinons maintenant les sommets § et . La substitu-
tion ,, qui transforme 78" en yf, transforme P en Q,; puis, en effectuant
sur Q, la substitution ;" qui transforme «f en «f, nous transformons
le polygone Q, en un nouveau polygone P, et la substitution résul-
tant de ces deux substitutions, qui équivaut manifestement 2 une rota-
tion de « autour du point 1, laisse le sommet £ invariable et son mul-
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27wi

tiplicateur est e**%=9*% gy ¢ * . On aura donc ainsi autour du sommel
un ensemble de 7 couples de polygones, tels que P et Q,, et ces poly-
gones n’empiéteront pas les uns sur les autres. Il en sera de méme au-
tour du sommet 8. Le cercle C est donc couvert ainsi par un réseau de
polygones : on le voit en employant le raisonnement de M. Poincaré,
etil en résulte alors immédiatement que ’équation

donne pour @ une fonction uniforme de =, définie seulement a I'inté-
rieur du cercle C.

SECONDE PARTIE.

1. Nous allons maintenant nous occuper des fonctions hyperfuch-
siennes auxquelles on est conduit par la considération de certaines
onctions géomélrique ux variables. On sait que 'inté-
fonctions hypergéométriques de deux variables. O t que ling

grale /
4

f W= (u— 1) (14— ) (0 — y )t du,

ot g et A désignent deux des quantités o, 1, x, y et ® satisfait & un
systeme S de trois équations linéaires aux dérivées partielles, ayant
trois solutions communes linéairement indépendantes [voir mon Me-
moire sur les séries hypergéométriques de deux vartables (Annales de I’ Ecole
Normale, 1881)]. Nous nous bornons d’ailleurs a considérer le cas o
%, b,, b, et by sont réels et satisfaisant aux conditions

by> o, by> o, B> o, ’>o, by by-t- 0 + . < 35

ce sont les conditions pour que toutes les intégrales précédentes aient
un sens.
Envisageons I'intégrale

un
U —:_f w1 (1t — )0 (o — 2 )= (1 — y Y=t du
o

et tracons dans le plan de la variable u (fig. 3) les coupures (= ,1),
Ann. de U'Ec. Normale. 3° Série. Tome 1. — NoveMBrE 1885. 4’17
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(1,0), puis (o, ) et (x, y) et nous supposerons que le chemin d’in(é-
gration ne traverse aucune coupure.

Fig. 3. :

\/f

m\\

._/\(

Uqy

Nous allons d’abord chercher quelles relations il y a entre les valeurs
de U en des points correspondants situés de part et d’autre d’'une méme
coupure; ¢’est une étude toute semblable & celle que nous avons faite
au n° 1. Soient d’abord m et m’ deux points sur la coupure (»,1); on
aura, en désignant par U’ la valear de U en »,

U= U eO+bybotb)2mi g (1 Ol 40 )"m)/ dy.

gy

en éerivant, pour abréger,

dy = ubr=! (1 — 1) (w0 — 2 )Pt (10— y )t
et .

( 1 ) V/-_-:Ve('/.+l;1+/;_.+p.)27ci,

en posant

\/ () 1y

0
On aura de la méme maniere, en considérant la seconde coupure (1,0
v 1

[/ === U elhut-b,)2mi + e(h+ptb,) ’m(e'zzr/“__ ,)/ dp - “ e Q2T (Dot hibely b )) /

uy <y

et Pon aura pour V la substitution
(2) V! = e+p+bemi 4 2T (Wt (Lb,) (cmib, —1).
Considérons ensuite la coupure (o, 2); elle conduit & la substitution

g) Vi e‘lm()-pp)\/ -+ (ez'mlm Wby 2 270 (It p))‘ -+ ((,2mu+u, 0 +0,) e'_"-:u I-(L)I)
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ou
0

i
fdv—[ de
"“1

~— i)
S=

s
f a’w——/ di

iy

ces résultats sont entierement semblables & ceux du n° 1 du Chap. 1.

Il nous reste a calculer la substitution correspondantla coupure (x, ¥).
On aura

x 0
U/ — Uemin 4 ezm‘).([ _ eﬂm‘p.)f dy -4 2™ O+p) (1 — ewiby) [ dy
y

“uy

3! %
4 T pb,) (r — exmib, )/ ds + (@2 Ottt +6,) _)j de = o,
1ty iy

et il en résultera pour V une substitution (4), que je n’écris pas pour
abréger, mais dontles coefficients seront manifestement des polynomes
du premier degré en z et en ¢, en posant

X -
/ do — / do
. uy iy
a l a0

dv———/ dy
Jue i
On remarque que, dans z et ¢, le dénominateur commun et les deux
numérateurs sont trois intégrales linéairement indépendantes du sys-
teme S d’équations linéaires, dont j’ai parlé au début.
Il importe de ne pas oublier comment sont évaluées les intégrales

Fig. 4.

définies qui figurent dans = et dans z; on peut dire qu’elles sont éva-
luées le long de chemins se succédant autour du point u, (fig. 4) dans
Uordre

Uy, u(l:V’ Uy 0. Uyi, Uy 0.
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2. Nous pouvons maintenant établir une proposition analogue a
celle que nous avons démontrée, au début de la premiere Partie. Il
n’est pas possible, les intégrales étant évaluées comme il vient d’étre
indiqué, que I'on ait, pour deux systemes différents de valeurs de
el y, les mémes valeurs pour z et pour 2. Ce théoreme se démontrera
absolument comme celui qui est relatif au cas d’une variable, en mon-

trant que la fonction de u
i 0
/ (lu~—/ dy
Y vy

\T —

1 o
/ dy —f dy
ey

uq

doit avoir la méme valear dans les deux cas, d’olt 'on conclut I'iden-
tité des valeurs de x et y.

3. Nous voulons maintenant étudier les cas ol I'inversion des quo-
tients de trois intégrales linéairement indépendantes du -systeme S
conduit & des fonctions uniformes de deux variables indépendantes;
ces cas seront les analogues de ceux de M. Schwarz, que nous avons
étudiés dans la premiere Partic. En se reportant au Mémoire déja cité
(Annales de ' Ecole Normale, 1881), on voit que, dans le voisinage de
x =0, y=uao (« élant une valeur quelconque différente de o, 1, =),
le systeme admet trois intégrales de la forme

Pz, y), Py(z,y), abt0=tPy(zy),

P,, P, et P, étant holomorphes dans le voisinage de x = o, y = «. Pa-
reillement, dans le voisinage de @ =1, ¥ == «, nous aurons trois inté-
grales »
Qi(z,y), Qulz,y), (z—1)¢+m1Qy(, y).
Dans le voisinage de @ =y = «, « étant toujours différent de o, 1,
», on a trois intégrales de‘la forme

Al(t’l/’:(y); Az(xh}/): (x-—)’)7'*"‘”11\3(-1’;‘7')-

. 1
Pareillement, pour = — =, on aura

2R (2, ), 2 Ry(2, ), xls—-).—u~l),—b2R3(xl,y)_
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[l suit de la tout d’abord qu’il est nécessaire, pour I'inversion uni-
forme des quotients de deux de ces intégrales a la troisieme, que

H"i"bl—“l, [J-"'l‘bg_l, )n-}"{J.-‘I et 2_7.““1)]—'—{)2

soient égaux a 'inverse d'un nombre entier positif; mais nous avons
encore des formes toutes semblables pour les déterminations des inté-
grales dans le voisinage de x =« et de y =0, 1 et % ; nous en con-
cluons que

A+b —1, h+by—1, 2—p—>b—b,

doivent étre aussi égaux al’inverse d’un nombre entier positif.

4. Nous supposerons donc que X, b,, b, el p., satisfaisant d’ailleurs
aux inégalités

by, > o, by >o, >0, 1> o, Oy by p. 41 <3,

satisfassent de plus aux conditions précédentes.

Pour suivre la méme marche que dans le cas d'une variable, nous
aurions besoin d’avoir les substitutions fondamentales du groupe relatif
au systeme S. Nous n’allons pas avoir besoin, toutefois, de calculer
toutes ces substitutions fondamentales; laissant d’abord y constant,
on a, en faisant tourner « autour des points o, 1, y, trois substitutions.
Si I'on prend trois intégrales convenables o,, vy, vy, j’ai donné (Bul-
letin des Sciences mathématiques, aolit 1885) ces trois substitutions fon-
damentales que je rappelleraiici :

" — =20k i
S W) = e 20T gy

(El) ’1’1«_7 =, (e~-2().+p‘)'n:i — c——-'zy.m‘),‘)“
( 0y == 043
0] = oy~ (e LHIT — 20T ¢y,
(%)) ol = eXbFIT gy,

= (1 — ¥ ™) 6y + g
et, enfin,

m';' = 0y, (6,2(/1=+IJ,)TH'___ eﬁp‘"")(,)z-i— (ea(bl+bn+p,)fri — ee(lzl—ky.)'xi) AT
(}:3) G)’;’ — (I -+ e2(bp)mi__ e-zy.'n:i) 0y~ (ee(l;,+b2+y.)7ri —_ eﬁ(l:‘-a-y.)fr,.)m:“

05”31 — Tl ( e 1) 0y -+ eﬂ'np,i(,)z.
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En laissant de méme x constant et faisant tourner y autour des
points &, o, 1, on aurait trois autres substitutions; la premiere n’est
autre que la substitution X,. Désignons les deux autres par X, et Z;;
clles sont de forme analogue aux trois premieres et peuvent s’obtenir
de la méme maniere. Je ne les écris pas, car elles nec me seront pas
utiles dans ce qui va suivre.

Continuant & suivre la méme marche que dans la premiére Partie,
nous devons mountrer qu'il existe une forme quadratique ternaire 2
indéterminées conjuguées u, ¢, w, que laissent invariable les substitu-
tions du groupe G; soit

Awg+ Alog+ Ao+ B uey+ BY wy 0 4+ Bluw, -+ By wow + B owy -+ Booysw

une telle forme; A, A’ et A” sont réels et les autres coefficients B,
By, ... sont deux & deux conjugués.

Nous avons pu calculer les coeflicients pour le cas de deux variables;
ici, le calcul complet serait bien plus laborieux, quoique évidemment
de méme nature. Nous le simplifierons en démontrant d’abord indirec-
tement 'existence d’une telle forme. Considérons, i cet effet, I'inté-
grale, déja étudiée au n° 1,

i
f wh= (=~ 1) (1 — ) (a— ) da,
i
olt &, by, b, et p sont des nombres commensurables satisfaisant aux
conditions indiquées.
On peut considérer cette intégrale comme une intégrale abélienne,
correspondant & la relation algébrique entre ¢ et u,

o= = — 1)l (1 — 2 ) (0 — y )Pl

Elle sera d’ailleurs de premiere espece, car elle reste finie pour toute
valeur-de u. Les périodes de cette intégrale peuvent s’exprimer avec
trois solutions linéairement indépendantes du systeme; soient, par
exemple, les trois solutions, o,, w,, w,.

Les intégrales pourront se grouper, trois par trois, en expression de
la forme '

Cody, Oy, O3,
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ol les z sont des constantes, ¢’est-h-dire des quantités indépendantes
de x et y. En écrivant, comme au n°3 de la premibre Partie, que

2eylaibp— arb) <o,
on trouve une inégalité de la forme
S0, 03, 0y, f, w3, w) < o,

le premier membre de cette inégalité étant une forme quadratique ter-
naire & indéterminées conjuguées, oll o}, v, et w) représentent les
conjuguéesde w,, v, et wy. Les coefficients de cette forme ne dépendent
ni de x ni de y.

Si I’on fait varier « et y, I'inégalité précédente ne cessera évidem-
ment pas d’étre vérifiée, et, par suite, elle sera transformée en elle-
méme, quand on effectuerasurw,, v, et v, une substitution quelconque
du groupe G. On en conclut, en posant

= —_ =,

1) (O

s
[OF) [OFY
qu’il existe une certaine surface S,
(8) Awwg+ Alvog—+ A"+ Buvy+ Biuye + Bu +Buy+ Be+ B¢, = o,

que transforment en elle-méme les substitutions du groupe G. Cetle
conclusion se trouve établie pour les valeurs de %, u, b, et b, ayant
la forme indiquée; mais, ces valeurs étant en nombre quadruplement
infini, il est évident que la conclusion subsiste pour toute valeur de %, ¢,
b, et b,.

Le calcul complet de la forme £ se trouve alors biensimplifié, quand
on admet I’existence de la forme. Nous écrirons la forme comme il suit

A o) 4+ Aw )+ A o0) + B'w; o)

4+ Bl wlo, 4+ B'oyw]+Bjolw; + Boyo) +Bio)ns;
la substitution (2,) nous donne d’abord

B (e:?(l-f-p,)ﬁi__ N=A(1 — e-z).m‘)’
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~
=
5

B/(e~_(g+l)m_ﬁ 1)+ B (e“i'l’-”‘e‘ AT 1) == 0;

la substitution (=,) donne ensuite, en prenant le coefficient de v, o],

4\”(1 —_ 621‘11:[1) - BI (62“(":"'!")“"—-— eﬂnpj) - B (e‘z(,//,»HJA)'rri_w [) =o,

d’oli 'on conclut i
(I _— e‘z'n:i(p.+b,+/\))

A=D1

[ — eemi(prr)

Nous avons donc déja les trois relations

B = A’ | — e2hmi B =B 1 — 2T A —B (1— eﬂﬁi(}.»l»[J.«i—bl))
= -5 = P =

" e20p) T [ Zz().—;—u)m__ !

[ — 2TEO+p)

Nous aurons, d’autre part, en comparant les coefficients de v, ],
apres avoir fait la substitution (2,),

A (6—2’/»,+}1.)1':i_ e—?pﬂri) + B’ (e-—'z(b,-;-[,:.)'rci___ I) -+ B'(I — e——ﬂz"n:p.) =o0;

puis, en comparant les coefficients », o), aprés avoir fait la substitu-
tion (3,),

(=2 (0 0, PN . p—2(0 L) T
A(C 10, e 11| )

-+ B//(6—2(/)1--6-()2—}‘(1.)1'”__ e---2(1;1+p4}1'ri) -+ B’ (e——‘.’.inp.__ I) - 0.
Des cinq relations précédentes, on tire, en faisant A =1,

e2b+b,) Ty

W e
B'= [ — 2 b by’
BI e".‘/»,’ﬁi —1

T — 2O b i’
97 ;
C"“‘"‘"V‘)"’ —
A".‘_—'_ " 0
[ — (4,2/‘7:[
2 Dt fl) T
n € I
B=DB —u—
[ — 2T
s 2T el )i
Ar=pL1"¢ Pt

I — e2miOHp)

ces valeurs seront bien déterminées, si aucun des dénominateurs ne
s’annule; nous faisons donc les hypotheses, auxquelles nous serons,
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d’ailleurs, condunit de nouveau dans un instant,

<A+ p<<o2
et
<O+ b+ < 2,

en excluant les cas limites ot 'une ou 'autre de ces inégalités se trans-
formerait en une égalité; il faudrait dans ces cas donner aux coef-
ficients une forme différente.

5. Il estimportant d’étre assuré que la forme fest indéfinie; car, dans
le cas contraire, la surface (S) serait imaginaire et n’offrirait aucun
intérét. La forme fpeut s’écrire

(3 + Byws+ Bjo;) (0} + B 0+ B'w)) + a,wl (A'— B"Bj)
+ w305 (A"—B/'B})+ 0: 0 (B — B B') + 0w, (B, — B"Bj).

Remarquons d’abord que le discriminant de cette forme ne peut
étre nul; si, en effet, ce discriminant était nul, on pourrait, par une
substitution linéaire, réduire la forme ternaire en une forme binaire

F(G,V, U, V,),

et eette forme se transformerait en elle-méme par toute substitution du
groupe. Il faudrait donc que ces substitutions transformassent Uet V
en des expressions linéaires et homogenes de U et V, et que, par suite,
le systeme S ne fit pas irréductible. Or ce systeme est certainement
irréductible, pour toutes les valeurs de %, 1, b, et b,, comprises entre
z€ro et un, et satisfaisant aux inégalités

A+b>1, B+ bi>1, A+ >,
A+ by>1, B+ by>1, by b+ p <3,
Pt by by << 2, Ad=by+ by< 2,

qui sont vérifiées pour les valeurs de 2, 12, b, et b,, que nous avons 4
considérer. Cela posé, la forme fsera certainement indéfinie, sile dis-
eriminant de la forme binaire en v, et w;, qui suit le premier terme

(o, By w,+ By ws) (0! +B el + B'w)),

est positif. Or ce discriminant ne peutjamais s’annuler pour les valeurs
Ann. de Ec. Normale. 3¢ Série, Tome I1. — Novemsre 1885. 48
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de %, p, b, et b, satisfaisant aux inégalités précédentes, car le discri-
minant de f'serait alors nul, ce que nous venons de voir étre impossible.
Il sera donc suffisant de considérer un cas particulier; or, si b, et b,

satisfont & la condition
b] -+ bg =1I,

on a B”= o, A’ = o, et le discriminant se réduit & BB, et est, par suite,
positif.
Une derniére question est & poser, relativement a l'inégalité

F(015 My 0y 07, (’)37 wy) <o,

oli, comme nous venons de le voir, / est une forme indcfinie, dont le
discriminant n’est pas nul. Par une substitution linéaire cifectuée sur
0y, Wy, oy, cette inégalité pourrait prendre 'une ou Uautre forme

UU,+VV,—WW, <o

ou bien
UU,—VV,—WW,<<o,

et ces deux formes d’inégalité sont bien distinctes. Je dis que c’est la
premitre forme que nous allons rencontrer ici; on doit, en effet, ren-
contrer toujours la méme forme d’inégalité pour toutes les valeurs de
%yt by et b, satisfaisant aux inégalités écrites plus haut, car le passage
d’une forme a Pautre correspondrait nécessairement a une forme de
discriminant nul.

Nous pouvons donc considérer encore ici un cas particulier. Pre-
nons des valeurs commensurables, pour lesquelles on ait

A+ = by >0,
inégalité qui est incompatible avec les précédentes ; désignons toujours
par

. .
Iy, Oay g, WY, 05, ©))

le polynome, dont j"ai (n° 5) caleulé les coefficients, et qui est, d’aprés
ce que nous venons de voir, réductible & la forme UU, +VV, — WW,.
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Il s’agit de savoir si I'on a I'inégalité
JS>o0
ou I'inégalité
f<<o.

Or faisons tendre z et y vers zéro. On voit, avec ’hypothese faite

L+ by >0,
que, pour & =0, y = o,
W, = 0, s = O,
o, étant différent de zéro.
Le premier membre se réduit alors & A”w,0); or on a

2T+ PA-b) g 2T,

A= —

[ cil.ﬁt

— 1

| —— o2 ihrpme’

etil est facilede voir que, » + p. -+ b, étant supérieur a deux,ona A"< o.
L’inégalité doit done avoir la forme

S<o,
¢'est-a-dire
UU,+VV,—WW, <o.

6. Nous sommes donc arrivé a la conclusion suivante : on peut
trouver trois intégrales »,, v,, v,, linéairement indépendantes (et nous
avons appris a les former), pour lesquelles on a, en posant

(O
— =,
0y
[OF)
— =y,
W3

*inéaalité
"inégalité
(Sy Awug+A'vo,+ A"+ B uvy+ By uyv+ B u + B, uy-+ Be + B, o, < o.

les coefficients ayant les valeurs données au n° 5.
En effectuant sur (u,¢) une substitution linéaire (fractionnaire)
convenable, on ramene cette inégalité & la forme

(3 UT, - VV, < WW,,
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a chaque point (u,¢) du domaine (S) correspond un point du do-
maine (=) et réciproquement. Ceci posé, tracons, comme nous I’avons
fait au n° 1, deuxcoupures (1, ) et (1, 0), et évaluons, comme il a été
dit, les intégrales qui servent a former v,, v, et w;; 2 ety prenant,
dans ces conditions, toutes les valeurs possibles, les valeurs corres-
pondantes de u et v, et, par suite, de U et V vont former un certain
domaine, et ce continuum ne se recouvrira pas lui-méme, d’apres ce
que nous avons établi au n°® 2, puisque, pour deux systemes de valeurs
de x et y, on ne peut pas avoir les mémes valeurs de u et ¢.

Désignons ce domaine fondamental par D; quand on fera

x :}/

(cette valeur commune étant arbitraire, mais distincte de o, 1, %), on
obtiendra une aréte. De méme nous aurons six autres arétes corres-
pondant respectivement a

r =0, Yy =0,
r=1I, y=r,
2 =, y=w

Mais ce ne seront pas les seules arétes du domaine D. Ktudions en
effet le cas ou o ety tendraient simultanément vers zéro; pour cela,
remarquons qu’on peut substituer aux intégrales dont nous sommes
partis les intégrales

. 1\ a1 2\ A1
/u":“‘ (u — —) : (e — 1)1 <u — Z—) du
. X X

. . . 1 ’ 3
prises entre les limites o, 1, ~, %/, », quand on veut étudier seulement
les rapports de ces intégrales. Nous avons donc & considérer un nou-
N ) . . 1 .
veau systeme S, ol les variables sont maintenant — et %’, faisant la

méme remarque qu’au n° 3, nous supposerons donc que
by by—1 et 2 — p—A— by

sont égaux i I'inverse d’'un nombre entier positif, et aux valeurs arbi-
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traires du rapport£, quand « et y tendent vers zéro, correspond une
N A

aréte du domaine D. Des considérations analogues sont applicables au
cas ot I'on aurait simultanément soit

X =Y =1,

s0it
x:y:co.

et nous arrivons donc, relativementa X, p., b, et b,, i la conclusion sui-
vante; si 'on prend deux quelconques des quatre nombres

'}w F*’ bh bz;
soit, par exemple, X et &,, la somme
b, —1

est I'inverse d’un entier positif. On obtient ainsisix équations de con-
dition. De méme, en prenant trois quelconques des mémes quantités,
soit, pour fixer lesidées, %, b, et b,, la différence

5 —\— by — by

est encore égale a I'inverse d’un nombre entier, ce qui nous donnera
quatre nouvelles équations.

7. Nous allons voir maintenant qu’en supposant remplies toutes les
conditions indiquées, les deux équations

fl
&

o~

g < ga

donnent pour z et y des fonctions uniformes de = et 2.

Considérons en effet le polyédre fondamental D qui vient d’étre
~défini. Ce domaine est limité par certaines faces, formant un espace &
trois dimensions, et 'intersection de deux faces sera une aréte, n’ayant
que deux dimensions. Or il est facile de voir que, en effectuant les
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substitutions du groupe du systeme S, chaque aréte appartiendra & un
nombre limité de polyedres, n’ayant d’autres parties communes que
des faces. Prenons, par exemple, I'aréte correspondant & x = o, y re-
cevant une valeur arbitraire; il existe une certaine substitution trans-
formant cette aréle en elle-méme, et cette substitution transformera
en Pautre face une des faces passant par cette aréte. Les variables
étant convenablement choisies, la substitution aura la forme

X=X

?
20T
Y=er Y.

p élant un entier positif, et cette substitution effectuée p fois de suite
donnera p polyedres, n’ayant en commun aucun continuum a trois di-
mensions. Pour d’autres arétes, le raisonnement pourra étre un peu
moins simple; ainsi nous aurons pour # =1, y étant arbitraire, deux
arétes, suivant que « arrivera vers un d’un c6té ou de P'autre des cou-
pures. Ces deux aréles se correspondent par la substitution dont nous
venons de parler, et nous aurons alors &4 faire un raisonnement tout
semblable & celui qui a été fait au n° 4 de la premiere Partie. Dans
tous les cas, autour de toules les arétes ne se trouvera disposé qu’'un
riombre limité de polyedres, n’ayant en commun aucun continuum 2
quatre dimensions.

Ces résultats admis, on pourra se servir des raisonnements employés
par M. Poincaré dans sa théorie des groupes fuchsiens; ¢’est ce que j’ai
déja indiqué dans mon Mémoire sur les groupes hyperabéliens (Journal
de Mathematiques, 1885); on montre ainsi que I’hypersphere se trouve
remplie par le réseau précédent des polyedres, qui ne se recouvrent
jamais eux-mémes. Il suit bien évidemment de la que les équations

donmnent pour x el y des fonctions uniformes de z et .

8. Les conditions imposées aux quatre nombres ), p., b, et b, sont,
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comme nous I’avons vu, aunombre de diz. Je ne m’arréterai pas i re-
chercher toutes les valeurs possibles, dont le nombhre est probable-
ment assez limité, je veux seulement m’arréter, en terminant, sur deux
cas particuliers : I'un deux est fourni par

h=b,=by=p=

who

pour lesquels les dix conditions sont bien vérifiées. J'ai ¢tudié autre-
fois, par une méthode spéciale, ce cas particulier, comme on peut le
voir dans le tome I des Acta mathematica (Sur des fonctions de deux
variables analogues aux fonctions modulaires). Dans ce cas, toutes les

quantités analogues a
02—k —p—0b

sont nulles. Done, par conséquent, pour x = o, y = o, ou plus com-
. ¥ v . . ,
modément pour ~ ==, QE étant arbitraire, les développements con-

tiendront un terme en loga, et par suite on aura un point correspon-
dant situé nécessairement sur la surface méme de 'hypersphére. Le
polyedre correspondant aura donc des sommets situés sur la surface

de I'hypersphéere limite
. S5yl =1.

Prenons maintenant un autre exemple, qui va nous offrir des cir-
constances différentes. Soit

3

h=b = by==p=3%.
On a . ‘
b+ by,—i1=1

5

et toutes les combinaisons analogues, puisque les nombres sont
égaux. ’
Pareillement

2—k— b+ by=1%;
par conséquent aucun des développements & employer ne contiendra
de logarithmes, et nous pouvouns par suite en conclure que la surface
du polyedre fondamental D n’aura aucun point commun avec la sur-
face de I'hypersphere. '
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Ce cas particulier est intéressant, comme donnant précisément un
exemple dans lequel le domaine fondamental est tout entier & I'inté-
rieur de 'hypersphere limite. Dans la classe trés étendue de groupes
hyperfuchsiens, ol nous avait conduit la considération des formes
quadratiques ternaires & indéterminées conjuguées (Acta mathematica,
. V), les polyedres fondamentaux avaient toujours un certain nombre
de sommets sur I’hypersphére.




