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SUR LES

QUADRATURES ALGEBRIQUES

LOGARITHMIQUES,

Par M. L. RAFFY,

MAITRE DE CONFERENCES A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS.

Certaines différenticlles algébriques s’integrent algébriquement;
d’autres s'integrent par un seul logarithme. Ce sont i deux cas im-
portants de réduction des intégrales abéliennes.

Liouville a completement résolu le probleme de I'intégration algé-
brique. Dans ses premieres recherches ('), il le rameéned cetautre : Etant
donndée une équation diférentielle linc¢aire d’ordre quelconque, qui a pour
coefficients et pour second membre des polynémes entiers, reconndailre si
elle admet pour intégrale particulicre une fonction rationnelle. Mais ¢'est
Ia encore une question délicate, et Poisson conservait des doutes (?)
sur Uefficacité des principes qui permettaient de la (raiter dans les cas
les plus simples. Liouville reprit le probleme et le réduisit & recon-
nailre si une équation linéaire admet pour intégrale particuliere un
polynéme entier. Ainsi simplifié, le probleme ne dépend plus que de la
résolution d’un systeme d’équations du premier degré.

Ces résultats ont été publiés (*) sans démonstration et paraissent

(V) Sur le determination des intcgrales dont la valeur est algebrique, deux Mémoires
(Journal de U Ecole Polytechnique, XXII® Cahier ; Mcimoires des Savants ctrangers, 1. V).
(2) Rapport sur les précédents Mémoires (Journal de Crelle, 1. X).
(3) Nouvelles recherches sur la détermination des intégrades dont le valeur est alge-
brique (Comptes rendus, t. 1; Journal de Liouville, t. 11).
Ann. de I'Ee. Norm. 3¢ Série. Tome [I. — Jury 1885. 2/



186 L. RATFY.

avoir échappé & quelques auteurs. Je commence par les établir; puis,
par des considérations analogues a celles qui y conduisent, je moutre
que, pour savoir si une différentielle algébrique donnée s’intégre par un
seul logarithme, il suffit de connaitre un certain entier. On n’a plus alors
qu’a résoudre un systeme d’équations du premier degré. En terminant,
j"applique ce théoreme & une intégration qui a occupé Abel (') et, plus
récemment, MM. Tchebichef (*) et Zolotareff (*).

L.

1. Considérons une équation algébrique irréductible
Fla, ) =X+ X"+ o+ Xpy +Xp=o0,

ot X,, Xy, ..., X,, représentent des polynomes entiers en . On sait
que toute fonction uniforme ¢ du point (%, y), qui n’a d’autres points
singuliers que des poles et des points critiques algébriques, est égale a
une fonction rationnelle de x et y. Je reprends rapidement la démon-
stration (*) de ce théoreme, parce qu’clle met en ceuvre les éléments
méme que nous rencontrerons dans la suite.

La fonction ¢ est une fonction algébrique de x. Désignons par ¢,,
ly, +v.y Ly 568 m déterminations, qui correspondent aux me valeurs y,,
Yasr +++, Ymque prend y pour chaque valeur de x, et considérons les
m expressions

LyT byt Aty (e==0,1,9, ..., m —1).

Ce sont des fonctions symétriques de ¥,, ¥a, .... ¥Ym- Ce sont donc des
fonctions rationnelles de . Soit P leur dénominateur commun; nous

pouvons poser

)
o

” |
(1) LYY LyS—+ . by Y= 0 (=0, 1,2, m —1),

ISP e di .
(V) Sur Uintégration de la formule différenticlle PV_I: y ++5 0t Theoric des transcen-
iy

dantes elliptiques, probleme III.
(%) Journal de Liowville, 1864 et 1874.
(3) Theorie des nombres complexes, Saint-Pétersbourg, 1874.
(%) Brrot, Theorie des fonctions abeliennes, note B.
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les lettres P, Py, Py, ..., P,,_, représentant des polyndmes entiers en .
Du systeme des m équations (1), tirons l'inconnue z, par la méthode
des multiplicateursindéterminés. Multiplions la premiére de ces équa-
tions par A,,_,, la seconde par A,,_,, ..... , Pavant-dernitére par A, la
derniere par 1, et ajoutons; si nous égalons & zéro les coefficien(s de
Ly, tys ««+y Ly, nOUS Obtenons les m — 1 relations

(2)‘\‘('5”"' =+ Alf)’gkg -+ Agyf;"‘"‘ AL A L =0 (B=2,3,...,m)

entre les indéterminées A, et il reste

Pm——l -+ -Al Pm—‘)."" ey A/n~-1‘)0 .

(3) (VI A A Ny = 5

En vertu des relations (2), les multiplicateurs 1, A,, A,, ..., A,,_,
sont proportionnels aux coefficients de I'équation

F(r,» . 2 L C )
‘j;'('__—y_) - _\oym——l -+ (X0]'1 -+ X1)J’m~‘”}— cee (XO.)"1L e P Xm—i): 9,
Fd

qui a pour racines ., ¥s, - -» ¥n. Ona donc

) Xoyi+ X

Ay = =L,
1 Xo
XO’V?_"" X'[V“l" Xg
As) = - . ]
- 'XO
........................ ,
Xy =X 2+ X
A= X, :

Portant ces valeurs dans 'équation (3), on en tire

I Xopm—1 -+ (Xn,?’l‘l‘ Xi) pm—2+ co. (Xo,'yl ~1 -+ X/n~1)l)o.
P mXyyt 4 (m—1) Xy 7P A X

L=

Remarquons qu'au numérateur de ¢, figure un polynome entier eny,,
du degré m — 1, dont le terme en y;*"' est divisible par X, et, au dé-
nominateur, la dérivée particlle de F(z, y,) par rapport & y,. Commey,
désigne I'une quelconque des valeurs de y et ¢, la valeur correspondante
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de ¢, nous pouvons supprimer les indices et écrire

, [ — I I)OX(L)”"-'I‘F thm-—‘l_‘_ sl Qm—l .
(4) = l) ‘[4‘13‘(‘1” ‘)/)

Les coelficients Q seront des polynomes entiers en x, non divisibles en
général par X,.

2. Nous allons transformer I'expression de z en remplagant U'inverse
de F, par un polynome entier du degré m — 1 en y. Considérons le dé-
terminant

XQ Xl Xg e X"l O P O
o} X, X, e Xy X e o
5 XA o 0 o D O
> A= )
( e mX, (m—nX; (m—2)X, ... 0 o ... o
o mX, (m—1)X, ... Xy o ... 0
o o 0 ... . . e X

qui, égalé & zéro, exprime que F(x, y) el F (2, y) ont une racine com-
mune en y. On sait qu’il est égal, & un facteur numérique pres, au pro-
duit de X, par le discriminant

F.;'g(xu}’x)F;‘,(x; 3'2) e F;',,l(x;‘}’m)

de I'équation F(x, y)= o, considérée comme équation en y seulement.
Nous pouvons donc prendre A pour ce discriminant.

D’autre part, onne changera pas la valeur du déterminant X, A si I'on
ajoute aux éléments de la derniére colonne ceux de l'avant-derniere
multipliés par y, ceux de la précédente multipliés par y2, ..., enfin
ceux de la premiere multipliés par y*"~2, ce qui revient & remplacer
cette colonne par

‘.),m,—‘z]_r’ ym—-.’ﬁF’ cey ),F, F, }"”'IF‘;,, ')/lll—ﬂlf‘;, e J]?;’ F;.
Alors le déterminant, développé suivant les éléments de cette derniere

colonne, prend la forme
AF -+ BF,.
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En tenant compte de I’hypothese F = o et divisant par X, les deux
membres de I'identité (5), il vient simplement

I X, X, ... X, o ... o 0
o X, X, e X X - o 1)
o 0 o . o
(6) A= . i et F
m (m—1)X; (m—2)X, ... o o ... o ym!
o} mX, (m—01X, ... X,y 0o ... . o ym:
o} o} o ce . . coo 22Xl I

Onvoit que le déterminant qui multiplie F, estun polynome entieren y,
du degré m — 1, et que son terme en y™~' est divisible par X,, car il a
pour coefficient le déterminant qui se déduit du précédent en suppri-
mant : 1° la ligne et la colonne qui se croisent sur élément y™';
2° la premiere ligne et la premicre colonne. On pourra done éerire

(7) A= (R Xy 4 Ry 2+ ...+ R Fy,

les polynomes Ry, Ry, ..., R,—, n’étant pasen général divisibles par X,.
[équation (7) donne

1 R Xyt Ry 2. +Rey

¥, A

Portant cette valeur dans la formule (4), il vient

pe (PoXoy - Quy™ 240 4 Q) (R Xy 1 - Ry 2 - . - Ry )
o PA '

Le numérateur de ¢ est un polyndome entier du degré 2am — 2 en y.
Son terme en y*”~* étant divisible par X} et le suivant par X,, on
pourra, au moyen de I'équation ‘

XD‘},HZ_*_ lelll— 1 s+ X-m =o,

I'abaisser au degré 2m — 4 sans que ses coefficients cessent d’étre en-
liers par rapport & X,; mais & chacune des m — 3 substitutions qu’il
faudra encore opérer pour abaisser ce polynome du degré 2m — 4 au
degré m — 1, le coefficient X, s’introduira comme dénominateur, en
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sorte qu’on aura finalement

(8) (— CO‘,}.m—I -+ (‘“ },m—-’_’ T C'“_‘l ,
PX; A

les C étant des polyndmes entiers en «, non divisibles en général

par X,.
Telle est I'expression de ¢ que nous avions en vue d’obtenir.

3. Remarque. — La détermination de I’exposant, que nous venons de
trouver égal & m — 3, nous servira dans la troisieme partie de cette
étude. Elle tombe en défaut si m est égal & 2; mais alors le numéra-
teur de ¢ est du second degré. Son terme en y* est divisible par X,
(méme par X;). On peut donc I'abaisser au premier degré, sans que X,
s'introduise en dénominateur. Il vient alors

= Coy + C, .
- PA

I1.

4. Nous pouvons maintenant aborder le probleme suivant :

Etant donnée I'équation algébrique irréductible
F(z, y)=Xoy"+ Xy 1. .+ Xy + Xp=o0,

o Xy, Xy, ..., X,; sont des polyndmes entiers en x, on demande st l'inté-
grale
3 :j ¥ dx

est ou n’est pas une fonction algébrique de x.

Voici comment Liouville résout la question.

Il résulte des travaux d’Abel que, si Pintégrale z est algébrique, ellc
est égale & une fonction rationnelle de x et y. C'est une fonction de la
nature des fonctions z. Elle est donc aussi égale & un polynome entier
en y, dudegré m — 1, ayant pour coefficients des fonctions ration-
nelles de . Nous poserons

(9) z:£°+£1‘7+£2}’2+~--+Em«~1'}’"z'1-
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. . . . . ds <
Il s'agit de déterminer les fonctions £ de maniére que —~ soit égal
a y, ou de reconnaitre 'impossibilité de cette détermination.
Différentions 'expression de z :

- -+ i -+ 2 ds | + ym—! D
; Y=z TV TV gy T dx
(10) ‘
’ + (S 4+ 28,y ... (m—1)E _,y'ﬂ“-‘-’]fgﬁ‘
- =2) - m dz

Multipliant les deux membres par y*, on peut écrire

dz e %, dz
oAl e gt 20 st 2l e T2 L e Ut R
‘ J Y dr - dx = dx - vy d.r
1) - . . , .
( ) ’ ) ,_‘:-_,‘,,,_ d(.),a+l) 2%, ([('yavo-_) (I)I _— I)c_,,, . ([( ch—m-[)‘
oa—+1 dx a2 dx T a4-m—1 dx

4

Attribuons successivement a y les m valeurs y,, y,, ..., ¥, fournies
par I'équation F(a, y) = o, et ajoutons membre & membre les m éga-
lités ainsi déduites. En posant

S, = )ff "—}’f ... —}—)/ff,,
nous trouverons

dk . dE . dis di -
S’z—H = Sa d_J‘L(')' -+ bd—l—l c—i—j -+ ba+‘z (lxz .o Sa-f—m-—-l%l
(19‘) - Q - ~ " ~
& AdSypq " 28y dSyq - (m —1)Epq dSqyim )
Ta+1 dr a2 dr U o m—1 dx

Faisons successivement « égal & o, 1, 2, ..., m — 1 dans cette for-
mule. Nous obtenons un systeme de m équations différentielles li-
néaires et du premier ordre parrapport aux fonctions inconnues . Les

. s (e dBy
coefficients qui y figurent sont les sommes Sy et leurs dérivées 'EJZ/" La
théorie des fonctions symétriques permet de les exprimer au moyen

. , . ., dX
des coefficients X de I'équation F(x, y)=o et de leurs dérivées ——-

Remarquons que la premiére équation du systéme (r2) n’est autre
que

lot:m.~—_1
¢ .
81: - éan.

dx

R
i

0
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On aura done

(13) [51 dz=m&-+58,+ Ez.s-z‘*‘ oot Lt Sy,

en sorte que la fonction £, sera connue par une quadrature quand on
connaitra les autres fonctions &. Une premiére condition de possnblhte
du probleme sera donc que la fraction rationnelle

ait son intégrale algébrique. C'est ce que ’on reconnaitra facilement.

d:
On portera la valeur de -2
dx

fournie parla premiere équation dans les

suivantes, et, en résolvant le systeme ainsi réduit, on aura, pour les

L., dE Az
m — 1 dérivées = ooy =52
aux fonctions &,, ..., &,_,. On pourra donc former par le procédé
connu une équation différentielle linéaire d’ordre m — 1 pour chacune
de ces fonctions et appliquer la méthode des coefficients indéterminés,
si I'on connait le dénominateur des fractions cherchées.

des expressions linéaires par rapport

”

Ce dénominateur commun des fonctions £ peut s’obtenir de la
maniere suivante.

Supposons d’abord que le coefficient X, soit constant. Alors y reste

fini pour toutes les valcurs finies de . Il en est de méme del'intégrale z.

. : Py
Les fonctions rationnelles > formées ici avec = et y comme précé-

demment avec ¢ et y, restent finies pour toutes les valeurs finies de x
Ce sont des polyndmes entiers. Ainsi P se réduit, comme X,, & une
constante, et 'expression générale de z, donnée par I'¢quation (8),
devient

e Co CI “ 9 (Jm Mm—1 -1,
s=x R —f—A)—f—... ym

C, .
== ont pour déno-

On voit que, dans le cas présent, les fonctions £, = 3

minaleur commun le discriminant A.
Supposons maintenant que X, dépende de x. Ce cas se ramene au



SUR LES QUADRATURES ALGEBRIQUES ET LOGARITHMIQUES. lg)3

,I a ’ . .
précédent. Posons, en effet, y = —}l—, T étant un polyndome déterminé

de maniere que, dans I’équation enire ¥’ et x, le coefficient de y™ soit

indépendant de . Ce sera d’ailleurs X, lui-méme ou un diviseur de X,.

SiI'on a .
T=T,T:T:...T%,

I'équation T,T,T,...T, = o n’ayant que des r'awcines simples, le plus

) .. , ., dT
grand commun diviseur de T et de sa dérivée — sera

— T.T2 -1
§=T,T2... T2 1.

Or les seules valeurs finies de # qui puissent rendre infinie P'inté-

grale
v ol
3 :/‘vy'{l‘z' .-:f -,11‘ dx

sont les racines multiples de-T. Soit a, U'une d’clles, et soit p son ordre
de multiplicité. Pour x = x,, les diverses intégrales

'

23
5, = -),i,— dx

1

seront ou finies ou infiniment grandes d’un ordre au plus égal & celui

i . . P, ,
Crar= Donc les fonctions rationnelles = auront pour déno-
—

minateur commun, soit O lui-méme, soit un diviseur de 6. L’expres-
sion générale de ¢, donnée par I'équation (8), se réduit alors &

de

Cy (DN Cy Cmn—1
o — O . ar = arl2 _ A mo—-1
S == A OA/J GAT Jr e AN J

’

en désignant par A’ le discriminant de I'équation qui lie " & 2. Par
conséquent, on pourra prendre pour dénominateur des fonctions % le
produit HA". '

6. Remarque. — Outre les résultats qui précedent, Liouvilleindique
aussi qu’on serait encore ramené a chercher des polyndmes entiers
(quand X, est constant) si l'on prenait pour inconnues, soit les 7 fone-
tions

(14)  purr =EeSq+ Ei8a +. . o+ et Spam—1 (2z==0, 1,..., m—1),
Ann. de I’Ec. Normale. 3¢ Série. Tome II. - Juix 1885. 25
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soit les m — 1 fonetions

Z, dS, 4 g1 dSq . 4 :?m—J {stﬂg/n—l
dx a—+1 de T a-4-m—1 dx

Qe

(13) Tor1 =

(o==1,2, ..., 00 —1).
En effet, 5,,, n’est pas autre chose que

- =, % =
ST S S ), T -lf ?

. P" ’ M \ L
et nous avons vu que les fractions * se réduisent a des polynomes
quand X, est constant et ont pour dénominateur 6 si X, dépend de x.
Quant aux fonctions 5, on a identiquement, d'apres la formule (12},

lpa
al (L0 41
ba_(,lt-:{z—.m——m-aﬂ (=1,2,...00—1).

Ainsi les fonctions « dépendent des fonctions o, dont la détermination
revient & celle de polynomes entiers. Une fois les fonctions p connues,
les m éqnations (14), ol %,, &,, ..., &,—, entrent linéairement et qui ont
pour déterminant A (ou A’) donneront les valeurs de ces fonctions.
Pour déduire de la détermination des inconnues s celle des fone-
tions %, il suflirait d’adjoindre ’équation (£3)aux m — 1 équations (15).

7. Exemple. — Nous allons appliquer la méthode de Liouville a un

exemple choisi de maniere a permetire une vérification immédiate.
Soit & intégrer la fonction y définie par 'équation

’intégrale cherchée sera de la forme
5 :::/y dr =742y + 3 ¥%

Si on calcule les sommes S, S,, S., S;, S,, on (rouve
8y=3, S;=o, §,=6, S§;=-—06x, S,=18.

Par suite, le systeme d’équations différentielles (12), que doivent véri-
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e}
Qe

tier les fonctions %, devient

0 — d . )
_—'Er,,(‘:l) =2/

0 d£| "(l:’:.z .
DN_BJ—I—S.LE——)‘_—b
"*31"—"0(_[:_‘0___“1‘-@ ([;{2 -

Ub—o{[.l‘ P [LL‘ 9;[;___-1.

dz o, . R
Portant la valeur de =2 de la premitre équation dans la (roisieme
et résolvant le systeme que forment alorsles deux dernieres, on trouve

(o N _
‘_ \ B(r—at) = wk 25+ 3(1— 2%,
(-.) ? "(] N (l;‘:._, S voxl
) — ) e T - 22,5
2 dr ! :

Or le coeflicient de y* dans I'équation proposée est constant; le discri-
minant est, a un facteur numérique pres, égal & (1 — 2*). Nous pou-
vons done poser

G

( étant un polyndme entier qui devra satisfaire a I'équation

G(1— l“")‘“’% “+ 9 (1 — x?) :%i 4= (10 4 8) G o= 3 (1 — )2,

[ci, comme dans tous les autres exemples qu’on pourra avoir &
traiter, deux hypotheses se présentent : 1° les termes du plus haut
degré du premier membre se réduisent entre cux; 2° ils se réduisent
avec le terme de degré le plus élevé du second membre.

Si I'on désigne par % le degré inconnu du polyndome C, la premicre
supposition conduit actuellement 4 'équation

9h(l—1)— 92 +8=0,

dont les racines sont fractionnaires.
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La seconde supposition exige que C soit du second degré. On pour-
rait poser

C=ax*+br+c

et chercher & déterminer a, b, ¢, en identifiant les deux membres de
I’équation différentielle; mais il est plus simple ici de remarquer que,
en vertu de cette équation méme, C est divisible par (1 — ). On peut
donc prendre.

\ . dC d*C
J=a(1— z?), P L T e LS

Ces valeurs, portées dans I'équation différentielle, donnent
—18(1 — 2)*a — 1822 (1 — 2?)a + (10 + 822) (1 — x*) e = 3 (1 — x?)?

ou bien, tous calculs faits,

En conséquence, il vient

C=—3(—a?), &= — =—1}.

Portant cette valeur de Z, dans la seconde des équations (2), on trouve

]

El'—_f

.
I

e

quant a &,, on a
Eo =22, const. = ¥ + consl.

Choisissant la constante arbitraire de maniere que Z, soit nul, on ob-

tient facilement
by —3y?
=

Ce résultat est facile 4 vérifier. En effet, on a

5 1/1 de = zy ——f.r dy = .ry +} /(‘_1"‘ —3y)dy

ou bien, en annulant z avec y,

'7!& — 6y

::my—y— g

Mais on a aussi

Yi=3yi—azy, yr—6)*= —3y'—auxy;



SUR LES QUADRATURES ALGEBRIQUES ET LOGARITHMIQUES. 197
d’ol, en substituant dans expression de s,

8zy —oxy—3)* 6xy—3y2
8 - 3 ’

~ =

c’est bien ce que nous avions trouvé.

IL

8. Etant donnée [ ‘équation algeébrique irréductible
(16) S, Uy =0 fo(u) +U"=1t fi(u)+...+ U fmoy () + [ () =0,

Ol fo, far <« vy frnmir fon désignent des polyndmes entiers en u, on demande
st la fonction u, inverse de Uintégrale

o [” du
d—“b lJ’

est simplement périodique et n’a en chaque point = qu’un nombre limité
de valeurs.

S’il en est ainsi, la fonction u, en vertu d’un théoreme da a MM. Briot
et Bouquet ('), est racine d’une équation algébrique, ayant pour cocf-
ficients des fonctions entieres d’une exponentielle es?, o le facteur g
est conslant.

De plus, ’équation proposée présente alors certains caracteres que
je vais rappeler (2) :

1 Si Pon désigne par d; le degré du polyndme fi(u), on a

Opzm—bk—+0, (k=o,1,2,...,m—1).

Il en résulte que toutes les valeurs de z qui correspondent & U = o sont
finies; elles sont fournies par I’équation /,,(u) =o.

2° Toute racine multiple d’ordre p de /(1) est racine d'ordre p — «
au moins de f,_, (), ..., et, en général, d’ordre p — / — 1 au moins

de fr,—(u).

(1) Recherches sur la théorie des fonctions (Journal de UFcole Polytechnique,
XXXVI° Cabier, troisitme Mémoire : Integration des dquations différenticlles e moyen
des fonctions clliptiques). )

(2) Voir Recherches algébriques sur les integrales abéliennes ( Annales de U feole Nor-
male, 2° série, t. XII, p. 117 et 124).
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B ; u . . '
3° Les valeurs c du rapport 7 pour « infini et les valeurs ¢, du rap-

port (3{% pour U= o forment une suite de nombres tous commensu-
rables entre eux.

Ces conditions sont nécessaires pour que la fonction w it la forme
analytique proposée; mais, sauf le cas ol I'équation F(u, U)=o0 estdu
genre zéro, elles ne sont pas suffisantes.

Quand elles sont réalisées, on trouve facilement les valeurs exactes
de tous les parameétres ¢ et ¢, et 'on peut déterminer, 2 un facteur
entier pres, le coefficient g.

Si, parmi les valeurs de U qui deviennent infinies avec « et sont du

méme ordre que u, il y ena p qui forment un systeme circulaire, elles

N 142 A e C 00 .
donnent, pour le rapport > la méme valeur ¢ finie et différente de zéro,

ct I'intégrale = admet la période polaire 2pizc. Pareillement, si, parmi
les valeurs de U qui deviennent nulles pour les racines & de f,,(u) et
sont du méme ordre que# — b, 1l y en a p’ qui forment un systeme circu-

. v . du AL . / ye 4
laire, elles donnent, pour le rapport iR la méme valeur c,, et I'inté-

arale = admet la période polaire 2p'i=c|.

9. En suivant la marche des opérations qui font connaitre le genre
d’une courbe algébrique & singularités supérieures ('), on déterminera
par des calculs purement arithmétiques les divers nombres p et p'. Les
diverses quantités pe, p'c; sont donc connues; puisqu’elles sont com-
mensurables entre elles, il est aisé de trouver leur plus grand commun
diviseur ¢ : jentends par 1a un nombre réel (qui pourra étre incommen-

. . e plely .
surable) ou un nombre imaginaire, tel que les rapports ’?a P_P—O soient

tous des entiers positifs ou négatifs qu'aucun entier ne divise i la fois.
Toutes les périodes polaires sont des multiples de =27=p. Si ces pé-
riodes sont les seules que posskde intégrale z ou si les autres pé-

riodes de z sont aussi des multiples de 2iwp, 1'exponentielle €® sera
une fonction algébrique de u, admettant, pour chaque valeur de «,

(1) Foir notre Mémoire déji cité, Lnnales de I’Ecole Normale, 2° série, t. XII, p. 156
¢t suivantes.
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m valeurs et 7 seulement. Mais il peut arriver que s ait des périodes

abéliennes égales & des sous-multiples de 277 ; il existe alors un entier

positif %, tel que 22%2 est le plus grand commun diviseur des périodes

abéliennes et, par sulle, de toutes les périodesde z. Ce n’est plus I’ex-
5 2z

ponentielle e?, mais bien ¢? qui prend m valeurs pour chaque valeur

de u. ' :

Il faudrait done déterminer I'entier inconnu %. On n’y a pas réussi
jusqu’a ce jour; on n’a pas méme prouvé que la connaissance de % per-
mit de repondre a la question posec plus haut. Je vais montrer qu'il
en est ainsi.

10. Je supposerai, pour abréger I'écriture quand s n’est pas égal
a 1, qu’on ait pris pour nouvelle variable 57 et je continuerai a I'ap-

peler z; U sera la dérivée de u par rapport & cette nouvelle variable.
Les pér’iodes de la nouvelle intégrale z auront pour plus grand commun

diviseur “/ » \ €lant un entier que nous considérerons comme connu.

\

L’exponentielle " est une fonction algébrique de u et admet 72 va-
leurs pour chaque valeur de «. En raisonnant sur cetle exponentielle,
sur z et U, comme on I’a fait, en commencant, sur ¢, x et y, on arrive

a I'expression ,
= Eyd- 5 Ut 5 U £ U

ehs

dans laquelle les lettres & représentent des fonctions rationnelles de .

11. Nous allons, en imitant le procédé de Liouville, établir entre
les m fonctions inconnues £ autant d’équations différentielles linéaires
du premier ordre. Différentions par rapport & s I’équation précédente
et, dans la dérivée 2e’* du premier membre, remplacons ¢ par sa

valeur; on trouve ainsi

CHE A E U = By, U
<_‘_{&1 4+ U %_1 o+ - gm - ¢ “’” 1)L

du du “du

. dU o dU w24l
—s—(élm”*‘QG?UZJ""”"*_('"_]) S L ?/71)["



200 L. RAFFY.

ou bien, en groupant les termes d’'une maniere différente,

VP = /dgo 4 dz 1 |4 2 di,"..g m—1
I.,',—(‘m—lsI)U—I—'(%——/_g)U “+... 7;— ,,1 1>U

{[gﬂl 1 m U r gdU m— ldU
R Um4-& Udu + 25U E‘——l—...-!—(m E,, U T

Multipliant les deux membres par U, on peut écrire

35Ut = (Z{" )5,) U+t 4 < df? > U .

‘ s, s , dt,,- £, d(U%+2)
18 ! mmemr QE Lt m—1 tem—1 Uo+m - =L |
(r8) +( du -t )U * du ¢+'> du
é L) E AUEY) (08 AU
% 1 — 1 du o+ m du

Attribuons successivement a U les m valeurs U,, U,, ..., U, fournies
par I'équation F(u, U)=o0 et ajoutons membre 2 membre les m éga-
lités ainsi déduites. En posant

S,=Ul+Ul+...+ UL,
nous trouverons

/., dé dé,
Qo [ btk S
sl‘éaboﬁ— ((lu 7C1>Sa+1+<du /£>Sa+2+~~-
dt,,— de g dS,.s
(r9) ¢ -+ (—c;;;z 7€m——1> Sotm—1 -+ Z‘ *Sgem -+ p _:_ > dj: I
’ . (777, — 2)@»1——2 dsu—i—m»-w f (’n - l)Em-~1 dba—i—m .
o = N — 1 du o+ m du

Faisons successivement e égal A — 1,0, 1, 2, ..., (m — 2) dans celle
formule. Nous obtenons un systeme de m équations différentielles
linéaires et du premier ordre par rapport aux fonctions &; les coelfi-
cients qui y figurent sont des fonctions rationnelles de u. En résolvant
dz, dé,, .
de’ 77 Tdu
sions linéaires (et homogenes) par rapport aux fonctions&,, ..., Cont -
On pourra done former par le procédé connu une équation différen-
tielle linéaire d’ordre m pour chacune de ces fonctions. Ces m équations
seront des équations sans second membre, de la forme

d’"g dﬂz—l?g' dg‘
du™ s dun—1 = N au

ce systeme, on aura, pour les m dérivées L, des expres-

(20) Mo -+ 'nlnE =0,
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les lettres« désignant des polyndmes entiersen z completement connus,
puisque X est supposé connu.

12. La méthode des coefficients indéterminés sera applicable a cha-
cune des équations (20) quand on aura déterminé le dénominateur
commun des fractions rationnelles Z. En vertu de la formule (8), ce
dénominateur est le produit

Plro(w)]m—4,
A étant le discriminant

Ju, (@ Uq) fo,(w, Us) .. fi,(, Un)

de I'équation f{uz, U) = o et P le dénominateur commun des fractions
rationnelles
I)g(

e U% + er Uf+...+ € m U% = T

(a==0,1,2,...,m—1).

Les valeurs finies de « qui rendent infinie 'une de ces fractions
sont celles qui rendent infinie 'exponentielle €’ ou la dérivée U. Pour
que l'exponentielle €*?, ok ) est un entier positif, devienne infinie, il
faut et il suffit que la variable complexe z prenne des valeurs de la
forme o+ B¢, « et § étant réels, g quelconque et o infiniment grand ez
positif. Or z ne devient infiniment grand, w restant fini, que si U, et par
suite f,,(u), s’annulent.

Soit donc u = b une racine de f,(«). Les valeurs de U qui s’annu-
lent avec u — b sont de 'ordre de u — &; 'inverse de l'une d’elles sera,
aux environs du point b, représentée par le développement suivant

¢

1

ou, d’apres nos hypotheses, ¢, est un entier positif ou négatif. Multi-
plions par du et intégrons; il vient

s=cylog(u—"0)—+....

La partie réelle du logarithme népérien de la quantité tres petite
(u— b) est négative et tres grande en valeur absolue. Pour que la
partie réelle de z soit positive et trés grande, il faut et il suffit que c,

Ann. de U'Ee. Normale. 3* Série. Tome Il. — Juix 1885. 26
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soit négatif. Alors 'exponentielle & sera, pour u=2, de 'ordre de gran-
deur de (1 — b)Y, et le dénominateur P sera divisible par (& — &),
Désignons par — v,, — Yas -++» — Yis - -+ — ¥, ceux des parametres ¢
qui sont négatifs, et soit o;(u) le [)t’oduit des différents binomes (z— &)
auxquels correspond la valeur y; de ¢,. Le polynome P sera divisible
par le produit

® (1) = o0 ()P [ga ()P [o, ()]Ye. . [ ()T

13. Les valeurs finies de z qui rendent U infini sont les racines de
Jo(u). Soit « = b U'une d’elles; supposons qu’on ait, aux environs du
point b,

—q+1

U=/l(u—>b) P+/1 (t—0b) 7 +..

[’exponentielle ¢~ restant finie pour u= b, le produit ¢**U* sera

237

-2 .o :
infiniment grand et de Pordre de (uw — &) 7. Mais, si 'exposant 3,:—/ est

. . . P . . o
fractionnaire, les termes de la somme * qui sont du degré - 7)'1 se

réduiront entre eux, puisque cette somme est une fonction rationnelle.

Si E(«) est le plus grand entier contenu dans O;—); la fraction ll—, sera,

pour u= b, infiniment grande comme (& — o)™+, k étant un entier

p/})”l
l)
visible par (w— b)*"="=*. Supposons donc qu’on ait déterminé les expo-

positif ou nul. En appliquant cette regle a » on voit que P est di-
sants — = qu1 commencent les développements des diverses racines U
infinies poux'ﬁ,(u nul (cette recherche dépend de simples divisions

algébriques) et soit _}T le plus grand en valeur absolue de tous ces
0

, . 5 . 7
exposants. Désignons par E le plus grand entier contenu dans (m — 1)/~)—° ;
0

et par g, («) le produit des facteurs binomes distincts de /,(«); le poly-
nome P admettra ces facteurs a un degré de multiplicité au plus égal
a E. On pourra donc prendre pour P le produit @ (u)[4,(«)]" et, par
suite, le dénominateur cherché D sera

D = @ () [ ()P Lo (1)) .
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14. Voici maintenant deux remarques qui permettront d’abréger les
calculs.

Remarque I. — On pourra, dans la plupart des cas, abaisser I'expo-
sant E attribué a tous les facteurs binomes de ¢, (z), en affectant chacun
d’eux du plus grand des exposants E(m —1) qui lui correspondent.

Remarque II. — Dans I'équation proposée
S, U) = fo(@) U+ fi () Ut 2y () U [ (1) =0,

on peut faire disparaitre le terme en U. D’apres les conditions rappe-

Jl’i%f—;—;—) est la dérivée logarithmique d’une

fonction rationnelle de w. On peut done écrire

lées au début, le quotient

S (1)
Sm (1)

logb(u) = du,

f(u) désignant une fraction rationnelle qui s’obtient par des divisions
algébriques (*). Sil'on pose

du I
"'”f_U'—A_EIOgG(Z‘)

. L s . ., du e 1epps .
et si 'on désigne par W la dérivée —, onn’a qu'a différentier par rap-
dt

port a z pour trouver
r__ o I .fm-—-l(u)

U W m )

Substituant dans I’équation proposée, on obtient une nouvelle équu-
tion différentielle sans terme en W.

Or, s’il existe une relation algébrique entre la fonction u et une
exponentielle &, il en existera une aussi cntre u et I'exponentielle e,
puisqu’on a

- A
e =[0( u)]—; er,

(1) Voir Annales de I’ Ecole Normale, o¢ série, 1. XII, p. 150 et suiy.
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La réciproque est vraie. On pourra donc, si I'on veut, se borner a con-
sidérer des équations sans terme en U.

15. Application. — Nous supposerons cette réduction opérée sur
I’équation générale du second degré en U, et nous écrirons

So()U2+ fo(u)=0o0

ou, plus simplement, o,

Par suite, nous aurons

S_i=o0, 8,=2, 8,=o0, S,=2B.

Dans le cas de m = 2, le systeme d’équations fourni par la formule (19)
est le suivant : :

; dgy, ., di, . dS,
1Sy = (T - 151) So+ TS & T
. Ay o, dk £, dS
MoBo = (dff - "41) Sik e S ST

En remplacant S_;, Sy, S,, S, par leurs valeurs, il se réduit &

dé, . , dé . dB
0= —= — A 2Ny =2B =2 £ —.
"= v 225 du T du
La premiére équation fera connaitre &, quand &, sera déterminé. Si
I'on en tire Z, ainsi que sa dérivée, et qu’on substitue dans ’équation

suivante, 1l vient
daxt,  dB df, .
2B == —— == — 2 A2G, =
B dwt " du du 2hG =0,
ou, en tenant compte de 'expression de B,

. d2E , , . dE .
(1) 2./0/2?lt—;ﬂ+(fof2_‘fof2)d_z) + 2 [t =o.

Pour trouver le dénominateur de &,, revenons aux formules

M=+ £ Uy, A=+ £ Uy
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on en déduit par addition

]

o]
(=]

Ainsi le dénominateur de €, est celui de la fraction —2- Nous I’avons dé-

=l

terminé au n° 12.
Tout ce qui précede s’applique au célebre probleme posé par Abel :
Etant donnée la différentielle

(e + A)du
—

et R(u)=uv*+ o + Bu+ yu -+ 0,
N (ue) P 7 ;

reconnaitre s elle s'intégre par un seul logarithme. Nous avons a trailer
I’équation
LU+ fa=o,
dont les coefficients ont pour valeurs
So=(u+A)y, [fi=—R(u).

[’équation (21) devient alors

2(u+A)YR(») fl:g" +4-[(e +A) R (u) —2R(w)] %:—;’ — 232 (u + A)3E, =o.

2

Comme on suppose essentiellement que le polynome R(z) a ses ra-
cines distinctes, les paramttres ¢, sont tous nuls. L’exponentielle &
reste finie pour toutes les valeurs finies de u; par suite, £, est un poly-

ndéme entier. Sil’on pose
Ey=ul 4 aquP~t4-. ..+ ap,

le terme du plus haut degré en u dans I’équation différentielle en £, a

pour coefficient
ap(p—1)—+2p —2l2=a(p*—22).

Egalant ce coefficient & zéro, on voit que p est égal a ), puisque p el

“
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sont tous deux positifs. Ainsi la fonction £, est un polynome entier et
un polynéme de degré .

Il serait facile, dans ce cas particulier, d’arriver directement i celte
conclusion; mais il n’était peut étre pas sans intérét de la rattacher &
la proposition générale que nous avons établie plus haut.




