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ANNALES

SCIENTIFIQUES

D

I’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

DEVELOPPEMENTS EN SERIE

DES

FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES
DE TROISIEME ESPECE,

Par M. P. APPELL,

MAITRE DE CONFERENCES A L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

1. Soit I'{z) une fonction unitforme de z vérifiant les deux tqua-
tions

mTn

(1) F(z-p oK) = F(z), F(z-12/K') ¢ K F(3)

¢t n"ayant que des poles dans un parallélogramme des périodes 2K
et 20K, Vai montré (Annales de IEcole Normale, 1834) que cette fone-
tion F(z) peat &tre décomposée en une somme d’éléments simples pos-
sédant chacun un seul pole et en une partie entiere qui est toujours
nulle lorsque Ventier m est négatif. L’¢lément de cette décomposition
est la fonction

” '1'”‘ pnmoi

T

(3) 7_[1,(3, a) e )]\ 14

N s

- ™
I n(n—1) o

7 col —
7 I

as

(3—a—aniK'),

que 'entier m qui figure dans les relations (1) soit positif ou négatif.
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Lorsque m est négatif, m = — p, I'élément de la décomposition de
F(z) est y,(5,«), « étant un parametre qui coincide successivement
avec les poles de F(z); lorsque m est posilif, cet élément est la fone-
tion y,.(, 5), ol & coincide successivement avec les poles de F(z).
Cette transcendante y,(z, «) avait éLé rencontrée par M. Hermite
dans des recherches déja anciennes qui n’ont pas été publiées (*) ct
dont M. Hermite m’a donné communication, aprés 'impression de mon
précédent Mémoire. Voici, en quelques mots, I'indication de la méthode
suivie par M. Hermite. Envisageant une fonction de la forme
O(x—a)0(x—B)...0(x—))
(-)(x—-a)@(z—b)...@(w—-—l)(—)(w—/n)...(-)(;c—r)’

ol le nombre des © est.plus grand au numérateur qu’au dénominateur,
il ramene d’abord la décomposition de F(x) en éléments simples i In
décomposition d’une fonction analogue contenant un seul ® au nume-
rateur; et cela de la fagon suivante. La fonction F(«) peut étre éerite

1
O(x —m).. ;(->(1':-< /:j,

F(x)=4a(x)

ol ®(«) contient autant de ® au numérateur qu'au dénominateur. Celte
fonction ®(z, est donc doublement périodique de seconde espiee et
peut étre mise sous la forme

O(x—a') 0(x—0") o(x—1)

a(r—a) o(w—0) T Te(w—10)

‘I’(.Z-‘) —= A

remplacant ®(x) par celte expression, on trouve F(x) décomposée cn
une somme de termes, tels que

0(x—da')
O(x—a)o(r—m)...0(x—1r) ’

¢(z)=A

contenant un seul ® au numérateur. Pour décomposer enfin cette fonc-
tion ¢(r) en éléments simples, M. Hermite considere le produit

J(3)=4(5) cot = (5 — )

(1) Dans la publication inlitulée : Zn memoriam: Dominici Chelini Collectanca mathe-
matica (Milan, 1881), M. Hermite a indiqué quelques formules trés importantes relatives a
ce sujel.
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i Y = I inté ! Ndz ord
ui admet par rapport i s la période 2K. L'intégrale s J/(5) dz, prise

le long d’un contour sur lequel /(=) ne devient pas infinie, est égale i
la somme des résidus de /(=) relatifs aux poles de cette fonction situés
dans ce contour. Prenons pour contour d’intégration celui d’un paral-
[élogramme PQRS dont les sommets sont les points

P(zyt+2nik’), Q(35p— 2niK"),

R(zg-+ 2K —2niK'), S(z,+ 2K 4+ 2n/K"),

n désignant un entier positif. La fonction /(=) devient infiniment petite
sur les cotés PS et QR quand » augmente indéfiniment; il en est de
méme de Uintégrale [/(z)dz le long de ces edtés. De plus, comme
J(=z) admet Ta période 2K, Vintégrale [/(z)dz a des valeurs égales e
de signes contraires sur les eotés PQ et RS. Donce Ta somme des résidus
de /(=) relatifs aux poles situés dans ce parallélogramme tend vers
zéro quand n augmente indéfiniment. En formant ces résidus ct écri-
vant que leur somme est nulle, on obtient la fonction

O(x—a') )
0(e Za)ole —m). 8l —r)

2(x) = A

exprimée par la somme de séries convergentes qui ne different que par
des facteurs constants des fonctions

sulx K @ 0), g =4 (K m—-t), ..

¢ désignant la constante

I ,

—(d' —a—m-—...—r)—K

[J.
et p.I'exces du nombre des ® du dénominateur sur celui du numéra-
teur.

Le cas le plus simple qui puisse se présenter est celui ou la quan-
tité @ qui figure au numérateur de o(x) est égale a Pune des quan-
tités @, m, ..., r du dénominateur. Relativement & ce cas, je trouve,
dans des Notes manuscrites que M. Hermite m’a fait honneur de me
communiquer, la formule sulvante. Soit

Ple)=06(x—a)d(x—>b)...0(x—1)
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le nombre des facteurs étant égal a p., et

I

=H(a—0)H(a—c)... H(a—1),

A
%:H(b—a)H(b—c)...H(b_z),
on a
QKH’(O)_ o El: /mp__.) T VK
= B(2) — Azt gl LQK(J. a (K"
pve u'n:

+BZZ wg et M oot T (w— b —viK)

pv: uv: yim

+LEL g v gk T tﬁ{—(x——l—vil(’),

les sommes étant étendues & toutes les valeurs impaires de v, de — o
a +oc, et s désignant la somme @ + b + ... + /. On reconnait immé-
diatement que les séries multipliées par A, B, ..., L sont des fonc-
tions y,, d’apres la notation (2). Ainsi le coefficient de A est égal a

™

2K ~Elpa—s) $ s )
th te 2h z - " K/ —_
22 ghe T <.1 l* K+:iX,a ” K.) .

Je trouve encore, dans les mémes Notes de M. Hermite, la formule

2Kio,  H(a—0b)6(x—p) i
(3) H:( )(“)(.I‘ Cl)O(l—b) ‘II<‘_~I))fa’—'[I(b — )./IH
ol
n=-w iﬂ( ) f _
Ja= E (—r1)"e?k ! q*cot —;‘K (x —a—viK'),
n=-+m m”}_(“ :’_3 - »
fo= 2 (—0me™® "7 gF oot 2 (@ — b —viKY),
avec o

v==an 41,

formule qui s’obtient immédiatement par application de la méthode
de M. Hermite, exposée & la page 11. Si I’on pose

t=p—a—>b-K,
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on a

oK ., THend
‘/.“:;;{[ Vg.e M y(w+t+iK,a+¢),
- T(b-1)é

2K o~ oK . :
f/::i:tr.--\/f/.e M (vt iKL D+ o).

13

(Vest un extrait de ces recherches que M. Hermite a donné dans les

Collectanea mathematica in memoriam Dominict Chelini; 1a fonction

qu’il considere

e (2/: 1) i Tct)

- 7(7_. I )n ¢ /

e ey

v, w) =

ane T e
P —— Ve (O -
T lang oo [ — (2n-+1)iK']

a la page 5, n'est autre chose que

oK 4 T S s .
gy (e o - K=K o - K

T

et la formule de M. Hermite

i

¢ (w)ek

(=7 K' -y )

i L per
e (e K - )
4

(e 20K - () 1

donne, par un simple changement de notations, la formule fondamen-
tale relative a la fonction y,

(s 20K a)=¢%y(52)—

ou

T

Il ¢st intéressant de remarquer que la formule que M. Hermite donne
sans démonstration & la fin de cet article se déduit de la formule (3)
en y faisant p = o, et en changeant les letltres @, @, b respectivement

enz, x+ K/,

v+ K.

2. Jusqu’ici nous avons exposé la méthode de M. Hermite en nous
plagant dans le cas particulier ol la fonction 4 décomposer ne possede

que des poles simples. Lorsque cette fonction admet un pole x =
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d’ordre m de multiplicité, la formule de décomposition contient I'¢lé-
ment simple qui admet pour podle simple le point @ et les (m — 1) pre-
mibres dérivées de cet élément par rapport au parametre. C'est ce qui
résulte immédiatement de la méthode de M. Hermite. En effet, appli-
quons, par exemple, cetle méthode & la fonction

L) — O(x—da') ]
b(r)= 0 (z —a)0(x —0)...0(a—1)

qui admet pour pole double le point @ + K’ et ses homologues. Nous
devons écrire, pour obtenir la formule de décomposition, que les poles
de la fonction de 5

$(3) cotﬁ (5 —x),
situés dans le parallélogramme désigné précédemment par PQRS (p. 11)
ont une somme qui tend vers zéro quand les cotés PS et QR s’¢éloignent
indéfiniment. Voyons quels sont, dans cetle somme, les termes prove-
nant du facteur double ©*(z — @) du dénominateur. Dans le voisinage
du pole double '

s=a-+ (2n—+1)K,
en posant

s=a-+(2n-+1)iK'+¢,

on a

R, R,
d)(;): - -+ —E— + iy,

™ T
- ) — CK ! o]
coL—2K(.,—.z)_col.——2K [a+(2n+1)iK'— 2]

+:D, cot;‘k [a-(2n+1)iK—2]+....

Le résidu du produit (I)(z)col-?—'fk(_z — ) relativement 4 ce pole est

donec

=

IR, cot 4= [@a+ (2n—+1)iK'— 2]+ R,D, ot~ [@-+ (2n-+1)K'— x],

et la somme de ces résidus est composée linéairement avec I’élément
simple et sa dérivée par rapport au parametre. Ce fait résulle aussi
d’une maniere simple de la méthode que j'ai employée dans mon pre-
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mier Mémoire (p. 153 et suiv.) pour obtenir la formule de décompo-
sition.

Je citeral, comme exemples, les formules que M. Bichler a démon-
trées dans les n 75, 77, 79 de sa Thiése en employant [a méthode de
M. Hermite. H serait aisé de retrouver ces formules par Papplication de
la méthode que jal indiquée.

Pour cela, prenons la fonction

B(3)
G03) = g
Hi(s)
qui vérifie les deux ¢quations
(5-+2K) —=2(3),

T
K

-G

= (5 K- RY

-3

(542K —=—¢ 7).

Pour appliquer Ia méthode que j"ai donnée, il faut commencer par faire
un changement de variable qui raméne ces équations a la forme (1):
¢'est ce que l'on réalise en posant

s K 4- (K == ¢
[a fonction & décomposer devient

B (1) == O(L—K—i[KY  o(t—iK'),
R | Y G O | LYV
cette fonetion vérifie les deux ¢quations
als

D(L4-aK) = D(L), D(L-2iK)=ek d(1),

qui sont bien de la forme (1); elle a, dans un parallélogramme des
périodes, le scul pole ¢ = iK' qui est un pole double. La formule de
décomposition sera de la forme

DLy= Ay (L (K" + By (4, k),

' R Te . e, dy (e
7 (6 e K) désignant la dérivée —./"rﬁu’r——) dans laquelle on remplace « par

(3

(K'. Ces deux coelficients A et B sont les coellicients de

I I
K T K
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dans le développement de ®(¢) au voisinage du pole = (K'. Pour les
trouver faisons

t=1K' +¢;
alors (o)
- 8, (¢) @1(0)'*'32@: 0) -+
PO= G T T )R ’

le coelficient A de — est douc nul, et l'on a

@ | =

_0,(0) 0

B= 1m0y = 7

donce enfin

) 0,(¢—K") 0, .
4 .—1 — L = - !
(4) (1=K} = T8 7' (6 (K.

Revenant & la variable z par la formule

=5+ K+ (K,
on a enfin

0, C s e
= =7 (5 + K+ (K, K,

AE
ce qui, d'apres expression (2) de y,(z, «) et 'expression qu’on en
déduit,

2 nToi - .

7.)—:_-“{22(3 K r]”(”—”l ani cot%(z——a—-zn[[{’)—k— = —

2K

sin? — (s —« — aniK’)

n’est autre chose que la premiere des formules donncées par M. Biehler
dansle n°77.

Si, dans la formule (4), on fait

t—iK'=z3,

8i(s)
2 (s)

Du reste, dés quel’on a obtenu le développement de I'une des quatre
fonctions d'un méme groupe (d’apres la classification de M. Biebler),

on obtient le développement de tel qu’il est donné par M. Biehler.

>
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on en conclut celui des trois autres en augmentant = de
K, (K, K+ /K.

. . . I(s)
Cest ainsi que le dév 5
ol - I 01(s)

Ty ) par le changement de = en z + /K’. Comme ’on a

se déduit de celui de

O(a-iK) e T I(3)

LS tR ) e LS
(s 4+ Ky VY 0:(z)’
on trouve ainsi

) i % el ' e -
0202 e e e ( e e g i lang (-~ vw) |,
L 07 (35) '\'/(/ / _Ccos*(r —vw) e )
h n

ol

T3 itk

N T VIO — 1, ) T e
» K a2k

On reconnait, comme il suit, I'identité de ce développement avec
celut que donne M. Bichler. En faisant passer le facteur ¢ sous le
signe X, on trouve, pour le terme général de la série, I'expression

I

gmite-wi | omi lang (& — vw
1 [(05 (i — vw) ( ' )'

ou encore, puisque e” = /g,

I

(lm’-— mA g p=(r—=vm)i | e 2 L LADE (.L —_— ~;w)
u)s (.1: — ) .

Mais on a identiquement

B B — (A (B sinu . .
el (/\ tang w - e —_— e (A ey
cos*u Cos u cos*u
. JPIpN 1 mi—n+L . l p
on en conclut que le facteur de ¢ 7 est égal a
o 2me—1  usin (x— ) = o e (a—vw)i,
cos (& —w) cos*(x — )

On obtient enfin, en transformant ainsi le terme général,

o
T sin(x —vo vi ] A N .
0,720 ”( — ) -+ — T—-Z 2mgmte=ix,
0% ( _cosP(x—yw)  cos(x —vw) Vq
e d

Ann. de I Fe. Normale. 3° $érie. Tome 1l — JAxvigr 1885. 3
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Cette derniere somme étant nulle, on obtient bien le de\eloppcmcm
tel qu’il est donné par M. Biehler.

Enfin, je terminerai ces remarques en appliquant la méthode que
j'aiindiquée dans mon précédent Mémoire & la démonstration des deux
formules

0 N\ 5 (2K \ WK
=Y (0 ot — (2 — ivK'),
U2

00, =/ . 2K e A
[u{b] =Y (20— t.?“*‘) colg (= — auhi,
[L

qui m’ont é1é communiquées par M. Hermite, et dont 1a démonstration
est trés simple par sa méthode; dans ces séries, U'entier v prend toutes
les valeurs impaires et p toutes les valeurs paires de — » & + %

La fonction )

1

02(x)

I (:.l‘) oo
vérifie les relations

ML (- K')

Flr+a2K)=F(»), F(.l‘ 4+ a2lK)me F(x);

faisanl alors
2N =z P(3)=F(2)=F(5— (K",

on a
i
‘b(:):;—i///.c TEWI

et cette fonction vérific les équations

2T

P(s42K) =P(5), P(s+2iK')=c " ®(s5),

qui sont de la forme (1) ol 722 == — 2. La fonction ®(z) a, dans un pu-
rallélogramme des périodes, le seul pole z = o, ct, dans le voisinage
de ce poin(, on a
2/ N
Vg (1 T I
D(3) = — B d S
) o\ K :) -

On aura donc, d’apres la formule de décomposition en éléments simples,

v . om .
2(5) = — o [0 o) — Frl=0)]
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ou, d’apres équation (2) définissant y,,,

AnTALL 2n 12

i T 5 = .
’ S, %)=~ 2 = 5 — 3 —9 .
Vi 7a(s,2) R OA cot 1 (3= 2—2niK')
) =2 M (2n—-b* - .
Vg (s, m) = 1{\72 e X 4 .’|Ill.COL’)K (s—2—aniK')+ e
“ ; 8in?—= (s —z—anik’'
2h( )

En faisant, dans ces formules, & = o et substituant, on aura le dé-
veloppement de @(z), et, en revenant & la variable x par la formule

P(2)=®(r (K",

. , I . . .
on obtiendra le développement de ) tel qu’il est éerit plus haut.
- A , I
Notre calcul donne en méme temps le développement de o
(qui est égal &
11
J— ._‘;7_ e K (l)( 3)
Vo

Le terme général de la série ainsi obtenue contiendra en facteur l'ex-

<
T3
ponentielle e® , que I'on fera disparaitre en appliquant a ce terme gé-
néral U'identité (')

\

. B . B . .
e‘ff“(f\ cotu -+ '—-) = (A +aBi)cotu -+ —— -+ (A (1 + ) — 2D
. sin=u S a

et remarquant que, dans la somme, la partie entiere disparait.

3. Les recherches de M. Hermite, que je viens de rappeler et dont
jai donné plusieurs exemples, avaient é1¢ entreprises afin de dé-
montrer dans toute sa généralité une loi que M. Biehler, dans son ex-

cellente These, a vérifiée sur un grand nombre d’exemples :

St U'on développe une fonction doublement periodique de troisiéme

espéce en une série ordonnée par rapport aux: puissances de ¢, on voit ap-
N
paraitre dans les sinus et cosinus qui forment le coefficient de g* les

(1) Voir Cours d’ dnalyse de PLeole Polytechnique de M. Hermite, p. 321 et suiv.
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o ~

.. g'+=ma . . . B \ .
combinaisons ———— des diviseurs corjugues 0 et o' de N; le signe +

convenant au cas ot il y a au numéraleur m fonctions 6 de plus qu’au
dénominateur et le signe — au cas ot il y a au dénominateur m fonc-
tions 0 de plus qu’au numerateur.

Quoique M. Hermite ait completement démontré cette loi, il a bien
voulu m’engager & publier les résultats que j’ai trouvés sur ce snjet en
suivant la méthode employée dans mon précédent Mémoire.

4. Je me propose, en conséquence, de former des développements
en série des fonclions '

yo(x -+ iK' a4+ (K", yu(x -+ iK', a), yu(x,a-+ K", v,(x, ),
. 7 7 A

ordonnés suivant les puissances de ¢g. Ces développements une fois
connus, il suffira, pour former les développements cn série de toutes
les fonctions, telles que (1), d’appliquer a ces fonctions la formule de
décomposition en éléments simples et de développer ensuite chaque
élément.

Reprenons le développement de la fonction (2) sous la forme

N T~ il

. Bnmai [ 5
L 2”“ —— e N g2

~ . . —_ K nin—1) __ — -
(:)) /.P*(‘I7a)""’,)K ¢ (/P‘ 'n{.f'—mi >
nE—m e K — (/21L

en y changeant x et @ en « + iK' et @ + {K’, on obtient

= e Wnmai 7:________11' — @)
% oK o, on_ O 5 ae K g
(5" pyc s+ iR, a+(K') = e qen e
n = - e
Faisons, pour abréger,
6 d:z(w—-—az — V44
(6) —— b=

et réunissons, dans la série (5'), les termes correspondant a des va-
leurs de n égales et de signes contraires, aprés avoir isolé le terme
correspondant a n = o.
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Nous aurons alors
(oK . s
s s s (K, a+ iK'

n=mw
= ¢ . . .
(/ ) DIl e g2 %L, —2n\
et . gunt ([ gnpi ¢ ! e—npi e g .
- (»,'/.1' q U’Ai . (/:111. e:([ ,]—211

n=1

Supposons que le module de e* soit compris entre celui de ¢* et celui

(]0—27
o*

2 il 1 .

]{/ |<|(’[i'\|,/-3. >

nous aurons, pour toutes les valeurs positives de 7,

. . VT owm
JAE g 20 2 ki —~
i._,._i_L —— .I_. *_. /_v,,(i,__,‘_ el = ) ) ,]211‘1 e N
R ,/:!u [ e (/‘.'n o=l - ’
Vo1

car le module de ¢**¢ * est moindre que unité; de méme,

-
G’ZI_I_ ,/- 2n [~ (/ﬁlt(:’ll l -3 .‘,”(‘w[
— e T e e e , mne—— 0 - "
- q 20 [ e (/‘.'n e 1

Vo1

Portant ces développements daps le terme général de la série(7), nous
obtenons la série double '

g K - -
(e =R a - (K
Te T
' n £ non N o,
- R ~ Al
- “ l ! . ,/p.n‘-‘(,:u,"ii —e -—n,’ii) N 3 ,/p.n’ !—ﬂ/x'x(enﬁi» Vi (,—:z,’ii-f—vui)
i 2 s 2 Z z
(AR | i
n o1 n 1 v

ou encore
K - R

— Jp(w+ (K, @+ iK')
new nocop N

o A .. AN o ;
=) col = — g sinnB — 2 PR gin (n g — )
g

n 1 not Vel

ce que l'on peut écrire
n=w NoTw
K . . : NAN any
= yp.(x 4 iK', @+ (K') =} cot - = Z Z aqbniny sin (nf — va),

n=1 =0
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en convenant que le facteur = qui figure dans le terme général de la
série doil étre remplacé par 1 lorsque v = o. Si 'on remet pour « et f3
leurs valeurs (6), on obtient ainsite développement

als

yu(x + (K, a4+ (K')

1ol
A
;\'.

g e 9y 0 ’ N T
=y Col 3¢ (¢ —a)— 2 qunt Y gin | (a4 v) o v
2 >

L Q0 s ’ n=ce V=
(8 T
( K 1N

n=1 v=10

Si 'on ordonne cetle série suivant les puissances de g

N:x
K vy o ' T~ N A (D ,
(0)  —yu(e+iK,a+[K)=] coLTK(ac——a)—- gN AN (o, a),
: = : 2k
=1

quelle sera I'expression du coefficient AY'(x, a) de ¢¥? Pour la trouver,
supposons
: N=pn*+o2nv=n(pn—+2v);
soit )
N =3¢

une décomposition de N en deux facteurs, ¢ désignant le plus petit
des deux facteurs (si ces facteurs sont inégaux), on aura

n=2¢, pn-4+ov==7q,
d’olt
¢/ —— s ¢/~ 8

v = P} p.n—}—v:——--——;
2 2

on aura, par suite, pour I'expression du coefficient AY'(x, a),

() AV (2, a)= Y asin <8"+ pt ma o —pd
9 N ’ — E ' P K K ’

2

3, ¢

la somme élant étendue aux couples de diviseurs de N pour lesquels

~r ~
0 — 10

est un entier positif ou nul avec cette convention que, lorsque

2

2

o — pd

sera nul, on remplacera le coefficient 2 qui multiplie le sinus par

‘

le coefficient 1. On peut remarquer que le diviseur & est au plus égal
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.. /N . -
A \/ => car, en multipliant par ¢ la condition
¢ —psZo,
on obtient
N —pa?~o.

5. Voici maintenant le développement de la fonction y, (2 + (K’, ).
Si, dans I’équation de définition(5), on change x en -+ K’, on obtient
une série qui peut étre écrite de la fagon suivante :

Tle ~aji

R LA ol ) — / 9 e 7
. o i U:“l:ll %l (QL__‘EII,EF_’LI P (:fl_;.,,i_) e K - (/‘ln -1
(10) yplx+iK, @)= —"p—¢? e i g * e
’ 2K Vg L T )
N o-wm ¢ K s (/211-1
FalSOl]S, POUY’ :ibrcger‘,
(o — ) T
It Of TII e e — N T e
(1) I 7o 2K

el réunissons, dans la série (ro), les lermes qui correspondent & des
valeurs de (2n — 1) égales ct de signes contraires; nous aurons

; yam (4 (W, )

n o= o
L] A1 N . )
! ": Yo y4i 2n—1 WAL g (201
W =T o > % ) <n“~’" oy T gy O TR ‘
- - by i ’ % Q721 - ui e~
a2 K Vg d et —q P
n

Si I'on suppose que le module de e* est compris entre les modules
: .
de g et y

| g [ < | et <

|
; )

on a, pour toutes les valeurs positives de U'entier r,

AR
0,’“ -+ ,/i’nj_.x, - ! 7_{1//4”"’ 1(3 C“ el (S o) \ (201 1A
c'u‘,v,_ (/::n L T ,/‘.!n -l woi T o / g 9
Yol
de méme,
N 0
-1 i 2001 Tl 3
e .I .f. v(/ . ¢ et [ e PR ALY
-1y I ,_,/zn 1ol : /i .

v o1

Portant ces développements dans le terme général de la série (107,
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on a
2::-1
e i @ )"21\ Ve 2‘7 J (eenmtrei g-teniey
n=% V=o
xfﬁml Z S‘ 2y (2::1 1) +(2n- ll’( (2n—1)Yi=Vai _ p=(2n 1)‘:ua:)
2K Vg e d
ou encore

q!Le"Y‘/H (x+ iK', a)

2n—1\*%
k(%5 )sin(zn—-x)y

k4

n==

(AN e
U( 2 )+r‘” “Sin[(zn——l)y-—vu];

n=1 v=1

ce que I'on peut écrire plus simplement

N=e Y=

K = , e [J.(“z"l)’+(2/z——1)v
;‘q!’«e-ﬂy‘p,(x—q—lk,a):— 2q

sin(2n— 1)y —vz],

n=1 vy=(

en convenant que dans les termes dans lesquels v = o le coefficient 2
doit étre remplacé par r. On obtient ainsi, en remettant pour « et
leurs valeurs (r1), la série

P ai
S Ve Ty (x+ iK', a)

n=ew V=oo

on—1\2
\ pl=——) 20 —1v | (an —1 29 Td &
) = — 2q ( 2 ) sin l!———-——————( )+ E Ml J

2 K K

n=1 V=0
Sil'on ordonne cette série suivant les puissances de ¢
pcal

(13) —‘/—e Ky (2 + (K, a)—"—-Eq"B (z, a),

N
quelle sera I'expression du coefficient BY' (@, a) de ¢*?
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Tout d’abord, comme on a
(14) N=yp(2n—1)*+4(an—1)v,
on voit que les exposants N, qui figurent dans le développement (13),
somt des enliers positifs satisfaisant i la condition
(15) ’ N==zp (mod§).

Soient alors N un entier vérifiant la condition (15) et ¢ un diviseur im-

pair de N
N=2¢2, (s==1, moda);

ez= (2n—1), ¢ ==p(an-—1)-4fv,
’ \
d’ol
AT & - no
v — (22 1) -2y
/‘ (SN - - o >

il importe de remarquer que, pourvu que ¢ soit un diviseur impair
de N, ¢"— p.d est divisible par 4, de sorte que v est un entier pour
toutes les combinaisons @, ¢’. De plus, comnev doit étre positif ou nul,

: . N N
2 est au plus égal \/{; On a donce

(P Yo /8 pd oS wa
(16) By (&, @) = 2 Sin -~»-7| R T4 e )

i~

la somme X' étant étendue a tous les couples de diviseurs de N daus les-

A : . . : N .
quels & cst impair et au plus ¢gal a v avee celle convenlion que
le coefficient 2 du sinus doit étre remplacé par 1 lorsque o devient égal
ay/Y
Vi

' N ~
G — 0

Pour montrer que, sous les suppositions qui ont ¢1¢ faites, ————
+

est enlier, éerivons les deux congruences
Nz, pofz==p (modf),’
dont la seconde résulte de ce que 0 est empair; on en conclut

N —pi?=o0, ¢(¢ —ps)=o0,

-~

Ann. de Ufe. Norm. 3¢ Série. Tome I, — Jaxvier 188).
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et enfin
g—pd=o0 (modj).

6. Nous allons maintenant appliquer les formules précédentes a
quelques cas particuliers. Supposons d’abord p. = 1, et rappelons-nous
que, d’apres une formule démontrée dans mon premvier Mémoire sur
les fonctions doublement périodiques de troisieme espece (Adnnales de
I’Ecole Normale, 1884, p. 151), on a

T
(o) ¢ K
1 (2 K) = 7 ! II, (.:c).

Changeant # en x + K + K’ on a

[".'(0)» T
{*/'f} o(x)

(17) yi(x+ K+ K, K)=—

. . , . I . > .
Pour avoir le développement en série de 7 il suftira de faire, dans

0(x
la formule (13),
=1, a=XK,

et d’y remplacer  par  + K. On a ainsi la formule
Koo e NN _
L;@hw+K+Mﬂw:ZWMQmHMM
1

et par suite, d’apres (17),

K II’(O)

T

—Z¢wwx+nn>

ol le coefficient By'(« + K, K) est donné par I’¢quation (16)

ny”(x—i—K,K)T:EZSln‘(o ~r-o)—-(o—-o) o-——o)~—‘—:”,
= 4 A

c’est-a-dire
/ 81
5 ~ ~ T X
B{'(xz +K,K)= 22(—-1) 2 cos(o’-—o)%K,

3,8

expression qui est d’accord avec celle que donne M. Biehlera la page 106
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de sa These pour le développement ——- On a, en effet, en adoplant
o (x)

les notations que M. Biehler emprunte a M. Hermite,
K
';;- ”./(O) pd % 0017;.

7. La fonction de v
(K5 00

admet, dans un parallélogramme des périodes, un seul pole v = (K’
avec le résidu — 1 et (i + 1) zéros, parmi lesquels se trouvent, quel
que soit p, les points ¥y = o, y =K + (K’; on vérifie que ces points
sont bien des zéros de la fonction en faisant, dans la formule (8),

X =0, (L:::K,
ce qui donne

(iK' K + K =o,

et, dans la formule (12),

x =0, a@=0o0,
ce qui donne

7p((K'50) =o.

Cette remarque faite, supposons d’abord g = 1. La fonction
2180 SRD)

admet alors, dans un parallélogcramme des périodes, le seul pole (K’
] 3 |
et les deux seuls zéros y = o, y =K + iK'; de plus, elle vérifie les
deux équations
71K y =2 K) =7, ({/K', y),
_Tyi
71Ky +2(K)=e % 5 (K y);
mais la fonction
TYyi

SE U e ()

o.y)

admet les mémes zéros, les mémes infinis, et vérifie les mémes rela-
tions. On a done
Tri H(y)o,(y
71 (K y)=Ce? (L—)(-}Tl)(‘)):
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C étant une constante que nous allons déterminer par la condition que
le résidu relatif au pole y = (K’ est égal 3 — 1. Pour cela, faisons
pole y g
y= s K,

la formule précédente donne

i 003) I (2)
(K 5+ (K = Gy - -l'lq(':{)iﬁ;

le résidu du-deuxieme membre relatif au pole 5 = o devant étre — 1,

on a

o W) 1 \/:_
S Vg 0 (o) Vo aK’

car
— 2K A
H(o)=yke(o), I, (0)= \/—)—}—}--
n obtient ainsi les deux formules
/ AR PR
X et o U S () e (y)
(18> /J(LI\. ,})“‘ ‘r,/(-/- \/2]\6 (;)(),) 3
3 N A TE) | HEO N
(18") 11 (K, 5+ iK') = \/le{, (=)

D’apres cela, la formule (13), dans laquelle on fait . == 0, =<1 ¢t
a =y donnele développement de

/K H () 0,())
\/ Y e(y) ’

et la formule (9), dans laquclle on fait les mémes substitutions, donne
celui de
K o(r)1,(y)
\/—ﬂ Sy

On retrouve ainsi les développements cn série indiqués pav M. Her-
mite, qui ont été le point de départ des recherches de M. Bichler, et
qu’'il est inutile de reproduire ici.

On obtiendrait de méme des formules données par M. Biehler, en
remarquant que la fonction de y

'/_z(l'K/,}’)



SUR LES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES DE TROISIEME ESPECE. 2Q

admet, dans un parallélogramme des périodes, le seul pole y —= (K’
avec le résidu — 1 et les trois zéros

Y =0, J)y-=— K, Y= Kk +— /K’

On conclut de la
TYi gy, N
- S HO) ()8, 1)
72K, vy =De & LIRORLITE 1 )80y )
0(y)
D étant une constante déterminée par la condition que le résidu relatif
au pdle y =1K’ est égal & — 1. En faisant, comme plus haut, y =3 + K/,
la formule précédente donne

2~ 1, (3)0(3)0,(3)
»/(, 1(5)0(3)0,(3)

v (TR o~ TR e
7o (EK/) 5 4= (K') = ) ;

en ¢crivant que le résidu relatif d z = o0 est — 1, on Lrouve

l) — _[__ III (0). I —]— j:
Vg W(0)e(0)e,(0) T {/y 2k

Les formules (g) et (13), dans lesquelles on fait x =0, p=2¢ta =y
donneront alors les développements des deux fonctions

111(.)")@(.}’)@1(.}")’ I‘I(.y)ﬂl(.)')(%(_y)’
H(y) 0(y)

tels qu'ils ont été indiqués par M. Biehler.

8. [ofin, comme dernier exemple, considérons la fonction

T
K e ¥ H(2a)H (o)
= H(z—a)H (z -+ a)

(19) F(z)=

qui vérifie les deux équations
2mMX L

F(rx+2K)=TF(z), Flea+20K')=¢ " I'(r).
Cette fonction devient infinie aux points homologues des deux points

r—ma, = -—d,
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et les résidus correspondants sont

On a donc, d’apres la formule de décomposition en éléments simples
appliquée au cas actuel ou p. = 2,

Y mai
F(x)Z—[e gz, a)—ek xz(x,—a)]-

™

Changeons, dans cette formule, x en # + (K’, et remarquons que

1 K H(2a)H' (o)
Vg ™ 0(x—a)d(x+a)

(20) F(z+iK)=—
nous aurons

K H(2a) W' (0)
= 8(x—a)0(z+ a)

(21)

K.- -5 K.~
' =—=Vge © ya(z+iK,a)+ —Vge* yu(2+ iK', —a)
| :
En appliquant la formule (13), dans laquelle on fait & = 2, on obtient
immédiatement le développement en série de chacun des termes du sc-
cond membre, et I’on trouve ainsi

K Haa)W O Y
(22) = 6(x ioa‘;)e(x((i @) :Z(ﬂ [BY' (2, @) — B (2, — a)].
1

N
Le cocfficient de ¢* est donc, d’apres (16),

’ . [ +28ra O —2d mx . (o428 ma B —at wmax'|
2 sin — o — == )+ osin —— == 4 -
i 4

Z K~ 4 K KT K
3,8
ou enfin .

z’ésina'—}-za'nacosa’—zaﬂx

4 K L K’

g,0"

ou il faut, d’apres une convention antérieure, remplacer le coelficient 4
par 2 dans les termes de la somme dans lesquels 8 — 29 =0 (*).

(*) Poyez, pour une formule analogue, une Note de M. Kronecker, Moratsbericht der
Alademic zu Berlin, décembre 1881,
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En changeant, dans la formule (21), @ en @ + (K', on obtiendrait
une nouvelle formule dont on pourrait développer le second membre
d’apres la formule (9); mais je laisse ce calcul de coté pour examiner
ce que donne la relation (22) quand @ tend vers zéro. Divisant les
deux membres par a et faisant tendre a vers zéro, on obtient la for-
mule

/2
(‘73) Q_E I_I# O) 2{]/. [/N,

ol by a pour valeur

Voo, N 0 — 20 Ta
bN: K(O +20)COS‘T —R—)
57 '

le cosinus devant étre affecté du coefficient § quand 8" — 26 = o.

9. Pouracheverle tableau complet de ces formules, il reste a former
les développements de y,(x, a) et y, (2, a+ ¢K'). Nous arriverons aux
formules cherchées en faisant une transformation importante dont deux
cas particuliers ont déja été signalés aux pages 17 et rg et qui, dans les
formules de M. Biehler, permet de passer du développement d’unc
fonction d’un groupe a celui des trois autres. Cette transformation
nous a été suggérée par la méthode qu’emploic M. Hermite dans les

. . ’ 1
Collectanea mathematica, cle., pour tirer des développements de

(<)
di T#T) les propriétés fondamentales de ces fonctions.
e —a)i
En multipliant les deux membres de la série (5) pare ** , on
obtient la formule
pT( e~ aii n=e pamai T (- ) i
?';c]—(- eL_Tr—_Z[,,(.r, a)= \ eL-rf/P-"("-”eL—r"_' coL% (z—a—aniK'),
nEmn

qui peul étre écrite’
Pty i pnmai

KK ¥
(24) — e tu(z, a) ..Ee Ko quntepsicota
en faisant

» ____i — — o !
(25) m_QK(x a—aoniK’).
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Pour transformer le terme général de celte série (24), nous distinguc-
rons deux cas suivant que p est pair ou impair.
Soit d’abord p pair. Alors on a identiquement

elb%i aotx = cola - i(ep.ai+ 9 e(B—2)%1 _ g ell—hj®i_ | . geai__ )3

en remplacant, dans (24), e** cote par celle valeur, on obtient

pmle—aii
BN N
—¢ Y2, @)

. U nTC i naai
< ¢ ¢

:_:\ e N gerteolu L'Ee.—ii‘w GV (ePti 0 e DRI n e o),

La premiere série qui figure dans le second membre est, d’aprés (5),
. 2 K o . X . .-
la fonction — yu(2 + iK', @ + 7K'); quant a la deuxitme séric, clle
se partage en (% -+ x> séries qui sont, en remettanl pour « sa valeur
(25) : ’

— wrwai Pl —a)i
K L2 Ul —_ 2K (1 R
2 e et el = e gW(ea),
VTl Pl —aji 27t i
—~ —_——— el
2 1- 9ymf C
o o X ql’-”’e‘!’- )% — g e 2N e 2 é,.(}l.)(a>’
P T T T N
PenTtai YTl ~ )i _2vmxi

~ Bo7 , - A
:zée Cgrietimmaizmge K o 2K pWi(q),

- Y-nmai p(r—a)i prxi
K .t — 2K , 2R (U
;}‘ e 7' = e e gy (a),

2

les fonctions gy étant celles que j’ai définies dans mon premier Mé-
moire par les équations (4), page 138. D’aprés ces notations, la for-
mule (24’) donne pour ce cas (p pair)

[ prila—x)i
to(z,a)=c 2% o (24 (K, a-+ (K

2T i

=i ~2m
(26) -+ ;K[g(‘;“(a) +2e % gli(a)y ...

_2Vmxi P
IR By
“+2e K oW(gy 4 e 3K g&’-)(a)];

|
' 2
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formule qui rameéne le développement de y,(x, @) & celui de
solz +1K', @+ ¢K') indiqué précédemment (n® 4).

Passons maintenant au cas ou w est impair; dans ce cas, 'on trans-
w
formera le terme général de la série (24) a aide de I'identité
(9‘7) ePA po e = —— 4+ l(el"“' WU L gelp—tai 2(5“’);

Sy %

ce qui donne

i . p'rc x—u)ié
a2 kK 5K \
e e .!J‘<.[', )
— y,na":ni |
(28) / - e [N (/yn- ..... -
\ sinz
1. nTei
4 -S- e & ,/IJ.uﬂ [(:l"“i 4 peW 2% g pp=%i ',),(:7"'].

La premitre série qui figure dans le second membre définit une fone-
tion des varlables x ct a

il p nTai

- . i
(29) wy (@, a) l\ Z e ® r/!L"'—.———f;hm - S

Sin ——+ (' — a0 — ani K’
oK )

N .n , . ’ ). =1 , . .
quant & la deuxieme série, clle se partage en ‘—-—;—- séries qui sont res-

(J’ltf i

pectivement égales au produit de e **  par les fonctions
- 2T i QYT "lp.»‘—lmr.xi
g¥i(a), ae N gPi(a), ..., 2e M ogW(a), ..., 2e 2K ,”3'“1((()

=

La formule (28) donne done, pour le cas de p. impair,

i _amr
— PR o 21 L e
/[,(1,ﬂ) s (i, @) - '»l\[‘ d”(a)—}—(, * g‘ll”(r() b
(30) 7 Ty 1[1—1‘;"7“:
’ d2e o gf(a)4ne PN gy (“)J,

o=t

formule qui raméne le développement de y,(x,a) a celui de w,(x, a).
=4

Ann. de I'Ee, Normale. 3° Série. Tome I. — Jaxvior 1885. 2
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2K wy (2, a) =
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Si, dans ces formules (26) et (30), on change @ en a + (K’ et si l'on
se rappelle que "

pmai

sulz+ K, a+2K)=e¢ ¥ yu(z+ iK', a),

on voit que, quand p. est pair, le développement de y,(x, a + tK’) est
ramené 2 celui de y, (2 + 1K', @) qui a été effectué dans le n° 5, et,
quand p. est impair, ce développement se ramene a celui de la fonction

n=®  ynmai
™~ I

(3|) (')EL('T’ a-+ iK)= e e K qguz(n—e—l) .
[ = sin;ik[w-—-a—(znﬂ—r)[K’_|

10. Il nous reste donc a développer en série, suivant les puissances
de ¢, les deux fonctions (29) et (31), dont la premiere, pour le cas de
p. =1, se trouve écrite avec d’autres notations au bas de la page 4 de
I'article de M. Hermite dans les Collectanea mathematica, elc.

Ecrivons la série (29) sous la forme

”

I

. T
sin ¢ (x—a)

n=ew pnmai Hnmai
K TR
s e ;
- 2 g —+ 2
sin— (2 —a—2niK')  sin — ( K
=1 = (* —a— —— (z— a4 an
" 2K 2K +2ak)

puis développons la quantité entre crochets suivant les puissances de ¢;

T —a)i
nous obtenons, sous les conditions|¢* | <|e * | < ||
q
pnmai pnmai
e K ., T K
~ + C .
. (0 . . ™ oyr
Smm(a—-a—wul(’) smg—K(x—a—f—mu]\’)

(32)

V=

. T X
—_— g¥sin| (epn—4v)— — v —
[‘2’ [( ® +')2K ‘zK]’
V=1

’
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ouv prend toutes les valeurs impaires de 1 2 + % . On aura donc

n=wo Y=« _
A

=

o 2 K . . .l ¢
(33) —oplzr,a) = —:——l———— —4 2 2 g+ sin [(2 pwn ) ;)—Kr 'K
sinﬁ(m—-—a) o Lo 2

d’ott I'on conclut que, si 'on fait

2K 1 "
= ol @) = e =Y VO, @),
SN — (z — «
5K ¢ ) N

on a, pour le coellicient C{'(«, a), 'expression
~) moT ~/ ~ Ta ~ ~ Tz
G, @) :_4 sin | (3" 4 2p.) X — (3 —3p) Nk
iy

’

la somme X" étant étenduc i lous les diviseurs conjugués o et 0" de N,
pour lesquels 0’ — dp. est un entier posiif impair.
Ecrivons de méme la série (31) sous la forme

2K o — U—‘Eﬂ T
—Vyre ** wy(r, a4+ 'K
e b _pmmai
=37 - " G ;
- Silll(m-—a——m[l\”) sin L(.I:-—a«}—mil\")
me=t 2K 2K

ol
M =92n -I.

m?*

. [ [yeey .
Le coefficient de ¢ * ne differe du terme (32) qu’en ce que n est
remplacé par '—;—L; on aura donc immédiatement, d’apres (33),

/ Y

oM = T .

S —- l\/(/p“' ooy (2, a+ (K')

(34) Mmoo N @yt 4 2my '
=—4 g v sin|(pm4v) = 2
=—4 1 ’ 2K 2K

mz=1 V=1 -

AL — )i
I

1
4 [<}—,7
7

l7]<
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ol met v prennent toutes les valeurs positives impaires. Sil’on ordonne
le second membre suivant les puissances de ¢, les exposants de ¢ sont

N .
de la forme =, on S

4
(35) N=p+2 (modj),
N
et, sous cette condilion (35), le coefticient de ¢*, dans la série du second
membre de (34), sera -

O /4 pd ma 3 —ud mr
sin = ]
2 2K 2 2K

EY (x, @) =
d

o)
0]

la somme X" élant étendue a tous les systemes de diviseurs conjugués

¢ et d” de N dans lesquels & est impair et moindre que \/g

On se trouve ainsi en possession de méthodes et de formules géné-
rales permettant de trouver facilement et rapidement les développe-
ments en série des fonctions doublement périodiques de troisieme es-
pece, et comprenant comme cas particuliers les formules, si précieuses
pour I'Arithmélique, que M. Biehler a établies dans son intéressant
travail en suivant la voie ouverte par M. Hermite.



