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A N N A L E S
SCKîNTIFIQUJES

DE

rÉCOLË NORMALE SUPÉRIEURE.

DEVELOPPEMENTS EN SERIE

¥ 0 N C T 1 0 N S I) 0 U K L E M E N 1' P É R 10 D 1 Q U E S
D E T B U H S Ï É M . E E S P È C E ,

PAH M. P. APPELL,
MA1T1U'; I»!-; CONFli l l^NCÏ-Î .S A r/îS(;OLI'; N < ) K M A L I < : S l J P l i l t I K U R E .

1 . Soil, V ( z ) iiiio foîiclion unitbi'ine de ^ vcritiynl les deux équa-
t io l ts

/// 7C ."• /

( i ) F ̂  -1 - --t K ) •'-::: F ( 3 ), F C.- - [•- --i / K/ ) :.-.:- c ! " K ' 1̂  ( ̂  ' )

ci n'ayant, que des pôles dans un parallélogramme des périodes ^K
el 2^'K/. J'ai moniré (Annciles de l'Ecole Normale, i8(S/j) que celle fonc-
tion F { z ) peut cire décomposée en une somme d'éléments simples pos-
sédant chacun un seul pôle et en une partie entière qui est toujours
nulle lorsque l'entier m est. négatif. L'élément de ce t te (lécornposition
est la fonction

ri ( - w ^ ^ ̂ ^ ç̂̂

( a ) /p,(,^, aj:-,=: —— y e " ^ '/yp^-"i) col •^— (.3 — a — ^mK/),

// ::-- .-- X.

( jue l'entier m qui figure dans les relations ( i ) soit positif ou négatif.
Ami, de l 'Ec , Nonn. 3" Scrie. 'l'otne If. — JANVIEII ïH85. ^
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Lorsque m est négatif, m ==—^. , l ' é l émen t de la décomposi t ion de
F(s) est / ^ ( - s»^)» (% étant un paramètre qui coïncide successivement
avec les pôles de F(-s); lorsque m est posi l i f , cet é l émen t est la fonc-
tion %w(a, /s), où a. coïncide'successivement avec les pôles de F(^) .

Ce t t e t ranscendante ^(z, a) avai t été rencontrée par M. Hermite
dans des recherches déjà anciennes qui n'ont pas été publiées ( 4 ) cl
d o n t M. Hermite m'adonne communic îUion, après l ' impression de mon
précédent Mémoire. Voici, en quelques mots, l ' indica t ion de la méthode
suivie par M. Hermite. Envisageant une fonct ion de la forme

F^)- -,_____^(^^^(.^L^Êl:^^______-,v / 0 (x " a) © (x — b)... 6 (^ — /) 6 ( x — m)... 6 {x — r )

où le nombre des © est.plus grand au numéra teur qu 'au dénomina t eu r ,
il ramène d'abord la décomposit ion de F(.r) en éléments simples à la
décomposit ion d'une fonct ion analogue c o n t e n a n t u n seu l © au numé-
ra teu r ; et cela de la façon suivante . La fonct ion F(<ï) p e u t ê tre écr i te

F(.r) = <î>(.z-) ———————I.-.————,...._,
' / ' / Q(.:r—/^). . .e(z;—. /•)

où(î(x) cont ient a u t a n t de © au n u m é r a t e u r qu'au dénomina t eu r . Celle
fonction 9[x\ est donc d o u b l e m e n t pér iodique de seconde espèce el
peut être mise sous l;i forme

^^.^(^-^),r^^—^) , , g ecr-n.1 (^) _ A ̂ -̂ . + L ̂ ^ -f-.. . + L ̂ ^ ,

remplaçant ^{x) par cette expression, on trouve F(<r) décomposée en
une somme de termes, tels que

e(^_^/)
î?(.r) =:A

e( .z -—^)e ( . r—m) . _ © ( ^ — / - )

contenant un seul © au n u m é r a t e u r . Pour décomposer enfin celte fonc-
t ion (f{x} en é l émen t s simples, M. Hermite considère le produit

/(^)=^)cot^(,^—,r)

(r) Dans la publication intituléo : In memoriam Domudci Chellui Collectanea mathc-
matica (Milan, 1881), M. Hennile a indiqué quelques formules très importantes relatives ù
ce sujet.
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qui a d m e t par rappor t à z la période aK. L'intégrale -î --. f/{ z } d z , prise
2 71^ •

le long d'un c o n t o u r sur lequel/(s) ne d e v i e n t pas i n f i n i e , est égale a
la somme des rés idus d e / ( z ) re la t i f s aux pôles de cet te fonct ion s i tués
dans ec c o n t o u r . Prenons p o u r contour d ' i n t é g r a t i o n ce lu i d 'un paral-
l é log ramme PQRS dont les sommets sont les po in t s

P ( .-0 4- ^ n i B\/ ), Q ( ̂  -— 9. n î K/ ),

1{ ( Jo + r)' K. — ':->. ni K ' ), S ( ̂  -t- '.>. K. -(- 2 m K' ),

n dé s ignan t u n e n t i e r pos i t i f . La foncliony^) dev ien t i n f i n i m e n t p e t i t e
su r les côtés PS et Q!{ q u a n d n a u g m e n t e i n d é f i n i m e n t ; i l en est de
même de l ' i n t é g r a l e f / ( z ' ) d z le long de ces côtés. De p lus , comme
/ ( z ) a d m e l la pér iode s'K, l ' i n l ég ra l e ff[z)clz a des v a l e u r s égales et
de signes cont ra i res sur les côtés PQ et R.S. Donc la somme des rés idus
de f(z} r e l a t i f s a u x pôles s i tués dans ce p a r a l l é l o g r a m m e tend vers
zéro q u a n d n a u g m e n t e i n d é f i n i m e n t . En f o r m a n t ces rés idus et écri-
v a n t que leur somme est nu l l e , on o b t i e n t la f o n c t i o n

^(.r---^)
^ ( ,'y •"--- \ .....,...,...,,--..........-.-.„..,....,,..,..-,--.-.--..,-....,.-'-.-.-..„-, ,1 ' / ' (")(,:/• — a) e(.z- — / / / , ) . . .e(.r — /•)

expr imée par la somme de séries convergentes qu i ne d i t l e ren i que par
des facteurs constants des fonct ions

y^(.7; -(- l --\~ < K / , a -|- / ) , /p.(.'r -h t -+- /'K/, /// -t- / ) , . . . ,

l d é s i g n a n t la constante

- ( a' — a ~~ m —. . . — /•) •— K.
1-'-

et ^ l'excès du nombre des 0 du d é n o m i n a t e u r sur celui du n u m é r a -
teur .

Le cas le p l u s s imp le qui puisse se présenter est ce lu i où la quan-
t i té a! qu i f igure au n u m é r a t e u r de y(^) est égale à l ' u n e des quan-
ti tés a, rn, . . . , r du d é n o m i n a t e u r . R e l a t i v e m e n t a ce cas, je trouve,
dans des Notes manuscr i tes que M. Herrni te m'a fait P h o n û e u r de me
communique r , la f o r m u l e s u i v a n t e . Soit

4*(.z') •=: Q(x— ci) e(.r~~ b ) . . .0 (..r — /)
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le nombre des facteurs étant égal à p., et

_ ^yça—b)lî(a—c)...îî(a—l),
A

— H ( 6 — a ) H ( & - - c ) . . . H ( 6 — ^ ) ,
D

ou a

^H-^^ AV^^-'oot-^-a-^K')
TÎ <ï>(.y) ^ ^K

„ P^ ̂  __
H-B^r-^'4 0^ >î cot— (.r— /^—vn^)

+. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
—— t-(-'''2 V /TC

-4' LZ^~['vy'T"^^ ̂ """^ cot ^K {x - / - " nc/).'

les sommes étant étendues à toutes les valeurs impaires de v, de — co
à 4-oc , et ^dés ignant la somme a - + - & + . . . -h/. On reconnaî t immé-
d ia t emen t que les séries multipliées par A, B, . . . , L sont des fonc-
tions %^, d'après la notat ion (2) . Ainsi le coefficient de A est égal à

^.^^^^--V^-^K+n^a-^KyT' \ l^ ^ ]

Je trouve encore, dans les mêmes Notes de M. HermUe, la fo rmule
„,.,. 2KI ̂ ,, . ï î ( € l — b ) Q ( x — D )( 3 ) ^^(oî^^^^^H^-^

ou
fj -:-: 4-00

/,= ̂  (-iy'^-^cot^(a--«-^K'),

C'TCV , V 2

/A=: S (-"I^2K(/? ^^coi^^.^-./^.^-K/),

avec
^ ==: 2 ̂  + ï ,

formule qui s 'obtient immédiatement par l 'application de la méthode
de M. Hermite, exposée a la page ï ï . Si l'on pose

t= p — a — b -~ K,
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on a
j- IF^^^JZ

y a = ̂ y v^ • e 2 K z i ( •2t --'-l + l IK/ .a •+• ^ ).
•vr V. ( h -+- f } t

f, =: ̂  ̂ y. e~^~'^{x + t 4- iK', b -\~ t).

C'est un extrait de ces recherches que M. 'Hermite a donné dans les
Collecicinea mathemaiica in memoriam Dominici Chelini; la fonction

-1- m ( 2 // -\- 1 Y ( 2 ft -h \ } t mûY (_i)^t-T"^ ^-•1"---•--air"'--•
? ( ̂  ^^ ) -^ ,> ---------.--•-•--A^ ,

^lar^^[.^•-(^..4-I)<K /:]

qu'il considère à la pa^e 5, n'est aulre ctiose que

ff'r / TIf»')

:;̂ ..:. ^/^ , ̂  ^1< y^ ('^ ,-[„ (,j ...ĵ  K' ...(._ /g{^ („ ,.j,.,. ^ ^ ^

et la fo rmule de M. Hermile

cp ( œ ) e K ' " " " " :̂  — ^ ( .Z- + -îiK' ) -t- H ( c.) )
/ TT, „ . (.,. .„!„„ ^ ^' ...|,.. (,) j

( —— ^ 1^

donne, par un simple chang'en'ient de no ta t ions , la fo rmule fondamen-
tale relative à la fonc t ion '/.\

•/,{z + 2^, a) == ̂ /^.^ a) .- ̂  (ï + ̂ '^^'(a),

OÙ

^(.)-=—J^n,(.),
v^

II est intéressant de remarquer que la fo rmule que M. Hermite donne
sans d é m o n s t r a t i o n à la fin de cet ar t ic le se d é d u i t de la formule ( 3 j
en y fa isante = o, et en changeant les lettres x, a, b respectivement
en z , x "h iK\ y -h- iK^.

2. Jusqu'ici nous avons exposé la méthode de M. Hermite en tious
plaçant dans le cas pa r t i cu l i e r où la foncl ion à décomposer ne possède
que des pôles simples. Lorsque cette fonction admet un pôle x •== a



l4 î"*- APPELL.

d'ordre m de m u l t i p l i c i t é , la fo rmule de décomposi t ion cont ien t l'élé"
nient s imple qui admet pour pôle simple le p o i n t a et les {m — i) pre-
mières dérivées de cet é l é m e n t par rapport au paramètre . C'est ce qui
résulte imméd ia t emen t de la m é t h o d e de M. Hermi fce . En effet , appli-
quons, par exemple, cette méthode à la fonc t ion

ô C ^ — a / )
<ï)(.r)=

^{x — a)Q{x —b). . .<ô(x — i ) '

qui admet pour pôle double le point a 4- î K 7 et ses homologues . Nous
devons écrire, p o u r obteni r la fo rmule de décomposit ion, que les pôles
de la fonct ion de z

^(^cot^^--^),

situés dans le pa ra l l é logramme désigné précédemment par PQRS(p. i s ' )
o n t une somme qui tend vers zéro quand les côtés PS et QR s'éloignent
indéf in iment . Voyons quels sont, dans cette somme, les termes prove-
nant du facteur d o u b l e Q2^ —- a) du dénomina teur . Dans le voisinage
du pôle double

z ==. a -t- ( a n --\-1 ) iK'y

en posant
^ == a 4- ( 2 n 4- i ) ̂ K ' 4" s,

on a .c^̂ ...,
co t — ( z — x ) = co t — [ a 4- ( a n -h i ) i'K.' — x ]

4" sBa COt —, [a -h ( 2 n -}- ï) i'K' ~ .rr] -h....

Le résidu du produi t <D( ; s ) co t—(^ — a?) re la t ivement à ce pôle est
donc

R.;, cot ̂  [> -+- ( 2 /i -h i) /K/ — .̂] + RA cot — [a 4- ( 2 /À -h i) ̂ / — ,t?],

et la somme de ces résidus est composée l i néa i r emen t avec l 'é lément
simple et sa dérivée par rappor t au paramètre. Ce fait résul te aussi
d'une manière simple de la méthode que j 'ai employée dans mon pre-
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mier M é m o i r e ( p . i 53 et suiv.) pour ob ten i r la f o r m u l e de décompo-
s i l i o n .

Je c i tera i , comme exemples, les f o r m u l e s q u e M. Bieh ie r a démon-
trées dans les 11°''75, 77, 79 de sa Thèse en e m p l o y a n t h m é t h o d e de
M. l ie r in l le* I I se ra i t aisé de re t rouver ces f o r m u l e s par l ' app l i ca t i on de
la méthode que j ' a i i n d i q u é e .

Pour cela , prenons la f onc l i on

,(-)....._.H^)
'^ -HK.)

q u i vé r i f i e les d e u x équat ions

^(z 4- 9.K) -"^(^),
— — ( Z. 1 K - + - / K ' )

^ ( 3 -j- --«K/) •^C^ r?^)-

l ^ ï i i r a p p l i q u e r la m é t h o d e que j 'ai donnée , i l f au l commencer par faire
un changemen t de var iab le q u i ramené ces é q u a t i o n s à la forme ( i ) ;
c'est ce q u e l 'on r éa l i se en p o s a n t

,̂ ,..)., g< -i- /K/::= i ;

la fonc t ion à décomposer d e v i e n t

_ ( ^ ( / - K - / ^ ) e . c / - - ^^ ) .
' / j A î ( ^ — K — / K' ) """" 112 ( / " - / K / ) '

celle f o n c t i o n vé r i f i e les d e u x é q u a t i o n s

<î> ( / -^ ^ K ) —: ̂  ( / ), 4» ( / - )- 'ï l K/ ) == ^ K f!> ( /},

qui sont bien de la tonne ( i ) ; e l l e a, dans u n p a r a l l é l o g r a m m e des
périodes, le seul pôle t=ÏW qu i est un pôle double . La f o r m u l e de
d é c o m p o s i t i o n sera de la forme

< l > ( ^ - = A ^ i ( / , / K / ) 4 - B/^/ ,^ / ) ,

/ / , (^ , (K / ) d é s i g n a n t la dérivée ( - / • [ ' l ï ~ / dans l a q u e l l e on remplace a par

iK\ Ces deux. coefficients A et B sont les coelï icients de

î 1

7̂ 71̂  (T^T]̂  p
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dans le développement de < D ( ^ ) au voisinage du pôle ^=== iK\ Pour les
trouver faisons

Z-==^+£;

alors
<h^- ^(^ _,e, (o)+£2©'; (o)-h. . .^ "- W(T) - —g^^^-^-^—-,^=^^-:

le coefficient A de î- est doue nul , et l 'on a
£

n--0^0)-- IL
H^o)" Â - 6 ^ 5

donc enfin
^\ © l ( ^ " - ^ K / ) __ 0,

(1 i l ) ÎPTT^^K7) ̂  1^ 7A (£! iK')'

Revenant à la variable s par la formule

^^.-4-K+^K/,
on a enfin

e(^) _ 6^̂ 7 ; ^ ( . ^ + K + ^ • K / , ^ K / ) ,Ein^-A-o^
ce qui , diaprés l'expression (2) de / j(^,û:) el l 'expression qu 'on en
dédui t ,

2 '€~^ " TCgt i .....

7i(^ 7-) •= ̂ ^^^^ s^'cot^ (^ -a- ̂ niK') -H .-—^^^^
s i n 2 ^ ( ^ — a — a / u ' K 7 )9. k • /

n'est autre chose que la première des formules données par M. B i e h i e r
dans le n° 77.

Si, dans la f o r m u l e (4) , on fait

t—iW^z,

on obtient le déve loppement de —t) tel qu ' i l est donné par M. Biehier.
Du reste, des que l 'on a obtenu le développement de l 'une des qua t r e

fonctions d 'un même groupe (d 'après la classification de M. Bieh ie r ) ,
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on en conclut ce lu i des trois aut res en a u g m e n t a n t z de

K, n^, K^'SY/.

C'est a ins i que le développement de - ' ^ se d é d u i t de c e l u i de
H ( " }..y— p a r le changement de ^ en z -+- i K ' . Comme l 'on a

e^-h^n _„ .'.,/- ^ me)
^rTï-+7s<:71)-:/v7^ e[^)5

on t rouve ainsi

0 ^02 I!.,[5l ̂ — ,A- e"" ÏK' V ̂  1 -••--••--•Y-^-—^^^^^^^^^^ — a/m'îan^.y; —^o) | ,
(") Ï ( -' ) \jq Z^ L(^ (•r - v(o ) J

x == --g- 5 ^ =-:: a /^ — f , (o -= —n— •
'.< Sv 2 K

Oii r e c o n n a i l , comme il suit, l ' i den t i t é de ce développement avec
celui que d o n n e M. Biehier . En f a i s a n t passer le fac teur e >r' sous le
s igne ^, on t rouve , pour le terme général de la série, l 'expression

f i ' i ^ e - x i .„„.——.———_ — 'uni tanîï(.z' —^o '
L00^'2'' ~~ ^ (1J)

ou encore, puisque e^1^ \/y,

/// •i — //i,(, J; ^— (.r—vo) 5 f ._„/•!-,„.,„(.... ̂ ^-(^—v(,) 5, ,,.„,„..„, ^——,„,— — 2/'/'U"tai1g(.2/' — ^œ)
7 I c o s ^ ^ — ^ œ ) ov /1 ' ' \ cos^^ — ̂ )

Mais on a ident iquement
. /, B \ B — / A /Bs in^ ., . ,

e~"1 ( A iwsu -\- —^— -= ——— — ——;— -h i K e ^ 1 1 1 ;
\ cos" u / cos u cos"^

on en conclut que le facteur de ^ma•-m-4• est égal à
^ f^ — [ i s i n ( x — v o) ) /,., - , . , ,——————— — _-^—————i »)- '^rne~~^r•-va))/.

COS (^' — '^(-0) COS2 (^' — vo) )

On obtient enfin, en transformant ainsi le terme général ,
a 'Jr"x'

H ( z ) Y 1- • " sin(.^ —vo)) v^" 1 < V ,,2 ,,
0 r;-^ —A.-.7- ==:— Y n'' ——-A—————L- 4- ——;—————r — 17"= > itnq^e-1^.

<" ) î(^) Zj ^cos^^—v^) cos(^—vo))J t/^ ^J

y-//i^. de l ' É c . Normale. S0 Série. Tome II.-- JANVIER i885. 3
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Cette dernière somme é t an t nu l l e , on ob t i en t bien le développement
tel qu'il est donné par M. Biehier.

Enf in , je terminerai ces remarques en app l iquan t la méthode que
j 'ai indiquée dans mon précédent Mémoire à la démons t r a t i on des deux
formules

•̂̂ ^1>,-,.,)̂ (,-,,,K.,,
V

[î.^T-S^^-^»-)00'^-^''.
[j.

qui m'ont été communiquées par M. Hermite, et dont la démonst ra t ion
est très simple par sa méthode; dans ces séries, l'entier v prend toutes
les valeurs impaires et p. toutes les valeurs paires de — ^ à -+- "-o .

La fonction F•.-'=;i.̂
vérifie les relations

2T1;('

F(.^ l-+-3fc)=-=F(.2•), y(.r4--uK/):=e K ^^(.r);

faisant alors
x -4- 1K' -= ̂  <^{z) == F (x) = 'F(z ~ i^1 ),

on a

^^^^^•^^ÏÏ^)
et ce t te fonction vérif ie les équations

2'n:sf
^ ( j -+- 3 K, ) --=- ^ ( j ), ^ ( z 4- a ^K') 3= e K <J> ( ̂  ),

qui sont de la forme (i) où m •==. — ^. La fonclion $(.s) a, dans un pa-
rallélogramme des périodes, le seul pôle z == o, et, dans le voisinage
de ce point, on a

. ^^——.^(i'.-K'O---

On aura donc, d'après la formule de décomposition en éléments simples,

•I•^=•-H-%-)^(-0)-^(^)]
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où, d'après l 'équat ion ( 2 ) définissant /^,
^ ^^^ lIL''!̂ ' (2 /' 1 -̂  —

^^(3,a)~: ^^^é' K y 2 C0t^(3- x—'î /H'K. ' ) ,

„ ,—'2 •%-̂  '2Ltl.'^:''JL! f2 ̂ ""A!.! r~ —
f yy ; , ( , j , a ) -= -—^^ e K 2 4/^'cot — (^ — a — 3 niK')-^ ———--—--•' -_...--—-..-

..iSv^.J | ;î IV ' . ., '3": . . . . ,
— Sin2 --y-- (^ — a •— 2 ni [ \ . ' )

L 2k .

En faisant , dans ces formules , a == o et subs t i tuant , on aura le dé-
ve loppement de ^ (z ) , et, en revenant à la variable x par la f o r m u l e

^(.^^(.r-.h/K^

on obtiendra le développement de —rr— tel q u ' i l est écrit plus h a u t .u- ^;r}

Notre calcul d o n n e en rnêinc temps le d é v e l o p p e m e n t de .p-—
q u i est égal à

^^^"<I>(3).

^1

Le lerme généra l de la série a ins i ob tenue cont iendra en facteur l 'ex-
' n z i

p o n e n t i e l l e e K , que l 'on fera d ispara î t re en a p p l i q u a n t à ce terme gé-
néral l ' i den t i t é ( f )

( î î t l i ( A cMu -+- —— } = (A -h aB/) col// --i- ——-" + ^ A ( t 4- e 1 ' 1 1 ) — ^lî
\ s in2 / / / sm'-'^

et r e m a r q u a n t que, dans la somme, la par t ie en t i è re d i spa ra i t .

3. Les recherches de M. Hermite, que je v iens de rappeler et dont
j 'ai d o n n é p lus ieurs exemples, ava ien t été entreprises af in do dé-
montrer d a n s toute sa général i té une loi que M. Biehier , dans son ex-
cel lente Thèse, a vérifiée sur un grand nombre d'exemples :

Si l'on développe une fonction doublement périodique de troisième
espèce en une série ordonnée par rapport aux puissances de q^ on voit rip"

^
paraître dans les sinus et cosinus qui forment le coefficient de q^ les

( l ) Voir Cours d^nn/fse de VÉcnle Polytechnique de M. HermiLe, p. 32ï et suîv.
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combinaisons —=—— des diviseurs conjugués § et ^ de N ; le signe -4-

convenant au cas où il y a au numérateur m fonctions 6 de plus au au
dénominateur et le signe — au cas où il y a au dénominateur m fonc-
tions © de plus quau numérateur.

Quoique M. Hermite ait complètement démont ré cette loi, il a b ien
voulu m'engager à publier les résultats que j'ai trouvés sur ce sujet en
suivant la méthode employée dans mon précédent Mémoire.

4. Je me propose, en conséquence, de former des développements
en série des fondions

y^(^+/K^4-^), /^(.r-l-zK^), /^(.^a-r-n^), /^(.z ' ,^),

ordonnés su ivan t les puissances de q. Ces développements une fois
connus , il suffira, pour former les développements en série de toutes
les fondions, telles que (i), d 'appl iquer à ces fondions In fo rmule de
décomposition en éléments simples et de développer ensui te chaque
élément .

Reprenons le développement de la fonct ion ( 2 ) sous la forme

n = "t- as . Ï.LI1-'1''-I/!£

( 5) -,,(., a) = ̂  ̂  e - ^ ^ V -̂±-̂ ' ;
/ Î = - M Q K __. ^2/1

en y changeant x et a en x+iK' et a -h iW, on obtient

// =•+•<» TC(,r"-- a}i
irr u yi 'J^ai ————.-.:———

(5-) ^(.+^,^K')= ̂  e-^-^^^±^.
it •- —10 e K — ly2"

Faisons, pour abréger,

(6) ÎÎ ^ ,̂ p=ç

el réunissons, dans la série (5'), les termes correspondant à des va-
leurs de n égales et de signes contraires, après avoir isolé le terme
correspondant à n == o.
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Nous au rons alors
/ °-K, , , .,., , .,,..,[ ^4zi.(^+^K/,a-r- n</)

2 i

S / ^'4- ̂ rt Q . e^f-{- ^-2/<\
^î ( ̂ i __J__L_ .^_ ç-n^i _____(.——— .(/ ^ ^ ̂  ̂  ' e7-1 — 7-2/^ /

^ _ + ^ ^- ^

Supposons que le module de e^1soit compris entre celui de y2 el celui
de ~î

T
\ff <\e^ < - ;

nous a u r o n s , pour toutes les valeurs positives de n,

c^i .^. qîiî y,,^^2^^-a/ ^
" ^——.-J—«. -"-- '- ' —-1- [ -l- 0 \ ^2 / /V^—V%/ .
.̂/,.,,̂  1--1- ^ „ ̂ n^-u.i — " Zj / "' î^^./ „ ̂ ïtt ~"~ [ _ _ ^ - l n ^ - a i

car le m o d u l e de q^e v ' i est moindre que l ' un i t é ; de même ,

^a/_j.^-^ ^.^qïn^i ^
_....-._-.L.,_ — . .. _^-./„„„.•^ , — — î — ^ \ ̂ -îi^^i^
(^'^^ -^n. ~" ^.^fi^.i ~ • ^•'

v ... i

Por tan t ces développements dans le terme général de la série (7) , nous
ob tenons la série double

-^-^(.r + /K/, a -|- iK ' )

n •• •f» n "" 'A v •-• 'w

- y ^^•(e'^1 — ^-//f^') -y. 9, y y ^ ; j . ^s i -2^v (^ /< f^ ' -v%/_^-^p / -py%/)
// : i // i ^ \

ou encore
§i
— y^(.:r "4- ^"K/, ^ -t"- i K'

/; ; - w /; - -; 50 V .:•;.; ^

:;;- ; col. ^ — V r/P-712 sin n [ï —• 2 V V ^p./^ i-2^^ gi^ ( ̂  ^ _ ..y.) ;
/i .:-= i /; -..: i v = i

ce que l'on peut écrire

K. y^.(^ 4- ^K/, a + ^K/) = ^ col ^ — V V ^^.4-2^ s in(^p — ^a) ,
2 JiwJ ^MMÎ

A( ^ l ^ _ 0
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en convenant que le facteur 2 q u i figure dans le terme général de la
série doi t être remplacé par i lorsque v = o. Si l 'on remet pour a et (î
leurs valeurs (6), on obtient ainsHe développement

(^y^-n^^'jn
i TC

, o •'. ' n == os v "-= oo
1 ' \ TC X-^ Y^ ? TC^/ TTf =: 1co l - ^ (.r — a) — y y 2 ̂ p^-2/zv gm ( ̂  ̂ . ̂  _ _ ,, .„

\ /; == i v = o

Si l'on ordonne celte série suivant les puissances de q
N = T.

, (9 ) A 7;j.(.:y 4- /K', a -h- /K/) == 1 cot —— (se — a) — V y^" A^ (Jr-, a),
'•* .i ,1».. ^_^j

quelle sera l'expression du coefficient Â^(.r, a) de y^? Pour la trouver,
supposons

]\ -==, [i n^ -j- 2/1^=: /< ( .̂ n 4- ;? v ) ;

soit
N == Sr^

une décomposition de N en deux fadeurs, S désignant le plus p e t i t
des deux facteurs (si ces facteurs sont inégaux), on au ra

ri •==. o, a n -4- a v :==. o
d'où

fs/ 's «s/ "»û — ao o •4-'- ;JLO———— ? p. /î -4- y — ( •

on aura , par suite, pour l'expression du coefficient A^(,r, a ) ,

i i\ i (u.)/ v Y^ . /5 /-4- 1x8 7:0 ^—n.8 'n:.y\( 9 ) A.(^a)^.sm^^^^-^--^,

la somme é tant étendue aux couples de diviseurs de N pour lesquels
—^— est un entier positif ou m^ avec cette convent ion que, lorsque
^f r>» * •

—y-^-sera nul, on remplacera le coefficients qui mul t ip l i e le sinus par
le coefficient r . On peut remarquer que le diviseur ^ est au plus égal
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/Na V a ^ car? e" mu! ̂ p l iant par à la condi l ion
^ — ÎJ.Ô ::; 0,

on obtient
N — [j^2 _ o.

5. Voici ma in tenan t le développement de la fonct ion -f^x -4- <'!</, a),
Si, dans l 'équat ion de définit ion (5), on changea en x+iK\ on ob t i en t
une série qui peut être écrite de la façon suivante :

(J.7C ni n „1+ ro ( 2 n - 1 ) p.TC ̂  / 2 n - - l \ 2 ^i^——^

(,o,-/,(,..K,«).^ .."- ̂  .———.-/(-.•; «,„l„,+"••-
7 / / _ - w 0 h —— <ytirt-

Faisons, pour abréger,(..) .-.̂ "', ,̂
el réunissons, dans la série (10) , les lermes qui correspondent à des
valeurs de (a/ î — i) égales et de signes contraires; nous aurons

•/j;.(,v-|- (h', a')

•• ' ) ', - _ ̂ L... ,ti V .^.""."^Y^--" "r'- <-'Ï-'-+^2"J.:1. -i-<-^--)r' ex'"-1- y'(2"'(-') -_- _ ^_ ,,i V ̂ "^(^ "r- QlÇ;1 +^-^»-.)r< Ç^y:^; I; '
( ""aKt/^- ' Z' V' e«' -y ' " - '1 6 ^rry-^"-

Si l'on suppose que le module de e^' est compris entre les modules
de a et. -/ //

H<k-i< ̂

on a, pou r toutes les va leurs positives de l ' en t ie r n,
V --. w

f^i ̂  ffi'i- 1 i ...),. (,ïti- 1 a y-i \^
..'.............L..^..^................ --- ^ .......'-...̂ ../.,. ..............,.,:..„.„„,,.„- -^ i .,...1_ ^ ^ ^ ^ / ( " 1 ) 7 ^ ^ - /a i .
^a/_ ^:i//-l ^ _ ^ïn l ^ y . i ' ' ^J 1" î

v i

de même,
^a/-„.[.... ^ (2/ / . . -1 ; i ....̂  ^tt-\^i ^ ,
:„..__ i_Z_....,,...,,,.-..,,..,„ —-....„.. .,. ..,.!..„.„...„;/„...„..,.,„,-..,-„.-.„.... •.-.-_ (1 .„. ^ \ ( , [ ï n l^^^i
^/•_.. ^-.(2/<,....-i) 1 1 - 1 ï....,,^ya/< i ^ a / 1 - - ' Z^ / '

v ' i

Por t an t ces développements dans le terme général de la série (K/) ,
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on a

ou encore
•rr __

-^e-^^^-^iK^a)

n^ .f^-lY
=-— , y ^ v 2 / s i n ( 2 ^ — i ) Y

/2= 1

"Y Y p•(2"—)2-H2.-.l)v
"^ Z2 ' S in [ (2^~ i )Y-va] ;

n^i v = 1

ce que l'on peut écrire plus simplement

K !,/—— \^ \^ (A(l /L_ l)s4.(2/,-l)v

^v^t^-^x^^+^^a)^-^ Z2^ 2 sm[(^n-i)Y-va],

en convenant que dans les termes dans lesquels v == a le coefficient 2
doi t être remplacé par r . On obt ient ainsi, en remet tan t pour a et 7
leurs valeurs f r r ) , la série

T, __ __ \Wm

^ ^^"'^^"-/^(^ + ^'K^ a)

( J2^ ^^ .f^)^^..-_ V V o^^^^'-^n r^ (2^ - l )+2V 7:0 V7r.r1—" / 7 i blH| —————————————, ——. ,—, —„„— |2j Zj ' 2 K. Kw = i v = o - J

Si l 'on ordonne cette série suivant les puissances de a

ÏZ' ^tli w N

(i3) ^ {^e~^l^-/^(^+ (K', a) =-\q~^\x, a),
1

N

quel le sera l'expression du coefficient B^(.r, a) de ç4?
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Tout d 'abord , comme on a

( i 4 ) N= ^ - ( a / z — i)2-!- 4 ( 2 / i -~ î ) ^ ,

on voit que les exposants N, qu i f igurent dans le déve loppement ( i 3 ) ,
sont des entiers positifs satisfaisant a la c o n d i t i o n

( ^ ) " NE^ (j. (mod/ i ) .

Soient a lors N un entier vér i f ian t la c o n d i t i o n ( i 5 ) e l o un diviseur irn"
pair de N

N —: $$\ ( î E^ i , rnod a ) ;
on aura , d'après ( ï : 4 ) ?

S =-- ( 2 n —~ i ), 5 / •:r::: \i. ( :"î /2 — i ) -(- ,'( v,
d 'Où

^-- !̂  .„ ^-h ;j.î^ :,̂ ;,, ——^—— , ^ ( ^ ̂  — j ^ „.(„ ^ ^ ,,_^^ „——_ ^

i l impor te de r emarque r que , p o u r v u que 5 soit u n d i v i s e u r i m p a i r
de N, à ' — [J.Q est d iv is ib le par 4, de sorte que v est un en t i e r pour
tou tes les combinaisons o\ 5'. De plus, c o m n e v doi t êire posi t i f ou n u l ,

/Nà est au pins égal a i / ~ - On a donc

/. / . v 1 >';- '-!/ \ \^' • /'?JI ""[~ [)^ ^ ( / î'...-f;.0 T Z . r .( , b ) ^(.r, a)-^, ̂ (.—^-. ^ - -.. ̂  ^-J,

û, ̂ '

la somme ^ é t an t é t e n d u e à tous les coup les de d iv i seurs de N dans les-
/"N"quels rî est i m p a i r et au plus égal à i / — ? avec cet te c o n v e n t i o n que

le coefficient 2 du sinus doit être remplacé par r lorsque 5 devien t é^al

' \/î-
,>/ _ ^

Pour mon t r e r que , sous les suppos i t ions qu i ont été (ai les , —j-^
est en t ie r , écrivons les deux congruenccs

N SES [L, \}^î ̂  \L ( m od /i ) /

don t la seconde résul te de ce que 5 est impair; on en c o n c l u t

N — \^î ES o, S^-— p.$) ^^ o,
^////. de l'Éc. j^orm. 3' Série. Tome IL — JANVIER iSS';. ^
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et en tin
^— ij.$ ss o (mod4) .

6. Nous allons main tenan t app l i que r les fo rmules précédentes à
quelques cas particuliers. Supposons d'abord p. == ï , et rappelons-nous
que, d'après une formule démontrée dans mon prenrier Mémoire sur
les fonctions doublement pér iodiques de troisième espèce (Annales de
l'École Normale, 1884, p. i 5 i ) , on a

TC.r<

. - TI'(o) e~^^,K)=-^-^;

Changeant se en x 4- K -+- ;'K', on a

(,7) ^^K+^K)^-^^.

Pour avoir le déve loppement en série de .—,—-•> il suff i ra dé fa i re , d a n s
la fo rmule ( i 3 ) ,

^^ î , a = = K ,

et d'y remplacer x par x -+- K. On a ainsi la formule

r - ^ N

i ~ ̂  y^(^ + K -4- (ÎT, K.) •=:^ ^B.^ (^ + K, K.)
i

et par suite, d'après (17 ) ,

'̂ s^"'—^-i

ou le coefficient Ïî^^x 4-- K, K) est donné par l ' équat ion (16)

' TC X\\^\x + K, K) = ̂ 'a sin [ (S'+ 3 ) ^ _ ( S ' _ o ) ^ - (S'- 8) — ,
'ÎK

S,3-

c'est-à-dire

By' ( .z -+K,K)= ̂ '2 (-1)^008(8'-S) ̂A K '
8,8'

expression qui est d'accord avec celle que donne M. Bielilerà la page 106
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de sa Thèse pour le développement ^—T- On a, en effet, en a d o p t a n t
les notat ions que M. Bieliler emprun te à M. Herniite,

^(o^i.Ot)^.

7. La fonct ion de y
•M^,r)

admet , dans un para l lé logramme des périodes, un seul pôle y = iK'
avec le résidu — t et (,a-{- î ) zéros, pa rmi lesquels se t r o u v e n t , que l
que soit ^, les po in t s y = o, y === K -h ^K'; on vérif ie que ces points
sont bien des zéros de la fonct ion en f a i s a n t , dans la formule (8),

x -=. o, a .-= K,

^(^,K+nn=o,

oc. =0, a == o,

ce qu i donne

et, dans la formule (12 ) ,

ce qui donne
y^{iW,o) =o.

Cette remarque faite, supposons d 'abord p. == ï . La fonc t ion

^(^j)

admet alors, dans un para l lé logramme des périodes, le seul pôle iK'
et les deux seuls zéros y == o, y = K + i K ' ' , de plus, elle vérif ie les
deux équations

^(^.j+sK^^'/^/K^j),
_ 7CJ/

^K/,j4--^K/)"=e "'^(/K^r);

mais la f o n c t i o n
^•"'(.r)^^)0(j)

admet les mêmes zéros, les mêmes inf in is , et vérifie les mêmes rela-
tions. On a donc

,,Wr)=<^"l^,
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C é tan t une constante que nous a l lons déterminer par la condition que
le résidu relatif au pôle y=iW est égal à — r . Pour cela, faisons

y=.^^iK\

la formule précédente donne

^(.K^^/K^Ct/,^^^

le résidu d u . deuxième membre relatif au pôle z == o devant être — i,
on a

(---.J H^0) — 4 / Z
^ ©(o)ll i(o) -' t/^ V^

car

W(o)^^e(o), n^o)^^^.

n obtient ainsi les deux formules

08) ^^•)=-^\/^^^^^^^^

(18' ) y,(<K', .- -1-/K') ̂  - i/J!" 0.(;\3)IM5.).
V aK 1 1 ( 3 )

D'après cela, la formule (i3), dans laquelle on filil .r .= o, ^.^i et
rt ==j donne le cléveloppement, de

i/T "Lr).8^.'-)
V ?^ e(,y)"~'

el la fbrmale (9), dans laquelle on fait les mêmes substitutions, donne
celui de

/K_ e(r_)n_i_^)
V '^ H(J')

On retrouve ainsi les développements en série indiqués par M. Her-
ini^te, qui ont été le po in t de départ des recherches de M. Biehier, ( > t
qu'il est inu t i le de reproduire ici.

On obtiendrait de même des formules données par M. Bieliler, en
remarqunni que la fonction de y

7-2 W y)
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admet, dans un parallélogramme des périodes, le seul pôle y-—: ̂
avec le résidu — r et les trois zéros

7=0, jr=K, y-^K-^'K7.

On conclut de là
X.(.K,^r)^D^^lI^^

D é tan t une constante déterminée par la condi t ion que le résida r e l a t i f
au pôle y=iW est égal à — i .En faisant, comme p lus l i a n t , , y == ^ -4-iK',
la formule précédente donne

/ •r./ .r./ , •n.îî/- lïl f ^ ) Ô ( ^ ) Oi^)/^ (iK^z 4- i K' ) -= D y/y - 1 ——L^J^——î ;

en éc r ivan t que le résidu re la t i f à z = o est —- i , on t rouve

D^-^^-^Jl^^—^^^ 7r

^/ HI (0)^(0) © 1 ( 0 } " ç/y 9JV'

Les formules (9) et ( i 3 ) , dans lesquelles on fait x = o, y, == 2 et ^ ==r
donneront alors les développements des deux fonct ions

ilLî -zî ilr} H(j)Hi(.r)^(.y)
H(J) 3 6(j)

tels qu ' i l s ont été ind iqués par M. Biebler.

8. Enf in , comme dernier exemple, considérons la fonction

/ . _ , K e~^^î^2a)W(o)( Î 9 ) ^^-^miï^^^^^
qui vérifie les deux équations

• F(.r+2K)-=F(.r), F{^ + 2lK') — e^ F(:c).

Celle fonclion devient inf in ie aux points homologues des deux po in i s
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et les résidus correspondants sont
_ TCn,t fr 'K a iK — —_— j^ _^—

e K — — <? K .
'ÎT TC

On a donc, d'après la formule de décomposit ion en éléments simples
appliquée au cas actuel où y. == 2,

rr F __ Tca/ TV fit •"11
F ( ^ ) = ^ L . ^ ^ ( ^ a ) - ^ K ^(^^^)J.

Changeons, dans cette formule, x en a? + iK\ et remarquons que

(20) F(^+^)=~^K--Jl^a)j^(^__
^ 7T Ô ( ^ — a ) e ( ^ - + - a ) î

nous aurons

K _ H(2a)^ / (o)
^ e ( a 7 — â ; ) e ( ^ + a )

j K ./- -^ K -TC-^'
f ^--^^ K y^+zK^a)^^^ ^(^+/K/,^^).

En appliquant la formule (i3), dans laquelle on fait/ji = -2, on obtient
immédiatement le développement en série de chacun des termes du se-
cond membre, et l'on trouve ainsi

/^ K I ï (aa) ï r (o) y» N ,
(22) ï- ̂ ^a)e(^J -l'74 [BN (^ ̂  ~ BN2^^ "' ̂

i
N

Le coefficient de y4 est donc, d'après ( r 6 ) ,

IM^-^)-^^8 ]̂
ou enfin

^sin^li^eos^--,
ô, 5' 1

ou il faul, d'après une convention antérieure, remplacer le coefficient 4
par 2 dans les termes de la somme dans lesquels S'— 2$ =o (< ) .

( 1 ) ̂ r^ pour une formule analogue, une Noie de M. Kroneckcr, Monm^richt ^.r
Akfidemic su Berlin, décembre 1 8 8 1 . <"" w,/
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En changeant, dans la formule (21), aena^r i K ' , on obl iendrai t
une nouvel le formule dont on pourra i t développer le second membre
d'après la formule (9); mais je laisse ce calcul de côté pour examiner
ce que donne la relation {22} quand a tend vers zéro. Divisant les
deux membres par a et faisant tendre a vers zéro, on ob t i en t la for-
mule

ou b^ a pour valeur
, V TC ^, „, o '— 20 7c.r
^~= :ZK ( 0 1~ 2 0 ) C O S -T-K- Î

$, ^

le cosinus devant être affecté du coefficient^- quand o"— 2<^.= o.

9. Pour achever le t ab l eau comple t de ces formules , il reste à former
les déve loppements de /[j.(^? ci} et%;;,(.r, a -h iW). Nous arriverons a u x
formules cbercbées en fa isant u n e t ransformat ion impor tan te don t deux
cas par t icul iers ont déjà été signalés a u x pages 17 et 19 el q u i , dans les
formules de AI . Biehier , permet de passer du développement d 'une
fonction d 'un groupe à celui des trois autres. Cette t ransformat ion
nous a été suggérée par la méthode q u ' e m p l o i e M. IIermile dans les
Collectanea mathematica, etc., pour tirer des développements de ^—." { x î
^ 1— les proprié tés fondamentales de ces fonctions.

lU-r) A r

(JL TC ( A- "- a) t

En m u l l i p l i a n t les deux membres de la série (5) par e 2h , on
obt ient la formule

, p.TCt.r-.-rtK "^.r1-60 [J'n^ai pT(.r--^rt)/

l!1 e 2 K y ^ ( . y , a) =. y e^"" q ^ ^ ^ e 2 K c e t — (.f — a — ^m'K/),
/( ̂ .r — oo

qui peut être écrite
u WK { ^ ' " j " il ^ îtiî îf

(24) — ^ "^K: " j^{x,a)^^e K yP^c^^cota

en faisant

(a5) a=: •— ( ^ — a - — sï/uK/).
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Pour transformer le terme général de cette série ( ^4 )» nous dist ingue-
rons deux cas su ivan t que ^ est pair ou impa i r .

Soit d'abord p. pair . Alors on a iden t iquement
e-^1 COta -==. COta -h- t(e^1-^ 26^-^a/-+- 2^-'-)a^,. ^ ^ ^ _.,.„ a^^'-h l ) ,-

en remplaçan t , dans (24) , e^'cota par celle valeur, on o b t i e n t
lATC ( -r — fi ) I

I ' a K ;—^i-—— , .
-Z-e ->K 7^(.r,a)

/ Q / / \ -. *'

V--4 ^ j \^n^ni ^!'.'K.a!.

\ r.= \ e lv ^l-1-^5 cota -4- i\ e ï ^!J-/iî {e^-1 -h 2 c ̂ --2 ̂ a; "}-... -h ?i ̂ 2a/ 1 - 1 ).

La première série q u i figure dans le second membre est, d'après (S"),
la fonction — y^.(^ -+- iK\ a -+- î'K/); quant à la deux ième série, e l l o

se partage en ( ^ - f - i ) séries qui sont , en remet tan t pour a sa v a l e u r
( ^ 5 ) :

(X n •Kni [ATT f.y—a } i

y e K ^ ^ ^ ^ P ^ ^ == e 2 1 Ï ^ ^ ( a ; ) ,

Y-^ ^"'7rr// \l/K(X- fi\i _2TÇ^
2 ^ ^ K ^[x^^^^-a)^; ^^ç 2lv ^'~' 2 k ^-([x»(^^

'C-̂  ^/?'71:'flt' p.'TTI.r-^l^ 2V7^yi

2 ^ e K ^^"-e^P--^)^^^-. 2<? •2K <? â K ^'(a),

•«r̂  [•'̂ '"^^^ [j.'TCf.r—^)^ ^7c.yf'
^e K ^^ï =r ^ 2 K ^ " ^ ^ " é ^ C ^ ) .

'2

ies fonctions g-^ é t an t celles que j'ai définies dans inon premier Mé-
moire par les équations (4), page i38. D'après ces notat ions , la for-
m u l e (24') donne pour ce cas (^ pa i r )

/ P.TC ( a — .y ) (• ^

1 •/^(•r» «) -"= 6/""~2""K """"'/^(^ 4-1- ^'K^ a 4- ^KQ

(,,6) ' -l- ̂  [ÀT(a) -4" ̂ """^^(^) +. . .

• f • 2Vn:.rf ^ [i7C,:r/ -,
f + 2 ̂ " 2 K ^» ( ̂  ) ̂  _ ^^ ^ - -TÏT- .̂̂ ) ( ̂  ) |.

1 '2 J

•̂alaalîa l̂̂ gggggg^̂ ^
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i b r m u l e qui ramène le déve loppement de %^(^» ^) à celui de
'/^{oc "r- zK' , a -4- ï'K') ind iqué précédemment (n° 4)."

Passons m a i n t e n a n t au cas ou ^ est impair; dans ce cas, l'on trans-
formera le terme général de la série (24) à Paide de l ' iden t i té

( '^7) e\^1 cota == —I— -l~ /(^''-h ae^-2^'--}- ̂ e^^^'-h. . . + 9.0^') ;

ce qui donne

/ ,,. ^'^^"''lli
[ ^e~" r2Ir y^,a)

] ^ ^II! ,
(-:<8) / :=>e K ^^2 ._.„

'l .̂j s 1.1 la
,̂ ^̂  [J. // TC <i i

iy e K ^ ^ - " ' [ e l ^ ' - h 'Jt^--2)^"-!- ïi^C^-^'ia/^.. ^ ^ ^ „ ( . „ ^^r^

La première série qui figure dans le secolul membre définit une fonc-
tion des variables oc et a

" — ^ P'^
(,,.,) .„,,(., 0) = -^^ ^ .-- ^"s ————^-- . .--_-^ ;

,/ .?^»s s m —.7- ( .y — a — 2 m K. )
2 rL

q u a n t à la deuxième série, e l le se partage en —— séries qui sont res-
p.Tl: ( ;r - // ) i

pec t ivemen t égales au p r o d u i t de e 2 K par les fonctions
2 7r 'r i 2 V7r •r i (' t-^'""1 ̂ •rt

^(a), 2^""TK""^f•f(^), .... 2^"^t^~^(^), ..., 2^" ^< .̂..,(a).
"^2

La formule (a8) donne donc, pour le cas de [i impair,

( " r —.Ê-TElîLf'
7.,,(,ï-, a) -:^.(,r, a) - 1 - ̂  ^(,a) + e ^^'(ff) +. . .

(^°) '', Î̂J;?".;' IjX-lUt.r» -1+3c 2K ^(«î+^r ^ ^i(a) ,
~T"" J

formule qui ramené le développement de /^(.z^a) à celui de (^(.y, a).
/4/jî?2. de rÉc. Normale. 3" Sôrie. Tome ï. — JANVIER i885. 'J
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Si, dans ces formules (^6) et (3o), on change a en a 4- iK' et si l'on
se rappelle que

^LTt^ll

j^(x -{- iW,a-^- a^'K/) =e K /^(.^ -4- /K/, a),

on voit que, quand y. est pair, le développement de /çj,(^, a -h z'K') est
ramené à celui de ^(^+ ï'K^ a) qui a été effectué dans le n° 5, e t ,
quand (UL est impair, ce développement se ramène à celui de la fonct ion

(3i) <o^(.r, a -}- IK')^^sn == 00 (JL » TC <•/1

K / , a ^ ( / î - i^ K ^p^-H)

sin —^- [̂ " — a — ( 2 / ^ 4 - 1 ) ^K/8 j\,.

10. Il nous reste donc à développer en série, suivant les puissances
de q, les deux fonctions (29) et(3i) , dont la première, pour le cas de
[L == i, se trouve écrite avec d'autres notations au bas de la page 4 de
l'article de M. Hermite dans les Collectanea mathematica, etc.

Écrivons la série (29) sous la forme

2K ,—^(j-, .)- /
siû^(^-a)

n ~ as r"4-y -̂- ——L^ \ . ^"=1 L51"^

V-nTLni ^n^ i i i

e k e K

(^ — a — 2/u>K/) sin — {x — a + -î/u'K/)îi iv.

puis développons la quantité entre crochets suivant les puissances de y;
'K(.V~ft}J

nous obtenons, sous les conditions [ y2 j< < ? — c < ; -I- ,

P- ft TC // z (J-y/ 'Kni

4-

(3^) ^^aK^1"""^'"' 2/^^K ') si i i—(^—a-4-2/u'K/)

=-4^/"sin[(.,^.)^-^],
y , ~1
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où v prend toutes les valeurs impaires de i à + oo . On aura donc

(33) —œ;j.(,r, a) =
sm^^—a) ^SS^^811^2^^^^"'^

d^où l 'on conclut que, si l'on fait

^y^c^,^ v^c^,^2K , ,-^- cop.(A', a) ==
s in—F- (.3" — a) ^

on a, pour le coefficient C^^, a), l'expression

C^(^^)=^sm[(^ /+^)^ / ^ ^ v ̂ '(,^0;.)^

la somme l" é tant étendue à tous les diviseurs conjugués rî et î' de N>
pour lesquels rY — Sp. est un entier positif impair.

Écrivons de même la série ( 3 i ) sous la forme

'V^e^^T,a-+•i'Kf)

,— M. m TC <i i^ ^r^ \ ^ . —^———
/—i | ^ s i n ^ ( ^ — a — m ^sin _ (x -- a — //uK/) sîn ̂  (.:r — ^ "f- m.^'K/)

(J. //i' 7: /(

+

K^J

OU
//•// == 2 ri -1- f .

Le coefficient de q "T ne difïere du terme (3a) qu'en ce que n est
remplacé par ^; on aura donc immédiatement, d'après (33),

(34)

\^ni
2 A\. 4 /"-"• «» K .
—- /(/^^ ' C

OT ï-~: »»

=-4V
m =••: 1

kyl<

^^(.•r,^+ i'K')

^ =;: oo ^ ,^3 .̂  g „/ ^ , .̂

] [ - ? ' — sin[(t.m+v)^-.^
V =: 1

7C(X --rt't/'

/^ "^ <
<'/

y
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où met y prennent tontes les valeurs positives impaires . Si l 'on o rdonne
le second membre suivant les puissances de y, les exposants de q sont
de la forme -ri où4
(35) N S E J J L + S ( m o d 4 ) ,

N

et, sous cette condit ion (35), le coefficient de q 1 ' , dans la série du second
membre de (3/i), sera

•^fai / ^ Y^ • / ô/ ̂  [^ 7r^ r5/ •— ;J•3 ^x \
E;N (xî a) =^ sm (-S- ÎK - -S- .K.}

la somme ï ' " étant étendae à tous les systèmes de diviseurs conjugués

c? etJ" de N dans lesquels c? est impair et moindre que i / ^ - '
On se trouve ainsi en possession de méthodes et de formules géné-

rales permet tant de trouver f ac i l emen t et rapidement les développe-
ments en série des fonctions doublement périodiques de troisième es-
pèce, et comprenant comme cas part iculiers les formules, si précieuses
pour rAri thrnél ique, que M. Biebler a établies dans son intéressant
t rava i l en suivant la voie ouver te par M. Hermi te .


