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SUR

LES FONCTIONS ENTIÈRES
PAR M. GUICHARD,

M A I T R E DE CONFERENCES A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE NANCY.

1 . Soient a^ a^ ..., cin une suite ayant le seul point ^ comme point
/imite. On peut former une /onction entière, prenant en ces points des
râleurs données & i , b^, ..., ^.

Soient /'(.s) u n e fonc t ion ayant les zéros a,, a^ . . . , <v, y(,s) u n e
fonclion méromorphe ayani les pôles a^ a^ . . . , a^, et pour résidus

n)rrespomlaots^, ̂ . '•'T7^'

o ( z ) est clé la forme

^i^T^1'-^]"""'i

P^ é lan t un po lyn t^me , R ( ^ ) une fonclion holomorphe.
Le' p rodu i t

^)/(^==G(^)

sal isfai t aux c o n d i t i o n s de l 'énonce.
Les au t res so lu t i ons se met ten t sous la forme

G(^)+À(^) / ( /s) ,

1 é t a n t h o l o m o r p h e .
On en déduit immédia tement les propriétés suivantes :
^ Soit z=^o le point l imite d'une suite s implement i n f i n i e , a , ,

a.,, . . . , a^ On peut former une fonction uniforme ayan t le seul po in t
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s ingu l ie r - = = = 0 , et p renant aux points a,, a^ . . . , a^ des v a l e u r s
données & , , 62» • • • -» ^*

^° Soil - 3 = 0 le p o i n t l i m i t e d ' u n e sui te n fois i n f i n i e , a , , a^ .. . ,
r^. On peut former une fonc t ion uni forme ayan t un seul point s ingul ier
d 'ordre n, le po in t , z == o, et p r e n a n t en a^ ^.., . . . des valeurs données
Z^^ . . . ,^ .

2. Soient G et G, deux/onctions entières premières entre elles [n'ayant
aucun zéro commun}. On peut déterminer deux fonctions entières \ et p
satisfaisant à la relation

G(^)-h-A(^)Gi(^)^ .^^) .

Soient a^ a^ . . . . a,, les zéros de G^ f - s ) , b^ 63, .. . , b,, les va leur s
de G (s) en ces points . .

F o r m o n s u n e fonct ion ^-(s) , prenant en a^ a^, . . . , a,, les va-
leu r s Lb^ L & a , . . . 5 L/^.

La di (le renée
e!^ )—G(3)

s ' a n n u l e aux po in t s a^ a^, . . . , a,,; d o n c e l le est d iv i s ib l e par G . ( ^ ) .
Corollaire, — Posons A •==- e-W, B ==. 7.(z}e~^\ on a u r a a lo r s

A G 4- B G i - n i ,

r e l a t i o n ana logue à ce l le du théo rème d 'Eu le r pour les po lynômes .
Les a u t r e s fondions ho lo rno rphes A i et Bi sa t i s fa i sant a cet te re la-

t ion sont de la forme
A i ^ A + R G i ,
B,=: |] — R(^

R é tan t u n e fonc t ion h o l o m o r p h e que lconque .

3. Soient a,, <^, . . . , a^ une suite ayant le seul point limite z == x ,
il existe une/onction entière G(^), prenant en ces points des valeurs
données 6,, 6.̂  » . . , /^, ̂  dont la dérivée G'(s) prend, aux mêmes points,
des valeurs c,, c^, ..., c^ données à l'avance.

J ' appe l l e j\z) une fonc l ion I io lo rnorphe q u i admet comme zéros
simples les poinis a,, a^ . . . , a^ ^ ( z ) l ' u n e des fonc t ions l i o l o m o r p l i e s
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qui prend en ces points des valeurs & , , b^ . . . , b,^ On devra avoir

G(^=:c?(.^+A(^) / (^) ,

d'où
G^)=^)+A(3)/^)+>/^)/(3).

Assujett issons la fonc t ion \ à prendre aux poinis a^ les va leurs

-̂"llL^̂
A^)

La foncl ion G(z} est alors une des so lu t ions .
Toutes les aut res sont de la forme

G^)-=G(^)4-^)/^).

On p e u t m a i n t e n a n t chois i r X de façon queG',(^) prenne aux points a^
a.^y . . . , a,, des va leurs d o n n é e s d^ d^ ..., d^

Toutes les fonct ions G(s) , satisfaisant à cette t r ip le condition, dif-
f é ren t de m u l t i p l e s de/"3!^). Elles soni de la forme

C(^)H-^)/3^).

On p e u t choisir ). de façon que leur dérivée troisième prenne aux
po in t s a, , a^ . . . , a,^ des valeurs données e^ e^, . . . , ^, ....

Corollaire. — On en dédui t comme cas pa r t i cu l i e r : il existe 'une
fonc t ion G ( z ) p renant en a^ 03, . . . » a^ des valeurs a ^ , 02, . . . , a^,
et d o n t la dérivée prend aux points b^ b^, . . . , b^ des valeurs p , ,
^,...,/3,,

i.cs d e u x su i l e s (a ) et (&) a y a n t le seul po in t l imite z == ^ ,

4. Une fonction entière, noyant pas de zéros doubles, satisfait à une
c'r/ualion différentielle de la forme

d^y ^ dy ^
^ ) — — , = P ^ + Q ^

et Q étant des fonctions entières de z .
En effet, soit G (.s) une fonc t ion holomorphe, a,, a^ . . . , a^ ses zéros
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supposés simples. Formons u n e fonction P qui , en ces points, prenne
les valeurs

G )̂ G" (a,)
G^i)5 ^'W

La différence G^-s) — G'(^) x P est divisible par G{z); en a p p e l a n t Q
le q u o t i e n t , on a la relat ion ( i ) .

Toutes les fondions sa t i s fa isant a cette relat ion sont

1\=:P + À G ,
< y i - = : Q — Â G 7 .

On peut encore donne r aux p o l y n ô m e s P et Q u n e a u t r e forme.
G et G' étant premier entre eux, on peut trouver d e u x fonc t ions A

et: B tels que
AG^-t- BG=- ï ;

d'où
I? rr-AG^ À G,
O^BG'—U/,

d'où
Bp „. A Q — / . .

Sous cette forme, on voit qu'on peut choisis1 \ de manière que P et Q
soient premiers entre eux. Il suff i t pour cela de prendre ^ p remier
avec G\

5. Equations du troisième ordre auxquelles peut satisfaire une fonc-
tion entière n'ayant pas de zéros doubles.

Soit G(-s) une fonction satisfaisant à l ' é q u a t i o n

s-''^'-"--
Elle satisfait à l ' équa t ion du troisième ordre

^ - r g +(P'-.",^ -.,>•,.

Supposons qu'elle satisfasse à une autre équation

d^y , d^Y ,, dy . ,
^A.^+B^-(,>.
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on aura
(A- P) ̂  + (B - P7- Q) ̂  + (C - Çnr=i,

ci y <-^-ï

];P(A - P) + (B - P'- Q)] -- 4- [Q (A - P) 4-C-Cnr^ o.

G et G'étant premiers entre eux,

B r= — P (A — P ) -r- P' -i- Q 4- ^G,
C ==- Q(A - P) -+- (V- XG7,

équa t ion qm conlient deux indéterminées 1 et A.

6. Deux fonctions entières G et G,, n'ayant pas de zéros doubles,
satisfont à une même équation différentielle, linéaire, à coefficients
entiers du troisième ordre

^S^^.

En effet, soient P, Q, P,, Q, les fonclions satisfaisant aux relations

G"=PG' -t-QGr,
r,",=PiG'i+QiGt.

Si G satisfait à (i), on doit avoir

B ̂ _. p ( A — P) -+- P' + Q + ^Cr,
C = — Q (A — P ) -+- Q' — X G'.

Si G, satisfait à la même équat ion, on aura

lî = - Pi (A - Pi ) + P'i + Qi + Xi Gi,
C == - Qi ( A - Pi ) + Q\ - AI G\.

En égalant les valeurs de B et G, on a deux équations du premier
degré pour déterminer X et X,. Le dénominateur commun est.

GG'i—GiG'.

Le numérateur de X contient A au premier degré; on pourra donc
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choisir A de façon que le numéra t eu r ait les mêmes zéros que le déno-
m i n a t e u r ; }. é t an t entier, il en est de même de B et G, et par su i t e de )^.

La d é m o n s t r a t i o n ne subsiste pas dans les deux cas suivants :
i° GG\ — G, G" esl ident iquement n u l ;
2° Le coefficient de A, dans le n u m é r a t e u r de X , n'est pas premier

avecGG, - G, G'.


