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M É M O I R E
SUR LA

COMPOSITION DE POLYNOMES ENTIERS
QUI ^ADMETTENT

QUE DES DIVISEURS PREMIERS D'UNE -FORME DÉTERMINÉE,

PAR M. A. LEFÉBURE,
DOCTEUR ES SCIENCES, INSPECTEUR D'ACADÉMIE HONORAIRE.

Je me propose de déterminer des polynômes entiers qui n 'admettent
que des nombres premiers de la forme H'T-t- i ,T désignant un nombre
entier d 'une valeur arbitraire.

PREMIÈRE P A R T I E .

je suppose d'abord que T ne contient qu'un facteur premier. Soient
T==^; ^
n un nombre premier quelconque;
t un exposant quelconque également.

Je recherche, dans cette première Partie, des polynômes dont les di-
viseurs premiers soient de la forme W^ •+• s .

Le polynôme A^-1 + A^B + A^-3 B2 4-,.. -h A2»72-3 4-AB72"2 •+- B"-*
A n_ Tîn.

ou son équivalent". _.. ^ dans lequel A, B sont des nombres entiers
quelconques premiers entre eux, n'admet que des diviseurs premiers
de la forme Un d- i ; n est néanmoins diviseur également, si A — B est
divisible parn; j'en ai donné une démonstrat ion. Je vais établir d'abord
que ces diviseurs, à l'exception de n, sont nécessairement de la forme
lYn2-^ i , quand A et B sont des puissances /^-mes.
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Je rappelle un théorème que j ^ a i démontré dans un Mémoire sur les
résidus des puissances n1611165, et sur lequel je m'appuierai.

p désignant u n nombre premier de la forme ïin 4- i, les résidus
des puissances ^ièmes des nombres, obtenus par le diviseur p, sont au
nombre de IL Si je considère la su i t e des? — i premiers nombres i , 2,
3, - . . , ( p — î ) , cetle suite peut se par tager en H séries de n nombres
chacune, de telle sorte que les nombres d ' une même série, élevés à la
puissance n10"^, conduisent à un même résidu, et que leur somme soit
un m u l t i p l e de p . J'ai démontré de p lus qu' i l se présente tou jours l 'un
des deux cas suivants : i° les n nombres sont tous résidus dans p l u -
sieurs séries, et dans les autres aucun d'eux n'est résidu; 2° dans
chaque série il y a un résidu, mais un seul.

Exemples. — Soient^ = 19, H = 6, n === 3; les 18 premiers nombres
forment les six séries suivantes :

Résidus.

l

18
7

I 2

8
î î

[ -.(- ^ -(- J, i :_-. i 9

8 4-12 4- i 8 =.: 19 x '.'ï
4-h- 64- 9== ÎC)

i o -h-13 4- r. 5 == 19 x (>.
2 4 - 3 4 - 1 4 = = i9
5 4-16 4- ï7 ̂  4} x <i

les six résidus composent les d e u x premières séries. Dans les autres
il n'y a pas de résidus.

Soient encore p == f\\, H == 8, n -==. 5.
On o b t i e n t les h u i t - s é r i e s s u i v a n t e s :

Résidus.
t

3
9
r

4o
38
3 'z
27

i 4- J o 4- .i 6 -+" î 8 4- 3 7 =—• 4 I 'x ':i

11 -h i a 4- a8 4- 34 4- 38 == 4 r x 3
54- 84- 9 •+- 2 r 4- 3c) "-== 4 ï x ^

f 5 4- 22 4- 24 -I- ^7 4" 35 == 4 r x 3
4o -h 3i 4- a 5 4- a 3 4- 4 ̂  4'^ x 3
3o 4- 29 4- 13 4- 7 ~1"' 3 ==- 4 î x 2
36 4- 33 4- 3a 4- '^o 4- 9. •= 41 x 3
20 4" Î94- 1.7 4- ï4 4" ^ :::::: 41 X 2

dans chacune de ces séries (ni seul des nombres est résidu.
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Lorsque le premier cas a lieu, H est riécessairemeni divisible par n,
car le nombre des résidus est un mul l i p î e de n, eî H représente ce
nombre ; p est alors de la forme ïr/^-h i.

Cela posé, je représente le polynômeA^ -f-A^B-h ...-hAE^-i-B^
par la (onction F,;(A, B) . Soii p un diviseur premier que lconque de
F, / (A,B) , diviseur nécessairemeni de ta forme H / ? - h î ; je ne consi-
dère pas le facteur n qui p e u » se i 'enconirer. Soit A=G^, et d 'abord
B == i, ii vient

F^C^i^^o (modp)
et, par su i t e ,

(Cf^')n— I E = O (modp) ;

soit a le résidu de C1 divisé par/?, de sôi'le que

C^^a (modp), a ^ — i ^ o (modp).

a ne peu t êire l'un'Ké, car iiiors

F , , (OSI)—O (mod/?)
donnerai t

n == o (modjo),
en vertu de

C^ssi (modjy),
ce qui est impossible.

Soient r el s des nombres [e!s que l e u r différence r — s soit moindre
que n, les résidus o b t e n u s par ies d*vis ioas de yfy a5 p a r^ sont diffé-
rents entre eux; en effet, supposons qu ' i l s puissent être égaux, on aura

a^sssa5 (mod^>), ^(a^5—i) ̂  o (modjo), a71-— i == o (modjo);

en posant /* — s ===- À, on a déjà
a^—1== o (modp).

Soit n=hp+h\ il v ient , en remplaçant n par sa va leur dans
a"— IEEÏO (mod/?) ,

(^^Pa^ '—i^o (mod/?), d'où a^—"i^o (mod7?),

en verlu de
a^ — i ••==: o ( mod p ) .

Comme n ei h sont premiers enire eux, on arrive, en opérant sur h
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et h' comme sur n et À, et ainsi de sui te , à un dernier reste égal à
l ' un i té ; par suite on obtient

a — IES o (mod/?),

ce qui est impossible, puisqu'on a vu que ce, moindre que/^, est diffé-
rent de l 'unité. Ainsi o^, a5, divisés parjp, d o n n e n t des résidus diffé-
rents. De plus, si Fon élève ces résidus à la puissance n^"0®, ils con-
duisent à un même résidu, au résidu ï; en effet, on a

y u — i s E s o (mocl/?), d'où ( a ' " ) ^—i^o (modp), ( a 5 ) ^ — T E = O (mod/^) .

On est donc dans le premier des deux cas indiqués précédemment, car
on a deux résidus qui, élevés à la puissance n^^, donnent un même
résida. Il en résulte que^p est de la forme IF/î2-^ i.

Nous avons supposé B == i , soit plus généralement B == D^; F^(A, B)
devient

F/^C^D^s-so (moûp), d'où ( (^^—(D^ESO (mod^) .

Posons
D^^C^R'1 (modp),

ce qui est toujours possible d'après les propriétés des résidus des puis-
sances /^èmcs, il v ient , en remplaçant D" par sa valeur dans les fonc-
tions précédentes, et en suppr imant les facteurs C^"'^\ (C^ qui n'ad-
metlent pas le diviseur p ,

1^(1:^,1)2=0 Çmodp), (l{n)rl—l^o (moûp);

on est donc ramené au cas précédent;/? est donc de la forme ITn2-}- ï y
ce qu'i l fallait établir .

Applications. — Soient n == 3, A == L3, B == 1 5 on a

Fa (L3, i ) = L6 -r L3 + i == 3 x 19 x 78,

i9 et 73 sont de la forme H' n^ •+- x . On trouve de plus le facteur 3, parce
que A — B est divisible par 3.

Soient n = 5, A == a5, B === — i; on a
Fs(a5, I ) = = â 2 0 — 2 1 { ) + 2 1 0 — 2 5 -+- I=IOl68oï ,

nombre premier de la forme H'n^-h r .
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Soient n = 3, A = 33, B = a3; il vient
F3(33 ,23)=3G+33 .234-26=I009,

nombre premier de la forme ET/z2 -+-1,
Considérons le cas plus général où A et B seraient des puissances

^iémes ^ç puissances 71^^. POSOUS

A^C^-1, B=:D^-1,

je démontre que les diviseurs premiers de la fonction F^C^'^D"'""1)
sont de la forme iT/^-i- i-

Je dois entrer d'abord dans quelques explications.
J'ai établi que les H résidus des puissances n1^^ des nombres, obtenus

par le diviseur/? de la forme îîn + i , n désignant un nombre premier,
peuvent toujours être exprimés par les puissances d'un seul nombre.
Ainsi, soit a ce nombre, auquel on peut donner le nom de base, la
suite a ' , a2, a3, . . . , à11, où les exposants sont la suite des nombres de
î à H, donne tous les résidas, après avoir divisé par /? chacune de ces
puissances. Il en résulte que tous les résidus satisfont à la relation

am^a,n {modp),

en donnant à m successivement toutes les valeurs de î à H, et en con-
venant de désigner para affecté de l'indice m le résidu auquel a^ con-
duit . On remarquera que l'on a toujours

an ~= î •

II existe une règle très simple pour la composition des indices, et
dont la démonstration est facile. Ainsi le produi t de deux ou plusieurs
résidus conduit à un résidu dont l ' indice est la somme des indices des
facteurs. Une puissance d'un résidu donne un résidu qui s'obtient en
mult ipl iant son indice par le degré de la puissance. Dans les calculs,
on sera souvent c o n d u i t à écrire un indice de résidu qui dépasse H,
alors on peut le diminuer d'un mult iple de H tel qu'il ne dépasse plus
H : on ne changera pas le résida. En effet, on a

a11^! (mod/J), d'où a^-^ï (modp),

quel que soit e, par suite
^m-me^^w (mod^»), a^+He^^w.

Ann» de l ' É c . Normale. 3e Série. Tome I , — NOVEMBRE i884- 00
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Cela posé, soient p un nombre premier de la forme tîn + i ; r un divi-
seur quelconque premier de H; a Fune des bases des résidus des puis-
sances n16"^5 des nombres déterminés par p ; la relation

a11—!^ o (modp)
donne

( "V ( n \ ( R \\a1' ) --1 ES o (mod/.?), d'où \ar—iy F^a'', ï/ss o (mod/?),

ï , . . . . ï-ï .mais a ' ' — ï n'est pas d iv is ib le par p , puisque Fexposant — 3 moindre
que H, ne peut être un mult iple de H; donc on a

l H \F,.^', i /== o (mod/?),

et si, dans cette dernière relation, on remplace les exposants de a par
les indices correspondants, il vjent

ï --1- an -h a^ ii 4-... -+- a n SH o ( mod p ).
/• 7" 77

Je m u l t i p l i e les deux membres de cette dernière relation successive-
ment par les résidus a^ a^ .. . , ^n, et ^obtiens

/'
c/i -i- a n -h- a n -4-... 4"- ^ u EES o (mod/?),

/• " /• ' / /. '
c^~\-a n-+-€t n - t ~ - — - + - ^ n = o (modp),

S 4-- 2-+-â-; 2-(-( / ' - -1)—

^ix + a n -4- a H + ... 4- a\\ == o (mod p ).
r /• /•

Tous les résidus se groupent ainsi en —séries, contenant chacune r ré-
sidus. Si l'on compte les indices par colonnes verticales, on reconnaî t
qu'ils f o r m e n t la su i te des nombres de ï à H. Tous ces résidus sont dif-
férents entre eux, puisque leurs indices, qui ne dépassent pas H, sont
différents; de plus, les rés idusd 'une même série, élevés à la puissance r,
conduisent à un même résidu. Ces résidus sont, pour les diverses séries,
a,., a^, . . . » an. Ils sont différents entre eux, puisque leurs indices, qui
ne dépassent pas H, sont différents; de plus, le dernier est Fun'i té. 11
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n'y a donc que les résidus de la dernière série qui, élevés à la puissance
de r, donnent l 'unité.

Je considère actuellement le polynôme F^C^"1, i), et je démontre que
ses diviseurs sont de la forme ET/^-l- i. Soit p un diviseur quelconque
de ce polynôme. Il est de la forme îîn + i ; de plus, comme (V est
une puissance n1^, H est divisible paru , comme on l'a démontré.Les
résidus des puissances n1^5 des nombres par rapport à ce diviseur?
peuvent donc, comme précédemment, se grouper en séries. On les ob-
tient en remplaçant, dans les séries précédentes, r par n et en dési-
gnant la base par a. Les n résidus de la dernière série <2p <^p . . . , a^

n " n

sont les seuls qui, élevés à la puissance 7^ième, conduisent au. résidu i.
On a les relations

F^C^""1,!) =o (moip), C^—i=o (modp).

Soit a, le résidu a u q u e l C" condui t , die sorte que C^^a^modp), il
vient

C / f c t~ l==ûw-2 (mod/Q,
C^-1 ==a^^ (mod^),

C^-1^-1^^)^-. (mod/)).

Si Fon remplace C^~1, C2"'""1, ... par leurs valeurs dans les deux rela-
tions qui précèdent, on obtient

^(^l)^-a-+ûr(^2)^^+•-••+•a^-2-^-I=o (mod^), a.snt-t—i=o (modp).

Considérons l'un quelconque des résidus de la première de ces deux
relations, ̂ -s par exemple. Il ne peul être Funité, car alors cette re-
lation donnerait n===o(modp) , ce qui est Impossible; mais, élevé à la
puissance n1^, il conduit au résidu i ,enver tudea^- i—i=o(mod/?) .
âsn^ GSt donc nécessairement l'un des résidus de la série a^ a^, ...,

n n

a H , On; moins le dernier a^ qui est Funité, on peutdonc poser(^- i ) - -
a^-.. = a^i, a étant un nombre moindre que n. Deux résidus égaux,

formés avec la même base, ont même indice, ou bien a différence de
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leurs indices est un mul t ip le de H, il en résu l te l 'égalité

S 7^-2 = a— -{- H £, d'Où S ̂ -1 =r ( a -}- /Z £) H ;

mais a+nE est premier avec /z'-S puisque a est moindre que n : donc
il faut que H soit divisible par /z^1 ; par suite, p est de la forme HW 4-1.

On a supposé B= ï . Soient, plus généralement , A == (V, B ==D^"";
je pose

D^EssC^t^ (mod/?),
on en déduit

B^^C^R^-1 (modp), d'où B = A L ( m o d / . )

en désignant E.̂ ""1 parL. Les re la t ions

F, , (A,B)=so (mocÎT?) et A ^ — B ^ ^ o (mod/?)

deviennent, en remplaçant B par sa va leur et en supprimant les fac-
teurs A^, A'2, qui ne sont pas divisibles par p,

F,,(L,i)sso (mod/?), L ^ — i ^ o (mod^);

on est ainsi ramené au cas précédent. Les diviseurs de F/,(A, B) sont
donc de la forme H'/^ ï , quand A et B sont des puissances affectées
de l'exposante, ce qu ' i l fa l la i t démontrer.

Applications, — Soient n == 3, A === 232 , B === ï ; on a

F3(32 , I)==2184-2 i )-r-Ï == â62637;

que ce nombre soit premier ou qu'il ne le soit pas» il doit être de la
forme H'33 + i, ce qui a lieu.

Soient n= 3, A = ̂ \ B = = i ; on a

F3(23^i)^:2^^^7^^^^g^^3^g^^^^^

ce nombre, premier ou non, doit être de la forme li'y+ ï , ce qui a
lieu.
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DEUXIÈME PARTIE.

Je considère, dans cette seconde Partie, le cas où T a deux facteurs
premiers quelconques. Soient T == r^mf1', n, m des nombres premiers;
^, h des exposants d'une valeur arbitraire. Je recherche des polynômes
dont les diviseurs premiers soient de la forme IT/^m7'-!- i.

R. '̂ - - S1 '̂ R"^_S"1''1'
rétablis d'abord que les deux expressions -^ _ _ g ^ R — s ? ou

RA-__ g.s-

R, S sont des nombres quelconques premiers entre eux, ont o__^-
pour plus grand commun diviseur, si s est le plus grand commun di-
viseur des exposants vs, us. RP_, g^ j^ït_g^

Supposons u et v premiers entre eux, ^ _ o i> '_"s sont aussl

premiers entre eux. En effet, admettons que ces expressions puissent
avoir un diviseur commun; soit r l'un quelconque de leurs diviseurs
premiers communs, on aura

R ^ — S ^ O (modr), R" '—S^==o (modr).

Posons u= ^p + v\ il vient, en substituant,
R^R^_s^s^o (modr), d'où R^ '—S^^o (modr),

,en vertu de R"— S^^so (modr); mais on peut opérer sur

I^_S^==o (mod/?), R ^ ' — S ^ ^ o (modp)
comme sur

R^^S^^O (modr), R^—S^SEEO (modr),

et ainsi de suite; u e t v étant premiers entre eux, on arrivera nécessai-
rement à un dernier exposant égal à l'unité, d'où

On a
R — - S =so ^modr).

R--S"=(R-S)F.(R,S),
R.^S t / ==(R-S)F, (R,S) î

R _ S e t F , , ( R , S ) ne peuvent avoir pour diviseurs communs que des
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diviseurs de u\ de même R -— S et F^(R, S) n 'ont pour diviseurs com-
muns que des diviseurs de v. Il en résulte que si r n'est pas diviseur
de u, comme il divise R — S, il ne pourra diviser F^(R, S), c'est-à-dire
'^—^—^ ce qui est contraire à la supposi t ion. Il faut donc que r soiti."i — &
diviseur de u; mais, si r est diviseur de u, il ne le sera pas de v qui est
premier avec u\ divisant R — S, il ne pourra donc diviser F ^ ( R , S ) ,

T)V __ <^P

c'est-à-dire p——7 ce qui est contre la supposition. Ainsi on ne peut
IX. —— 0

admettre que r soit diviseur de u et qu'il ne le soit pas; il n'existe donc
K^S^ R ^ — S ^ , , • ,.pas, -j.—^-? -p—o sont donc premiers entre eux.

Tï us _ tt us Tî vs _ Û vs

Reprenons ac tuel lement ——^--, • • o _s""3 J6 poseR' ?=K, Ss= L,
il vient, en substi tuant,

l̂ lri1^ — Kll^LL^ . Kr''L ^r- '̂ KlzLLV K—L-{^-zrg- — -K _ ^ x i{-_:"s? R— s = "K — L x ,i{ — s '

j^u _ j^ît î p _ r p
Comme ,-7—r- et -.?—-— sont premiers entre eux , pu i sque les ex-jhk. — sLi A» — JL

T. __ T

posants u et ^ sont premiers entre eux, il en résulte que jrzr^9 ^^t"
j.'î.s'_ Û,ç ^ ^ R^51_ S"^

^-d,;^e ,.-̂ -— est lo plus grand commun diviseur de ———-- et
R^^_ S^^'
'Tr^s"""

Cela posé, considérons la fonction F%(i^, (;w), ou ^ et y ont pour va-
leur respectivement C^1"1 '̂"1, D7^""1^"'1, C, D désignant des nombres
quelconques premiers entre eux; w, 7^ des nombres premiers; h, tàes
exposants arbitraires. On a les égalités suivantes :

U"^1^ ç^^z. ̂ U^^— V^)!^^^, P^), Umrl— ̂ rlrt=: (U^-— V r i ) FmÇ^, (^).

De ces égalités on déduit la suivante, en égalant les seconds mem-
bres et en les divisant par u — p,

î,fii _ nnt. //n _ an
(i) -̂ -̂ - F,, ( ̂ s ̂ )^c^_ ^ F^ ( ̂  ̂  ) ;

^^—^m . u11—P^ , . . ,-—^— et ——— sont premiers entre eux, puisque les exposants m, n
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sont premiers entre eux; il en résulte, d'après l'égalité ( i ) , que
F^(^,^) est divisible par ^^Ç? c'est-à-dire par F^,^); on peut
donc écrire l'égalité suivante, dans laquelle n représente une quant i té
entière

( a ) F /^(^^ W ,^ )=:F/ , (^ ,^)^ .

Comme u et p sont des nombres affectés de l 'exposant^-1 , il résulte
du théorème établi dans la première Partie que les diviseurs premiers
deF,^^,^) sont de la forme ITT^-h- ï et, par suite, qu'il en est de
même pour le polynôme II, facteur du second membre de l'égalité (2) .

Je vais démontrer que les diviseurs de n sont aussi de la forme
Wm^i.

Je mul t ip l ie par ^— v171 les deux membres de l'égalité ( 2 ) ; elle de"
r.fï, __ /,rt

vient, après avoir remplacé F^(îz,ç7) par la valeur u — c
Uïn_ cm,

U^— VmI^= (l^1-— (^) ——————— H;v / u — y 7

d'où, en remarquant que l'on a
^/n_ p/"

U^_ ^nut-^ ^un—' Ç^) F/,^^, (^), ——————— == fm(u, ?)
U —~ (/

et en suppr iman t le facteur commun î/1— ^", on dédui t

F,/ , (^^)=F^(<z,^)I :L

Les diviseurs premiers de F^(^", v71} sont de la forme ^7/^-4- ï ; en
effet, u et v sont des nombres affectés de l'exposante-^ : donc les di-
viseurs de II, facteur du second membre, sont également de la forme
H'm^+i .

Les diviseurs de II étant de la forme HW-r i > HW'-h ï sont de la
forme W7nànt+ r . n est donc le polynôme que l'on s'est proposé de
déterminer . Il a pour valeur l 'une ou l'autre des expressions suivantes,
en désignant n par 11̂ ,

V (un. on\ Ïî' ( nfn n'îi\•rj _ J- m \L(' y v ï . y-r _ •a- n \u 9 v /

"""•- V^v) ) u"1»--?„(«,.) '

puisque u et v sont symétriques par rapport a m'' et n'.
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En vertu de la formule
4 / / _ B «

F / , ( A , B ) = -^r^

ces deux expressions de Tl^n peuvent s'écrire comme il suil :

_ (u^^— ^'tn) (u— ^)
mn ~ (7^— ^i) (u^— vnt~)B

Applications. — Soient m === 3, TI== 5; il vient

u10-^- i^^-r- c 1 0 ,[L, ^ =; ——;———————_— :~= ̂  — n' (.» 4- ̂  (.»•{ — ^ (.»•* d- ^3 ('à — ^(•'( 4- t'8.
(^-\- UV -t- r2

Soient h= 3, ^ == î , C == 2, D === i; d 'où u = 23', v = s , on o b t i e n t

Fl:^,= 2^ — 263-!- 2 4 0 — a 3 6 — 2 2 7— a^- i = 4.713 r,43 î^^8^ 267201,

que ce nombre soit p remier ou non, il do i t être de la fo rme Wrn^^ -4-1,
c'est-à-dire I-I^.^'^.S -4- ï , ce qui a lieu : il est, égal à

3 4 9 1 2 1 7 1 4 5 1 4 7 0 9 4 ^ 7 2 0 x y.5 + ï .

TROISIEME PARTIE.

Je suppose que T cont ien t trois facteurs premiers ; s o i t T == /^mV1.
Je considère la fonction F,,(/^, î^), dans l aque l l e u = C^ ̂  ' ̂  \

^^D^-1^-1^-1, et je pose' ^ = = R , , ^ = = S , ; F,,(^.^) dev ien t
F^R^, S^) et la r e l a t ion {2) donne, si l 'on opère sur F,,(R^, S^) comme
sur la fonc t ion F,/^,^) de la d e u x i è m e Part ie,

( 3 ) F . (RrS")^F,(R,S,)<p, /^

où y,/,,/ représente une quant i té entière dont les diviseurs sont de la
forme HW'/^ -+- i .

Je pose ^== R^, ̂  = S,; la fonc t ion F,,(^, (^) devient F/,(R;, S'J
et l 'on a pa re i l l emen t

( 4 ) F,(R^S^)^F,(R,,S,)^,

où ^, a pour diviseurs des nombres de la forme H/^^ -+- ï . Comme les
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premiers membres des égail lés (3), (4 ) sont égaux^F,^^,^) et , '
par conséquen t , égaux entre eux , les seconds nieîîitpes sont auséi
égaux, et il v ien t ---<-.^^.^'"

1 \ \ p ( ,.S pA-\ ,r — — — F / / / / / / p W ' \ f L
v ' / 1 // \ " » v ; ^n/fi — s- n \il ? l ) Y^.s-ï

,,/;.S'__ f»/ / ,S" iiHtft { i t l l t l. ( / —— \ If —— ^
( ) ) --^^-^ ̂ ,,^ -= -̂ -̂̂  u/,, ;

. ^^.s-—çff is (f/im—^,/;m ^n—(,rt
les expressions ————-3 -———— ont ——— pour plus ffrand coiïi-I // — c u — c ii — f l • °
i n u n d iv iseur , puisque n est le plus grand commun diviseur des expo-
sants ns, nm.

Je divise ces deux expressions par l eu r p lus grand commun diviseur,
les quo t i en t s seront premiers entre eux. Ces deux quotients , divisés

ffH__ ^S f/fil__ çiW

respectivement par ———? -———3 seront nécessairement prenners
*• ï //, —— (' U -— V i

ent re e u x ; ainsi les quan t i t é s suivantes seront premières entre elles :

,.,s'/< _ „.-,•/;. ^mn _ i)fnrt

fl — l' //, — V
^.^-^^^...^, ^^^-^^^.-^ ̂  .

___________ •\̂  _________ ___________ -y ____________

// — r il — c u — v s « — r

I I est facile de reconnaître que ces quant i tés sont entières; en effet,
ftSfï _____ i)Stt

considérons, par exemple, la première. Le numérateur —^— est
..Tt__ ifît i/S___ (y ! !

d i v i s i b l e par chacun des facteurs -——-3 ———- du dénominateur , et1 u —— (? H, — (?

ces deux facteurs son t premiers entre eux, puisque n et .y sont des nom-
bres premiers ; le numéra t eu r est donc divisible par leur produi t .

Je m u l t i p l i e les deux membres de l'égalité (6) par u — (^ je les di-
vise par u'1 — v ' 1 et j 'obt iens la relation su ivante :

(^—— ̂ ) (/ / — (/) __ {U^111—— ^mrl) (U — (> ) ,

( 7 ) ("̂ "̂ ^7~(̂ ' — (.'A') ^nm " " (u^— ̂ ) {u^— v' 1 1 ) V/?À"

Comme on v ien t de le voir , le premier facteur du premier membre
de l 'égal i té ( 7 ) est premier avec le premier facteur du second membre;
^ est donc d iv i s ib l e par le premier facteur du second membre, et

Â/ i / i . <le l'Éc. Normale. 3°Série. Tonie I.—DÉCEMBRÇ 1884. t)l
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l 'on est condui t a u x égalités suivantes :
(amn^, ^mn^ ( ̂  „ ̂  ^ ^ ̂  ._^.^^ _^. )

( ,S ) ^ /^ — ^—^-^^ , ,̂ _. ^^.^-^-^.-^^^ 11.

Il est une quant i té entière dont les diviseurs sont de la forme
ir/îW'4- î , coms-ne ceux de y,,^, et de la forme IT^^-f-i, comme
ceux de ̂ ; donc ils sont de la forme JET^m7^ '4- ï . n est donc le p o -
l y n ô m e que je m'étais proposé de déterminer : je le désigne par IT,^..

Pour l 'obtenir, je remplace dans l 'égali té (3) y,^ par sa va leur tirée
de l'égalité (8). Il v ient , en r emp laçan t R , , S, par l eu r va leu r u5, ̂ \

V i 1 / i n . f (iffis\ U ( n <i\
/ Q \ II — 1 " ^ u ? • l̂,"^^7 / / — f/^-«m/'-'^-' ,, ,_- |W-'/«/'-^-'( ( ) ) . n —— w^^ .-yiu a^ ̂ r ~ ' ~
On peut encore écrire comme il sui t le po lynôme II,//,^ à l 'aide de la

^ n _ |̂  il.

formule F,, (A, B) == , _ _ , . ^

_ ( / { m ^ 1 — ^ " l i î n ) ( U " 1 — ^m ) ( (^ —— ^ ) ( U 1 1 —— ^t }i o ) ^ ,̂ ,̂  _.,„ ^^^ .̂,̂ ^ .̂̂ ^^^ .

On voit que les exposants de u eî ^ dans les facteurs qu i composent
\\ams sont formés des trois nombres m, s , n qui y en t ren t tous, soit iso-
l é m e n t , soit d a n s toutes leurs combinaisons ^ à 2, 3 a 3.

Applications, — Soient n === 3, m = 5, s == 7, ^? = i, il vient

///70 -l- //;î;i --k i / / , 1 0 — ^-'i -h i __ //.;i(i — u'^ -\~ /r"'1 — /< r2s -11^- //21 — //7 -h î
"''')); u''' 4- ^7 -t- î ' u^ -\- u ~i- i ^H — //-7 -h- //''' — fi'' -\~ ft'^ — u H- i

d'où
n;̂ ,̂  =_: ^'''8 -+- «.̂  + u'^'9 — u^ — ///t2 — a ^41 — « f ( ( ) — ^,:liJ -i- ^.3fî 4- ^3;J -i~ ^'3>'

^_ ^3 -^ ^32 ̂ .. ^31 ...„. ^^8__ ^20 __. ^2'.. __ ^;22 ..„ ^20 .^. ^ 1 7 _^. ^;IG

4- ^-1;; -1- ^.14 4- «-l;i ~h ^.12 -~ ^/t) — //8 — 2 ?/7 — //-fi — //a 4- u^ 4- /// 4" r .

Soient t == ï , h = i , k •== r , c --= 2, d 'où a == 2, les diviseurs de n.-j^j
doivent être de la forme H^ ̂  ̂  ..̂  ; i l v i en t , en effet,

^3,;i,7^ 4734746899I99r i ,
113̂  _ 4509282761142 x 3 x 5 x 7 4- r .

La composition du polynôme ïl^,ns que l'on vient d ' ind iquer est
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généra le ; elle se retrouve, quel que soit le nombre des facteurs de T,
dans HT 4-1. La démonst ra t ion de cette proposi t ion est analogue aux
précédentes, mais elle exige quelques développements.

Soil T^^mV...^', soit Tl^s...r u" polynôme dont tous les d iv i -
seurs sont de la forme H /T4- i; si l'on pose

le p o l y n ô m e ïlnms...r aura la forme indiquée par l'égalité (10) . Les
exposants de u et v seront composés des facteurs premiers n, m^ s, , . . , r
q u i y e n t r e r o n t tous soit isolément , soit dans toutes leurs combinaisons
2 à 2, 3 à 3, . . . , \ à A, si \ est le nombre des facteurs n, m, s, . . . , r.
I l c o n v i e n t de remarquer que ces combinaisons se placent alternati-
v e m e n t au n u m é r a t e u r et au d é n o m i n a t e u r .

Q U A T R I È M E P A R T I E .

Les polynômes n, fonct ions de a, v, que l'on v ien t de déterminer,
sont indépendan t s des exposants t, //, k, ... de n, m, s, .... Leur calcul
reste donc le même quels que soient ces exposants. Il n'y a que u et v
q u i varient avec eux.

Ces polynômes sont symétriques et homogènes par rapport à u et v\
leurs degrés sont respectivement

n - — i , ( 1 1 — ( ) {m — i ) , (n — i) (ni — i ) ( A - — I ) , . . . ,

selon q u e leurs d iv i seurs sont de la forme H ' / ^ -h î , H'/^m^-i-i,
ir^w^-i--1,....

F ( H711 (">/// )Le p o l y n ô m e n/^p qui a pour expression •—-— ? ^ ; peut s 'obtenir
E n \ U7 ^ )

par une re^-le assez s imple , qui t rouve également son emploi dans la
recherche des polynômes H^.,,..

J i ; suppose le po lynôme 11̂  ordonné par rapport aux puissances
croissantes de v\ [n — î ) ( w ~ i) est le plus fort exposant de v. Soit
/ == [n — i ) ( m — i ) ; 11,̂  peu t s'écrire comme il s u i t :

/^//''-r- /^^' '- ' (• — /^//''•• l-2^-i- . . .4- /^.-l^'''~l-+- h r ^ 1 ' - l '
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Je m u l t i p l i e ce polynôme par !e d é n o m i n a t e u r F ^ ( ^ , ç ' ) , je dois
retrouver Je n u m é r a t e u r F/,(z.z/", ç^7). On obt ient a ins i r -+- i équat ions ,
dont îa résolution est facile, en égalant 2 à 2 les coefficients. On peut
ainsi déterminer Ào, À , , . . . , 7^. On arr ive à îa règle s u i v a n t e pour
obtenir ces coefficients, en supposant que l'on a i t pris pour n îe p lus
peti t des deu-x nombres m, n, ce qu i est t ou jou r s possible.

Les deux premiers coeff ic ients À O , À, sont r , — i ; les n — -2 s u i v a n t s
sont nu l s . Pour les autres, ils sat isfont à l 'égalité hy, == hy_,^ i l y a excep-
tion quand l ' indice a de h^ est un m u l t i p l e de m, ou bien q u a n d il est
un mul t ip le de m augmenté de l 'un i té . On a alors

f^m =- 1 -4- A£//,-/« /^-t-l --̂  —— 1 H- /<s/« 4-l--,,.

Il résulte de cette règle que les n premiers coefficients A() , / ^ i , ^..,
sont ï , ~ i, o, . . . , et que les s u i v a n t s s'en déduisent très f a c i l e m e n t .
On peut démont re r qu'ils sont tous ï , — ï ou o.

Les coefficients à égale distance des extrêmes son t égaux et de mênn*
signe. Ains i soit 7^^ un terme de ̂ ^^1, comme ce p o l y n ô m e

y n \ ̂ î ^) l J

ne change pas de valeur quand on y remplace u par v et réciproque-
ment, il en résulte que 7^^ est encore l'un de ses termes. Or 7^^
7^^ sont des termes à égale distance des extrêmes : leurs coeff icients
sont donc égaux.

Application. — Si l'on suppose n = 3, m —- 5, d'où (n — ï )(/n — i 1 - <S,
l'application de la règle précédente donne

//-o == ï , /<i=:- r, /^ -==. o, h,,= /^ -=: ï , /f, -=: A, ,,:, „ ̂  /^ —, , .....(„ /^ ̂  ^

/^ — — r -^ h., -=•-: o, h, =://,,=— ï , /^ :_ k., -^ r ^

d'où

11;^. , •r̂  - y - , ^ . = //.s —— ^7 t' -(- •̂'; ^•î ~ //'(' (' '•• -1- f t " ' < ' • • —— f(^ 4- (•\

résul tat déjà obtenu par le ca lcu l d i rec t de la d ivis ion.


