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MEMOIRE

SUR LA

COMPOSITION DE POLYNOMES ENTIERS

QUI N'ADMETTENT

QUE DES DIVISEURS PREMIERS D'UNE FORME DETERMINEE,

Par M. A. LEFEBURE,

DOCTEUR ES SCIENCES, INSPECTEUR D’'ACADEMIE HONORAIRE.

Je me propose de déterminer des polyndmes entiers qui n’admettent
que des nombres premiers de la forme H'T+ 1, T desmmnt un nombre
entier d’'une valeur arbitraire. '

PREMIERE PARTIE.

Je suppose d’abord que T ne contient qu’un facteur premier. Soient
T=n%; 4
n un nombre premicr quelconque;
¢ un exposant quelconque également.

Je recherche, dans cette premiere Partie, des polynomes dont les di-
viseurs premiers soient de la forme H'n* +

Le polynome A"~ 4+ A"*B 4+ A" °B* +... + A*B"~* + AB"* 4- B*!
%{—E%; dans lequel A, B sont des nombres entiers
quelconques premiers entre eux, n'admet que des diviseurs premiers
de la forme Hn + 1; n est néanmoins diviseur également, si A — Best
divisible parn; j'en ai donné une démonstration. Je vais établir d’abord
que ces diviseurs, & 'exception de n, sont nécessairement de la forme

H'n*+ 1, quand A et B sont des puissances ni®,

ou son équivalent
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Je rappelle un théoreme que j’ai démontré dans un Mémoire sur les
résidus des puissances ni®=%, et sur lequel je m’appuierai.

p désignant un nombre premier de la forme Hzn + 1, les résidus
des puissances @ des nombres, obtenus par le diviseur p, sont au
nombre de H. Si je considere la suite des p — 1 premiers nombres 1, 2,
3. ..., (p—1), cetle suite peut se partager en H séries de » nombres
chacune, de telle sorte que les nombres d’une méme série, élevés a la
puissance n'®"¢, conduisent & un méme résidu. et que leur somme soit
un multiple de p. J'ai démontré de plus qu'il se présente toujours 'un
des deux cas suivants : 1° les » nombres sont tous résidus dans plu-
sieurs séries, et dans les autres aucun d’eux n’est résidu; 2° dans
chaque série il y a un résidu, mais un seul.

Exemples. — Soient p =19, H=06, n = 3; les 13 premiers nombres
forment les six séries suivantes :

Résidus.
1 [+ 7+411=19
18 S+12+18=119g X2
7 b+ 6+ 9=19
12 10413 +15=19 % 2
8 2+ 3+14=19
i 5416 +17=19 X2

les six résidus composent les deux premieres séries. Dans les autres
il n’y a pas de résidus.

Soient encore p= 41, H=8, n=5.

On obtient les huit séries suivanies :

Rdsidus.
[ L+ 10416 4+ 18+ 37 == {1 < 2
3 1112428 4+344+38=141x 3
) 54 8+ g4+ar-+3g==41x2
14 15+ 22 424 +27 + 35 =41 < 3
) fjo+314254+23 4+ 4=—41x3
38 30+29+13+ 7+ 3=4H1x2
39 36+334+32+2€0+ 2=41x3
27 26 +19+ 174+ 14+ 6=41x2

dans chacune de ces séries un seul des nombres est résidu.
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Lorsque le premier cas s lieu, H est nécessairement divisible par n,
car le nombre des résidus est un muliiple de n, ei H représente ce
nombre; p est alors de la forme H'n? + 1.

Cela posé, je veprésente le polynome A“~' +~ A" B+ ...+~ AB“ > +B"*
par la fonction F,(A,B). Soi! p up diviseur premier quelconque de
F,(A,B), diviseur nécessairement de la forme H~ +1; je ne consi-
dere pas le facteur n qui peui se rencontrer. Soit A =C*, et d’abord
B=1, i vient ‘

F,(C* 1)=0 (modp)
et, par suite,
(Cr)yr—1=0 (modp);
soit « le résidu de C* divisé par p, de <orle que
C*=« (modp), a*—1=o0 (modp).
« ne peut éire 'uniié, car vlors

F,(C? 1) =0 (modp)

donnerait
n=o (modp),

en vertu de
Cr=1 (modp),

ce qui est impossible.

Soient r et s des nombres tel: que levr différence r — s soit moindre
que 7, les résidus oblenus par les divisioas de &/, of par p sout diffé-
rents entre eux; en effet, supposons qu’ils puisseni étre égaux, on aura

a'=25 (modp), a«f(x"~S—1)=o0 (modp), =z'—r1=o0 (modp);
en posant r — s =#, on a déja
a? —1=o0 (modp).

Soit n=~hp—+ A, il vieut, en remplacant n par sa valeur dans
o"—1==0(modp),

(eh)pak —1=o0 (modp), dolt «¥—1=o (modp),

en vertu de
v —1=0 (modp).

Comme n ei A soat premiers enire eux, on arvive, en opérant sur %



392 A. LEFEBURE.

et /' comme sur n et A, et ainsi de suite, & un dernier reste égal a
I'unité; par suite on obtient

a—1=o0 (modp),

ce qui est impossible, puisqu’on a vu que «, moindre que p, est diffé-
rent de U'unité. Ainsi o”, «, divisés par p, donnent des résidus diffé-
rents. De plus, si I’on éleve ces résidus a la puissance n*™¢, ils con-
duisent & un méme résidu, au résidu 1; en effet, on a

" —1=0 (modp), dou (a")*—1=0 (modp), (2°)*—r1=o0 (modp).

On est donc dans le premier des deux cas indiqués précédemment, car
on a deux résidus qui, élevés & la puissance »'*®¢, donnent un méme
résidu. Il en résulte que p est de la forme H'n* + 1.

Nous avons supposé B = 1, soit plus généralement B == D*; F,(A, B)
devient

F,(C?,D*)y=0 (modp), dou (C?)"—(D*)2=o0 (modp).
Posons
D= C*R* (mod p),
ce qui est toujours possible d’apres les propriétés des résidus des puis-
sances n™*, il vient, en remplacant D” par sa valeur dans les fonc-

tions précédentes, et en supprimant les facteurs C**", (C*)* qui n’ad-
mettent pas le diviseur p,

F,(R7, 1) =0 (modp), (R")*—i1=0 (modp);

on est donc ramené au cas précédent; p est donc de la forme H'n® + 1,
ce qu’il fallait établir.

Applications. — Soient n =3, A=1L* B=1;0na
F(l 1) =]+ L+1=3 x19 X _73,

19 et 73 sont de la forme B 22 + 1. On trouve de plus le facteur 3, parce
que A — B est divisible par 3.
Soient n =5, A=2°, B=—1;0na

Fg(2% 1) = 22— 215 4- 210 — 95 4 1 = 1016807,

nombre premier de la forme H'n%+ 1.
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Soient n =3, A = 33, B = 2%; il vient
F;(33, 2%) = 3%+ 33,23+ 28 =100g,

nombre premier de la forme H'n? + 1.
Considérons le cas plus général ol A et B seraient des puissances
n'®e de puissances n¥me, Posons

A=C"*", B=D"",

je démontre que les diviseurs premiers de la fonction F,(C*™',D™™)
sont de la forme H'n’ + 1.

Je dois entrer d’abord dans quelques explications.

J’ai établi que les Hrésidus des puissances ni™* des nombres, obtenus
par le diviseur p de la forme Hn + 1, n désignant un nombre premier,
peuvent toujours étre exprimés par les puissances d’un seul nombre.
Ainsi, soit @ ce nombre, auquel on peut donner le nom de base, la
suite a', a?, a®, ..., a", ou les exposants sont la suite des nombres de
1 a H, donne tous les résidus, apres avoir divisé par p chacune de ces
puissances. Il en résulte que tous les résidus satisfont a la relation

am=a, (modp),

en donnant & m successivement toutes les valeurs de r & H, et en con-
venant de désigner par a affecté de I'indice m le résidu auquel a™ con-
duit. On remarquera que on a toujours

apg=1I.

Il existe une regle trés simple pour la composition des indices, et
dont la démonstration est facile. Ainsi le produit de deux ou plusieurs
résidus conduit & un résidu dont I'indice est la somme des indices des
facteurs. Une puissance d'un résidu donne un résidu qui s’obtient en
multipliant son indice par le degré de la puissance. Dans les calculs,
on sera souvent conduit & écrire un indice de résidu qui dépasse H,
alors on peut le diminuer d’un multiple de H tel qu’il ne dépasse plus
H : on ne changera pas le résidu. En effet, on a

a'=1 (modp), dou aT=1 (modp),
quel que soit ¢, par suite

amHlie= gm (mOd P), Ap+He = Am+ .
dnn. de ' Ec. Normale. 3% Série. Tome I. — Novemsre 1884. 50
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Cela posé, soient p un nombre premier de la forme Hn + 1; r un divi-
seur quelconque premier de H; @ I’une des bases des résidus des puis-
sances n'™¢ des nombres déterminés par p; la relation

a'—iy1=o0 (modp)
donne

(ag)r——xzo (mod p), d’ou (ag—l) F,(ag, I)EO (modp)‘,

i
mais a@” — 1 n’est pas divisible par p, puisque 1’exposant b moindre
r

que H, ne peut étre un multiple de H; donc on a
1
F,.(a'_', I)EO (mod p),

et si, dans cette derniere relation, on remplace les exposants de a par
les indices correspondants, il vient

g @t « ”"Eo (mod p).
—_ 9 Joe 1) —
r ” 7

Je multiplie les deux membres de cette derniere relation successive-
ment par les résidus a,, a, ..., a,, etj obtiens

r

a, + a -+ a e o1 =0 (mod

! H":T[ 1-;-2% Tl —1) gl . * ]7)’
as + a +a +. oo =0 (mod

2 :H-g 2"‘2!:!- 2+n~—-1,% ( P

ag+aun +an “+ ...+ ag=o0 (modp).
r r

. - oo H . .
Tous les résidus se groupentainsien —scries, contenant chacune rré-

sidus. Si 'on compteles indices par colonnes verticales, on reconnait
qu’ils forment la suite des nombres de 1 & H. Tous ces résidus sont dif-
férents entre eux, puisque leurs indices, qui ne dépassent pas H, sont
différents; de plus, les résidusd’une méme série, élevés a la puissancer,
conduisent 3 un méme résidu. Ces résidus sont, pour les diverses séries,
Apy Ay - ., ay. lssontdifférents entre eux, puisque leurs indices, qui
ne dépassent pas H, sont différents; de plus, le dernier est I'unité. Il
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n’y a done que les résidus de la dernitre série qui, élevés a la puissance
de r, donnent 'unité.

Je considere actuellement le polynome F,(C*™, 1), et je démontre que
ses diviseurs sont de la forme H'n’ + 1. Soit p un diviseur quelconque
de ce polynome. II est de la forme Hn + 15 de plus, comme C** est
une puissance ni®®¢, H est divisible par n, comme on I'a démontré. Les
résidus des puissances ni®™* des nombres par rapport a ce diviseur p
peuvent donc, comme précédemment, se grouper en séries. On les ob-
tient en remplacant, dans les séries précédentes, r par n et en dési-
gnant la base par a. Les rn résidus de la derniere série ay, @y, --es Oy

n n

sont les seuls qui, élevés a la puissance »i=°, conduisent au résidu 1.
On a les relations

F,(C»* Y, 1)=o0 (modp), C*—1=o0 (modp).

Soit a, le résidu auquel C* conduit, de sorte que C*==a,(modp), il
vient
C* ' =agpe-: (mod p),

ant~1’ = Qospt—1 (modp),

Cln—1)nt= = Q(n—1)snt—2 (IllOd[))-

Si I'on remplace C*™*, C**7', ... par leurs valeurs dans les deux rela-
tions qui précedent, on obtient

Aty sntms =+ A(p—s)spt=t =« o . + Aep—s+1=0 (M0d p), @sp——1=0 (modp).

Considérons I'un quelconque des résidus de la premigre de ces deux
relations, a@,,.. par exemple. Il ne peul étre I'unité, car alors cette re-
lation donnerait n=o(modp), ce qui est impossible; mais, élevé a la
puissance niéme, il conduitau résidu 1, en vertu de @,.-.— 1=o0(modp).
Qspi-» €St donc nécessairement I'un des résidus de la série ay, @y, - ..,

n n

(-1

a u» @y; moins le dernier ay qui est I'unité, on peut donc poser
1

Q- = @y, o 6tant un nombre moindre que n. Deux résidus égaux,
= A

formés avec la méme base, ont méme indice, ou bien a différence de
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o

leurs indices est un multiple de H, il en résulte I'égalité

Snt—2= 1%1 -+ He, dou Snt-t=(a-+ ne)H;

mais « -+ ne est premier avec 2'~', puisque « est moindre que n: done
i faut que H soit divisible par »*=*; par suite, p est de la forme H'nf+1.

On asupposé B =1. Soient, plus généralement, A = C*~', B =D""";
je pose

D7 =C"R* (mod p),
on en déduit
D' =C*" R (mod p), dou B=AL (modp)

en désignant R*™" par L. Les relations

F,(A,B)=o0 (modp) et A"—B"=o0 (modp)

deviennent, en remplacant B par sa valeur et en supprimant les fac—
teurs A"=', A", qui ne sont pas divisibles par p,

F,(L,1)=o0 (modp), L*—1=0 (modp);

on est ainsi ramené au cas précédent. Les diviseurs de F,(A, B) sont
donc de la forme H'n*—+1, quand A et B sont des ])llleal](‘eS affectées
de 'exposant n*~*, ce qu’il fallait démontrer.

Applications. — Soientn =3, A=2",B=1;0na
F3(3%1) =218+ 2941 = 262657;

que ce nombre soit premier ou qu'il ne le soit pas, il doit étre de la
forme H'3% + 1, ce qui a lieu.
Soientn =3, A =2*, B=1; on a

Fy(2%,1) = 2% + 22" -1 = 18014398643699713;

ce nombre, premier ou non, doit étre de la forme H'3°+ 1, ce qui a
lieu.
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DEUXIEME PARTIE.

Je considere, dans cette seconde Partie, le cas ot T a deux facteurs
premiers quelconques. SoientT = n‘m”; n, m des nombres premiers;
¢, h des exposants d’une valeur arbitraire. Je recherche des polynomes

dont les diviseurs premiers soient de la forme H'n‘m"+ 1.
Rm N Su.s' Rus_ Sus .
R—s ’ > ou

R—S
R, S sont des nombres quelconques premiers entre eux, ont

Jétablis d’abord que les deux expressions
R—S5
pour plus grand commun diviseur, si s est le plus grand commun di-
viseur des exposants ¢s, us.

Supposons w et ¢ premiers entre eux R°— 87 Re—8v sont aussi
ppo: P * R=S R—S

premiers entre eux. En effet, admettons que ces expressions puissent
avoir un diviseur commun; soit » 'un quelconque de leurs diviseurs
premiers communs, on aura

RY—8Y=o0 (modr), R*— S*=o0 (modr).
Posons u= vp -+ ¢, il vient, en substituant,
RPRY — 88 =0 (modr), dou R“—S"=o0 (modr),
envertu de R — §’==o0 (modr); mais on peut opérer sur

R*—S8’=o0 (modp), R“"—S“=o0 (modp)
comme sur

R¢—S*=o0 (modr), R’—8’=o0 (modr),
et ainsi de suite; u et ¢ étant premiers entre eux, on arrivera nécessai-
rement 2 un dernier exposant égal a I'unité, d’ou

R—S=o0 (modr).

Ona
. R¢— 8*=(R —8)F.(R, S),

RY — Sy — (R'—S)FV(R7S);

R — Sel F,(R,S) ne peuvent avoir pour diviseurs communs que des
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diviseurs de w; de méme R — Set F,(R,S) n’ont pour diviseurs com-
muns que des diviseurs de ¢. Il en résulte que si 7 n’est pas diviseur
de u, comme il divise R — S, il ne pourra diviser F,(R, S), ¢’est-a-dire
R — 8¢
diviseur de w; mais, si 7 est diviseur de », il ne le sera pas de ¢ qui est
premier avec u; divisant R — S, il ne pourra donc diviser F, (R, S),

» ce qui est contraire a la supposition. Il faut donc que r soit

Cesth-dire N, ce qui est contre la supposition. Ainsi on ne peut
R—35

admettre que rsoit diviseur de u et qu’il ne le soit pas; il n’existe donc

R —S8» Rv— S¥

R—S’ TR—5%

Reprenons actuellement

sont donc premiers entre eux.

Rus — Sus Bvs__Svs
R—S ’ R-=S

pas,

; jepose R =K, 8 =1L,
il vient, en substituant,

Ke— Lt Ke—L¢ K-—L K—L' K—L K—L
M-S T KZ=L “RZS’ RZ=S T K=L “R=s’

. ]u__ 123 Ku_Lu
Comme -(, L et

. 8 yremiers entre eux, puisque les ex-
K—L KL ont premiers entre eux, puisque le
K—L
t

posants u et ¢ sont premiers entre eux, il en résulte que 7—» Clest-

o RS . us_ Gus
a-dire 7—g est le plus grand commun diviseur de ——— et
R — 8¢

R—S

Cela posé, considérons la fonction F,(u™, ¢™), ol et ¢ ont pour va-
leur respectivement Cri=int=tpmiat=t oD désignant des nombres
quelconques premiers entre eux; m, n des nombres premiers; 4, ¢ des

exposants arbitraires. On a les égalités suivantes :

W i —- (um _ ‘,/)z) Fn ( um, pm )7 umnn — pmn — ( W — (,n) Fm ( un, (,n)’

De ces égalités on déduit la suivante, en égalant les seconds mem-
bres et cn les divisant par z — o,

W — . ut — pn
([) __27:__"_[4”(”"1’ V’”): — Fm(un’ pn);
um____ Vm uu__ 0;1, . .
Ry et pp— sont premiers entre eux, puisque les exposantsm, n
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sont premiers entre eux; il en résulte, d’apres I'égalité (1), que

wn — pn

F.(u™, v™) est divisible par —— cest-d-dire par F,(u, ¢); on peut

done écrire I’égalité suivante, dans laquelle IT représente une quantité
entiere

(2) Fr(um, o) =F,(u, ).

Comme u et ¢ sont des nombres affectés de I'exposant -, il résulte
du théoreme établi dans la premigre Partie que les diviseurs premiers
de F,(u™, ¥™) sont de la forme H'n’+ 1 et, par suite, qu'il en est de
méme pour le polynome IT, facteur du second membre de I’égalité (2).

Je vais démontrer que les diviseurs de II sont aussi de la forme
H'm"+ 1.

Je multiplie par u™ — ¢™ les deux membres de I’égalité (2); elle de-

. . A l 3 l l un — ¢n
vient, apres avoir remplacé F,(u,¢) par la valeur —
umn — pm
ymn — pMmit — (" — p* ) — o II;
( ) w—ye

d’ol1, en remarquant que 'on a

umn— pm

wnr— pmr— (yr— on )T, (u?, o*), =Fu(u, )

u—v
et en supprimant le facteur commun z* — ¢", on déduit
F,,,(u”, "n) = Flﬂ(“) V)H'

Les diviseurs premiers de F,, (u”, ¢*) sont de la forme H'm"+ 13 en
effet, u et ¢ sontdes nombres affectés de I'exposant 72"~ : donc les di-
viseurs de II, facteur du second membre, sont également de la forme
H'mt+1.

Les diviseurs de IT étant de la forme H'n+ 1, H'm"+1 sont de la
forme H'm*n’+ 1. II est donc le polyndme que I'on s’est proposé de
déterminer. Il a pour valeur I'une oul’autre des expressions suivantes,
en désignant II par II,,,,

Fo(u, o™) _ En (™, o)

H - b ’ pu— -
mn 1“”2 ( ”, (J) nn I:‘" ("’ ")

puisque u et ¢ sont symétriques par rapport a 2" et n‘.
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En vertu de 1a formule

F (A, B) = ~ —B”

A=B"’
ces deux expressions de IT,,, peuvent s’éerire comme il suit :

_(umn— ) (i )
I, = (wr—pm) (um — om) :

Applicatrons. — Soient m =3, n=>5; il vient

10 5 (1h 1o
7 S A S S . . . . -
My 3= —————— = — U7+ 0P 0P — 1P Y- 05— w7+ P,
' Wi up A= ¢°

Soient A=3,t=1,C=12, D=1;d ol w=2, v=1, on obtient
Hj == 2™ — 2031 2% — 930 — 927 99 4 1 = /713 143145948577 267 201,

que ce nombre soit premier ou non, il doitétre dela forme H'm"n*+1,
¢’est-a-dire H'.3%.5 + 1, ce qui a lieu : il est égal a

3h9ra170451470942720 < 385 1.

TROISIEME PARTIE.

Jesuppose que T contient trois facteurs premiers; soit T = n‘mhs".

Je considire la fonction F,(w™, ™), dans laquelle ww = C*™'"'s",
p=D¥Tm T e je pose w=R,,¢*=S,; F,(u™,¢™) devient
I, (R, 87 et larelation (2) donne, si I'on opere sur F,(RY", S7') comme
sur la fonetion F, (™, ¢™) de la deuxieme Partic,

(3) F, (RSP =F,(RS)eum,

ou 2,, représente une quantité enticre dont les diviseurs sont de la
forme H'm"nt + 1.

Je pose u”=R,, v =8,; la fonction F,(«™, ¢") devient F, (RS, S,)
et 'on a pareillement
(4) Fu(nf_n S;) =F, (R;U Sz)qJns’

ol ¢, a pour diviseurs des nombres de la forme H's*n’ -+ 1. Comme les
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yremiers membres des égalités (3), (4) sont égaux.a F,(u™, ™) el,
© ° ey ) A
par conséquent, égaux entre eux, les seconds memDres. sont aussi

égaux, et il vient P
( ") Fn ( “S’ “s) ","Izm — Fn ( u/u, o )"'.’lz.va
s — ons e pmn
0 . — Yoo
tH) 0 — ¢S Snm=— e — pm Ynss

onl pour plus grand com-
o — v

ns ___ (yll.\' ll”lll____ ‘ylllll l/” (|IL

. ¢4
les expressions s
—_ u— ¢

mun diviseur, puisque n est le plus grand commun diviseur des expo-
sants ns, nm.

Jedivise ces deux expressions par leur plus grand commun diviseur,
les quotients seront premiers entre eux. Ces deux quotients, divisés

0S — S e pm

respectivement par —» ———» seront nécessairement premiers

entre eux; ainsi les quantités suivantes seront premieres entre elles :

SN - psn amn ___ pmn
" ———T u—9
(0 — ws ;7?.;*’ un — pn o — (."_‘z -
u— M(L - ‘Z(AF——T ; U — 9

Il est facile de reconnaitre que ces quantités sont entieres; en effet,

oy, . , WS — psn
considérons, par exemple, la premiére. Le numérateur ——— est

L. un— ph S — o8
divisible par chacun des facteurs ——

. du dénominateur, et

ces deux facteurs sont premiers entre eux, puisque net s sont des nom-
bres premiers; le numérateur est donc divisible par leur produit.

Je multiplie les deux membres de 'égalité (6) par z — ¢, je les di-
vise par u” — ¢* et j'obtiens la relation suivante :

(tesn — t"“‘) (,, — ) (”mn__ pmn ( u — (,)
(&7 sy Lk}
(U/L_ o) (w0 — 0% Tam— (U” — ‘)IL‘) (um _ ‘,m) nse

(7)

Comme on vient de le voir, le premier facteur du premier membre
deI’¢galité (7) est premier avec le premier facteur du second membre;
2um cst donc divisible par le premier facteur du second membre, et

Ann. de U'Ee. Normale. 3°Série. Tome 1. — Dicemprg 1884. I1



402 A. LEFEBURE.
I'on est conduit avx égalités suivantes :

(”nm — ‘yllln) ([1. — “) . " ”.\'/1 . ‘.s/z) ( "W — ‘,)
i - R
(“v — (unz . Vuz) ’ Tus —

(%) Yum = (o — o) (e — %)
IT est une quantité entiere dont les diviseurs sont de la forme
H ntm” + 1, comme ceux de 2,, et dela forme H'nls*+ 1, comme
ceux de 4,5 done ils sont de la forme H'n‘m"s* + 1. 11 est donc le po -
lyndme que je m’étais proposé de déterminer : je le désigne par II,,,;.
Pour Uobtenir, je remplace dans I'égalité (3) o, par sa valeur tirée
de I'égalité (8). Il vient, en remplacant R,, S, par leur valeur «*, ¢,

A ¢ o\ I \
11 n ( K ’“'\7 ""“‘) l‘n ( U, ) - ‘:,LI»-l,nll~|5k—? o l),l'l—l}“’l—lxl.—l
p— , = .

(« 11 Resappun = ——y
-’), nms l<”<um,‘.m)k"‘(u.\,‘..\)

On peut encore écrire comme il suit le polynéme II,,,, & 'aide de [a

‘ An B
formule F, (A, B) = ——->

) I . (1,/11511,___ IS (gt ‘.m) (¢ — (.‘\") ("n — pny
(ln) nms = (l/.'"‘”. - t'””) (lz;';;' . ‘-mu) (lt"'“-* (,.s-w) ( " — (,) .

On voit que les exposants de « el ¢ dans les facteurs qui composent
11,5 sont formés des trois nombres 7, s, » qui y entrent tous, soit iso-
lément, soit dans toutes leurs combinaisons 2 A 2, 3 4 3.

x—lpplical'ions. — Solent n =3, m=25,s=17, v=1, il vient
T W o 13 : Lt j‘, [ _ JYCLIA L BT YL LY B S ﬂ
P A A ol SR TL S S W — 17 A= 1P — 1t 1 — -
d’ou
My == 1 0" = 10" — ™ — (M2 M — 1 — 1 e (0 (P - 1

. utly’i_‘_ uﬁi:l —+- u:}l — lL28—< u’ll}____ (1,:” — “22 —ylY +- (l”+ Al

A Y e M e eV e e ) — B — 2t — 1S — 0 0

Soient t=1,h=1,k=1,c=12,d ol u=2,les diviseurs de I1, , ,
doivent étre de la forme H} , .  ; il vient, en effet,

Iy 5,722 47347468991991 1,
Iy 50 == 4509282761142 <X 3 X 5 X 7 1.

La composition du polynome II,,, que Pon vient d’indiquer est
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générale; elle se retrouve, quel quesoit le nombre des facteurs de T,
dans H'T + 1. La démonstration de cette proposition est analogue aux
précédentes, mais elle exige quelques développements.

Soit T=n‘m"s*.. 7", s0it [,;.., un polynome dont tous les divi-
seurs sont de la forme H'T + 15 si 'on pose

pt=1 gl gh—t Wl (=1l 1 gk—1 e
lt:(_‘n m sy e I)n m s A

2 b

le polynome II,, , aura la forme indiquée par I'égalité (10). Les
exposants de « et ¢ seront composés des facteurs premiers n, m, s, ..., r
qui y entreront tous soit isolément, soit dans toutes leurs combinaisons
24 2,343,...,%aX sl )estle nombre des facteurs n, m, s, ..., 7.
Il convient de remarquer que ces combinaisons se placent alternati-
vement au numérateur et au dénominateur.

QUATRIEME PARTIE.

Les polynomes II, fonctions de u, ¢, que l'on vient de déterminer,
sont indépendants des exposants ¢, 4, &, ... den, m, s, .... Leur calcul
reste donc le méme quels que soient ces exposants. Il n'y a que w et ¢
(ui varient avec eux.

Ces polynomes sont symétriques et homogenes par rapport & u et ¢;
leurs degrés sont respectivement

n—1, (n—1)(m-—1), (n—1y(m—1)(s—1), ...

sclon que leurs diviseurs sont de la forme H'n'+1, Hnfm"+ 1,
Hntmlsk+1, . ...

l‘” (um’ ‘,m‘)

Le polynome IT,,,, qui a pour expression Fo(2.7)

par une régle assez simple, qui trouve également son emploi dans la
recherche des polynomes II,,,,. .

Je suppose le polynome II,, ordonné par rapport aux puissances
croissantes de ¢35 (n — 1) (m — 1) est le plus fort exposant de ¢. Soit
r=1{(n—1)(m—u); Il,, peat s’écrire comme il suit :

> peut s’obtenir

Dot =+ Jeg "=V e = Syt 20 e S et e et
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Je multiplie ce polynome par le dénominateur F,(w,¢), je dois
retrouver le numérateur F,(«™, ¢*). On obtient ainsi r + 1 équations,
dont la résolution est facile, en égalant 2 & 2 les coelficients. On peut
ainsi déterminer A,, 4,, ..., A.. On arrive & la regle suivante pour
obtenir ces coeflicients, en supposant que 'on ait pris pour n le plus
petit des deux nombres 72, 2, ce qui est toujours possible.

Les deux premiers coeflicients 2,, %, sont 1, — 1; les » — 2 suivanls
sont nuls. Pour les autres, ils satisfont & I'égalité A, = 4,_,, il y a excep-
tion quand l'indice « de %, est un multiple de »z, ou bien quand il est
un multiple de 7z augmenté de 'unité. On a alors

lem=1-+lozm—ry Teomir=—1- Tz p-

Il vésulte de cette régle que les n premiers coefficients 4,, /2, /., ...

sont 1, — 1, 0, ..., el que les suivants s’en déduisent tres facilement.
On peut démontrer qu’ils sont tous 1, — 1 ou o.

Les coefficients a égale distance des extrémes sont égaux et de méme
. . . . I @i pm X
signe. Ainsi soit yw’¢* un terme de »»i’;,(‘(—;i?)—l, comme ce polynome
L 2
ne change pas de valeur quand on y remplace « par ¢ et réciproque-
ment, il en résulte que yu¥¢* est encore 'un de ses termes. Or yuto?,
v9hu* sont des termes i égale distance des extrémes : leurs coefficients

sont donc ¢gaux.

Application. — Silon supposen=3,m=>5,d’ou (n —1)(m —1,== 8,
Papplication de la régle précédente donne
hy=1, lhy=— 1, loay=o0, ly=—"Ily=1, [l =/l -=—1, lhy=—1-/le,=21,
g1+ hy=0, ly=/hlhy==— 1, hy=l,—1:
d’ob

Fy (0, 05)

e Ay o e ey o ) A LIPSy P TY RSt by
W, (0, )

My, ==

résultat déja obtenu par le calcul direct de la division.




