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L’importance de la théorie desinvariants et covariants pour I’Al-
gebre n'est plus a établir aujourd’hui. Indépendamment des grandes
et profondes questions que le développement de cette théorie a sou-
levées, elle nous a appris a chercher, dans chaque probleme d’Al-
gebre, tout ce qu’il peut y avoir d’inaltérable par des substitutions
linéaires convenables, et & donner ainsi aux méthodes et aux résultats
un cachet de perfection et une généralité puisée a la nature méme des
choses. ‘

Il est vrai que cette mise sous forme projective (comme on dit,
d’apres une expression empruntée a la Géométrie) des diverses ques-
tions d’Algebre n’est pas toujours tres commode; ce qu’on pourrait
attribuer, en partie, & des raisons subjectives. Mais le fait est que
cette difficulté est le plus souvent minime devant I'importance des
résultats auxquels il s’agit d’arriver.

La théorie de I'élimination, entre deux équations a une seule va-
riable, a déja été '’objet de nombreuses recherches sous le point de vue
delathéorie des formes; mais ces recherches se bornent, pour la plupart,
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330 C. STEPIIANOS.

a la maniere dont on peut obtenir le résultant de deux formes don-
nées, et il n’y en a que fort peu, si je ne me trompe, qui se rapportent
a la théorie générale du plus grand commun diviseuar.

Par contre, on trouve, dans divers Mémoires rédigés en dehors de

toute préoccupation de projectivité, des résultats qui, bien que va-
lables pour le cas o les équations considérées, supposées d’ordres
donnés, n’admeltent point de racines infinics, ne sont plus applicables
aae cas out il s’agirait de chercher les factcurs linéaires que peuvent
avoir en commun deux formes binaires 4’ordres donnés.
" Nous étant proposé¢ dernitrement d’approfondir la théorie de 1'élimi-
nation sous le point de vue projectif, nous sommes arrivés i plusieurs
nouveaux résullats, et nous avons trouvé, entre autres, comment on
devrait modifier les énoncés des proposilions défectueuses mentionnées
plus haut, de maniere qu’elles ne se prétent plus & aucune sorte d’ob-
jections.

Un des buts du travail actuel est précisément de donner un apergu
de ces divers résuliats en les présentant comme des conséquences de la
théorie des systemes linéaires de formes binaires et de celle des formes
apolaires, théories qui n’ont fixé.l'attention que dans ces dernitres
années, mais dont I'importance se montre plus considérable d’un jour
a lautre.

Le présent Mémoire peut étre considéré comme constitué de trois
Parties distinctes. ‘

Dans la premiere Partic (8§ I-IIT), nous étudions les propriétés des
systemes linéaires de formes binaires et les relations qui doivent avoir
lieu entre £+ 1 formes binaires d’ordre m(mzZ k) pour que ces formes
soient liées entre elles par quelque rclation linéaire. Cetle premiere
Partie n'est que le développement, sous des points de vue différents,
des trois premicrs paragraphes de notre Mémoire sur les faisceaux de
Jormes binaires ayant une méme jacobienne (*). Nous y avons pourtant
ajouté (n° 10-13) divers résultats, mis en lumicre par des recherches
postéricures pour la plupart & ce travail.

- Dans une seconde Partie (§3 IV-VII), nous examinons les propriétés

(1) Présenté a I’Académie des Sciences de Paris dans la séance du 12 d{cembre 1881 ¢t
inséré dans le Recueil des Mémoires des Savants étrangers, t. XXVII, n°7; 1883.
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de deux formes binaires @) et d2'* (oS¢ <m), liées entre elles par la
relation .
(ad)rm—tal, = o (1).

m

Nous étudions ainsi, d’une part (§IV), les formes a” liées 2 une
forme &) “donnée par la relation précédente, formes qu’on appelle
conjuguces a d'~*, et, I’autre part (§§ V-VII), les formes 42, liées par
la méme relation & une forme @’ donnée, formes qu’on appelle apo-
laires a a”:.

Je passe ici sur plusieurs résultats nouveaux de cette Partie ct je me
borne & signaler, d’aprés les résultats des §§ V-VII, les faits suivants :

Etant donnée une forme binaire f = a’ quelconque, on peut toujours
déterminer deux formes r' et s', ot k41 =m -+ o, de maniére qu’elles
sotent apolaires a f et n’admettent aucun facteur linéaire en commun.
Les nombres k et L (k<) sont towjours déterminés d’une maniére unique.

Si k=1, ce qui suppose que m soit pair, chacune des deux formes r
et s peut étre déterminée d’une infinité de maniéres. Pourtant le faisceau
xr -+ As est towjours le méme. Les formes de ce faisceau constituent les
seules formes apolaires @ f qui sotent d’ordre minimum.

St k< I, la forme r est complétement déterminée a un facteur constant
pres, et constilue la seule forme d’ordre minimum qui soit apolaire a f.
Quant & la forme s, elle peut étre determinée d’une infinité de manieres ;
malgré cela, le systéme lindaire

Il

o= ks,

ot 2-* désigne une forme arbitraire d’ordre | —k et \ une constante

arbiiraire, reste toujours le méme.
Dans l'un et dans I’awire de ces deusx cas (k=1), les formes comprises

dans [’ expression
gkt p on=l=ts (m2Zm —t2k)

(1) Pour la commodité des notations je me servirai partout, par la suile, des notalions
symboliques, comme elles ont été mises en usage par MM. Clebsch et Gordan. Le lecleur qui
voudrait se familiariser avec ces notations, dont nous ne ferons, du reste, ici que des appli-
cations élémentaires, pourrait consulter 'Ouvrage de Clebsch : T%eorie der binirern alge-
braischen Formen (Leipzig, 1872), ou encore le premier Volume de la Géométric du méme
auteur, publi¢e par M. Lindemann (traduction francaise par M. Benoist; Paris, 1879).
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(ot les formes p et o sont arbitraires) constituent les seules formes d’ordre
m —-t qui sotent apolaires a f.

Les formes ret s, déterminées d’aprés ce qui précéde, peuvent éire deux
formes quelconques de leurs ordres respectifs, astreintes seulement a la
condition de r’avoir aucun facteur linéaire en commun. Il se trouve, en
effet, qu'en partant de deux formes r' et st arbitraires et n’admettant
aucun facz‘eur linéaire en commun, on peut toujours déterminer d’une
maniére unique la forme f= al'(m =k-+1— 2), de maniére qu’on ai

(ar)ea®™ % =0, (as)'al!'=o.

Cest-a ces propriétés qu’est due la relation qui existe entre la théorie
de I’élimination et la théorie des formes apolaires. :

Enfin, dans la troisieme Partie (§§ VIII-1X), nous nous occupons
exclusivement de la théorie de I’élimination, pour le cas de deux
formes binaires r=r% et s = s*, (k<0).

Les développements de cette Partie sont fondés sur la considération
de Ia forme

wi—x(-z'i_l, xi, e, x/a-c—l-—-i)
symétrique et d’ordre ¢ — 1 par rapport aux £+ / — 2+ 2 séries de
variables binaires 2!, 2%, ..., "), dont I'évanouissement, pour
quelque systeme de valeurs des @™, &/, ..., "=, conslitue la con-
dition nécessaire et suffisante pour qu’une forme comprise dans I'ex-
pression A

oty —pkls (o< iZhkZl)
soit divisible par la forme (xax™') (xa?). .. (2z"*-Y), ol

(w2l ) = 2y 2 jo — X221

La grande importance des formes w,, ®,, ..., ws, (dont la premiere
coincide avec'le résultant des deux formes 7 et s), pour la théorie de
I’élimination, tient & celte circonstance, que 'évanouissement iden-
tique de la forme ;_, fournit I’ensemble des relations (fondamentales)
qui doivent avoir lieu, entre les coefficients des deux formes r et s,
pour que ces deux formes admettent ¢ facteurs linéaizes en commun.

Parmi les résultats obtenus par la considération des formes w,_,, je
citerai ici les suivants :

Pour que les deux formes r et s admettent au mouins ¢ facteurs linéaires
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en commun (c’est-a-dire pour que U'on ait o;_, = 0), il faut et il suffit que

la forme
Rioy(z)=wiy (2,2, ...,2),

qui est d’ordre (¢ — 1)(k -+ — 21+ 2) par rapport & =z, soit (identique-
ment) nulle, quel que soit x.

En désignant maintenant par y une valeur donnée de z, choisie de
maniére qu’on n’ait pas a la fois 7{y) =0 et s(;y) =0, on aura ces
propositions :

Dans le cas ot R;_; = o, R;7%o0, le plus grand commun diviseur des
deux formes,r et s est une forme p(x), d’ordre 1, telle que

Wil (Z, ¥, Yy ee e y) = Ap(2),

) déstgnant une constante différente de zéro.
Pour que les deux formes r et s admettent i facteurs linéatres en commun,

U faut et il suffit qu’on ait
Ri=wy=0, Ry(y)=o0, ..., Ry(y)=o.

St Lon veut, de plus, que les deux formes r et s n’admettent pas plus de
i facteurs linéaires en commun, il faut ajouter, aux i relations précédentes,
linégalite R;(y)# o.

Pour que les deua formes r et s admettent, comme plus grand commun
diviseur, une Jorme d’ordre v, il faut et il suffit que la forme, d’ordre i — 1
par rapport & x, '

Wit (Zy Yy ¥y o os V)

sout nulle, quel que sout x, pourvw qu’on ait, en méme temps, R;(y)# o.

Cette derniere proposition est d’autant plus remarquable que I’éva-
nouissement de la forme w;_, (@, y,y, ..., ¥), quel que soit z, ne peut
fournir aucune indication sur le nombre des facteurs linéaires que les
deux formes r et s peuvent avoir en commun, dans le cas ot I'on aurait
R;(y) = o (voir le n° 46).
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Propriétés relatives au cas ot 4 —+1 formes binaires f=a}* (m2k)
sont liées entre elles par quelque relation linéaire.
1. Soient £+ r formes binaires d’ordre m (2 %)
fi=al =s(Mala? x] (i=o,1, ..., k).

124

C’est une proposition élémentaire que si ces formes sont liées entre
elles par quelque relation linéaire

)‘Ofo_l" )\1f1-+-. '-+)‘A'f/c:0,

tous les déterminants (d’ordre £+ 1) du systeme

0 0 0
Ayy Qyy ovoy Qpyy
1 1 1
Qoy @yy wv vy Ay
(1)
eey sey sy eeey
k V3 4
Ayy Ay «vey Ay

doivent étre nuls, et réciproquement.

Il importe de remarquer que les diverses équations qui expriment
I'évanouissement des (') déterminants d’ordre £ —+1 du systeme
précédent peuvent étre condensées en une seule, celle qui exprime

I’évanouissement (identique) de la forme

Jo(z) Sfo(2') ... fo(2F)
(A) S| Sl Sl @) |
Se(@) (@) ... fi(2F)
quelles que soient les valeurs attribuées aux variables

a0, a2ty ..., @k,

Et d’abord il est clair que, lorsque les £+ 1 formes f; sont liées
entre elles par quelque relation linéaire, la forme précédente (A) est
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identiquement nulle. Il s’agit donc d’établir que, réciproquement,
I'évanouissement identique de la forme (A) conduit précisément aux:
(%+)) équations qui expriment ’évanouissement de tous les détermi-
nants du systeme (1).

Pour cela, remarquons que, d’apres un théoreme di a Binet et a
Cauchy, la forme (A) doit étre égale & la somme des produits des dé-
terminants du systeme (1) par les déterminants correspondants du

systeme

m m m-1 . m
Lo (1)‘2‘01 Zoay +-+s Loay

i m m-—-1 ., APl
(2) 2y, (el en, .. 2l
e g eemy seey

il myN =1 . it
Lhys ( 1 )‘1’/.'1 Llay v ooy Tae

Or, il est clair que les divers déterminants de ce derniersysteme sont
des formes linéairement indépendantes entre elles, ce qui revient &
dire qu’une combinaison linéaire 3L;X; des déterminants X; de ce sys-
teme ne peut étre identiquement nulle que dans le cas ot tous les
coefficients L; sont nuls. On voit par la comment I'évanouissement
identique de la forme (A) a pour conséquecnce I’évanouissement de
tous les déterminants du systeme (1).

2. A coté de la forme (A) se place encore une autre forme, conte-
nant m - £ séries de variables o+, 2%+, .. ., 2™, et qui, 4 'exemple
dela forme (A), ne peut étre identiquement nulle qu’aussitot que les
déterminants du systeme (1) sont tous nuls.

Cette seconde forme est la suivante :

0 0 0
ay a; S a,,
1 1 1
a, ag N a,,
i 15 Joe
(B) “u al R a’/u bl
Lh+1 Lk zh+t
q«) ';1 cce Sm
E/n E/ln E/n

oll nous avons posé, pour abréger,

iy o) e ) o
= (—1)zjjaly” (i=k+r, k+2,...,m; j=o0, 1, ..., m).
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Comme cette forme est égale & la somme des produits des détermi-
nants du systeme (1) par les déterminants complémentaires du systeme

E/H-i th+1 LR+

0 2 S1 o eees Suos

(3) ey ey ey ey
zm gm em
So s 1y s S

Ry

ou
o o _
= (=) zl 2y,

on voit que, pour passer de la forme (A) a la forme (B), il suffit de
considérer I'expression (unique) de (A) en fonction linéaire des déter-
minants du systeme (2) et d'y remplacer, au licu des déterminants du
systeme (2), les déterminants complémentaires du systeme (3).

3. Au lieu de la forme (A), qui est alternée et d’ordre 7 par rap-
port aux x°, ', ..., %, on peut aussi considérer la forme, symétrique
et d’ordre m — £ par rapport aux «°, 2, ..., 2%, qu'on obtient en di-
visant (A) par la fonction alternée

k(k+1)
Az, 2t ..., 2F)=(—1) ? (2%2!)(z'x?)...(zF 1zF)
2k, @iz, ... 2k,
k0 ok Je— I
:<~x)—‘;— xy, a7 @, ... 2%,
xhy @i @ .. X

Cette nouvelle forme, nous la représenterons par

(C) B(at, ., ak) = TELUTDLLE) ),

C’est un fait connu (') que, si l'on représente par

h = Z("”‘}")hjmf‘“_jx{_;
la forme
(zz®) (z2t)...(22"),

(1) Voir l1e Mémoire de M. GowrpaN : Ucber den grissten gemeinsamen Factor (Math.
Annalen, t. VII, p. 432~448, 1874).
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les quotients des divers déterminants du systeme

m m—1 n
‘ x, 2o o2y -, XYY,

m m—1y

i
{ ‘rl\’ x‘ll

Lroy « oy .1'12,

....... 9 e eey eeey

m m—1 )
\ .13/..1, ‘xl.-1 Loy « s ‘rk-za

par la fonction alternée
Aat, 21, ..., zFk)

sont égaux aux déterminants complémentaires du systeme & m + 1 co-

lonnes .
hoy (P9 Ry, (552 )hyy ..., o,

k+t
0, Ny, “tH%y, ..., o,
. e yeeees ey
o, 0, o, ey hpy.

De la il suit que 'expression entiere de la forme (C) est

ay (T)ai ... aj
a, (Har ... aj
k m A A
a a N
(ch P2 2!, .,k =] ° (,4;) ! "
. hy (F59HYA ... o
o I
o o Y /YA

4. D’une maniere analogue, on peut considérer, au lieu de la forme
alternée (B), la forme symétrique et d’ordre £ + r par rapport a cha-
cune des m — k séries de variables %', xf+2, ..., 2™

0,1 VEA/ 2 m
SH+alal... afbfit. | En

A(a:/“‘f", x/:+2, ) 4

(D) @ (@h+, Zhvd L Yy =

qu'on obtient en divisant la forme (B) par la fonction alternée

(m—k)(m—k—1)
, A(.l}" 1 xhae L) = (___ [) 2 (x/c-l-lxlc—t-e) (a.‘ﬁ‘*‘l(l?"'*‘:‘) e (@,

Ann.,de I’Fc. Normale. 3¢ Série. Tome I. — Octonre 188/. 43
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Voici maintenant comment on peut obtenir 'expression entiere de
Ja forme (D).

Supposons qu’on ait remplacé, dans I’expression de la forme (B), les
coefficients aj des formes f;

Jos Jrs -5 Sk

par les coefficients correspondants (— 1)/, 272/ des formes (axa!)™ :
(xw())m’ (JJ.ZJ)’”, vy (.Z'.Z’k)’".
On obtient ainsi une expression qui est égale a

.m(m—i-l)
(20x') (2022).. . (2m—lam)y=(—1) * A(x%x',...,2F . am).

Pour arriver maintenant & I'expression de la forme (B), par le moyen
des symboles a;,, a;, des formes

fi=al,=(anx+ anpx,)™,
il suffit évidemment de remplacer, dans I'expression
(xoxl) (x0x2)_ .. (xm»d .’Z"”),

les variables &;,, #;, (1 = o0, 1, ..., £) par les symboles — a;,, a;,.
De cette maniére on trouve :

o 0 41 k tk+1 m
S*alal...aftirt.

mim~+1) i=k
=(—1) * A(apay,..., ak)]:[a’ixk“aix"“' e @gm AR e
i=0
étant posé
k{k-+1) .
. A(@y @y cyap) =(—1) 2 (ayay) (@as)...(ar-ar),

(a:a;) =anap— anaj.
L’expression cherchée, de la forme (D), est donc

pht gl )
i=k

o
(DI) ’; m(m+1)

i=0
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Il importe de remarquer qu’en posant

dnt = (zxk+1) (z2k+?). . . (2z™)

et .
(da)m=*af, = ajpie aiger. . .agnaly = 2(f) Ajat 2]
on a
A) AS A}
( 1 kik+1)
A} :A} A} — ‘—;—g(xw,xkﬁ_g,._.,wﬂ),
AR A% L Ak

5. Comme les déterminants du systeme (2) sont des formes linéaire-
ment indépendantes entre elles, il faut bien que les (77!) formes,
symétriques et d’ordre m — £ par rapport aux z°, z', ..., x%, qu'on

obtient en divisant ces déterminants par
Az zt, ..., 2%),

soient aussi des formes linéairement indépendantes entre elles.

Or on sait que toute fonction symétrique et d’ordre m — £>> o par
rapporta £ + 1 variablesz,, 2, ..., @, (non homogénes) peut étre com-
posée linéairement, et cela d’'une seule maniére, au moyen de (7))

fonctions symétriques élémentaires de la forme
Szl a2, (b by tpim— k).

De I on déduit aisément que, si I'on considere 'expression de la
forme (C) en fonction linéaire des formes symétriques élémentaires

m—hk—tg m—k—1z

ke, 2 i
b gmk=lo gl @Ak 2T

p)
2Ly Loy

correspondantes, les coefficients de cette expression seront des combi-
naisons linéaires, linéairement indépendantes entre elles, des détermi-
nants du systeme (2). : '

Des propriétés analogues subsistent, évidemment, pour la- forme (D).
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I1.

Systémes linéaires de formes binaires. — Formes involutives.

6. Lorsque £ + 1 formes binaires, d’ordre m(mz=£%),

f'O’ ,f.h ey Jks

sont linéairement indépendantes entre elles, on dit que les formes
comprises dans I’expression

(") Ao Jot M Jit e A

ol les X, A5, ..., A; désignent des parametres arbitraires, constituent
un systéme hnéaire a k parametres. Celles des formes d’un tel systeme,
qui ne different entre elles que par un facteur constant, sont considérées
comme coincidentes, ¢’est-a-dire comme constituant un méme individu
du systeme linéaire. Dans les cas o £ =1 et £ = 2, le systeme linéaire
est désigné sous les noms de faisceau et de réseau.

A la notion d’un systéme' linéaire de formes binaires, tel que (4),
correspond une notion géométrique également importante. Ainsi, lors-
qu’on considere les groupes de points (ou autres éléments) représentés
sur une droite (une courbe rationnelle, etc.) par les diverses formes
binaires d’ordre m appartenant & un systeme. binaire a %(<m) para-
metres, on obtient un systeme £ fois infini de groupes de m points,
auquel on a donné le nom d’involution du m*™ ordre et du k*™ rang(*).

Pour obtenir la condition, pour qu'une forme du systeme linéaire (4)
soit divisible par

(zx®) (zxt)...(xxk),
il suffit, évidemment, d’égaler & zéro le déterminant qu’on obtient en
¢liminant les parameétres 2,,. 2, .... %, ainsi que les m — £ coefficients

() Ces involutions ont été considérées, pour le cas ol & <1, par Poncelet (dans la
»¢ édition de son Traite des propriétés projectives des figures, 2° volume, p. 235-267,
1866 ), Ballaglini [ Sulle forme binarie di grado qualunque ( Memorie dell’ Accad. di Napoli,
1867)], Cayley et autres auteurs. Dans ces derniers temps, elles onl fait I'objet de nom-
breuses recherches géométriques par MM. Emile Weyr, Le Paige, Franz Meyer, elc., sans par-
ler des travaux algébriques qu’on peut y rattacher également et que nous aurons P'occasion
de citer par la suite.
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de la forme ¢(x) d’ordre m — £ — 1, entre les m —+ 1 relations aux-
quelles conduit I’évanouissement identique de la forme

hfot+ M fi+ oo+ A frt (22®) (zat). . (xaxk)o(2).
Ainsi, en représentant la forme
(z2®) (22t).. . (2xxk)
par

h — ]li"’l = _‘J(/"'}T1 ) ]lj.'sz‘l""l"-].l“.’_,,

on aura, pour expression du déterminant en question,

a; (Hed ... al
a; (Pey .. ap
o af (Dt .. d,
) ] s
Ry (FTYY Ay
o /N B o
o o e Ry

¢tant posé o
fi= (") ab 2t x.

Du reste, nous savons que I'expression précédente est égale ala forme

S f(20) fi(2Y) . Sl k)

Az, 2, .., ah)

(C) B, 2t L, ah) = ;
que nous avons déja eu a considérer au n° 3, forme qui ne saurait étre
identiquement nulle (quelles que soientles 2, ', ..., 2*) tant que les
formesf,, /. ..., /xsont linéairement indépendantes entre elles.

Toute forme symétrique analogue a la forme (C) peut étre appelée
forme symétrique involutive, comme correspondant & un systeme linéaire
a £ parametres et définissant, par conséquent, une involution du mzi¢me
ordre et du £““¢ rang.

De méme, on peut appeler forme alternéeinvolutive toute forme alter-
née analogue a la forme

(A) o fo(20) fi(2h). ().

Un systeme linéaire & % parametres, tel que (4), est completement
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déterminé lorsqu’on donne les rapports mutuels des déterminants du
systeme '

0 0 [
gy, (ll, ceey Ay,

1 1 1
Aoy Ayy - ooy By,

()

ey ey seey

k k k
Ay, Ayy ooy By,

”

puisque les formes involutives (A) et (C) correspondantes sont alors
completement déterminées (voirn® 1 et 5).

Les rapports mutuels des délerminants du systeme (1) ne changent
pas lorsqu’on remplace les formes /; par d’autres formes, linéairement
indépendantes entre elles, contenues dans le systeme (4). De la il suit
qu’un pareil systeme linéaire est susceptible d’un nombre (£ + 1)(m —£)
fois infini de déterminations.

7. Comme les déterminants d’un systeme & m lignes et & m + 1 co-
lonnes sont, en général, indépendants les uns des autres, il se trouve
que toute forme alternée et d’ordre m (de méme que toute forme
symétrique et du premiier ordre), par rapport & m séries de variables
binaires, est involutive par rapport i toutes ces séries de variables.

Par contre, pour qu’une forme alternée et d’ordre 7 (ou une forme
symétrique et d’ordre m — £ > 1), par rapport a £ + 1 < mséries de va-
riables 2°, z', ..., ", soit involutive par rapport i ces variables, il faut-
m 41
k—+1
tions correspondant aux relations qui existent entre les déterminants
du systeme (1).

Ainsi, par exemple, pour qu'une forme

(ue ses ( ) coefficients satisfassent 4 un grand nombre de rela-

o(z,y)=—0o(y,x),

alternée par rapport a deux séries de variables binaires x et y, soit
involutive, c’est-a-dire de la forme

S @ [i(3) =So(2) fi(),
il faut et il suffit que la forme

¢(¥,%) 9(2,t) +o(5, @) 9 (¥, t) +o(z,¥) o(3 )
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soitidentiquement nulle, quelles que soient les valeurs de «, y,s, ¢(*).
Une forme symétrique et involutive par rapport & £ -+ 1 séries de

variables »°, x*, ..., * jouit de cette propriété qu’elle est aussi invo-

lutive par rapport & &+ 1 quelconques de ces & + 1 séries de variables.
Ainsi, en supposant que la forme involutive symétrique

P (20 2, ..., 2k)
soit relative au systeme linéaire (4), la forme involutive
o(x, 2t ..., ah) =@ (2% 2, ..., 2l R ke Ry

sera relative au systeme linéaire composé par celles des formes du
systeme (4 ) qui sont divisibles par

(@y¥e) (@yse). . (aph).

Cette forme involutive ¢(2°, 2',..., x¥) peut quelquefois devenir
" identiquement nulle par un choix convenable des parametres y¥~*, ..
¥*; dans ce cas, les formes du systeme (4) qui sont divisibles par

9

(y k1) (ayh+2) .. (2y*),

forment un systeme linéaire & plus de £ paramétres (*).

Réciproquement, on peut démontrer que, toutes les fois gu’une_forme,
symétrique par rapport a k + 1 séries devariables binaires 2°, ', ..., x*,
est involutive par rapport a un certain nombre k' + 1 (k'>>o0) de ces
k1 séries de varvables, elle doit étre ausst involutive par rapport & ['en-
semble de ces k -+ 1 séries de variables x°, x*, ..., x*.

Il s’ensuit de la que :

Pour qu’une forme, symélrique par rapport a k —+ 1 séries de variables

(1) Voir, pour la démonstration de cette propriété, notre Mémoire sur les faisceaux de
formes binaires ayant une méme jacobienne, p. 29 (Recueil des Memoires des savants
étrangers, t. XXVII, n° 7; 1883). . '

(2) Les valeurs de y#'+1, y*'+2 ., ¢% pour lesquelles cette circonstance a lieu sont celles
qui annulent tous les déterminants du systéme :

So(rF+1) filyk+1) ... f/:(f"‘*‘)t

L% Rl o fe(%)
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binaires, sout involutive par rapport a toutes ces séries de variables. il faut

et il suffit qu’elle soit involutive par rapport a deux de ces series de varia-
bles arbitrairement choistes.

8. De méme que les formes (A) et (C), les formes (B) et (D), consi-
dérées aux n°* 2 et %, sont involutives par rapport aux m — £ séries
de variables

A+l ghv2 o pm
quiyentrent. Le systeme linéaire auquel se rapportent ces deux formes
est celui que 1'on appelle conjugue du systeme linéaire (4), auquel se
rapportent les formes (A) et (C).
Deux formes binaires

e M ~f ol . —_¥ M ]
f=af =3 a;z" 2}, et g=20b)=XS(})b;jx}"z}

sont appelées conjuguces (d’apres M. Rosanes) lorsque leur invariant

simultané
(.f; 6’)1)1:-' (ab)m: 2(—'- I)j(;n)aj [)m—-j
est nul.
Si m formes hinaires d’ordre m

Ug

19 a2y evy Sms

conjuguées & la forme £ sont linéairement indépendantes entre elles,
toute forme g =g, conjuguée a f, sera comprise dans le systeme

o S
linéaire
M1+ d2gr o A G

De méme, étant donné un systeme linéaire & £ parametres
XoSo+ Mfr o Aifus
les formes d’ordre n conjuguées aux formes de ce systeme donnent un
aulre sysleme, & m — £ — 1 parametres,
(3) Mot Gl =+ Mo Chra -+ AnQome

Cest ce second systeme linéaire qu’on appelle cornjugué du premier (*).
Puisque les m — £ formes gy.,, ..., gn correspondent & m — £ so-

(1) Dans son Mémoire cité plus haut, M. Battaglini avait déja considéré la notion des
involutions coniuguées, qu’il appelle inpolutions associées.
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lutions linéairement indépendantes des 4 -+ 1 équations linéaires
(,/'0~g'\111:0« (jl’g)m: o, trto (,f/"mg)m——:oy

il faut bien, d’aprés un théortme énoncé d’abord par Grassmann el
retrouvé depuis par divers géometres (Clebsch, Brill, d’Ovidio), que
les déterminants_du systeme

m m-—yn

S DRI — (DR L (=D
(6) ey e e
b)}l

meo (lln)[)/u ey (=1 /,()/:‘

"1

soient proportionnels aux déterminants complémentaires du sys-
teme (1).
Ce fait peut servir a démontrer que la forme involutive

S o= oy () ors (h) g, (o),

relative au systeme linéaire (5), conjugué du systeme linéaire (4),
coincide, & un facteur numérique pres, avec la forme alternée (B) con-
sidérée au n° 2.

Pour cela, il suffit de remarquer que la forme involutive

>+ &1 ('»,./.'-0-1 ) G lra ('I.A‘-x—e) e G (.7'”' )

est égale 3 la somme des produits des déterminants du systeme (6)
par les déterminants correspondants du systeme (3).
Il est, de méme, aisé d’établir directement que la forme

mim +1) + kik +1)
(D) ezt L) = (-0 ® SR EALALLLAL

considérée au n° 4, coincide avec la forme involutive symétrique rela-
tive au systeme linéaire (5), conjugué du systeme (4).
Pour cela, supposons qu’une forme conjuguée aux formes du sys-

teme linéaire (4) soit divisible par
A = () (kY L (),
et soit g = c*d”~" celte forme. Nous aurons ainsi les £ + 1 relations

0= "(fi, &)m=(a;c)(a;d)" %= (—1)"=%(a;c)* @sph 1 sgrrz. .. iz,
(i=o0,1,..., k).

Ann. de ’Ee. Normale. 3¢ Série. Tome 1. — Ocronre 1884. _/;4
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Pour obtenir la condition pour qu'une des formes conjuguées aux
formes du systeme linéaire (4) soit divisible par d27*, on aura évidem-
ment 4 éliminer les £ + 1 coefficients de la forme ¢’ entre les £ + 1
relations précédentes. Or il est & remarquer que le résultat de cette
élimination est, a4 un facteur numérique pres, égal au déterminant

(dun° &), et par conséquent proportionnel a la forme (D). Cette forme
(D) est donc la forme involutive symétrique relative au systeme li-
néaire (5), conjugué du systeme (4) (').

9. Dans le cas ou £ =, la forme involutive (D), de méme que la
forme involutive (), se réduit, & un facteur numérique pres, au déter-

minant
Skabal.. . all.

Par contre, dans le cas olt £=o0, la forme involutive (C) peut étre
supposée égale a ‘
Sf(z) = ay,
de sorte que la forme (D) correspondante sera

m (1)

(— 1) % Ugagr e Mg,

On remarquera que cette derniere expression est, au signe pres,
égale & ce que devient I'invariant (/, g),=(al )" des deux formes
/==a} et g="0", lorsqu’on suppose

g=(xat)(xzx®) ... (xxm).

(1) On démontrerait, de méme, que la condition nécessaire et suflisante pour que les
formes du systéme (5) divisibles par d2—* = (wxh'+1) (zzk'+2 ). .. (za™), ol & > k, forment
un systéme lindaire & plus de A’ — & — 1 paramétres, consiste dans I'évanouissement de tous

les déterminants du systéme

BS B! ... B,
B) B! ... B,
' . . .. .oy
) BX BF ... B,

étant supposé que I'on ajt
Y K B R T gl
(—nym=(ardym="al, =3 (%) Byl ~ ).
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10. Les deux formes involutives (A ) et (B) jouent un role important
dans la théorie des combinants des % + 1 formes

T

Silz)=alt (i=o,1,...,L),

c’est-a-dire de ceux des invariants et covariants de ces formes qui se
reproduisent multipliés par une puissance du déterminant

S0,

lorsqu’on remplace les formes f; par des combinaisons linéaires
Moo+ 0 fre oo 0 S

de cesmémes £ + 1 formes.

D’aprés un théoreme dia 2 M. Gordan [ Ueber Combinanten (Math.
Annalen, t.V,p. 116, 1872)], les covariants et invdriants de la forme (A)
fournissent tous les combinants des £ + 1 formes f;. D’autre part, de
récentes recherches ont conduit a cette remarque importante que la
méme propriété appartient aussi & la forme (B). Ainsi done :

Deux formes involutives relatives & deux systémes linéaires conjugucs
doivent admettre les mémes covariants et inpariants, ce qu’on peutaussi
exprimer en disant que deux systémes lincaires de formes binaires,con-
jugués entre eux, admettent les mémes covariants et invariants (').

Le fait que deux formes involutives, telles que (A) et (B), relatives a
deux systemes linéaires conjugués, constituent chacune un covariant
de l'autre, résulte assurément de ce que les formes de chacun de deux
systemes linéaires conjugués sont liées aux formes de Pautre par des
relations invariantes. Pourtant, on peut.encore trouver un autre motif
de ce fait, et qui tient 2 Ia maniére dont on peut passer (d*apres le n°2)
de la forme (A) & la forme (B). Il se trouve, en effet, que sz, en partant

(1) Ces théorémes, que j’ai toujours considérés comme étant évidents a priori (de méme
que leurs généralisations relatives & des formes & plus de deux variables), se trouvent diment
exposés el utilisés dans mon Mémoire déja cité Sur les fuisceaux de formes binaires ayant
wne méme jucobienne, Mémoire qui avait été présenté a ’Académie des Sciences de Paris dans
la séance du 1o décembre 1881.<Pourtant c’est seulement dans le Rapport de M. Jordan
( Comptes rendus, t. XCIV, mai 1882) qu'il en est fait mention pour la premiére fois. Voir
aussi M. Brirr : Ucber bindren Formen und die Gleichung sechsten Grades {Math. An-
ralen, t. XX, p. 330-336; 1882). Franz MEYER, dpolaritit und rationale Curven (Tiibin-
gen, 1883). .
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d’une forme alternée quelconque; d’'ordre m(Z k) par rapport a k + 1 se-.
ries devariables binaires 2°, ', ..., z" et qui soit exprimée en fonction li-
néaire des déterminants du systéme (2) (ce qui est loujours possible d’une
seule maniére), ony remplace, au liew des déterminants du systéme (2),
les déterminants complémentaires du systéme (3), on obtient une nouvelle
Jorme, alternée et d’ordre m par rapport aux m — k series de variables

fer ka2 ™, laquelle constitue un covariant de la pre-

binaires x
miere ().

9 o s ey

1.

Sur les déterminants fonctionnels.

11. Parmi les formes /=« d’un systeme linéaire & £ parametres
(4) MofoA=uSfub A M S

il y en a seulement (£ + 1) (m — &) qui admettent comme facteur la
puissance (£ -+ 1)®¢ 'une expression linéaire (xy). Les valeurs de y
auxquelles correspondent de pareils facteurs sontpru,lbementueux qui
annulent le déterminant fonctionnel

(E) w0 0 0
0xk dah-19x, Jzk
des £ -+ 1 formes f;. :

La forme (E°) doit, d’apres cela, étre proportionnelle a2 la forme
Q(x, 2, ..., x) quon obtient en faisant 2’ =a'= ... = 2" = » dans
la forme involutive symétrique (C), relative au systéeme linéaire consi-
déré (4). D’autre part, il est aisé de voir que Uexpression symbolique
de la forme (E°) est, & un facteur numérique pres,

m -~ k =k m-—h

. ,
(E) Ay, gy ooy ap)ayal's" .. ally

(') Laconsidération de deux formes alternées, déduites I'une de autre d’apres ce procédé,
est d'une grande importance pour la théorie des formes binaires (entre autres, elle conduit
4 de nouveaux apergus sur la loi de réciprocité de M. Hermite). Dans une occasion pro-
chaine nous espérons publier relativement & ce sujet un petit travail Sur la théorie des
formes complémentaires. '
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D’une maniere analogue, le déterminant fonctionnel

Im—k—1 Yt —h—1 ¢ m—k—1
(ED T N Krt2 2 Sm
— L) -

().L."l"’“""“‘ - 0‘1./111»—/:-4 ()‘,1‘2 o ()J.gz—/.*—l ’

relatif au systeme linéaire
(5) 7./,-4_;_5"/;,:_1 - }\Av,‘l.gﬁ"/‘a.i.g el S

conjugué du systeme linéaire (4), ne s’annule que pour celles des va-
leurs y de & auxquelles correspondent des formes (xy)™* entrant en
facteur dans quelque forme du systeme (5). La forme (E') doit donc
étre proportionnelle au résultat Q'(x, 2, ..., «), qu’on obtient en fai-
santx*! = 2f+% = ... = " = « dans la forme involutive (D), relative
au systeme linéaire (5), c’est-a-dire qu’elle doit étre proportionnelle a
la forme (E) précédente. '

On voit, d’apres cela, que deux sysiémes linéaires de jformes binaires,
conjugues entre eux, dowent admetire les mémes déterminants fonction-
nels. On a ainsi 'exemple le plus simple de ce fait que deux pareils
systemes linéaires admettent les mémes covariants (n°10).

Dans son Mémoire déja cité (Math. Annalen, t. XX), M. Brill a fait
voir que le discriminant du déterminant fonctionnel (E) se décompose
en deux facteurs entiers, lesquels sont respectivement d’ordres

k(m—k-+1) et (m—k—1)(k—+2)

par rapport aux divers déterminants du systeme (1) (*). Il est 2 remar-
quer que I’évanouissement du premier de ces facteurs constitue la
condition nécessaire et suftisante pour qu’il existe dans le systeme
linéaire (4) une forme admettant un facteur linéaire (m — £ + 1),
tandis que 1’évanouissement du second facteur constitue la condition
nécessaire et suffisante pour que, parmi les formes du systeme con-
jugué, il y en ait une admettant un facteur linéaire (4 + 2)"'¢ (voir
n° 15).

(1) Le cas olt 4 == 1 avait déjd été considéré par SaLmoN (Higher Algebra, 3° édition,
n° 4180). — Dans une Note Sur le systéme complet des combinants de deux formes binaires
biquadratiques ( Comptes rendus, t. XCGVIL, p. 27, 1883 ) nous avons donné (pour le cas ol
k=1, m = 4) lexpression des deux facleurs du discriminant de la jacobienne (ab)a2b3,
en fonction entiére des invariants (combinants) du faisceau %ak + pbf.
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On doit aussi & M. Brill une démonstration de ce fait que le déter-
minant fonctionnel (E) d’un systeme, tel que (4), peut coincider avec
toute forme binaire d’ordre (% +1) (m — £).

12. Donner (h un facteur constant pres)le déterminant fonctionnel

d’un systeme linéaire, tel que (4), revient évidemment 2 donner

Ak—+1
terminants du systeme (1), déterminants que j’appellerai, pour abréger,
~ coordonnées du systeme linéaire (4). Aussi le probleme de la détermi-
nation du nombre des systemes linéaires d’ordre 7 el & & parametres
(ou bien des systéemes linéaires d’ordre m et & 72 — ;& — 1 parametres)
qui admettent un déterminant fonctionnel donné est identique au fond
avec le probleme de la détermination de l'ordre

. . o 4 . R m -1 ,
(k1) (m — k) relations linéaires et homogenes entre les < ) dé-

N(A 1, n0—k)=N(m — L, k 4 1)

du systeme d’équations par lesquelles sont liés entre eux les détermi-
nants du systeme (1), ou bien ceux du systeme (6), probleme qui est
d’une importance capitale pour la Géométrie d’un espace 2 m dimen-
sions (').

On voit, d’apres cela, que le nombre N (4 + 1, m. — £) représente, non
seulement le nombre des systemes linéaires, tels que (4 ), dont le déter-
‘minant fonctionnel serait une forme donnée d’ordre (£ + 1) (m — &),
mais, aussi, le nombre des systemes linéaires, tels que (4), dont les
coordonnées satisferaient & (£ -+ 1) (m — £) équations linéaires arbi-
traires, ou, en d’autres termes, le nombre des formes involutives

Db, &, ..., xk),

(*) L’examen du cas ot m =4, k=1 (ou k = 2), et ot N(2,3) =N(3,2) =5, nous a
conduit & de nombreux résultals, communiqués & ’Académie des Sciences de Paris dauns les
séances des 17 et 24 octobre 1881 [Sur une configuration remarquable de quinze cercles et
sur les congruences linéaires de cercles dans 'espace ( Comptes rendus, t. XCILI, p. 578
et 633)]. Quant a ’élude détaillée des faiscecaux (et des réscaux) de formes biquadratiques
ayant pour jacobienne (déterminant fonctionnel) une forme donnée du sixiéme ordre, nous
lui avons consacré toute la seconde Partie (p. 57-135) de notre Mémoire sur les fuisceauw
de formes binaires déja cité (voirun court extrait de ce Mémoire dans les Compres rendus du
ro décembre 1881, t. XCIII, p. 994)-
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symétriques et d’ordre 2 — & par rapport aux «°, ', ..., 2*, dont les

coefficients seraient liés par (£ + 1) (m — k) conditions linéaires (').
Dans une Communication faite & la Société mathématique de France,

il y a quatre ans (séance du 13 décembre 1880), nous avons donné la

valeur du nombre N(% + 1, 2 — %) pour le cas ou £ = 1. Cette valeur,

qui a été aussi obtenue depuis par M. Franz Meyer (?), est

_ [alm—n)]!

N(2,m —1)= D

T’ajouterai que, tout dernierement, M. Schubert a annoncé (®) que,
par Papplication des méthodes de la Géométrie énumérative, il a pu
arriver a ce résultat, que, dans un espace a m dimensions, le nombre
des variétés linéaires a m — k — 1 dimensions qui rencontrent (en un
point) chacune de (k + 1)(m — k) variéiés linéaires & k dimensions
données est égal a

tlel 3K [(A—+1) (m— ]! )
(m—~r)(m—~k+1)l .. (m—1)m!

Si ce résultat est exact, comme il y a tout lieu de le croire, nous
aurons

N(h+1,m—Lk)y=N(m—k, k+1)

o lal oA Dtall (e — A=) 1] [(A+1) (m — £)]!
- lal 3l (m—r1)lm!

13. Etant données (4 +1)(m — £) + 1 équations lindaires et homo-
genes entre les déterminants du systéme (r), on ne peut, en général, en
déduire aucun systeme de valeurs pour les rapports de ces détermi-

1) On remarquera que, sil’on considére les deux formes involutives symétriques
@(at, a2k et Qakvl afvr L am),
relatives au systdme lindaire (4) et & son conjugué (5), toute relation
O, R =0 ou QykHl ykE2 L ) = o,

ol les 9, L, .. ., 0%, ¥, ..., " ont des valeurs données, constitue une condition linéaire
entre les déterminants du systéme (1). ‘ ‘

(2) Franz MEYER, Apolaritéiit und rationale Curven, p. 391 (Tiibingen, 1883).

(%) Dans les Mittheilungen der Mathem. Gesellschaft in Hamburg (n°® 4, p. 87; 1383 ).
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nants, de sorte que, dans ce cas, la seule solution permise est de sup-
poser que tous ces déterminants seient égaux a zéro.

Par contre, pour que les (A—+r1)(m — £)—+1 équations données
soient compatibles avec le systeme de relations qui lient entre eux les
déterminants du systeme (1), il faut que les coefficients des équations
en question satisfassent & une certaine relation, dont le degré, par
rapport aux coefficients de chacune de ces équations, doit étre égal &

N(k 1, m— k).
Supposer que le déterminant fonctionnel des £ -+ 1 formes binaires
fl(x):aﬁ'r (i=o0,1,...,/k)

soitidentiquement nul revient évidemmentd donner (£ --1)(rn2 — k) +1
équations linéaires entre les déterminants du systeme (1). Maintenant
¢’est un fait de la plus haute importance, que ces (4 -+ 1) (m — £) 41
équations ne peuvent étre satisfaites autrement qu’en supposant que
tous les déterminants de la matrice (1) soient nuls. Nous avons, en
effet, ce théoreme :

Le déterminant fonctionnel

L
T dak Qakerdak dack

de k + 1 formes binaires d’ordre m{mZ £,

./;U ./.l) ey /}Lﬁ
ne peut étre identiquement nul que dans le cas o les-k -+ 1 _formes j; sont
lides entre elles par quelque relation lincaire.

Ce théoreme n’est qu’un simple corollaire de cette proposition fon-
damentale, que si £ - 1 fonetions /£, f,. ..., f» d’une variable 2 sont
) q Jor J .
telles que le déterminant

. (l/n : di,/u dk.fo
Idr A de*
Loodfy dr d* [y
Joo T TR ik
, (/:/'/.' d? /A dk.fk
N ol re Ay,
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soit identiquement nul, ces 4 -+ 1 formes doivent étre liées entre elles
par une relation linéaire et homogene & coefficients constants (*).

Ou remarquera que, réciproquement, la condition nécessaire et suf-
fisante pour que £ + 1 formes f,, /i, ..., /i, dovdre m=r, soient liées
entre elles par quelque relation linéaire, consiste dans I’évanounissement
identique du déterminant fonctionnel de ces £ + 1 formes.

En d’autres termes :

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une forme involutive
symeéltrique
@ (a0, 2, .., k)

soit identiquement nulle consiste dans [’ évanouissernent identique de son

covariant principal
D, &y .., 2).

V.

Sur les formes « conjuguées a une forme ~%"' donnée (m > k).
&€

1%. La notion des formes conjugudes relative a deux formes binaires
du méme ordre (n® 8), notion dont nous avons déja fait un grand
usage, est susceptible d’une extension importante.

Ainsi, étant données deux formes f=a” et h="1"""(m >k + 1),
nous dirons que la forme f= a” est conjuguce par rappori a h= k"""
dans le cas ou la forme

(/s ) ey = (ah)it “;'x':hk‘l

est identiquement nulle, de méme que nous avons employé cette ex-
pression pour le cas ot m=k+1.

(1) Des démonstrations de cette proposilion, indépendantes de la théorie des équations
différentielles linéaires, ont été données par MM. Brioscut (Théorie des déterminants, p. 82
1854 ), Curisto¥rEL (Jowrnal de Crelle, t. 33, p. 281) et Fropextus ( Jowrnal de Borchardt,
t. 76, p. 238; 1873 ). — Poir aussi BavLrzir : Theorie und Anewendung der Determinanten
(5¢ édition, p. 78; 1881) et Pasch : Note diber die Determinante, ete. (Journal de Bor-
charde, t. 80, p. 1775 1875).

Ann. de UEe. Norm. 3¢ Séric. Tome 1. — Ocronre 188. 45
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Lorsque la forme (f; &);., est identiquement nulle, on a
(n/é‘)/.'-)-l (a)\)m——/.-—l =o,

quelle que soit la forme 2 = """, Réciproquement, si cette derniere
relation est satisfaite, quelle que soit la forme 2, on doit avoir aussi

(fy 1) oy = (@h Yo+ @l==1 o

quel que soit 2. On voit par la que les formes /= «/;, conjuguées i une
forme 2 =~2%""" donnée, sont caractérisées par celte propriété, d’étre
conjuguées par rapport a toutes les formes d’ordre m divisibles par
A%, (On démontrerait de méme que les formes /= a’ en question
sont aussi conjugudes par rapport a toutes les formes, d’ordre inférieur
am, divisibles par 2).

D’apres cela, le systéme linéaire composé par les formes d’ordre m,
conjuguées & une forme h= h'"" donnée (m > k), coincide avec le con-
Jugué du systéme linéaire composé par les formes d’ordre m dipisibles par h.
Ce dernier systeme contient m — % formes linéairement indépendantes,
desorte que le nombre des formes d’ordre 7 conjuguées a f (et linéai-
rement indépendantes entre elles) doit étre égal & £+ 1.

, Iy

15. Lorsqu’une forme /= a™est conjuguée i (zy)', on doit avoir
. e J o A ?
alt gkt =o, -

quel que soit x, et réciproquement. En d’autres termes, pour qu’une
forme f= a’’ soit conjuguée & (xy)"+', il faut et il suffit que toutes les
dérivées d’ordre m —% — 1 de f s’annulent pour la valeur y de .
Ainsi :

Les seules formes d’ordre m conjugudes a (xy )+, c’est-a-dire conju-
guées a toutes les formes d’ordre m divisibles par (xy)*', sont celles
divisibles par (xy)"".

Cette proposition permet de se rendre compte comment deux sys-
temes linéaires de formes binaires d’ordre m '

(4) YoSoMSi A he Sk
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I , ) .
(3) M1 ShrtF Mo Shma v o o+ Ay @y

conjugués entre eux, ont les mémes déterminants fonctionnels (n° 11),
c’est-d-dire comment les points (4 — 1% du systéme (4) coincident
avec les points (m — £)®'*s du systeme conjugué (5). En effet, sil’on
suppose que (zy )t X' soit une forme du premier systeme, il est
clair qu’on pourra toujours déterminer une forme, d’ordre m-et divi-
sible par (2y)"~*, qui soitcomprise dans le second systeme linéaire,
puisque cette forme, étant déja conjuguée a (y)f+' 12" n’auraplusi
satisfaire qu’a £ conditions linéaires indépendantes.
On démontrerait de méme que :

Lorsque le systéme linéaire (4) contient i formes divisibles par (xcy )<+
o k' + 1>k, le systeme linéaire conjugué (5) doit contenir ¢+ % — k
formes, divisibles par (xy)"="* ('), et réciproquement.

Cette proposition, appliquée au casoll i =1, &' = /£ + 1 et au cas ol
i=2, kK'=1Fk—1, conduit & de nouvelles propriétés des deux inva-
riants, dont il a été question & la fin du n°® 11, propriétés qui permet-
tent d’obtenir I’expression de ces deux invariants.

16. Parmi les formes d’ordre m conjuguées & A = A%*' se distinguent
les k + 1 formes (y)™ correspondant aux divers facteurs linéaires
(xy) de £. Dans le cas ol les facteurs linéaires

(22°), (rrh), .o, (22k)
de % sount tous distincts entre eux, I’expression
7\0(-7).7’0)"' -+ X (‘E')»l)ln .+ )\A.(J{;./c)m (m > /()

représente 'ensemble des formes d’ordre 7 conjuguées a % (*).

(1) Cette proposition n’est qu’un cas particulier de cette autre : Lorsque le systéme
linéaire (4) contient i formes, lincairement indeépendantes, qui soient divisibles par hi+1
(ow qui soient conjuguces & une méme forme AR, 0l k'~ i > £, le systéme conjugué (5)
doit contenir i -~ K — I formes, lincairement indépendantes entre elles, qui soient conju-
guées & hE*+1 (ow qui soient divisibles par =y,

(2) 1l est & remarquer que si on part d’une forme f = a’¥ conjuguée & 2L+1(m > k),
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Il résulte de cette propriété que la forme involutive symetrique rela-
twe au systéme linéaire des formes = a’, conjugudes a la forme

b= DE V= () (ah). L (ark),
est
Xk (20 0y (ptylym (Z/L ,,/c)m

(F) .

Al ot e A 2 .,‘1"‘")

De méme, la forme involutive symétrique relative au systéme linéaire
conjugué, composé par les formes d’ordre m divisibles par h, sera

ALY, vty o, R ket e
A(‘yu’ “‘.1’ e, ‘1./.-) A(.'J/./.'H, .,’L"”':, L)

(GQ) = A(eh Y W) (e,

On remarquera que les deux expressions (F) et (G) précédentes,
mises sous forme entiére, doivent coustituer les formes involutives
relatives aux deux systemes linéaires considérés, méme dans le cas ol
la forme A aurait des facteurs linéaires multiples (*).

En posant 2' = 2' =.. .= «' = x dans la forme (F), multipliée par
un facteur numérique convenable, on obtient, d’apres le n° 11, le
méme résultat qu'en posant i '=2?= . =2"=2 dans la

o

on aura, pour déterminer les coefficients %; qui fizurent dans ’expression
= a =g (0 )iy (ey e Dk,
les / ~+ 1 relations : '
Caly Yea®% =29y ym=hhi( 37),

oll nous avons posé

Ay )= bl = () (o) ) () (o).

(') La valeur de Vexpression (F), en fonction des coefficients des deux formes
g=T(axt) et f=T(x)?),

peut étre mise sous la forme d’un déterminant d’ordre m — k&, dont les éléments sont des
fonctions lindaires, aussibien des coefficients de la forme g que de ceux de la forme /. Les
divers éléments de ce déterminant ne sont autre chose que les cocfficients de la forme dou-

blement binaire .
,{(, 3)= l’g-(.,-', m -1, (‘,rz)'n«v/.'ul I”,'

L’évanouissement identique de lous les mineurs d’ordre m — i — & — 1 de ce déterminant
fournit 'ensemble des conditions qui doivent avoir liew pour gque, parmi les formes
d’ordre m divisibles par g (ou par 4), il v en ait { qui soient conjuguées & % (oud g)
(comparez la note du n° 15). Dans le cas ot m = I -1, ce déterminant est égal & (g4 ).
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forme (G). Comme muintenant ce résultat est égal a la puissance
(m — k)eme de h(x), on voit que les seulesformes (xy)""" quientrent en
facteur dans quelque forme f= a” conjuguée & h = 1"*" correspondent
aux facteurs linéaires (xy) de h.

17. Voici maintenant quelques résultats relatifs au cas o la forme
h = R*" aurait des facteurs linéaires multiples.

Lorsque la forme f== a!' est conjuguce a
fo== Lk = ()it (pyt) it

ow les y°, 9', ... sont dyférents entre eux, elle peut toujours étre repre-
sentée, et cela d’une maniere unique, par une expression de la forme

J= ()=l (e B e

o L, N, ... désignent des formes d’ordre {, i,, ... convenablement
chotsies.

Dans le cas ou la forme f= a)' r’est conjuguée par rapport a aucune
forme qui soit un diviseur de h, les formes 3., )., ... doivent satisfaire aux
conditions

A0 #o, V() Fo, ...

Si, au lieu de partir de la forme h, on partait d’une autre forme di-
vistble par k, mais qui ne soit pas d’ordre supérieur a m +1 ('), on se-
rait conduit a une représentation de f= @', laquelle coinciderait terme
par terme avec la représentation obtenue en pariant de la forme h.

() Si je dis « pas supérieur & m -t » et non « pas supérieur & /2 », c’est parce qu’il
so trouve que : Ltant donnée une forme bm(me d’ordre m -+ 1

@

/‘.}z"LH = (t}/o )1.»,-}-1 (‘7,:}/1 )1,+1 RN

toute forme binaire = alf peut élre représentée d’une maniére unique par une expres-
sion de la forme
f=al= (ay0)m=tll+ (pyl)ym=tg +. ..,

pourvu que les y0, ¥, ... soient tous différents entre euzx.
Tajouterai que le probléme de la détermination des formes 7, ', ... revient au probléeme
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V.
Sur les formes d%* apolaires 4 une forme donnée .
18. On appelle polaire d’une forme ¢, par rapport & f= aZ(m >¢)
la forme
(ac)tali~t,
Par contre, on dit, avec M. Reye, qu’une forme &’ est apolaire par
rapport & /= a’, lorsque la polaire
(ad)m—ta;{c
estidentiquement nulle, ¢’est-a-dire lorsque la forme fest, d’apres 'ex-
1 ( P
pression dont nous nous sommes servi dans le paragraphe précédent,
conjugude a dy" (*).

Une forme 4™ “apolaire & f est conjuguée par rapport a toutes les
polaires (ac)al ‘, correspondant aux diverses formes ¢i,. La relation
(ac)t (ad)-1—=o

n’est, en effet, qu'une conséquence de

(ad)mtal = o.

Il est clair que, réciproquement, si une forme d”'°‘est conjuguée
par rapport & toutes les polaires (ac)'a)™, elle doit étre apolaire par
rapport & f. Ainsi done :

Le systéme linéaire composé par les formes d’ordre m -— t apolaires

. . . C(y)m
de la décomposition de la fonction rationnelle ) en une somme telle que
P /,I)I_I’r—i 1
y._';.‘ {J.'3! N
( U-U )[,,-r L ( ! )i1+1

Poir, pour le cas ol iy= iy =...= o, notre notice : Sur la décomposition en fractions
simples d’une jfonction rationnelle homogéne, § 1 (Bulletin des Sciences mathématiques,
2° série, t. VIII, p. 120-144; 1884).

(1) Pourtant M. Reye emploie aussi I'expression de « formes apolaires » pour désigner
les formes que nous avons appelées conjuguces.
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a f=a’, est le conjugué du sysieme linéaire composé par les diverses
formes polaires (ac)a”™*

D’apres cela, on voit quesi les polaires (ac) a” ™ forment un systeme
linéaire & (' paramétres (#Sm — ¢), il faudra que, parmi les formes
dy ™" apolaires & f; il y en ait m — ¢z — ¢ qui soient linéairement indé-
pendantes. ~

Lorsque la forme d”~est apolaire & f, toute forme d’ordre infé-
rieur (ou égal) & m divisible par 47 est aussi apolaire (ou conju-
guée) par rapport & f(n° 14). C'est la une remarque fort simple, mais
dont nous aurons & faire d’importantes applications par la suite.

Dans I’étude des formes @7~ apolaires & f= a, nous devons natu-
rellement comprendre aussi les formes d’ordre m (z = o) conjuguées
a f, dont les propriétés sont en tout point analogues a celles des

formes apolaires. Mais, pour éviter les doubles énoncés, il convient
d’étendre la dénomination des formes apolaires au cas des Jormes con-
Jjuguées d’un méme ordre.

I)L -¢

19. Les formes polaires (ac)a} * coincident évidemment avec les
diverses combinaisons linéaircs des t + 1 formes

0f Y o/

(7) 0x,’ 0250z, 7 0zt

Lorsque la forme f est quelconque, les ¢ —+1 formes( ) doivent
étre linéairement indépendantes entre elles, tantquet< - Ainsi, dans

le cas ol t<——, les polaires (ac)*a’,™ forment, en général, un systeme

linéaire & ¢ parametres. Par contre, dans le cas oti # > —-, Iexpression
(ac)al“comprend 2¢ — m formesidentiquement nulles, de sorte qu’elle
peut representer toute forme d'ordre m — ¢, et cela pour plusieurs va-
leurs de ¢f,. Dans le cas intermédiaire ou, m étant pair, on a z = %l,
la forme (ac)a,” peut encore representer toute forme d’ordre m — ¢,

€T
mais pour une seule valeur de c,

De cette maniere, parmi les formes involutives symétriques

/Y ( ’)/"'(z) it

Azt @ty ..., at)

(el J ol Y e
P (2, oo, t) =
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relatives aux ¢ + 1 formes

— )/
W= Qf—JJ ~—[0_—/—; (t=o0,1,...,¢),
. m!  dxiTday,

G \ L . . m

il n’y a que celles correspondant & des valeurs de ¢ supérieures a —,

qui soient toujoursidentiquement nulles. Au contraire, les formes ®,,,,
- . a . .

pour lesquelles on a 25—, doivent ne pas étre identiquement nulles

dans le cas normal, ¢’est-a-dive tant que la forme 7 ne satisfait pas a des
conditions particulieres.

. . . m , \
Le nombre des formes ®,,, correspondant ainsi & z5 — est égal a
L1 I

2

@+ 1, aussi bien dansle cas o m = 2. que danslecasoum = 2p +1.
La premiere de ces formes &, n’est autre chose que la forme £, Quant
a la derniére ®,,,, elle constitue un invariant de f dans le cas ol
m = 2., tandis que, dansle cas olt m = 2.+ 1, elle ne contient cha-
cune des variables °, 2', ..., ¥ qu’au premier degré.
L’ordre de la forme ®,,,(¢5%) par rapport & chacune des séries de
variables x°, @', ..., 2 est égal am — 2t. :

ne

20. Dans le cas ol la forme ;= a’’ est quelconque, il ne doit pas

. m . N
exister de formes &) d’ordre m — ¢<—, apolaires a f. Par conlre,

. m . . . . N . ..
sim — ¢ >—; il doit y avoir m — 2¢formesapolaires a f linéairement
indépendantes entre elles.

Lorsque m est impair, égal par exemple & 2p 41, il n’y a, en
‘général, qu’unc seule forme d’ordre 1. + 1 qui soit apolaire & f; ¢est
la forme représentée par

q);/.-i»l (J"’ Ay ey 'l")'

D’autre part, si m = 2pu,.les formes d’ordre p. + 1, qui sont apo-
laires &/, forment, en général, un faisceau; pour que, dans ce cas, il
y ait quelque forme d’ordre p. apolaire 4 f; il faut que invariant @,
soit nul.

21. Considérons maintenant la suite des formes involutives symé-
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triques
Q't+1 (.’,UZ'H, wl—l—'z’ . ‘.L.m—t) (0 _S- < _lf})

correspondant aux divers systemes linéaires composés par les formes

d’ordre m — t apolaires pav rapport i /. Comme les formes d’un pareil

systeme linéaire sont conjuguées aux formes (7), il est clair (’apres
3O ’ . N J ’ \

le n® 8) qu’on peut supposer la forme Q,,, égale &

Ao A, ... A, i P TN
Q=] A A, cee Apy L "B
Ar Apr oo. Ag
étant posé v «r
At @iz o Ggm-r@y’ = S () A ;23T 2. NP 5

Il est aisé de voir que cette méme forme est égale &

Q

1 (aa)? (aa” ). . (a0 (@) M agidy. . . ayl,

_ I
-1 )
({=t+1, t+2,...,m—1¢),
f=dl=al=...=af™
On remarquera que la forme Q, est égale a

!..).1’_: At Q2o o Ugm,

tandis que la forme Q, ., est proportionnelle &
(I’y‘+l(‘1"; Ty onny .’E),

dans le cas oum = 2p. + 1.
A coté des formes Q,,,, il convient de placer, dans le cas ol m =2,
'invariant

I ) .
s (ae)(ad) (a® T al,

[ (
quiest égal, & un facteur numérique pres, & Oy, .
Ann. de U'Fe. Normale. 3¢ Séric. Tome I. — Noveusne 1884. 4(5
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L’ordre de Q.. ,, par rapport a chacune des 7 — 2 séries de varia-
bles z**, 2, ..., ™, est égal & ¢ + 1.

22. Lorsqu'on pose #°= «x'=...= o=« dans la forme @,,,
supposée multipliée par un facteur numérique convenable, on obtient
le méme résultat qu'en posant ™' = x*?*=... =™ =2 dans la
forme Q.. (n°11).

La forme, & une seule série de variables,

QQZ—./‘ 022./' d‘_’t'f‘
dx3t 0z21 )z, oz’ 025
of of orf
— 141 !
Fr= [Qn——naz—tﬁ] 0zt dzy  OxitT*0x} 0zt gzttt
()21./‘ d?l.f g‘llf
0x' dxt  dxtt gxttt ozt

‘ a9 — — — —
= o (A0 (ad (@D el el

qu’on obtient ainsi, n’est autre chose que'le déterminant fonctionnel
des ¢z + x formes (7). ‘

La forme F, est ainsi égale & £, la forme F, égale & la hessienne
s(/Af). de f, et ainsi de suite. Enfin la forme F,., est égale 2 Q,.,
(sim=2p.oum=2p—+1).

D’apres les propriétés des déterminants fonctionnels, rappelées an
n° 13, I'évanouissement identique de la forme F,.,, qui est d’ordre
(z+1)(m — at), doit constituer la condition nécessaire et suffisante
pour que les formes (77) soient liées entre elles par quelque relation
linéaire.

Comme 1’évanouissement identique de F,., entrdine I’évanouisse-
ment identique des formes ®,., et Q,.,, et réciproquement, on peut,
toutes les fois qu’il s’agira de I’évanouissement identique de la forme
®,., oude la forme Q,.,, parler simplement de I’évanouissement iden-
tique de la forme F,,, correspondante.

On remarquera que I’évanouissement identique de la forme F,., a
pour conséquence I’évanouissement identique de toutes les formes F, .,
Feiss ooy Fury dontPindice est supérieur & ¢ —+ 1.
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VI.

Examen du cas ou F;.,=o, Fi=£o.

23. Tant que le covariant Fj (lf§ m) de f ne devient pas identi-

quement nul, il ne peut exister aucune relation linéaire entre les £ 41

formes
orf 0"f orf

=, ..., T,
dxt” dxl= dx, ozt
relation a laquelle correspondrait une forme 7%, telle que
(ar)ea?*=o.

De I1a découlent ces deux conséquences : 1° qu’il n’existe, dans ie cas
considéré, aucune forme, d’ordre égal (ou inférieur) a %, qui soit apo-
laire & f; 2° que le nombre des formes d”~*, linéairement indépendantes
entre elles, qui sont apolaires a f, est égal & m — 2%, de méme que
dans le cas normal.

Maintenant, s’il arrive que la forme F,f,,, soit zdentzquemenl nulle, sans
qu'il en soit de méme pour la forme ¥y, il faut qu’tl y ait au moins une
Sforme rt, d’ordre k, apolaire & f, mais il ne pourra y avoir aucune forme,
d’ordre moindre que k, qui soit apolaire a f(').

D’autre part, le nombre des formes &, d’ordre

m—t=m—k+1, m—k+2, ..., m—1, m . (k>t2Zo),

apolaires & £, doit étre, dans ce méme cas (Fr., = 0, Fz£0), le méme
que dans le cas normal, c’est-a-dire égal &

m—ot—=m—2ak+2 m—2k+4, ..., m—2, m,

respectivement.

(1) Réciproquement : pour que, parmi les formes apolaires 4 £, il y en ait qui soient
d’ordre ,{-éﬁ, sans qu’il y en ait qui soient d’ordre moindre, il faut et il suffit qu'on ait
2

Frv1=o0, Fir% o.
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.. . , : m
24. Une fois que 'on admet Pexistence d’une forme ri <L~§T)>
-apolaireaf, on doit en conclure que toutes les formes d’ordrem — ¢5m,
,.k h) m.-—/»'—t,
x

qui contiennent 7 en facteur, sont apolairesd /(n° 18). Or, comme le
nombre des formes, linéairement indépendantes entre elles, comprises
dans expression 74227, est égala m — & — ¢+ 1, on voit que, dans
le cas ot =4 —1, ce nombre devient égal au nombre des formes
d’ordrem — t=m — k+ 1 qui sont apolaires & /. Cela nous montre
que les seules formes d’ordre m — £ + 1 qui soient apolaires & f dans
le cas considéré sont celles qui contiennent en facteur la forme 7.

De Ia découle la proposition importante suivante :
Dans le cas ow la forme ¥y, est identiquement nulle, sans qu’tl en soit

a mn . » .
de méme pour Fy, (/c_f_ ;—); i n’existe qu'une seule forme rt, d’ordre k,

m—t
&r ’

qui soit apolaire & f. De plus, les seules formes a ou

k<<m-—tZm-—Fk-1,
qui soient, dans ce méme cas, apolaires & f, sont celles divisibles par r’.

Prenons, en effet, au hasard, une forme &, d’ordre m — ¢Z% (ol
12k — 1), quisoit apolaire a /. Toutes les formes, d’ordre m — £k +1,
comprises dans 'expression @2 257", seront apolaires & /. Or nous
savons que toutes les formes d’ordre m — £ -+ 1, apolaires a /; doivent
étre divisibles par la forme 7%; il faut done que toutes les formes
dll ! précédentes soient divisibles par 7%, quelle que soit la forme
A1 ce qui ne peut évidemment avoir lieu que si la forme d”7* est

divisible par 7%.
25. De ce qui précede il résulte que, dans le cas ol
Fro=o0, Frz‘o,

les divers systtmes linéaires, composés par des formes d’ordre
m — tZ kapolaires & f, se classent en trois catégories, suivant que le
nombre m — ¢ est inférieur, égal ou supérieur & m — £ -+ 1.

Le systeme linéaire correspondant @ m —t=m —k+1 se rap-
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proche, par ses diverses propriétés, plutdot des systemes linéaires cor-
respondant & m — ¢ <m — k£ + 1. Pourtant, il présente cette propriété
commune avec les systemes linéaires correspondantam — t>m—Fk—+1
que le nombre des formes linéairement indépendantes qu’il contient
estle méme que dans le cas normal, propriété qui se traduit en ce que
la forme involutive Q, correspondante n’est pas identiquement nulle.

Comme le systeme en question est composé par toutes les formes
d’ordre m — % -+ 1 divisibles par 7%, on voit que :
Dans le cas ow Fy,, = o, F\ 720, la forme involutive Oy est égale a

,.(xlr) ,.(xlﬁ-l) . ,-(amz—/c—i-l)’

ou r(x) représente la seule forme d’ordre k qur soit apolaire a f dans ce
cas. La forme ¥, doit aussi étre égale a la puissance (m — 2k + 2)%me
de r(x) (').
26. Les systemes linéaires composés par les formes d’ordre
m—t>m—Fk-+1,
apolaires parrapport & £, jouissent de proprictés tout a fait différentes
de celles des systemes linéaires correspondant a m —tSm —k—+1,

que nous venons d’examiner (n° 24 et 25).
Et d’abord nous allons démontrer que :

Dans le cas ot ¥y, = 0, Fi57 0, les formes d’ordre m — t >m — k+1
apolaires a f ne peuvent admetire aucun facteur linéaire en commun.

Supposons, pour un moment, que toutes les formes d’ordre
m—1ILt>m—=t-+1,

apolaires 4 f, soient divisibles par («y). La forme (ay)™*, étant con-

N

juguée par rapport a toutes ces formes, serait égale a la polaire

(1) Je noterai ici que, dans une récente Note, Zur Theorwe der bindren Formen (Géttinger
Nachrichten, p. 115-121; avril 1883), M. Gundelfinger a énoncé, sans démonstration, une
proposition qui revient a ceci : « Lorsque le covariant Fzy de f est identiquement nul, sans

. m . . . . . m
que Fz (/c —1 ——> le soit, cette derniére forme F est égale a la puissance (m — 2k —+ 2 jeme
2

d’une forme binaire d’ordre 4, apolaire par rapport & f. » Cet énoncé comprend aussi le
cas, examiné au n°20, ol m = ap~+ 1, k=p + L.



366 C. STEPHANOS.

(ac)az™ de quelque forme ¢/, par rapport a /' (n° 18). De cette maniére

on aurait
(ac)a)"ta,=o,

quel que soit , ce qui signifie que la forme (xy)c, qui est d’ordre
t+ 1<k, doit éire apolaire a /. Or cela est impossible, puisque la
relation F,=< o exclut I'existence de formes apolalres a fdont 'ordre
soit inférieur a £ (n° 23). /

La supposition dont nous sommes parti est donc également impos-
sible.

27. Considérons maintenant, a coté de la forme 7%, qui est la seule
forme d’ordre % apolaire A £, dans le cas considéré, une autre forme s,
d’ordre I = m — % + 2, qui soit apolaire & £, sans étre divisible par 7.

On 'voit, d’abord, que toutes les formes d’ordre /, comprises dans

I'expression
/~L

r—ops
(ot ¢4* désigne une forme arbitraire d’ordre /— %, et p un paramétre
arbltralre), sont toutes apolaires & /. Or, comme la forme s n’est point
divisible par r, il faut bien que le nombre des formes, linéairement
indépendantes entre clles, comprises dans I'expression précédente, soit
égal 2 [ —k + 2, c’est-a-dire égal au nombre m — 24 + 4 des formes
d’ordre [=m — k + 2 apolaires & /.

L’expression précédente comprend donc toutes les formes d’ordre
l=m — k + 2 apolaires & /. Cela montre que la forme s ne peut avoir
aucun facteur linéaire en commun avec r, d’aprés la proposition du
numéro précédent.

Envisageons maintenant, plus généralement, les formes d’ordre
m—t>m — k1 contenues dans I"expression

gtk p _ gmet=lg (k—2>1tZ0)

(ot p et o désignent deux formes arbitraires d’ordres m — ¢ —1
et m — ¢ — k)et quisont toutes apolaires & /. Puisque les deux formes »
et s n’admettent aucun facteur linéaire en commun, il faut bien que
le nombre des formes linéairementindépendantes, comprises dans I'ex-
pression précédente, soit égal a m — 2¢(voir le n° 35), ¢’est-a-dire juste



SUR LA THEORIE DES FORMES BINAIRES, ETC. 367

égal au nombre des formes d’ordre m —¢>m — &+ 2 qui soient
apolaires a4 fdans le cas considéré (n° 23).
En résumant ce qui précede, nous obtenons cette proposition :

Si l’on représente par r la seule forme d’ordre k qui soit apolaire a f,
m
dans le cas ou Fy ., = o, Fx£ 0 <A‘_§ ;); et par s une forme d'ordre

l=m — k + 2 qui sout apolaire a f, mais quv ne soit pas divisible par r
(et qui 0’ ait, par conséquent, aucun facteur linéaire en commun avec r),
Uexpression générale des formes d’ordre m — t >m —k +1(tZ0),

apolaires a f sera S

m—t—k 5
Ci r—oek%

28. Des faits analogues aux précédents (n° 26, 27) ont lieu dans le
cas normal ou aucune des formes F,, F,, ..., F,,, n’est nulle. Ainsi,
nous avons encore cette propriété fondamentale que les formes d’ordre

m - \ .
m— 1> —, apolures a [, ne peuvent admeiire, dans le cas normal

(Fu.15£0), aucun facteur linéaire en commun. De la découlent les pro-
~ priétés suivantes :

Soit, d’abord, m = a2p.+1etF,, £ o0; désignons par r la forme
F,., et prenons pour s une forme d’ordre p. -+ 2 qui soit apolaire a f sans
étre divusible par r (et qui.n’ait, par conséquent, aucun facteur linéaire en
commun avec r). L’expression générale des formes d’ordre m — t > p. +1,
apolaires a [, sera

gh—lp — pb—i=tg,

Si, au contraire, m = 2p. et F,., 54 0, nous aurons a prendre r et s
parmi les formes d’ordre p. + 1 apolaires a f, de sorte que, ces deux
Jormes, étant supposées distinctes, ne pourront avoir aucun facteur linéaire
en commun. L'expression géncrale des formes d’ordre m — t>p. apo-
lavres a [ sera ainst

gh—t=1p — gh—t—1g,

29. Les formes r et s, considérées dans ce qui précede (n° 27, 28),
peuvent étre deux formes quelconques d’ordres % et I, assujetties
seulement ala condition de n’avoir aucun facteur linéaire en commun.

Il est, en effet, aisé dejreconnaitre que, étant données deux formes rk
et s, n’admettant aucun facteur linéaire ecn commun, il existe tou-
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jours une forme unique f = a™, d’ordre m = £ + / — 2, qui soit con-
juguée a chacune des deux formes r et s (voirn® 41). Par lasuite, nous
aurons I'occasion de nous rendre compte du role "que joue la forme
J=aZ, ainsi déterminée, dans la théorie de I’élimination. Pourtant il
convient de remarquer, dés a présent, que, s¢ lon suppose k=1, il ne
pourra pas y avour de formes d’ordre moindre que k, qui soient apolaires
a la forme f = a""* définie par les relations

(ar)rai?=o, (as)ak2=o.

En effet, si 'on supposait qu'une forme 7/, d’ordre moindre que %,
fat la forme d’ordre minimum apolaire a £; il faudrait que les deux
formes 7 et s fussent divisibles par 7/ (n°® 23, 24), ce qui ne peut pas
étre.

30. D’apres ce qui a déjh été exposé (n° 16, 17), lutilité de la
considération desformes &, ~*, apolaires d une forme donnée /=&, doit
étre grande dans la question de lareprésentation de la forme /'par une
somme de 72 — ¢ puissances m*®®, ou, plus généralement, par une
expression
®) (zy0)r=todig 4 (y )" =ahg 4 oy
olt

S(i+1)=m—¢,
les y°, y', ... étant supposés différents entre cux, et les formes 2,
), ... satisfaisant aux relations
My Ao, N(yt)#o,

En effet, pour que la forme /= @/ puisse étre représentée par une
expression telle que (8) et satisfaisant aux restrictions indiquces, il
faut et il suffit que la forme

(ZZL-I:‘: (xyo)iu+l (w'),l)iﬁ-l -
soit apolaire & f; sans qu’elle soit divisible par aucune forme d’ordre
moindre apolaire a f. (Si cette forme n’a que des facteurs linéaires
simples, on auraz,=1¢, ==...== o, et 'expression (8) précédente sera
la somme de 2 — ¢ puissances mi¢me,)
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Les développements qui préctdent nous apprennent que dans le cas
normal (ot Fy.,5£0), il y a toujours une infinité (m — 27 — 1) de

3 m N . . N N v e e
formes d’ordre me — ¢ > — qui soient apolaires 4 f'sans élre divisibles

par aucune forme, d’ordre moindre, apolaire & f(n" 20, 28). La repré-
sentation de /= a par une expression telle que (8) est donc toujours

m

possible, dans ce cas, pourvu qu’on aitm — ¢> <

. . m
Maintenant, pour le cas ot Fy, =0, Fys£0o(4£Z—), nous avons
1 -

les résultats suivants, relativement aux formes d’ordre m — ¢Z£ qui
sont apolaires & f, sans étre divisibles par aucune jforme d'ordre
moindre : 1°sim — ¢t >m — k—+ 1, il y aune infinité (m — 20— y)uele
de pareilles formes; 2° si

A<<m—tZm—~Kk-1,

il n’existe aucune forme d’ordre m — ¢ ayant les propriétés requises:
et 3° il y a une seule forme d’ordre m — ¢ =% qui soit apolaire a f
mais il n’existe aucune forme d’ordre moindre ayant la méme propriété.

Ainsi done, dans le cas ou Fyy = o, Fy £ 0, la forme /= a’ n’est
susceptible d’une représentation telle que (8), et satisfaisant aux res-
trictions mentionnées, que si ‘

M — > m— k-1

ou bien si
m— L=k ().

(1) Il serait superflu de citer ici les travaux, trés connus, des divers auteurs qui, d’aprés
M. Sylvester, se sont occupés de la représentation de la forme f = aZ par une somme

Jmo . . . .
de m — ¢z puissances mi‘mes. Je noterai seulement que c’est M. Gundelfinger, dans sa
Note citée plus haut, qui a indiqué le premier quelles sont les conditions nécessaires et suffi-

. . m R
santes pour qu'une forme f= @l puisse étre représentée par une somme de lsgz puis-

sances m' s, et examiné les modifications que subissent les énoncés dans le cas ot la forme 7,
définie par la relation 772—2k+2 == F; # o (Fz4+1= 0), admet des facteurs linéaires multiples.

Ann. de U'Ec. Normale. 3°Série Tome I. — Novemore 1884, 47
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VI

Propnetes ultérieures des systémes de formes d'ordre m — ¢

"

apolaires a /= af.

31. Complétons maintenant 'élude des divers systemes linéaires
composés par les formes d’ordre iz — ¢ apolaires 4 /= a,.
Nous savons que, dans le cas normal, il n’y apoint de formes d’ovdre

o m . R . )
m — =~ apolaires & f, tandis que le nombre des formes d’ordre

m—=—1>= apolau'e% a fest égal hm— 2¢(n° 20). Cependant, lorsque

la forme j = a¥ satisfait a des conditions paru‘culz'e‘res, il peut se faire
que le nombre m — k —t -+ 1=m -t des formes d’ordre m — t apolatres
a [soit plus grand que dans le cas normal, ¢’ est-a-clire & la fois supérieur
& zcro et supérieur a m — 2¢.

Les résullats des n* 23 et 24 nous apprennent que, dans ce cas, on doit
avoir ¥y = o, Fy5£0, de sorte que toutes les formes d ordre m — (
apolaires & fseront divisibles par une méme forme d'ordre k> o, laquelle

dout coincider avec 'unique forme apolaire a [ dont !'ordre soit mini-
m 1

mum ('). On remarquera que, dans ce cas, on doit avoir £ <C

32. Passons maintenant a I'examen dessystemes linéaires composés
mn . . A
par les formes d *, d’ordre m — ¢ >> —apolaires i £, dansle cas on, lc
covariant I, -, def n’élant pas identiquement nul, le nombre des formes
en question, linéairement indépendantes entre elles, est le méme que
dans le cas normal, ¢’est-h-dire égal d m — 2t.

On voit, tout d'abord, que si 'on considere une forme arbitraire
er ™, d'ovdre égal ou infévieur i m — ¢, il ne doit exister, en général,
aucune forme zZZ,’ “apolaire & £, qui soit divisible par e7™" dans le cas
ol m — ' >m - at—1, landis que, dans le cas oum — m'Sm -- 21— 1,

(') Proposition communiquée par I'auteur & la Société mathématique de France dans
la séance du 20 décembre 1880.
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le nombre des formes &7 apolaires & f et linéairement indépendantes
entre elles sera égal & m' — 22

Au contraire, il peut se faire qu’en choisissant convenablement la
forme e, le nombre des formes d’ordre m — zapolaires 2 f et con-
tenant ey~ en facteur soit, i la fois, supérieur i zéro et supérieur a
m’ — 2t.

Comme exemple de pareilles formes ¢ exceptionnelles, nous avons
a citer, tout d’abord, les formes 47, d’ordre égal ou inférieur a
m— t, apolaires & f. Ainsi, comme toule formed’ordre m — z divisible
pav dy~™ est apolaire & /, nous aurons un nombre (positif)

m —t—4-1>m—at

de formes, linéairement indépendantes entre elles, divisibles par d7 ",
qui seront apolaires & /. ,

En partant des formes, d’ordre égal ou inférieur & m — ¢, apolaires &
/» on peut trouver d’autres formes 2", d’ordre inféricur A m — ¢, qui
entrent comme facteurs dans un nombre positif et supérieura m’ — 21,
de formes & “apolaires a /.

Considérons, par exemple, unc forme

er! = em-m pik (K Zm'—1),

d"ordre égal ou inférieur & m — ¢, qui soit apolaire & /, et supposons
que le facteur ¢7~ de cette forme soit d’un ordre tel que 'on ait

o< k<<t 41,

Comme toutes les formes d’ordrem — ¢ divisibles'par er” doivent étre
apolaires & /, nous aurons m' — &' — £+ 1 > o formes, linéairement in-
dépendantes entre elles et divisibles par €77, qui seront apolaires a /.
Le nombre positif 7' — & — ¢+ 1 étant supérieur & m’ — 22, par suite
dela relation &<z —+ 1, on voit que la forme e ™ envisagée est excep-
tionnelle au méme titre que les formes &2, apolaires a /, considé-
rées d’abord. ‘

Pour arriver a ce résultat, nous avons supposé simplement que la
forme e”™ entrait en facteur dans une forme ¢ ™7k, d’ordre égal ou
inférieur & m— ¢, apolaire & 7 telle que o < & < ¢+ 1. Il est mainte-
nant & remarquer que s'il existait une autre forme e '7%, telle que
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k"< K, qui soit apolaire a f, le nombre 7' — & — ¢ 41 des formes
d’ordre m — tapolaires & f et divisibles par €27 serait supérieur a
m —k—t+1.
Cela montre qu'il est tout & fait avantageux de supposer qu’en de-
m—m' .k

hors de la forme e” ™ r¥ il n’existe aucune forme d’ordre moindre,
divisible par e7=™, qui soit apolaire s f(').

33. Clest un fait tres important qu’en dehors des formes €™, déja
considérées, el qui entrent en facteur dans quelque forme e~ apo-

laire & fet de plus telle que A

Kim' —t, oSk <<t+1,

il n’existe point d’autres formes ¢~ qui entrent en facteur dans un
nombre positif et supérieur & m’'— 22 de formes d’ordre m — ¢ apo-
laires & f. ’

Supposons, en effet, que le nombre m'— &' — ¢ + 15m' — ¢+ 1 des
formes d’ordre m — ¢ apolaires 4 /et divisibles par une forme donnéc
er ™ (o m — m' Zm — t), soit tel que

W
o<m' —k'—t+1>m'—at¢,
de maniere qu’on ait

Kim—t et oZh'<<i—+1,

et examinons quelle doit étre la forme e ™.

Et d’abord il est clair que sim' — % —t+1=m'—t + 1, Cesl-
a-dire &' = o, laforme €2 doitétre apolaire 4/, puisque le nombre des
formes d’ordre m — ¢ divisibles par €2 est juste égal & m' — ¢ + 1.

Passons maintenant au cas ou I'on aurait £ > o.
D’apres les suppositions faites, la relation

(9) (ae)m~ln’( ad' )'”""laf,_. —0

(1) Du reste, d’aprés ce que nous verrons par la suite (n° 33), si e7v—2'7 & est Ia'(seule )
forme d’ordre minimum qui soit apolaire & f et divisible par em—m' et qu'on suppose
Kzm'—t, o< k'<Ct+1, les scules formes d’ordre m — ¢ apolaires & f et divisibles par
em—m'seront celles divisibles par em-m'r’k,
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ne peut étre satisfaite que par 7' — £ — £+ 1 formes &', linéaire-
ment indépendantes entre elles. Cela étant, je remarque que la forme

b = (ae)m—" qn

ne saurait étre identiquement nulle, puisque, autrement, le nombre
m' — k' — t + 1 des formes eZ™™d."~', salisfaisant & la relation () pré-
cédente, serait égal & m’— ¢ + 1. La relation (g) peut done étre écrite
comme il suit :
(bd"yn—tbt, = o,

d’olt nous apprenons que toute forme & satisfaisant & la relation (¢
doit étre apolaire a b7, et réciproquement. .

Si la forme 27 était arbitraire, le nombre des formes d’ordre m’ — ¢

- . . . . : N o m!
qui lui seraient apolaires serait ou o (dans le cas ol 72’ — /2=~ ) ou

. , \ m' ,
bien m' — 2¢ <dans le cas o m' — ¢t > 7)- A présent, les choses se

passent autrement, puisque, d'aprés les suppositions faites, ce nombre
(c’est-d-dire m’ — & — ¢t + 1) doit étre i la fois- positif et supériear a
m' — 2t.

C’est de ce fait que découlent les résultats que nous avons en vue. En
effet, d’apres ce que nous avons vu au n° 31, il faut que, dauns le cas
actuel, toutes les formes ’ordre ' — ¢, apolaires & &7, soient divisibles

. i [ == 1 . .
parune méme forme r; <-2——— >k > o), laquelle doit conslituer la

forme d’ordre minimum qui soit apolaire & &7
Les suppositions dont nous sommes parti nous conduisent donc
cette conséquence, que les formes J,”~ satisfaisant & la relation (g;

. . ’ e TV 1
sont toutes divisibles par une méme forme <———;——- >E> o), carac-

térisée par la propriété que la forme e 7 coincide avec celle des

X
formes, d’ordre égal ou inférieur & m — ¢, apolaires & f et divisibles
par €2, dont 'ordre est minimum.
Nous arrivons ainsi & cetle proposition importante, dans laquelle

nous avons compris aussi le cas ol £'=o0:

. \ " gL m ATRE p
Enyisageons le systéme des formes d ‘(m —t> ;_) apolaires a f,

dans le cas ou, la forme F,_, n’étant pas identiquement nulle, ce systéme
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contient m' — 2t formes linéairement independantes entre elles. St le
nombre m' — k' — t+4+-15m’— t + 1 des formes de ce systéme qui sont
divisibles par une jforme el (ot o< m —m'Sm —1t) est a la fois
positif et supérieur a m' — 2¢, il faut bien qu'tl existe une seule forme

e [ =1 , . e ..
ry ( —— >k io) ayant la propricté que la jorme €2™"'r} coincide

avec celle des formes apolaires a [ et divisibles par e~ dont ordre
est minumum. ‘
Les seules formes d’ordre m — t apolaires a f et digisibles par e

mem' K

sont alors celles divisibles par e2 " r'r.
3%. De la proposition que nous venons d’établir il résulte que:

i v . m’ . .
St, dans le cas o F,,,#o (m — > 7;>, i y a, parmi les formes

d’ordrem — t apolaires a f, aumoinsm'— k' — 1> 0,00 0=k <t +1,
qut solent divistbles parune forme e, "', d’ordre égal ou inférieura m - t,

Z

il faut bien que la forme e entre en facteur aw moins dans une forme

x
e ¥ d’ordre mo— i’ — k', apolaire a f.

Considérons, en particulier, le cas ol m' == 2¢ + 1.
Si la forme

¢tait quelconque, 1l n'y aurait qu’une seule forme d’ordre m — ¢, apo-
laire & /, qui soit divisible parey ™ ce serait la forme représentée par

(]Z‘l Al ezl "' 'Ql-i‘l ((Z’, ‘)-H—ﬂy ‘},lf-ls, . .’).:Cn—-l).
. y m
Si,aucontraire, onsuppose que lenombre des formes d'ordrem — ¢ >

apolaires 4 f et divisibles par 7=, soit au moins égal & 2, on devra en
conclure, d’apres la proposition précédente, qu'il existe au moins une
forme d'ovdre m — ¢ — 1, apolaire i £, qui soit divisible par ¢~

En remarquant maintenant : 1° que la condition nécessaire et sulli-
sante pour quela forme e '=¢"* " entre en facteur au moins dans
deux formes d’ordre m — ¢ apolaires &/, consiste dans I'évanouisse-

ment de la forme
Ql—!r-i (.’Z‘, ),‘l H 2, .7'1 Hl’ L. ,..‘lm~ t),

quel que soit x, el 2° que lorsque la forme ¢ " entre en facteur dans
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quelque forme d’ordre m — ¢ — 1, apolaire a £, on doit avoir

o R QI_H()-H—’*, J-H-"’ Ce, J./n —{ ,,
0 = 5_)1_"__2(34.!-—:-2’ ;VH".', R "V”'"l),
........................... s
0 = -314--2(} [+2 .)-l{- > ),m—l— 1 )

on arrive & ce résultat important, que :
Toutes les fois que la forme
gl+1 (.1-1', :,,l-i-‘l,.}.l-{vlf, RN ‘}/Ill»-l)
(ow les y* P2, y***, ... ont des valeurs données) est nulle quel que soit a,
on dott avoir les m — 2t — 't relations ' '

0= 1_‘“”2 (‘L}-H—.)’J;H«», i -y ),m—t),

y —— { arl+2 L4k PVt A
0 7= Qo (pI+2, plh Lyt

J— Sl4=2 AL+4-3 ~—~1
‘-’—-*Qti-‘l(J‘, ’J+,__.’3,m )

En partant de cette proposition, il est aisé d’établir la proposition
plus générale suivante : '
Toutes les fois que la forme )

Al 2 ST s A
Qppg (2t et oL, 2,y ) A )

(oum — 1> V>t cloules y*+', y**2, ... ont des valeurs données ) est
nulle quelles que sotent les valeurs des x'~', a***, ..., x*, il se trouve
que toutes les formes

el 1 NEE S pl =t =22 -l f
Quypjoq (@it gt g gt s /),

correspondant aux valeurs
S, 2, —

de ], sont également nulles quelles quesotent les valewrs des x*“-', .. ., a*,
aussitél qu’'on suppose que les 347", 5572, ... 5™ qui y figurent sont

m—r [
Y {1

m—t— 1t —] symboles differents pris parmi lesy*+', y*+*, ... ;

(1) On peut aussi arriver & ce résultat en parltant de la proposition énoncée au com-
mencement du présent numéro, proposition quon appliquerail au cas ol /n'==¢ -+ ¢'.
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Par suite des propriétés des formes involutives exposées aux n° 7
el 13, on peut aussi énoncer cette proposition comme il suit :

Toutes les fois que la forme

.V')lv—l)

%

. . '+1 A E]
Qi (@, @, ..., z, yi+, yi+2, o,

(ottm —1>1 > 1, etc.) est nulle, quel que soit x, il se trouve que toutes

les formes
Qi (@, &, Ly, 30, 52 smeris))),

correspondant aux valeurs 1, 2, ...,t —tde J, sont également nulles quel
que soit x, aussitot que I’on suppose, elc.
Des propositions analogues ont lieu pour les formes
(I)H—l (.Z'O,..’l'l, MR xt+l)>

(considérées au n® 19); mais, comme le plan du présent Mémoire ne s’y
préte pas, nous préférons remettre leur étude & une autre occasion.

VIIIL.

Sur la théorie du plus grand commun diviseur.

35. Soient deux formes binaires
r=rket s=sl (kZ0),

ct considérons le systeme linéaire composé par les formes d’ordre
k + [ — 1 comprises dans I'expression

(10) oily okl (i=1,2,..., k),

{—~i

olt ph % et ¢“ désignent deux formes arbitraires, dont les ordres k — ¢
el é — ¢ sont inférieurs a £.

On sait, d’aprés une remarque ulilisée. déja par Euler pour la
théorie d’¢limination, que dans le cas ou 'on peut trouver deux
formes o%“ et -, telles'qu’on ait

1= 5 i -
Cp I'— Px § =0,
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les deux formes 7 et s doivent admettre en commun au moins ¢ facteurs
linéaires.

De cette maniere, dans le cas ou les deux formes r et s n’ad-
mettent pas plus de 7 — 1 facteurs linéaires en commun, aucune forme
comprise dans I’expression (10) ne doit étre identiquement nulle
(nous faisons naturellement abstraction du cas ol p=0¢ =o0). En
d’autres termes, les formes comprises dans I'expression (10), et qui
sont toutes des combinaisons linéaires de £ + / — 27 + 2 {ormes

27, 2 vy, L, 2T, 25,
(1) ah=ls, i~ ays, L., @patTitlg gl
constituent, dans le cas considéré, un systeme linéaire 8 £ +7— 20+1
parametres. On remarquera que, lorsque les deux formes 7 et s n’ad-
mettent aucun facteur linéaire en commun, 'expression ¢ 'r — pis
est capable de représenter toute forme d’ordre £ + £/ — 1.

36. On obtient la forme involutive
w;q (2L, &t L., 2k,

relative au systeme linéaire (ro), en éliminant les £+ /—27+ 2
coefficients des formes g’ et %7 ainsi que les ¢ — 1 coefficients de la
forme 7%, entre les £ +{— i +1 équations de condition auxquelles
conduit I’évanouissement identique de la forme

olip —pfis —ain2 (zzit) (2at). .. (x2hriTh),

(comparez len® 6) (*).

La forme &,_, est d’ordre ¢ — 1 par rapport a chacune des séries de
variables &=, =2, ..., 2**~*, de degré /— -1 par rapport aux
coefficients de r et de degré £ — i -+1 par rapport aux coefficients
des. ' o

La forme ©,, ne contenant pas de variables, constitue le résultant

(1) En dehors de Dexpression de ©;—;, par un déterminant d’ordre A+1—i+1,quon
obtient de cette maniére, on peut aussi trouver une autre expression par un déterminant
d’ordre i + {—1. Mais ces questions ne sont que d’une importance secondaire pour le but
que nous avons en vue.

dnn. de U'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome I,— NovEMBRE 1884. 48
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des deux formes 7 et s. L’évanouissement identique de w, exprime, en
effet, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une des formes
comprises dans I'expression

1= g Pi—is

Ox

soil identiquement nulle, ¢’est-a-dire pour que les deux formes r et s
admettent au moins un facteur linéaire en commun.

De méme, !’évanouissement vdentique de la forme w,_, fournit I’en-
semble des relations ( fondamentales) qui doivent avoir lieu, entre les deux
Jormesret s, pour qid une forme aw moins comprise dans [’ expression (10)
soit identiquement nulle, ¢’est-a-dire pour que les deux jformes r et s ad-
metlent aw moins i facteurs linéaires en commun.

37. Considérons maintenant le covariant principal
Rii(2)=w,_(z, 2, ..., x)

de la forme o,_,, covariant qui coincide avec le déterminant {onc-

tionnel des £+ 7 — 2i+ 2 formes (11). (Pour i =1, on aura R, = o,.)
’ ‘ k-+1l—i+41

[ —

D’apreés ce que nous savons (n°® 13), les relations,

linéairement indépendantes entre elles, auxquelles conduit I’évanouis-
sementidentique de la forme involutive w,_,, doivent étre toutes satis-
faites aussitot que la forme R, («) devient identiquement nulle. I suit
dela que :

Pour que les deuzx formes r=r et s = s’ admettent au moins i fac-
teurs lincaires en commnun, il faut et il suffic que la forme, d’ordre
(t—1)(k+L— 20+ 2), '

Ri(x)=wiy (2,2, ..., 2)

soit identiquement nudle.

Lorsque la forme R;_, est identiquement nulle, il en est de méme pour les
Jormes R;—s, R;5, ..., Ry. :

Pour que les deux formes r et s admettent moins de @ + 1 _facteurs li-
néaires en commun, il faut et il suffit que la forme R; ne soit pas identi-
quement nulle.

Pour que le plus grand commun dipiseur des deux formes r et s soit une
Jorme d’ordre i, il faut et i suffit que la forme R, _, soit identiquement nulle
sans qu’il en soit de méme pour la forme R,.
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38. Lorsque les formes ret s admettent pour plus grand commun
diviseur une forme p(x) d’ordre ¢, aucune des formes comprises dans
I'expression
ne peut éire identiquement nulle. L’expression précédente est donc,
dans ce cas, capable de représenter toute forme d’ordre £ 1l-—7 —1
divisible par p(x). De la il suit que, dans ce cas, la forme involutive

wg (@, 2L, L ki1
coincide avec la forme
p(xh) p(ait). . p(ah+i=i-),
Ainsi done :
Dans le cas ou la forme R,_, est identiquement nulle, sans qu'tl en sott
de méme pour R;, la forme involutive w; devtent égale a
i " 1 o
w;=p(2f) p(2t).. . p(ah+i=i=t),
p(x) désignant la forme d’ordre ¢ qui constitue, dans ce cas, le plus grand
commun digiseur des deux formes r et s.
En particulier, lorsque le résultant R, des deux formes r et s est nul, sans

que la forme R,, laquelle est d’ordre m = k—+ | — 2, soit identiquement

nulle, on dott avowr
wy=(x'y)(2%y)...(x2™"y),
Ry = (zy)™,

(xcy ) désignant le seul facteur linéaire que les deuz formesr et s admettent,
dans ce cas, en commun ().
De cette proposition nous déduisons que, s¢ le plus grand diviseur.

(1) On sait que Jacobi (Journal de Crelle, t. 18) est le premier qui ait considéré les coef-
Sficients de la forme Ry pour le cas ou & =/, lesquels coefficients ne sont autre chose que
les premiers mineurs du déterminant qui représente le résultant de Bézout. Jacobi avait fait
voir, entre autres, comment, en partant des coefficients en question, on peut déterminer,
d’une maniére unique (en général), les deux formes r et s, de facon que deux coefficients
arbitraires de chacune de ces formes aient des valeurs données. M. Gordan s’est aussi beau-
coup occupé de la forme R;, qu'il représente par la lettre ®, dans son Mémoire : Ueber
die Bildung der Resultante zweier Gleichungen ( Mathem. Annalen, 1115 1871). Voir aussi
une Note de-l'auteur : Sur wn probléme de la théorie de U'élimination ( Comptes rendus des
séances de I’ dcadémie des Sciences, t. XCVII, p. 10503 décembre 1883).
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des deux formes ret s est une forme p(x), d’ordre 1, cette forme p(x) dot
éire égale, & un facteur constant (dyférent de =éro) pres, a

w[(x’ )’i'H, yi—r-z, R ),/;+Z—z‘—1),
ow les y**, y**2, ... sont desvaleurs de y choisies de maniére qu’elles n’an-
nulent pas a la fois les deux formes ret s, ¢’est-a-dire de maniere qu’au-
cune des expressions

(zy=), (zy™?), ..., (@yt+=i=t)

ne constitue un facteur linéaire commun aux deux formes r et s.

39. D’apres les propriétés que nous venons d’établir, toutes les fois
que la forme o,_, est identiquement nulle, sans qu’il en soit de méme
pour w; on doit avoir

wi(yh yit, L,y o,

aussilot qu’aucune des valeursy?, ', ... de y n’annule & la fois les
deux formes r et s. De la découle cette proposition :

Pour que, la forme w,;_, étant identiqguement nulle, la méme chose ait
liew pour la forme o, U faut et il suffit qu’on ait

[ [+-1 (o=l =L J—
wi(}”,}’l*,n-,}’/“"l 4 1)__0

pour des valeurs y*, y™+*, ... dey choisies de manicre qu’aucune d’elles
n’annule a la fois les dewx formes ret s.

Ce résultat est fort remarquable, parce qu’il nous apprend comment,
étant supposé que la forme w,, soit identiquement nulle, on peut ex-
primer, par une seule équation, la condition nécessaire et suffisante
pour que la forme w; soitaussi identiquement nulle. En partant main-
tenant de ce résultat, appliqué successivement aux cas ot t=1, 2, ...,
on arrive 4 un procédé permettant d’exprimer, au moyen de i équations
seulement, accompagnées d’un certain nombre d’inégalités, les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que la forme v;_, soit identique-
ment nulle.

Ainsi: Pour que la forme w;_, soit identiquement nulle, ¢’est-a-dire pour
que les deux formes r et s admettent au mouns ¢ facteurs linéaires en com-
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mun, il faut et il suffic qu’on ait

o=uw,=R,,

0_:“’1(.7:1.7%: e Y1)

—_— . i—1 i N RHI=E
O =g (ViZls Vierr - = +» ity ) -+

+

pour des valeurs yy, ¥i, ... ¥ty coos Yi Vi oo Y de y, choisies
de manicre qu’aucune d’elles ’annule a la fois les deux formes ret s.

Si l'on voulait de plus que, avec w;_,= o, on aite;=£0, on devrait
ajouter, aux 7 équations de la proposition précédente, I'inégalité

k—l—i~1 )’

O#"“(J’ﬁ; J’f’“> s Vi

les valeurs y, ¥iX', ... de y étant toujours choisies d’apres la méme
regle. »

40. Parmi les cas particuliers de la proposition précédente, il con-
vient de signaler le suivant :

Pour que les deux formes r et s admettent aw moins ¢ _facteurs linéaires
en commun, U faut et il suffit qu’on ait

Ry=o0, Ri(y)=0, ..., Riy(¥)=0o,

la valeur y étant choisie de maniére quon n’ait pas a la fois r(y) =o
et s(y) = o. St maintenant on veut que les deux: jformes r et s admettent
Juste ¢ facteurs linéaires en commun, i faut et il suffit d’ajouter aux cqua-
tions précédentes U'inégalité

Ri(y)#o.

On voit-par 12 que, dans le cas ov les premiers (ou les derniers) termes
des deuzx formes r et s ne sont pas nuls a la fois, les conditions necessaires
et suffisantes pour que les deux formes r et s admettent ¢ facteurs linéatres
en commun consistent dans [’évanouissement - des premiers (ou des der-
niers) termes des formes
Ry, Ry, ..., Rioge
Si Pon veut que les deux formes r et s aient juste v facteurs linéaires en
commun, il faut de plus et il suffit que le premier (ou le dernier) terme de la
Jforme R; soit différent de =éro.
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IX.

Comparaison avec la théorie des formes apolaires.

41. Propriétés de la forme R,. — A c0té des formes involutives
wi—g (28, xf, L, &l
relatives aux systemes linéaires
olrir — gh-is,
on pourrait considérer les formes involutives
Qg (2% 2, ..., 2P, °

relatives aux systemes linéaires conjugués.
Parmi ces nouvelles formes, la plus intéressante est la forme

cFl(‘:‘j) = 0y (.Z', Xy oouy J)) — l_{,_(.l‘),

laquelle représente, toutes les fois qu’elle n’est pas identiquement
nulle, la seule forme qui soit, dans ce cas, conjuguée aux formes
comprises dans I'expression ’

[ k=2 o
o tr — s,

Ainsi, en supposant
Ri(z) =dl}y, (m=lk+t—2),
on devra avoir
wy (2, 22, ..., ") =gty .. Gy,

La forme R, est caractérisée par la propriété d’étre conjuguée aussi
bien par rapport a la forme r que par rapport a la forme s. Aussi est-
elle completement définie, 2 un facteur numérique pres, au moyen des
relations

(arYeo=F=—0, (as) e o.

Nous savons (n° 38) que, dans le cas ou R,==o, la forme R, (%)

devient égale & (xy )", (xy) désignant le facteur linéaire que les deux
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formes 7 et s admettent en-commun dans ce cas. Mais si les deux
formes r et s ontz > 1 facteurs linéaires en commun, on a R, (x) = o,
le nombre des formes d’ordre m = £+ — 2, conjuguées d r et & s et
linéairement indépendantes entre elles, étant égal & 7.

42. D’aprés ce que nous avons vu au n° 29, lorsque les deux
formes 7 et s n’admettent aucun facteur linéaire en commun, et qu’on
suppose £=/, il ne peut pas y avoir de formes d’ordre moindre & & qui
soient apolaires 3 R, = a.

Si k=1, les seules formes d’ordre £ apolaires AR, = o sont celles
comprises dans le faisceau xr -+ Xs.

D’autre part, si £ </, la forme 7 est la seule forme d’ordreZ apolaire
a R,, tandis que les seules formes apolaires & R,, dont 'ordre soit su-
périeur a £ et inférieur & /, sont celles divisibles par 7.

De cette maniere, les seules formes d’ordre m — ¢ égal ou supérieur
a l(Z k), apolaires & R,, sont celles comprises dans le systeme linéaire

me=keet 5 m—f--1
Ty I = Py S

(t==o0,1, ..., k—2).

2

Dans le cas, au contraire, ou R, = o, R, = (@y)™, toutes les formes
d’ordre égal ou inférieur & mz, qui sont divisibles par (zy) doivent
étre apolaires & R, = o).

On déduit de tout cela que, si I'on considere le covariant

i=m—t

o )2 (aa )2, . (21 ()2 Olgpi g« o+ 0L
£ el )

t=t+1

Qt+1 (xz+1’ xl-l—‘.', 3 , = t) (5 - I)I

de R,= «” (voir n° 21), pour les casolt 0 ¢ <% — 1, ce covariant doit
étre égal, & un facteur numérique pres, au produit de la forme

i1 +2 m—t
Wy (28, 202, L pmt)

par la ¢ puissance du résultant R,.
D’autre part, le cas ol 'on aurait 2Z £ — 1 offre des partlculmtes
assez curieuses. Et d’abord, si £< /[, le covariant Q, de R, doit étre

égal, 2 un facteur numérique pres, a

RE-tp () r(ak+ty . . r(2-t),
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tandis que les covariants suivants Q;.,, Q... -.. de R, sont identique-
ment nuls. Si, au contraire, £ =/, I'invariant Q; de R, se réduit a la
puissance (£ — 1)m¢ du résultant R,.

43. Comme les systemes linéaires
cgl_k"tl'— P;}_L—[—-ts (O§t< k —I) .

sont composés, dans le cas ol Ry 3£ 0, par des formes d’ordre m — ¢
apolaires & R (), ces systemes linéaires doivent posséder toutes les
propriétés dont il a été question aux n° 32-34.

De cette maniere nous devons avoir, entre autres, les propositions
suivantes (pour le cas ot Ry5£0):

St le nombre des formes du systéme
cr;"’/“'""r . F);)cz—-l—l.s.

m--2¢—1

qui sont divistbles par une forme e, est égal ou supcrieur a 2, il doit
exuster au moins une forme d’ordre m — t — 1 apolaire a R, qui soit divi-
m—2t—1

sible par e, .

Toutes les fois que la forme

s a2 L3 —t
g (@, yOE, yiE, Lo, ),

ou les y*2, y'**, ..., ¥y " ont des valeurs donndes, est nulle, quel que
sowt ¢, on dott avoir les m — 2t — 1 relations

— P Sl -
O——wt-;-z(]t—H, }l—l-r, ceey J,m l)’

0= Wi (‘yt+2, ‘yt—lvb, e, ),m——z)’
............................ ,
0 == 0y (Y1H2, yIF3, L., yrist,

44. Propriéiés relatives au cas ou R;_, = o, R;240. — Considérons

maintenant de nouveau le cas ol les deux formes r et s admettraient,
comme plus grand commun diviseur, une forme p’. Comme toutes les
formes R;.,, R;_,, ..., R, R, sont, dans ce cas, identiquement nulles,
nous aurons a envisager seulement les formes involulives

Wiy Wity v ey Wp—ge
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Si ’on suppose
r=p(x)r'(z), s=p(x)s(=z),

r’ et s’ étant deux formes d’ordres #/'=4% — ¢ et {’=1{— i respective-
ment, les systemes linéaires auxquels se rapportent les formes involu-
tives précédentes seront

[—i—1 5 f—i— {
(le trl— Px 15’)p.l'm

[=1—2 . h—i—2 ot 3
(o 21— pz™ % s") P

Cela étant, il est aisé de voir qu'une quelconque des formes involu-
tives
wig (/= al, o xkrl) (< <<hk+1)
en question doit étre égale au produit de la forme
p(=i=)p(&!) ... p(aFi=7)
par la forme involutive
Wi (@I 2, L 2k
relative au systémq linéaire
ol Pl — kT (1),
La forme w; sera, en particulier, égale, 4 un facteur constant pres, 2
' p(zi) p(ai+). . . p(ak+ri=i-1),

comme nous I’avons déja remarqué (n° 38).

(1) Il est, en effet, clair que si & -+ 1 formes binaires fy, f1, ..., fx d’un méme ordre sont
toutes divisibles par une méme forme p (), de maniére qu'on ait

ﬁ;=/9f6, fi:[’f;r sees fk=Pffl'7

la forme involutive
[===folx0) fi(zt). .. fau(xk)]:A(0, 21, ..., 2F)
est égale au produit de la forme p(2°)p(x!)...p(x¥) par la forme involutive

[2=/i(20) fi(xt). .. fi(2F)] 1 A(20, 24, ..., 2F),
Ann. de U'Ec. Normals. 3* Série. Tome I. — Novemsre 1884. 49
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45. Les formes o, ), .... w)_, , jouent, par rapport aux formes r’
et 8, le méme role que les formes w,, w,, ..., w,, jouent par rapport
aux formes r et s. Ainsi la premiere de ces formes constitue le résul-
tant R}, supposé différent de zéro, des deux formes ' et s'. Quant i la
forme

wi{z,z, ..., v)= Ri(x),
elle constitue laseule formed’ordre M=+l — 2=k +[— 21— 2
qui soit conjuguée aux deux formes 7’ et s’; elle jouil, par conséquent,
de propriétés tout a fait analogues & celles exposées aux n® 41-43 &
propos de la forme R, («). Parmi les diverses propriétés auxquelles
conduit la considération de la forme R)(2), il importe d’envisager ici
la suivante (comparez le n° 43) :

Toutes les fois que la forme

r ) i ardt1 oot L=
wj—i»-l('”; :}/J,)r./+ ). .’Jf/+/ ./),

oules yI, y/ 1, (.., yk=J ont des valeurs données, est nulle, quel que soit
x, on doit avoir les k + [ — 2j + 1 relations sutvantes :
w}—.(.)’j.“, yj+27 oo ’}//H_[.-J) =0,

’ ; -2 JeA-l— T —
Wi (Y Y L yEET) =,

Si I’on passe maintenant & la considération de la forme

Wi (X5 )7, 30 oL, R
= wppg (B, 0y L R < p(@) p(y?) p () p ()
(ol i< j <<k~ 1), on remarque, d’apres la proposition précédente,
que :
Si la forme
“)j—i(wf )’j; .}’j'”, .. ':.}’h+[~j>
est nulle, quel que soit x, sans que la forme R;_, sou identiguement nulle,

on, dotl avoir
‘ wj(‘}/l‘i—l’ yj+2, R ‘.)//c+[—_/) =0,

(11) e e i) =,

‘
c -
&
—~
<
\0
<
\AQ
¥
<
I
3
T
<.
L
<
o
o
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loutes les fois que les valeurs ¥/, y/*', ..., y*+=I de y sont telles qu’ aucune
d’elles n’annule a la fois les deux formes r et s.

Voyons maintenant ce quise passe lorsque la forme R;_, est iden-
tiquement nulle. Et d’abord, si R;= o, on aura aussi o; =0, de
sorle que toutes les relations (r1) précédentes seront satisfaites identi-
quement. Si maintenant R;_, = o, R; 3£ o, on devra avoir (d’apres les
n™ 38, 39) '

wi(y7, y/hy L YT o,

toutes les fois qu'aucune des valeurs y/, »/**, ... de y v’annule la
fois les deux formes 7 et s. En combinant ces remarques avec la pro-
position précédente, on arrive a ce résullat trés remarquable, que :

Pour que la forme R,_, soit identiquement nulle, sans qu'il en soit de
méme pour R;, ¢’est-a-dire pour que le plus grand commun diviseur des
deux formes ret s soit une forme d’ordre t, il faut et il suffit que la _forme

. et
wimg (2, ¥4y, L )

(ot les y*, y™', ..., y*** désignent des valeurs données de y, choi-
sies de maniére qu’aucune d’elles n'annule & la fois les deux formes r
et s) souwt nulle, quel que soit x, pourpu qu'en méme temps ait lieu une
quelconque des inégalites

U)"i("}’i‘H', yi+2, Ce J,/t-i-J—i) ;é o,
"’i(}’iy yi+2’ . ’y/:—a-l—i) #O,

En supposant, en particulier,
oL e Bl — — yhl—i —
yi=yitt=.. . =yiti=y,
nous avons cette proposition :

Pour que le plus grand commun diviseur des deux formes r et s sout
une forme d’ordre i, il faut et il suffit que la forme

Wit (L Yy Vs oo s )

(v ayant une valeur qui n’annule pas a la fois les deux formes ret s)
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soit nulle, quel que soit x, pourvu qu’on ait en méme temps

wi(.}’:]” .. -,}') == Rz(}’)?—’f O.

46. D’apres ce qui précede, il est clair que I’évanouissement pur et
simple de la forme
Wiy (x"},i, );l'—i—l’ .. .,‘}//.:—-}wl'—'f),
quel i:Iue soit z, ne peut fournir aucune indication sur l¢ nombre des
facteurs linéaires que les deux formes r et s peuvent avoir en commun,
méme si 'on suppose que les y%, y**', ... soient choisis de maniere
qu’auvcune des expressions (ay?), (xy*') ... ne constitue un facteur
linéaire commun aux deux formes r et s.

Ainsi, par exemple, on peut démontrer que, pouwr gu’on puisse trouver
une valeur de y que n’annule pas a la fois les dewx formes r et s, et qui
sotl telle que la forme

0 (5 Y5 s oy ) R
soit rudle quel que soit x, Ul faut et il suffit (en géncral, p. e. dans le cas ou
R = 0) qu'un invariant des deux formes ret s soit nul. Cet invariant est
d’ordre (¢ — 1) (k + | — 21—+ 1) par rapport aux coefficients de la forme w;
et son evanouissernent constitue la condition nécessaire et suffisante pour
que, parmi les formes du systéme linéaire

St
s,

sfv-[«i r—op
iy en ait une qui admette un facteur de la forme (xy |*+=2' (voir

n° 11).



