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SUR L'EXISTENCE EFFECTIVE
DES

DEUX PÉRIODES DES FONCTIONS ELLIPTIQUES,
PAR M. CIL MÉRAY,

PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE DIJON.

.»

La méthode la plus naturelle à suivre pour exposer la théorie des
fonc t ions elliptiques me paraî t être celle que MM. Briot et Bouquet
o n t employée dans la première édition de leur grand Traité. Elle con-
siste à tirer de l 'équation différentiel le qui déf ini t la fonction \ les
propriétés fondamentales de cette fonction, et no tamment sa double
périodicité. Mais, pour la réalité de cette dernière propriété et des
conséquences très importantes qui s'en déduisent, il faut absolument
que le rappor t des deux périodes ne soit pas réel, ou bien, ce qui
revient au même, que le déterminant de leurs éléments (parties réelles
et coefficients de i) ne soit pas nul. Personne, à ma connaissance, n'a
encore publié une démonstration de ce point essentiel; c'est une vé-
ritable lacune, à présent surtout, que les éléments de cette théorie
figurent dans le programme de la Licence. Mais voici un moyen très
simple de la combler ( 1 ) .

En supposant g non nul et aussi, pour fixer les idées, qu'aucune des
quatre constantes inégales a, b, c, d ne se réduit à zéro, je poserai

A^ = ̂ ^T^^^y^^ (u -~ r /).
( i ) Quelquefois on procède synthétiquement en prenant pour point de départ tel ou tel

développement des fonctions 0, et en prouvant a posteriori que la fonction ^ ainsi définie
satisfait à l'équation différentielle des fonctions elliptiques. Mais la difficulté est seulement
déplacée; car il reste alors à démontrer que l'on peut disposer des périodes, de manière à
faire acquérir aux coefficients de l'équation différentielle des valeurs particulières choisies
arbitrairement, ce qui est très indirect et paraît peu susceptible d'une démonstration simple.
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et je considérerai la f o n c t i o n u~-= A(^) définie par l 'équation diffé-
rentielle

du .du
clx— ;= A«

complétée, pour x == o, par les cond i t i ons in i t i a les u = o et^u == une
valeur choisie a rb i t ra i rement parmi les deux dé te rmina t ions du rad ica l
\!gabcd. Cette fonct ion j o u i t des propriétés fondamentales suivantes,
dont je reproduis seulement les énoncés :

j° Dans une por t ion l imi t ée quelconque du p l a n servant à la repré-
sentation graphique de «r, A (a?) ne devient in f in ie que pour un nombre
l imi té de valeurs par t icul ières de cette va r i ab l e ; elle y est quasi
olotrope [méromorphe, en p a r l a n t comme MM. Briot e t -Bouque t ) .

2° En appelant X, A, B, C, D les valeurs de l ' intégrale f^ prise
d'abord sur un chemin de longueur l imi t ée (oU) tracé arbi t ra i rement
de o à U, va leur par t icul ière quelconque de u, puis de o à o sur qua t r e
boucles enve loppan t chacune u n e seule fois les p o i n t s ^ ? , i, c, d res-
pect ivement et formant par leur ensemble un contour fermé pouvant
être déformé insensiblement jusqu'à une circonférence r en fe rman t
a, 6, c, d, sans franchir aucun de ces quatre points, puis posant

À - B = Q, ' A - C =- n,
^ y

les valeurs deTintégrale définie ^ ^i prise sur tous les chemins ima-
«.'o -^

ginables, sont renfermées dans les deux formules

X -4- m Q 4- n H, A. -— X -h m il ~t- n n,

où m, n sont des entiers indéterminés positifs, nuls ou négatifs.
Réciproquement , on peut tracer de o à U q u e l q u e c h e m i n faisant

acquérir à l ' in tégrale considérée une v a l e u r que lconque choisie parmi
celles que d o n n e n t ces formules, q u a n d les entiers 772, n reçoivent suc-
cessivement toutes les combinaisons de valeurs possibles.

3° On peut assigner une l imite supér ieure au module de la valeur
que prend l 'intégrale / -^ sur tous les chemins imaginables (finis ou
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infinis) , dont les spires, enveloppant tels ou tels des qua t r e points a, b,
c, d, sont en nombre l imité.

Cela posé, en appelant iï, Q!' les é l émen t s de û et II', II" ceux de II,
nous avons à prouver que l'on ne peut avoir

(Y 0!'
(ï) =o.
' / II' II"

A cet effet, soit Ç une valeur par t icu l iè re de x ne r endan t pas A(<r )
in f in ie , et faisons mouvoir x de o à £ sur un chemin ne contenant aucun
inf in i de cette fonction, ce qui est év idemment possible ( i ° ) . Le point
u == A(;r) décrira une certaine ligne limilée (ou) , commençan t à
o = = A ( o ) et finissant à v == A(£). Inversement l ' in tégrale f -u- prise
sur (ou ) est égale à S.

En appe lan t £o la va leur de la même intégrale prise sur un chemin
( o u ) o , îracé arbi t ra i rement de o à u, sous la seule condi t ion qu'i l forme
autour de a^b, c, d des spires en nombre l imi té , on pourra (2°) trouver
pour les entiers m, n certaines valeurs donnant

ï î i ï l -\- nl\ :-=. soit ^ — Su» soit S — (A — ^o )•

La quan t i t é ^ étant arbitraire en modale et en d i rec t ion , sauf la
légère restriction de n'être pas un inf ini de A(.r), et la quanti té Ço
conservant, quelle que so i tu , un module inférieur à u n e l imite que l'on
peut assigner (3°), il est évident que, dans chacune des quantités
£ - — • ^ 0 » £ — ( A — Ç o ) î 1e rapport des éléments peut, lui ou son inverse
à volonté , être rendu n u m é r i q u e m e n t supér ieur à une quanti té posi-
tive donnée quelconque. Donc, en ver tu de l'égalité précédente, la
même chose doit pouvoir êire réalisée pour les rapports équivalents

m^'•+•lnï}' miî!' + nîï"^^-^^^ ^̂ ..̂ .̂

Maintenant, il est évident qu'on ne peut avoir ni
^-^û^n^ir^ o;

car Q et n seraient nuls^ et l'on aurai t toujours Ç == £o ou == A — ^,
ce que rend impossible l 'indétermination absolue du module de Ç com-
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binée avec la limitation de ceux de Ço, A — S o î "i n', IT7, non tous
deux ==o avec Q,' == An', Q,t/=kïi"\ car, en supposant, pour fixer les
idées, IT non == o, le premier des rapports ci-dessus se réduirai t , quels

rrque fussent m, n, à la constante -^ et, par suite, ne pourrait lui être
rendu numériquement supérieur; ni Q\ û'7, non tous deux == o avec

n/=:A"^, II^^Â'^,

cela pour une raison analogue.
L'égalité ( i ) ne peut donc avoir lieu, puisqu'elle entraînerait forcé-

ment l'une des trois conséquences dont l ' impossibil i té vient d'être
constatée.


