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OBSERVATIONS

SUR

LA LEGITIMITE DE L'INTERPOLATION,

Par M. Cu. MERAY,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE DIJON.

1. L’interpolation, dont on fait un si grand usage dans les calculs
numériques, ne repose encore, quant a la légitimité de son principe,
sur aucune base certaine. On semble admeltre tacitement qu’elle peut
fournir, par un polyndéme entier, une représentation indéfiniment ap-
prochée d’une fonction donnée d’une seule variable, quand cette fonc-
tion est seulement continue dans les limites entre lesquelles on opere.
Mais ¢’est 12 une simple allégation dont le fait suivant fait ressortir
toute U'inexactitude. ’ '

Sur la circonférence qui a P'origine des affixes pour centre et 1

L - 1 . .
pour rayon, la fonction — est non seulement continue, mais encore olo-

trope (*); pourtant il est impossible de 'y représenter par interpola-
tion avec une approximation indéfinie. Effectivement, si l'on interpole
sur celle circonférence de a=1 & b =1, en prenant pour valeurs
intermédiaires les n — 1 autres racines n“v® de I'unité (qui se rap-
prochent indéfiniment deux a deux quand n croit sans limite), on

. . I
trouve simplement #"~' (4 cause de =" = —, quand &"=1) pour le

(1) Dans mon Nouccaw précis d’ dnalyse infinitésimale, publié en 1872, j'ai proposé ce
mot pour qualifier les fonctions qui sont développables par la formule de Taylor & parlir de
tout systeme de valeurs particuliéres des variables qui tombent entre des limites données.
En fait, mais non en principe, il équivaut a I'épithéte Aolomorphe adoptée plus tard par
MM. Briot et Bouquet (7heorie des fonctions elliptiques, 2° édition, p. 14).



166 CH. MERAY.
polynome entier de degré inférieur & », qui devient numériquement
égal & — pour ces valeurs particuliéres de la variable. Or, excepté en

. ’ 1 . 1
x =1, la différence = — 2™ entre la fonction considérée et le poly-

nome entier qui devrait en fournir une valeur de plus en plus appro-
chée ne tend pas vers zéro, ni méme vers quoi que ce soit, quand n
augmente indéfiniment.

2. On peut facilement s’assurer a priori qu’ici, comme dans toute
la théorie des (onctions (ou peu s’en faut), la continuité n’est pas une
condition suffisante. Effectivement, dire que I'interpolation esl prati-
cable pour /() dans un intervalle donné, plus généralement dans une
aire donnée (S), ¢’est dire au fond que I'on peut assigner un polynome
entier a coefficients variables f,(x), tel que pour toute valeur de
tombantdans (S) on ait f(x) = f,(x) + &,, n désignant le nombre indé-
finiment croissant des valeurs particulieres de «, pour lesquelles on a
assuré I'égalité numérique f,(x)=f(x), et ¢, une quantité qui tend
vers zéro quand n croit sans limite. ' ‘

Or, par sa nature, f,(«) est indéfiniment développable par la for-
mule de Taylor; donc, en appelant ' une valeur particuliere de x
prise & volonté dans aire (S), f(x) = f(&'+ x — ') doit étre repré-
sentable avec une approximation indéfinie par une certaine série cn-
tiere en x — &/, pour toute valeur de @ tombant dans I’aire considéréc.
En d’autres termes : /() doit, non seulement étre olotrope dans [’ aire
(S), mais encore y posséder en chaque point un olométre (') au moins
égal & la distance maximum de ce point aux divers autres points de [’ aire
dont il s’agit. Par suite, I'interpolation ne semble pas possible, si /()
ne remplit pas les conditions précitées.

3. Il estassez étonnant que les hasards de la pratique n’aient encore
fait connaitre aucun cas dans lequel 'interpolation soit illusoire. Cela
peut tenir a la petitesse relative des intervalles considérés, mais aussi
a celte circonstance, que le plus souvent on applique I'interpolation

(1) Rayon de convergence du développement de f(z + #) par.la formule de Taylor.
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au calcul des intégrales définies, en divisant U'intervalle réel considéré
en un nombre pair de parties sensiblement égales.

En représentant alors par deux courbes planes rapportées aux
mémes axes la fonction proposée el son expression approchée, on
voit facilement que les arcs de la seconde courbe, limités aux or-
données tracées par les points de division de I'intervalle, tombent
alternalivement au-dessus et au-dessous de la premiere. D'ol une
compensation évidente qui peut rendre sensiblement égales les aires
renfermées par les deux courbes, nonobstant un écart moyen sensible
entre les ordonnées des points correspondants de 'une et de l'autre.

La comparaison des ordonnées des points correspondants des deux
courbes, dont I'abscisse commune est moyenne entre celles de deux
points de division consécutifs, pourrait rendre sensible 'erreur per-
sistante qui se produit dans un intervalle impropre a I'interpolation.
On pourrait encore comparer les aires elles-mémes si, interpolantd’unc
autre maniere plus générale, qui sera indiquée tout a 'heure (n° 6), on
empéchait la seconde courbe de traverser la premitre, en lui imposant
avec elle des contacts d’ordres impairs en leurs points communs. L'é-
preuve n’en serait méme que plus concluante, les deux courbes ayant
alors en ces points des contacts au lieu de simples intersections.

k. Quoi qu’il en soit, nous allons assigner un cas dont I'étenduc
suffit largement aux besoins de la pratique, dans lequel on peut in-
terpoler en toute sécurité. Comme le calcul des résidus de Cauchy
fournit pour cette question des notations et des artifices de raisonne-
ment d’une tres grande commodité, je commencerai par en rappeler
certains principes.

-

I. Si g(x) est quasi olotrope (') dans une aire donnce (S), la diffé-

rence

o(t

(1) Je dis qu'une fonction est quasi olotrope dans une aire donnée quand, aux points de
cette aire ol elle cesse d’étre olotrope, son inverse arithmétique redevient olotrope. Ce sont
les fonctions méromorphes de MM. Briot et Bouguet (Théorie des fonctions elliptiques,
20 édition, p. 15).
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v est olotrope, le résidu s'élendant & tous les infinis de ¢ (t) qui tombent
dans 'aire donnee.

II. D’ot il suit que si o(x) est une fraction rationnelle, le développe-
ment du résidu ci-dessus fournit les fractions simples résultant de sa
décomposition.

5. En appelant ¢, t,, ..., t, des quantités quelconques, p. un entier
positifet posant & (1) = (t —t)(t—1t,)...(t —¢,), la quanuté

g
ACIO)

se rédutt & zéro, stp. v —1;a1,si p=v—1;etalasomme de tous
les mondmes entiers dissemblables de degré p. — (v — 1) en ¢, 25, ..., 1,
et de coeffictent 1, si p.>v — 1.

Les deux premiéres parties de ce lemme ont été démontrées par
Cauchy.

Pour établir la troisieme, il suffit de remarquer que,

P
S (w(0))

¢tant nul en vertu de la premiere, la quantité a évaluer peut s’éerire

¢ — ¢ t—
Cww == =

.2
t, ) ——— . gy
é/t [m,,(t)] ’

e

S D
Ao

L . , . w(t)
o, pour abréger, on a posé —— =uwu,(¢).

Effectivement =,(z) est de degré v —1 seulement et d’apres la se-

conde partie de notre énoncé, le résidu mtegral de = (z se réduit a 1;
=3 P AR
d’aprés la premitre, ceux de —— .
p P , Ceux o 0) =) mv(t) s’évanouissent.

Le point & établir est donc vrai pour les valeurs considérées de u, v,
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s’il I'est pour les valeurs moindres des mémes nombres; or il est évi-
dent, quel que soit p, quand v se réduit i 1.

6. Supposons maintenant qu’il s’agisse de représenter approxima-
tivement par interpolation une fonction d’une seule variable f(x),
olotrope dans une aire donnée (S) et soient

(1) . Xy, gy ooy Ty

n valeurs particulieres de 2 tombant dans cette aire.

Habituellement, on suppose ces quantités toutes distinctes les unes
des autres, et 'on résout la question en construisant le polyndome entier
Ju(z) de degré < n qui satisfait aux » égalités numériques

(2) f,,,((l]):/‘(.‘lfl), ‘/‘n(il"g):i_f(.’l'g), R ] f;l(xn):f(a‘n)'

Il est méme impossible d’opérer autrement, quand on connait seule-
ment une Table de valeurs numériques de la fonction considérée, a
I'exclusion de celles de ses dérivées, en particulier quand les valeurs
de f{x) ne sont données que par des observations physiques.

Mais il est avantageux de généraliser le probleme, en n’imposant pas
aux quantités (1) la restriction d’étre inégales. On assujettit alors le
polyndme f, () a satisfaire en «; aux £; égalités numériques

(3)  falz)y=[f(zs), Sfulz)=[f (2, ..., [E(z)=/ %" (2),

a;désignant la valeur commune de %; des quantités (1), supposées égales
entre elles, aucune d’elles ne I’étant 2 quelqu’une des » — £; autres.
De cette maniere, les équations (2) dont dépendent les n coefficients
de f,(«) sont remplacées par d’autres de forme différente, mais tou-
jours en nombre n et de nature 4 déterminer exactement ces coeffi-
cients. Ce dernier fait résulte implicitement de ce que nous verrons
ci-apres, et il est inutile de I'établir par un raisonnement spécial.

La méthode d’approximation de Newton pour le calcul des racines
des équations numériques implique une interpolation de cette espece
plus générale; car, au fond, elle revient a remplacer le premier

Ann.de ' Ec, Normale. 3% Série. Tome I. — Mar 188]. 22
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membre de I'équation proposée par un polynome de premier degré
assujetli & la double condition de prendre, lui et sa dérivée, pour une
certaine valeur de «, les mémes valeurs que ce premier membre et sa
dérivée. La méthode des parties proportionnelles, au contraire, im-
plique une interpolation, toujours du premier degré, mais de 'espece
ordinaire, ¢'est-2-dire de nature 3 pouvoir étre exécutée par la formule
de Lagrange. A ce point de vue, il n’y a donc aucune différence essen-
tielle entre les deux méthodes.

7. Le polynéme de degré <n, f,(x), qui est lié a f(x) relativement
aux valeurs (1) de x par les n équations analogues & (3), est donné par
la formule ‘

(4) fn(w)zw('”)é;t(—w—([g'((—iz—__‘jj’

ou l'on a posé, pour abreger,

w(z)=(r—x,)(x—2x,)...(x—2,).

Pour que les conditions (3) soient satisfaites, il ést nécessaire et

suffisant que la fonction

(& — o)k

soitolotrope en & = x;, ou bien ce qui revient au méme, puisque x — x;
n'entre que %; fois comme facteur dans w(x), que

jouisse de la méme propriété; et de méme en z = x,, ou =a,. ...,
ou = x,. ' : :

La fonction (5) doit donc étre olotrope dans toute I'aire (S); par
suite, le groupe de fractions simples correspondant i ses infinis ap-
parents (1), qu’il faut retrancher d’elle pour qu’elle jouisse de cette
propriété, doit étre identiquement nul. D’oti (4, 1) identité
f f(t) "'fn(t) —_

Clw(t)) (2 —¢) =%

v
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¢’est-d-dire
- I £ (8) _ 5 S0 _
Cw() (e —t) T o)) (e —1)

Mais (4, 11) le premier membre représente 1'ensemble des fractions

simples que donne la décomposition de la fraction rationnelle f"((x))

et méme la totalité du résultat de cette décomposition, puisque le
degré du numérateur f,(x) est essentiellement-inférieur & n, degré du
dénominateur w(2), et qu’ainsi le polyndome entier qui peut figurer
dans ce résultat se réduit identiquement  zéro.

L’identité précédente donne donc

A 10
oo = S Eme—

ce qui s’accorde bien avec la formule (4).
Réciproquement il est visible que le second membre de cette for-
mule est un polynome entier en 2 qui satisfait a toutes les conditions

requises.

8. Pour toute valeur de x situce aussi dans l’aire (S), on a

J(t)
(6) f(2)— fulz)=w(z) £ Tl (t—a))
D’apres la formule (4), la somme des résidus partiels relatifs aux
racines (1) de I’équation w(z) = o se réduit cffeclivement a — {)i'é;—))

Quant au résidu paruel relatif & ¢ = x, 1l se réduit évidemment 2 /21))

9. La fonction f{x) étant supposée olotrope a U'intérieur d’une circon-
JSeérence (x,r') ayant x, pour centre et r' pour rayon, la condition néces-
saire et suffisante pour que le polynéme f,(x), construit par interpolation
de maniére & coincider numériquement, lui et ses déripées éventuellement,
ayec f(x) et ses derivées, quand x prend une quelconque des valeurs (ine-



172 CIHI. MERAY.

gales ou égales) de la’ suite (1) tombant toutes & Iintérieur de (x,r'),
représente f(x) avec une approximation ausst grande qu’on le voudra
pour toute valeur de x tombant dans un autre cercle (z,r) de méme
centre x, el de rayon r, cette condition, dis-je, est que, pour toute valeur x'
de x située dans le cercle (z,r'), le developpement de f(x'+ h) par la
Jformule de Taylor converge jusqu’a un module de h au moins égala la
distance maximum de x' aux points de U'intérieur. de (x,r); ou bien
encore, car cela revient au méme, que le developpement de f(x, + %) con-
verge jusqu’a quelque limite du module de h supérieure a r + ar'.

L’équivalence de deux formes sous lesquelles est formulée la con-
dition dont il s’agit résulte de la relation qui existe entre |’étendue
de I'aire ol une fonction est olotrope et la valeur maxima de son
olometre en chaque point de cette aire (voir notamment le n° 86 de
mon Nouveaw Précis). Pour simplifier, nous raisonnerons dans I"hypo-
these oy = o, a laquelle toute autre se rameénerait immédiatement en

posant
r=xz,+'x, Ty=2i+"'2, ...,

La nécessité de 1a condition posée est évidente, dans le cas tout au
moins que nous considérons, ott aucune hypothese particuliere n’est
faite sur les positions des quantités (1) dans le cercle (O7'). Supposons
effectivement que ces n quantités soient toutes égales entre elles, en
ayant, par exemple, 2’ pour valeur commune. Alors le polynome f, ()
coincide évidemment avec 'ensemble des n premiers termes du déve -
loppement de (2’ -+ x — &’) par la série de Taylor. Pour que la diffé-
rence f(x) — f,(«) tende vers zéro quand » augmente indéfiniment,
il faut donc que la somme de ces » premiers termes ait /() pour
limite, en d’autres termes que le développement de /(o' + x — a')
converge tant que « reste dans (Or), ou bien encore que le rayon de
convergence de ce développement soit au moins égal & la distance
maxima de &' aux points intérieurs au cercle (Or).

Pour.prouver que la condition posée est suffisante, nous la prendrons
sous la seconde forme de 1’énoncé. Nous écrirons

f(Z)=ay+ a2 + ayr+. . . 4 aux”+. ..
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pour le développement de f{x) par la formule de Maclaurin; nous
nommerons R une quantité positive comprise entre r + 27’ et le rayon
de convergence de cette série qui, par hypothese, surpasse 7 + 27';
nous désignerons par M la limite supérieure que 1'on peut assigner
a mod. f(«), pour toutes les valeurs de « ayant R pour modale com-
mun.

Cela posé, considérons la série

(7) ; A ic Xy
i Al 2
0

X, désignant la somme de tous les mondmes entiers dissemblables
eN X, XL,y Lgy «vvy T, de degré % et de coefficient 1. En appelant «,,,
£, &, ..., E les modules de a,,, , 2,, ..., @,, on a, d’aprés un lemme
de Cauchy bien connu (Nouveaw Précis, n° 84%)

M.
< R™’
moyennant quoi la somme des modules des termes élémentaires de -
@, X; est inférieur 2

J M b:(
((\) 'ﬁ; =k

Z, désignant ce que devient X, quand on y substitue

.
N

Fany
3

-] SVY
=

£ e
=
s

(9)

ax,x, ..., x, respectivement.
Or les quantités positives (g) étant toutes <1, la série qui a (8)
pour terme général est convergente, sa somme élant

y . ' MR
(19) (,—i> (1—%)(1"—%‘> TR=H(E—E).. (R—F)
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On en conclut (Nouveau Precis, n° 30 et 31) que la série entiere
en x, %,, ..., T, formée par les termes élémentaires des poly-

nomes a,X,(=a,), a,.X,, ... est convergente, par suite que la
série (7) I'est aussi; que ces deux séries ont une méme somme

F(z, 2y, ..., x,),

dont le module satisfait aux inégalités

MR
- mod F(x, z,...,2,) < R (R=%) (A5
< MR
R=7r)(R=7»’

celle derniere ayant lieu @ fortior: i cause de
(r2) : £<"; €y By ooy Bl

Observons actuellement qu’en vertu du lemme (5) la somme des
&+ 1 premiers termes de la série (7) est précisément ce que devient
le résidu de la formule (6), quand on substitue & f{z) la somme de
4+ 1 premiers termes de son développement par la série de Maclaurin.
Ce résidu est donc égal & la somme F(x, x,, ..., ,) de cette série, ce
qui permet de remplacer la relation (6) par

(13) (@) — fu(z) =w(z)F(z, 2, ..., Z,).

Comme o(z) =(x — =) (x —x,)...(x —x,), les inégalités (12)
donnent celle-ci
mod. w(z) < (r+r"r,

dont la combinaison avec I'identité (13) et I'inégalité (x1) donne fina-
lement

(14) mod.[f(z)-fn(x)]<le:_E;<I’{'_::'l’>”.
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On a, par hypothese,

N r 7
R>r+a2r, cest-d-dire % <13

. v me . . I\ 2
il en résulteimmédiatement, comme il fallait le prouver, que <TI{_%>

et mod [ /(@) — f.(«)] a plus forte raison, sont des quantités infini-
ment petites quand », nombre des valeurs de & qui ont servi & inter-
poler, augmente indéfiniment.

10. Cette proposition confirme pleinement, pour des aires circu-
laires, les inductions du n°® 2; je ne sais si l'on pourrait I’étendre 3
des aires de formes quelconques, mais ¢’est indifférent pour la pra-
tique.

On congoit que certaines hypotheéses sur la distribution des quan-
tités (1) dans le cercle (Or’) puissent permettre d’abaisser la limite
supérieure que la formule (14) assigne & I'erreur a craindre. Si, par
exemple, ces quanlités se rapprochaient toutes du centre de ce cercle
d’une certaine longueur 2, on pourrait dans cette inégalité diminuer r’
de i, ce qui ferait évidemment décroitre son second membre. Je ne
m’engagerai- pas dans cette discussion; je ferai toutefois remarquer
que la limite dont il s’agit ne peut étre sensiblement abaissée, tant
qu’on ne veut faire aucune hypothese spéciale sur la nature de f(x),
ou bien sur la distribution des quantités (1) dans le cercle (Or').

Posons effeclivement f{x) = %, N étant une quantité positive, et

prenons, dans les conditions voulues, les quantités (1) toutes positives,
mais « négative et = — x. On trouve facilement, au lieu de 'inéga-
lité (14), Végalité

N X+x X+ X + &,
I+ X 1—&; 1— &y [ — X,

val. num. [ /(@) — f.(2)] =

Ici 1 remplace R et il est visible qu'un choix convenable de x, x|,
X4y « .., X, peut amener le produit des » derniers facleurs du second

[—17
La formule (13) avait déja été obtenue par Gauss, mais d'une autre

< s e . 4\
membre a différer aussi peu qu’on le veut de < ‘,> -
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maniére et dans le cas seulement ou les quantités (1) sont inégales,
abstraction faite de toute considération de convergence [ Fheoria inter-
polationis, etc. (Werke, Bd. IlI, S. 276)]. La formule (4), pour le méme
cas particulier, a été donnée par Cauchy dans son premier Mémoire sur
le calcul des résidus, ol ’on trouvera également les principes que j'ai
rappelés ci-dessus (Exercices de Mathematiques, premiere année, p. 21
et suiv.).




