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SUR LES

- FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES

DE

TROISIEME ESPECE®,

Par M. P. APPELL,

MAITRE DE CONFERENCES A L'ECOLE NORMALE.

Ce Mémoire a pour objet I'étude des fonctions doublement pério-
diques de troisieme espece et plus particulitrement la décomposition
de ces fonctions en éléments simples. Il se termine par quelques re-
marques sur certaines fonctions d’un point analytique (2, y) qui peuvent
étre considérées comme la généralisation des fonctions obtenues en
remplagant 'argument d’une fonction doublement périodique de troi-
sieme espece par l'intégrale elliptique de premiére espece correspon-
dante.

Les principaux résultats démontrés dans ce Mémoire se trouvent
indiqués dans une Note que j’ai eu I’honneur de présenter a I’Académie
des Sciences le 17 décembre 1883.

~ Soit ¢(z) une fonction uniforme de la variable imaginaire z véri-
fiant les deux équations

o(s+2K) =ewio(s),
o(s+ 2iK') = e**+Vo(s),

(1) Poir, au sujet de ces fonctions, différentes Notes de M. Hermite dans les Comptes
rendus des années 1861 et 1862. Poir aussi la Thése d'Analyse présentée a la Faculté des
Sciences de Parts par M. Biehler, avril 1879.
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a, b, a', b’ étant des constantes. Si I’on pose

f(5) =€+ 30(2),
on pourra toujours (') déterminer A et )’ de facon que
(1) Sfls+2K)=f(5), [f(s+2iK')=er+E f(5),
ol A est nécessairement de la forme |

mTl

A:-— K b

m désignant un enter positif, négatif ou nul.
Lorque ce nombre m est nul, la fonction f{z) est, d’apreés les déno-
minations introduites par M. Hermite, une fonction doublement pério-
~dique de premiere ou de seconde espece; de premiere si ® est égal &
I'unité, de seconde si e® est différent de I'unité. M. Hermite a douné
des formules de la plus haute importance pour la décomposition en
éléments simples de ces fonctions de premiere et de seconde espece.
Nous nous plagons ici dans ’hypothese m Zo; dans ce cas, la fone-
tion f{z) est une fonction doublement périodique de zroisiéme espece.
Si nous supposons que cette fonction soit méromorphe, ¢’est-a-dire
qu’elle n’ait a distance finie d’autres points singuliers que des poles,
la différence entre le nombre des zéros et le nombre des infinis qu’elle
possede dans un parallélogramme des périodes 2K et 27K’ est égale
a m; en effet, en vertu des relations (1), I'intégrale

(LG

i ) Ty
prise sur le contour d’un parallélogramme des périodes est égale a m.
Si donc m est positif, f{z) a plus de zéros que de poles, et en particu-
lier il existe des fonctions entieres vérifiant les équations (1); si, au
contraire, m est négatif, f(z) a plus de poles que de zéros, et il n’existe
pas de fonctions entieres vérifiant ces équations. Dans les deux cas,
nous nous proposons de décomposer f{z) en une somme d’éléments

() Zoir, par exemple, Théorie des jfonctions elliptiques de MM. Briot et Bouquet,
p. 236.
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simples n’ayant chacun qu’un pole dans un parallélogramme des pé-
riodes, et en une partie entiére s’il y a lieu.
Comme 7z est supposé différent de zéro, nous pouvons poser

F(a)=/(s+ m);

mmwi

cette fonction F(z) vérifie alors les deux relations

mw i

(2) F(5+2K)=TF(s), F(s+2K)=e¢ K F(3);

c’est cette fonction F(z) que nous allons décomposer en éléments
simples. Les circonstances qui se présentent sont entierement diffé-
rentes suivant que 7 est positif ou négatif; nous allons examiner sue-
cessivement ces deux hypotheses.

[. m>o.

1. Supposons d’abord que la fonction F(s) soit méromorphe; si
elle devient infinie en p points d’un parallélogramme des périodes,
elle s’y annule en ( p -+ m) points.

Soient, dans ce cas,

' B1s pm cevy lerm—p
les zéros de F(z) dans un parallélogramme des périodes,

Oy Lay - vy %y

les infinis dans ce méme parallélogramme; ces quantités sont liées par
la relation '
(3) S—Sa+mK=2nrK+2r (K

33 désignant la somme des zéros, o celle des infinis, » et n’ des
entiers. Bn effet, dans ces hypotheses, la fonction F(z) peut, d’aprés
les notations de Jacobi, se mettre sous la forme

F(s)=Ceh= H(s—B)H(5—8,). -:"_(3— pm—#—]’l.

H(s—a)H(s—a). .. H(z—a,) ’

écrivons que cette fonction F(s) satisfait aux relations (2), en nous

Ann. de ’Ec. Normale. 3* Série. Tome 1. — AveiL 1884, 18
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rappelant les formules
H(s+2K)=—H(s), H(s+20K')=— (1] e TH(s),
_=K .
dans lesquelles ¢ = e * . Nous obtenons les deux relations

i
2 hi K+ = (23— Sa)
(__ I)”’C’?/’K:I, (————I)”‘e ki (+K( b “qu;

~ces deux relations donnent : la premieére

2hK=mni—2an'=i

la seconde
m=K'

71
2K 4+ = (3B — Za) =—mwi — —— + 207
en éliminant & entre ces deux derniéres équations, on trouve la for-
mule (3) & démontrer.
Il peut se faire, en particulier, que le nombre p des infinis soit nu/;
la fonction F(z) est alors entiére et admet m zéros

‘ph 327 vy Bm;

dans ce cas la formule (3) devient
(3 Bt ot Bt mE =2nK +2n iK'

2. Ceci posé, occupons-nous d’abord des fonctions entieres vérifiant
les relations (2); 'application du développement en série de Fourier
et la méthode des coefficients indéterminés fournissent immédiatement
la fonction entitre la plus générale vérifiant les équations (2); celte
fonction est une fonction linéaire homogene & coefficients constants
de m fonctions spéciales (') obtenues comme il suit. Posons

N .
T 5 _‘w mnwzi

I.5,‘1'11:)(3‘) —e I e K qmn(lz—l)‘i—illv’

/-\
-
BN

Nz
=K

ol g désigne, comme plus baut, la quantité e* * et olt v est un entier
<

(1Y) Foirle Cours professé & la Faculté des Sciences de Paris par M. Hermite, 1" édition,
p. 166. : s . _
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quelconque. On voit immédiatement, en changeant, dans la série (4.
nenn -1, quelon a
&im(3) =g (3);

(ne)

il 0’y a done que m fonctions g, () distinctes, obtlenues en donnant,
a v, m valeurs entieres consécutives; par exemple, les fonctions

oM (3), g (3), - gt (),

obtenues en faisant v =o0, 1, 2, ..., (m-—1). Toutes ces.fonctions
vérifient les relations (2); elles peuvent s’exprimer toutes a I'aide de
I'une quelconque d’entre elles : ainsi

S0

) s R
. L aviK
5,$111)(:> — K gim ( = —~ )’

\

comme on le vérifie immédiatement. La fonction entiere ®(z) la plus
générale vérifiant les relations (2) est alors

(5) P(3) =D g™ (5) + Mgy (5) - o A &0 ()

avec m coeflicients arbitraires 2y, X;, ..., Xn—,. Toutes ces fonctions
peuvent, d’ailleurs, s’exprimer a 'aide des fonctions 0, comme le mon-
trent MM. Briot et Bouquet & 'endroit déja cité plus haut (*). Chacune
des fonctious (5) a, dans un parallélogramme des périodes, m zéros;
on peut déterminer les coefficients A, X4, ..., X,—, de facon que (m —1)
de ces zéros coincident avec des points donnés d’avance

Syy Sy ey S
le dernier z, est alors déterminé, en vertu de I'équation (3'), par
I’équation :
(5") Sy Syt oSS mK =anK - an' i K/,
n et n’ étant deux entiers.

Si 'on voulait exprimer directement que la fonction (5) s’annule aux
m points distincts .

- - ~
Sl N2 vty Nmy

TEL
I -
(1) On a, par exemple, g{*'(z) = ,;/:elh Hy(z).
vy
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on obtiendrait m équations linéaires homogeénes par rapport aux

coefficients
)‘0’ )‘1; LS ] )\m—l,

et 'on trouverait, comme condition de possibilité, que le déterminant

SM(a) gM(x) ... g (s)
A— gi) (“z) g () ... 8WYi(8)
gm)(‘” ) g(l””(,.,m) . g(,ﬁz_i (5m)

doit étre égal & zéro; cette relation transcendante doit conduire i la
relation (5'). Or cela résulte de ce que l'on a identiquement

mm

(6) A=Ae

(..,+ + A S,

H(s+ 5+...4+ 5, +mK) HH(si— 55),
'7]‘
m(m

le produit J étant étendu aux — 9 fonctions H(z;— z;) ayant pour

i
arguments les différences des quantités z,, z,, ..., 5, deux a deux, et

A désignant une constante. Cette identité se démontre facilement : il
suffit pour cela de considérer le déterminant A successivement comme
fonction de z,, z,, ..., %y, et de remarquer que A considéré comme
fonction de 5, vérifie les relations (2) et s’annule aux (m — 1) points

2

D1y B3y ey Simgy Sig1y o0y Sy
et, par suite, d’apres la relation (3’), au point
— (34 s+ o By Sy o+ S+ mK).
Cette identité (6) donne naissance & d’autres relations plus particu-
lieres si I'on suppose qu’un certain nombre des quantités z,, z,, ..., 5,

deviennent égales entre elles. Par exemple, si toutes ces quantités
deviennent égales entre elles et égales & z, on obtient la relation

g(=)y g e g (R)
dg%m) (%) agi™(s) . ‘ - dgit, ()
ds ds ds m2nar
A =Be ** H(ms -+ mK),
d’n"'l gfonz) (z) dm—lgrlm)(;) . dm—i (,m(/LnJ1 ( ~)

l dzm—1 dzm—1 T dzm—1
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B désignant une constante qu’il serait facile d’exprimer en fonction
de A.

3. Soit maintenant F(z) une fonction mémorphe vérifiant les rela-
tions (2) : nous nous proposons de la décomposer en éléments simples
et en une partie entiere. L’élément de la décomposition sera la fone-
tion
Vol . '—'L(;—lf—i'-‘ H{o) H(zs—a)H(s—a,)...H(s— any)
bn(s,a)=e Hz—«) H(za—a) H(z — @3). . . (% — tpst)

les lettres a,, a,, ..., a, désignant des constantes arbitraires, et a,,..,
étant déterminée par la relation

(7) apy=o¢+mK —a,—ay,—...— a,;

aucune de ces constantes a,, @,, ..., a, ne doit étre de la forme
a+ 2nK + 2n/tK’ (n el ' entiers), et leur somme ne doit pas étre de
la forme mK + 2nK + 2n/iK’. Alors la fonction ¢,(z, «) est une
fonction de z admettant pour poles simples le point « et ses homo-
logues « + 2nK -+ 2n/tK’, avec le résidu + 1 au point a; de plus elle
vérifie les deux relations

mrsi

l‘pl)l(‘z+2K!a):L‘l)”l(z’ fl)! d/l)z('s+2iK/) “):e K L'Kllll(z? 1)7

ainsi qu’il résulte des propriétés de la fonction H(z)..
Mais il importe d’étudier aussi les propriétés de U,,(z, &) considéré
comme fonction de «. En remplacant a,,., par sa valeur (7), on a

mrEtl (o) H(s—ay). . H(s—a,) H(s+5—a—mK)
H(z—a) H(e—a,)... H(z— a,) H(s —mK) ’

Yp(s,2)=c¢

ou s désigne la somme @, + @, + ... + G,

On voit que {,,(z, @), considéré comme fonction de «, admet pour
poles simples les points a =z, «=a,, ..., a = a,, et leurs homologues,
le point z avec le résidu — 1; de plus, on vérifie aisément que cette
fonction satisfait aux deux relations '

; b (5, @+ ZK) = q’m(z, ),

mral

(8)
(4‘»1(%“*’#2‘.1{'):8 K b (5, a).
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1l convient, pour ce qui suit, de former les résidus de ,,(z, «) con-
sidéré comme fonction de e relativement aux poles

Ay, Qyy vy Qe

Désignons par G,(z) le résidu relatif au pole = a,; nous aurons

mris—a,ii

o) = —i—HG—a). Hz—a_-)H(s—a.).. H(s—a,) H(z+5—a—mKk)
plE)=e H ((l.,-——- (ll) ...H(H~/—(lv_1)H((lv—" av-H) eee H(Cl‘,* am.) H (s— 'nK) ’

en faisantv =1, 2, ..., m, on aura les m résidus cherchés.

Chacun de ces résidus G,(z) est une fonction entiére de z vérifiant
les équations (2); on pourrait donc 'exprimer & 1'aide des fone-
tions g,"'(z) définies dans le numéro précédent.

Supposons alors que la fonction proposée F(z), qui satisfait aux rela-
tions (2) et qu’il s’agit de décomposer en éléments simples, admette,
dans un parallélogramme des périodes, les p poles simples a,, as, ...,
a, avec les résidus respectifs R,, R,, ..., R,. Considéron.s la fonction

de a
U(a) =F(2) Yn(5,a);

cette fonction de « admet les deux périodes 2K et 2¢K’ : en effet,
chacun des facteurs F(«) et 4,,(z, o) admet la période 2K, el, lorsqu’on

mwri

-augmente « de 20K’, le premier facteur est multiplié par e * , le

muai

second par ¢ © , etleur produit ne change pas. La fonction W («) étant
doublement périodique, la somme des résidus de cette fonction relatifs
aux poles situés dans un parallélogramme des périodes est égale a zéro.
Je puis supposer que le point z, les poles «,, a,, ..., «, de F(a) et les
conslantes a,, @, ..., @, soient dans un méme parallélogramme élé-
mentaire; ces différents points seront alors les poles de W(«) dans un
parallélogramme des périodes; les résidus correspondants de W(«)
sont :
Pour le point z,

—F(s);
pour les points «,, &y, .., &,

Ridm(s, o), Roym(s, ), -. o, Robm (s, %p);
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pour les polinls Ay Aoy vy Apps
F(a,) G (3), F(a,) G (3), oy Flaw) Gu(z).
Puisque la somme de tous ces résidus est nulle, on a I'équation
(8)  F(3)=Ridm (s %) + Rady (5 %) +. o+ Rybu (5, 2,) -+ G(3),
G(z) désignant la fonction entiére
(89 G(s)=F(a)Gi(5) +F(a) Ga(3)+. ..+ Flan) Guls).

La fonction F(z) est, par cette formule (8), décomposée en une
somme d’éléments simples

Rl "Pnz(:; )y e ey Bp Y (5, “1))9

n’ayant chacun qu'un pole dans un parallélogramme des périodes,
augmentée d’une fonction entiere G(z) définie par I'équation (8).

~Jusqu’a présent nous avons laissé les m quantités a,, a,, ..., a,
enlierement arbitraires; dans une application on pourra particulariser
ces constantes, de facon & simplifier la formule obtenue. Par exemple,
si la fonction F(z), qui possede dans un parallélogramme des périodes
(m + p) zéros, admet m zéros distincts counus, on pourra prendre a,,

a,, ..., a, égaux respeclivement & ces m zéros, et alors la partie
enliere G(z) sera nulle, puisque tous les facteurs F(a,), F(a,), ...,

F(a,) seront nuls.

Dans ce qui précede, on a supposé les constantes a,, @., ..., a, dis-
tinctes & des multiples des périodes pres. S'il n’en était pas ainsi, la
forme de la partie entiere G(z) devrait étre modifiée. Ainsi, en sup-
posant par exemple a, = a,, le résidu de W (=) relatif a I'infini o = «,
n’est plus F(a,) G, (z); ce résidu prend une nouvelle forme dépendant’
de F(a,) et F'(a,). Mais je n’insiste pas sur ce fait qui offre peu d’in-
térét, en me bornant & remarquer que, dans tous les cas, on pourra
prendre les constantes a,, a,. .- ., a, égales a m zéros distincts ou non
de F(z), et qu’alors la partie entiere G(s) sera toujours nulle, car
le produit désigné par ¥ («) ne deviendra plus infini pour « =a,,
Aoy oovy Qe '

“ 4. Ilest plus important de se rendre compte des modifications que
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subit la formule de décomposition (8) quand la fonction F(z) admet
des poles d’un degré plus élevé que le premier. Supposons que le
pole 5 = «, soit d’ordre r et que, dans le voisinage de ce point, on ait

O

F—a o (5—a)

R({‘—I?
+ it ——— +F(5),
(z—ay) (=)

F,(z) étant holomorphe dans le voisinage de «,. Si alors nous nous
reportons & la fonction de «

W(a)=F(2)¥Yn(s,a),

nous voyons que cette fonction admet le pole « = «, au degré r; pour
avoir le résidu de cette fonction relativement a ce pdéle, il suffit de
prendre le coefficient de

1
o —a

dans le produit des deux développements

R, R, Ry
pr—y (ac-—ocl)g_lh-'”_'—-(—z—_———dl)"

F(“)z +F1(’1),
Y (5, a) :‘!”m(z, “1) -+ (“'—“1)'1'/;n(5; a ) ...
(“"‘?‘1)"_1

— 7y
- 1.2...(1'—1)v

= (g, a) ...

On trouve ainsi que ce résidu est égal :

<

1{(/’—1)
: I CHNY

Ribn (s 0) Ry, (50) +.. .+ T2..0—=n%m

-c’est donc par cette somme qu’il faudra remplacer le terme R, ¢,,(z, «,)
dans la formule de décomposition (8).

5. On obtiendra, par les mémes méthodes, une formule de décom-
position pour le cas ol la fonction F(z) admet des points essentiels
isolés ; il suffira, par exemple, si z = «, est un point singulier essentiel
isolé, de supposer dans le paragraphe précédent r = « . En effet, un
point essentiel isolé o, est un point tel que, dans un certain domaine
de ce point, il n’y ait pas d’autre point singulier; on aura donc, dans



SUR LES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES DE TROISIEME ESPECE. 145

— R‘v—l)
F(u) — F1(~v) -+ 2(5*‘;1"'?)”9

wv=1

ce domaine,

F, (=) étant holomorphe dans le voisinage de z = ¢,. Le résidu de la
fonetion
U (2) =F(2) bu(s,2),

relatif au point singuliér essﬁep‘t}efis’é‘{ i Sera par suite

(9)

0\

LY (2, &) désignant, comm @nccedemx)1éht/lq dérivée d’ordre (v — 1)
de (5, &) par rapport & «; ot gest ator"s par celte quantité (g) qu’il
faudra remplacer le terme R, y,,,(.,,'a,) dans la formule de décompo-
sition (8). '

En particulier, I'expression la plus générale d’une fonction uni-
forme F(z) vérifiant les relations (2) et n’ayant qu’un point singu-
lier ¢, dans un parallélogramme des périodes, s’obtiendra en ajoutant
- la série (9) la fonction entiere ®(z) définie par la relation (5).

La fonction la plus générale vérifiant les relations (2) et ayant
p points singuliers dans un para[lélowramme des périodes sera la
somme de p fonctions de la forme (g) n’ayant chacune qu’un point
singulier et d’une fonction entiere de la forme (5).

II. m<o.

6. Supposons maintenant que, dans les relations (2), m soit négatif

et faisons
m=—-—p,

p. étant un entier positif. La fonction F(z) qu’il s’agit de décomposer
en éléments simples vérifie alors les deux équations

{:‘_l’:.-'
(10) F(s+2K)=F(s), F(s+2iK')=e % F(s),

dnn, de U'e. Normale. 3¢ Série. Tome I.— Mar 1884. 19
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Dans I'étude que nous allons faire de ces fouctions, le role principal
appartient & certaines fonctions uniformes de deux variables indépen-
dantes dont nous allons nous occuper tout d’abord.

7. Désignons par @ et y deux variables complexes indépendantes,
par g un entier positif, et considérons la fonction de x et y définie par
la série (')

[n:—!—o: wnwyi e"_“_‘r;_y_)l_l_ (I‘ln
. - ¥ K —1 i
('”) fu(Zy y) = 5K e genr=1 T(x—71i
L n=-——® e K _q?)l.

ou bien

_ Nn=-4» wnTyi -

Y \ g -
() V.F(x’.y):;K“ Z e ¥ ql"'("“‘)cota—K—(.z-—y——me’),

= —0

K’

K

- oU, suivant les notations de Jacobi, g=-e *. Celte série (11) est con-
vergente pour toules les valeurs de o et y, a exception de celles qui
sont données par la formule

z—y=onK+2n[K' (n el » entiers),

ct pour lesquelles I'un des termes de la série devient infini.

Si-I'on considere «# comme une conslante el y comme variable, la
fonction y (e, r) est une fonction uniforme de y n’ayant & distance
finie ’autres points singuliers que des poles du premier ordre,  savoir
les points "

y=x—2o2nK —aon'iX';

le résidu de cette fonction relatif au pole y =« est égal & — 1. Elle
vérifie les deux équations suivantes, qui s’établissent aisément :

‘ La(Z, y -+ 2K) =v.(x,y),
pryi

(12) ' _peyi
Ve, y +2iK ) =e R oyu(x,y),

équations qui montrent que I’on pourrait exprimer cette fonction de y
a 'aide des fonctions © (voirn® 11).

(1) Dans la Note du 17 décembre 1883, ai considéré le cas particulier ol p = 1; dans
celte Note, la fonction y; (=, ) est désignée par x (., y) sans indice.
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Si 'on consideére, au contraire, y comme une constante et & comme
variable, il se présente des circonstances enticrement différentes. La
fonction y,(,y) est alors une fonction uniforme de @ n’ayant a dis-
tance finie d’autres points singuliers que des poles du premier ordre, &
savoir les points

x=y-+2nK-+2n K

le résidu de cette fonction relatif au pole @ =y est égal & + 1. Elle
vérifie d’abord I'équation

(13) Tu(2 42K, y) =7, (2, 5),
puis ’équation

12+ 20K, »)

p.-'n -y g - (p=wt) =2
wy | me R men = ST )epn — e h g
- (P--—;i‘ﬂ.‘ll " N 1'1:1 "
—x¢ P == e F g ()

ol les p. fonctions
Er) 1Y) <o g‘(.:—l() )

sont celles qui ont é1é définies dans le n° 2, équation (4.
Pour démontrer cette relation fondamentale (14), remarquons que
la série (11) nous donne

- T(r—y)i
n=-4ow . Tlr—=yir
gy K . q‘l(n,—l)

[ - e }
/M('B"‘ZLI{’;_))"' 21& 2 e ® q:"”(n"l) wlx—y)i ’

ne— e Kk — qn-n)

ou, en changeant n en n +1,

,,__,_m mle—y)i
p.ln—-l-l)")l 5
+q2u

o ‘e K
(13)  yulw+2iK,y) = — h 2 grr o)
K

n==—ow e K _(/211,

Si nous formons alors la différence

prE xi

(16) yu(z 4+ 20K, y)—e K.y, (2, y),
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nous voyons que cette différence peut s’écrire

n=-ro X /ol - y)E ) ( pule-=y)i
—7 pla+tiny ( < 2 a K
(16") zL e K gran-1 e & +¢r\gnt—e )
QK T(r—y)i 2
n—=-—ew e K — ([211
en posant, pour un moment,
Elr—y)i
(17) e B =¢ g¢¥=uy,

on voit que, dans la somme (16'), le coefficient de

pln+lizye
e K qy.u(n—-l)
s'écrit
(&4 w) (ur— )
- u ’

¢’est-d-dire, en effectuant la division,

— (b)) (et 2 L )

ou encore
— (2 e 20 L et - ),

La somme (16") peat donc s’écrire

n=-mx .
. pln+1)myi
6" Tl K nin-—~1) ( w—1 et !
(16") — 3K e q* (2l 4. L 2 dutt )
n=-—w

celle série se partage en (p -+ 1) séries qui sont, en remeltant pour ¢
et « leurs valeurs (17) : la premiere,

I =t® . .
i {u.!: i p. Il‘:_}"l i wEay
—_ . gttt (H=1) e M K oy .
SK € ¢ " gril=——ge gt ());
N=w—
la deuxieme, - .
i (p.-—li\':.ri 1:_3-_1‘”=+°° pnmye w1 (p—1)7x2
—— {w K K 2(n=1)+2n — N K ( .
K ¢ ¢ L = e gY(r);

N=-—aw
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el ainsi de suite, la (v + r)ieme,

(p—vw)mai wmyi TP wnwyi
e K q,:.rz(lz—l)+2n~;,

= K K

N—— e

K
N==—cc
¢’est-a-dire
o (p—v)maxi
T L

i R
—x¢ = &)

enfin la derniere ou (p. + 1) de ces séries est
M= nl)myi

% I ( 1)
— > wn(n+
2K ¢ 7 ’

n=--=x

l:l

¢'est-a-dire
=L
IX 5’3‘) (})’

2

comme on le voit en changeant n en n — 1.
La différence (16) est donc

L ’ml:.i fiad (e Tl ‘:L—:\)T“ (1)
LKL Ern—xe sP(y) —- -
.y (p.-—;r{\ Tl “ il . i
-—Ke o ()/)———;l—g(}k)(‘}');

ce qui démontre la formule (14).
Dans le cas particulier ol p. =1, la fonction y,(x,y) devient

ne=+4w . mlxe—y)i
; nrEyt K 2n
T\ % e +q
B — K n(n—1
71(2, y) = 2K } ¢ gt ) TRy
e K —_ (lﬂu

nz=—m®

ou, sous la deuxieme forme,

n-=z+4w nry

sz, y) = %(- e & gnin=1) cot EZK (¢ —y—2aniK');

NZs—o
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cette fonction vérifie les relations
Ty

r(x,y +2K)y=7(2,y), 1a(z,y+2iK)=¢ ®y(x,)),
A (‘T —+ 2‘(,"’)’) =1 (;l’, ,V)’

=i . LR
. - =i ( —) - )
(@ 20K, y)=e® y(z,y) — o\t et /gt (),
oll
N=-= n‘r:yi . :.Z_I
g{.l)(.}'): E e K qn(n—l): = éﬁk}Il(}_.)‘
n=-—w

On conclut de la derniere de ces formules la conséquence suivante :
sil'on fait y=K, on a g
Hi(y)=0;

done la fonction
L1 (z,K)

vérifie les deux relations
X1($ -+ 2K, K) = (xy K))

vi(z+ 2K, K)=¢K 7, (2,K),

car le terme complémentaire

T

-—gK‘ (14 %) g0 ()

est nul pour y =K. D’autre part, la fonction g\"(x) vérifie les deux
relations

TXL

g (z +2K)=gi(2), g (z+2K)=e ¥ gt (2);
ct cette fonction gi"'(z) s’annule aux points
=K -+2nK +2n'iK/,
qui sont les poles de y, (x, K). Le produit
80" (%) 71 (2, K)

est done une fonction enticre de @ doublement périodique, ¢’ est-a-dire
une constante P.
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On a done
P _Pige %
g (2) T Hy(x)

71(x, K) =

en multipliant les deux membres par « — K, puis faisant x = K, on
trouve
Pl\/(/
~ W(o)’
équation qul donne P.
L’expression que nous venons de trouver pour % (2, K) s’obtien-

drait facilement en appliquant, & la fonction » la formule de

(1)( )

décomposition en'éléments simples que nous allons maintenant éta-

blir.

8. Supposons que l'on ait une fonction uniforme F(z) satisfaisant
aux relations (1o) et admettant, dans un parallélogramme des périodes,
les p poles simples &, a,, ..., ¢, avec les résidus respectifs R,, R, .. ,
R,. Pour obtenir une formule de-décomposition de cette fonction en
¢léments simples, considérons le produit -

(y)=F(y)su(z,»);

la fonction ®(y) ainsi définie admet les deux périodes 2K et 2iK'; en
effet, chacun des facteurs F(y) et (2, ) admet la période 2K, et lors-

PRy
qu’on augmente ¥ de 2K’ le premicr facteur est multiplié pare * | le
_p.'r..yi N
second par ¢ * , et leur produit ne change pas. La fonction @(y)

étant doublement périodique, la somme des résidus de cette fonction
relatifs aux poles situés dans un parallélogramme des périodes est égale
a zéro. Je puis supposer que le point « est dans le méme parallélo-
gramme des périodes que les poles «,, «,, ..., 2,; la fonction ®(y) aura
alors, dans ce parallélogramme, les poles

Xy %y, Gy, e, %p

avec les résidus suivants :

Au point y = x,
P 7 —F(z);
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aux points e, %a. ..., %y,
Riyp(@, ), Royul(@, 22), «ovs Rpyul(a, 2,).
Puisque la somme de tous ces résidus est nulle, on a I’équation
(18) F(2) = Ry (2, @) + Rayu(@, %) 4+« .+ Rpyu(2, 2,)

qui fournit la formule de décomposition cherchée.

Mais il importe de remarquer que, tandis que dans la formule de
décomposition (8) les résidus étaient indépendants des poles corres-
pondants, il existe actuellement p. relations entre les résidus R,, R,, ...,
R, et les poles «,, a,, ..., «,. Eneffet, considérons I'une quelconque des
w fonctions g¥(y), v=o0, 1, 2, ..., (n. —1), définies par les équa-
tions (4), et formons le produit

(19) F(») g (y);

ce produit est une fonction doublement périodique de ), car F(y) et
g (y) admettent la période 2K et lorsque y augmente de 2¢K’, F(y)

pRy i puy i

est multiplié par e * et g (y) par e * . La somme des résidus de
celte fonction (rg) relatifs aux poles o, ,, ..., @, situés dans un paral-
lélogramme des périodes est donc égale a zéro; ce qui donne la rela-
tion

(20) - Rig®(ey) + Rog® () +...+RygW(a,) =o;

en faisant successivement v =0, 1, 2...(;x — 1), on obtient ainsi p. rela-
lions entre les résidus et les poles correspondants.

9. Ces relations (20) permettent de vérifier que la fonction (18)
satisfait effectivement aux équations (10). En effet, on a d’abord

F(z+2k)=F(z),
puisque chacune des fonctions
Tu(Z5 %), Yu(2, “2)" oo Yu( 2 ap)

admet la période 2K. Puis, si 'on forme la différence

prad

F(x -+2iK') —e ¥ F(z),
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on voit, d’aprés la relation (14), que cette différence peut s’éerire
comme il suit :

1

A\ +e b ) [Rigl (a) + Ragl (1) +. ..+ R, g (2,)]

I

[~

s (p—1imxd
mf EJEEE !
K¢ t [Rig¥ (2) + RagP(2) +. ..+ Rp g ()] —- ..
i L ¥4 .
Tt R ol :
- K¢ [Rla;(iL(“I) -+ R2é’{§ix(°‘2) e Rpé’{flx(“p)]:

cette différence est donc nulle, puisque chacune des quantités entre
crochets est nulle en vertu des équations (20). La fonclion F(x) définie
par la relation (18) vérifie donc aussi la seconde des équations (10).

On passe du cas que nous venons de traiter, ol tous les poles «,,
%y -+., %, SODt simples, & celui ol certains de ces poles deviendraient
des poles de degré supérieur ou méme des points essentiels isolés, par
une méthode analogue & celle quia été employée précédemment (n° 4).
Par exemple, si la fonction F(z) qui satisfait aux relations (10) a, dans
un parallélogramme des périodes, un seul point singulier «, que je
suppose, pour plus de généralité, un point essentiel, on aura, dans le
voisinage de ce point, '

n=w
F(z)=F,(5) + 2 (_;.'—j%)—';’

n=1

F,(z) élant holomorphe dans le voisinage de «. D’autre part, dans le
voisinage de z = «, on a

5—a)" \
SRk (@, 2) .,

5—ua ,
1 (2, 5) = Yu(®, ) + 1 Z8CTE e e 1.2...0

(n)

\ - ;e dry (e, s
ol y,”(x, =) désigne la dérivée Lyl ),

dzr 7
alors une fonction doublement périodique de z ayant, dans un parallé-
logramunie élémentaire, les deux seuls points singuliers

le produit F(z) yu(, =) est

sT=x, £=4d,

avec les résidus suivants :

Pour «,
—F(x)

Ann. de I’ Ec. Normale. 3¢ Série. Tome I. — Mar 1884. 20
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R" N in=1) .
Y oy A s

comme la somme de ces résidus est nulle, on a U'expression de F(x)

el pour «,

n—=»

R"‘ n—=11( p
(2]) F(:.Z'):Zmy‘; 1 (.I’.’L).

n=1

Les coefficients R, R,, ..., R,, ... vérifient alors les p équations

n=—=

| ’ l{" dn g'!):")(m) —
(22) 21.2...(/1—1) dar

=1

olv=o, 1,2,..., (—r1). Celte équation (22) est obtenue, comme
précédemment I’équation (20), en écrivant que le résidu de la fonction
doublement périodique

F(s) g0 (s),

relatif au seul point singulier «, est nul.

Si la fonction F(z) admet, dans-un parallélogramme, p points singu-
liers, elle est la somme de p séries, telles que (21), dont les coeffi-
cients vérifient des relations analogues a (20).

Onremarquera I'analogie qu’ily a entre ces formules et celles qui se
présentent dans la théorie des fonctions uniformes d’un point analy-
tique (, y). (Acta mathematica, t. 1.)

10. Revenons, pour un instant, au cas ol la fonction F(z) satisfai-
sant aux équations (10) est méromorphe; comme nous ’avons vu, le
nombre de ses poles, dans un parallélogramme des périodes, surpasse
de . unités celui de ses zéros. Soient alors

Bis Bay vy By
les zéros situés dans un parallélogramme, et
Uyy %y weey Uypp

les infinis; la somme 22 des zéros et la somme e des infinis sont liées
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Ut
O

par la relation
(23) ' Sp—Sa4+pK=122K+an /K.

Pour le démontrer, il suffit d’appliquer la velation (3) i la fonction

1 . . . . N . ,
Fray qu satisfait aux relations (2) oli m serait remplacé par p.

\./

En particulier, si le nombre des zéros est égal a I'unité (v = 1), cette
relation devient, en désignant par f3 le zéro unique,

(23") B=ay+oy+...+a —pK+22 K+ 2n 7K.

La fonction F(z) est alors de la forme

F(z)=Ryvyu(5, 2)+Ravu (35, %) +. .o+ Ry 7003, %)

les résidus Ry, R, ..., Ry, vérifiant les p. relations
(24) Ry g () 4+ Re gt () +. o 4 Ryt 9 (%01) =0,
ouv=o0,1,2,..., (p—r1).Eo écrivant que Ia fonction F(z)admet le
zéro f3, on a de plus’équation
(A Rizu(B )+ Ry 7a(By ) 4 R 7 (B ) =02

Les p. équations (24) et I’ equatlon (24) étant linéaires et homogenes
en Ry, Ry, ..., Ryuyy, il faut, puisque ces résidus ne sont pas tous nuls,
que le déterminant

Yo (B 2) 7u(Bs %) ow 7u(Bs %)
D s} 5,39-) (11) gg);‘.)(a:’-) AR g:)i‘-)(xu-s-‘l)

‘ (W L () é’u N C? B m}_1(‘.!+1)

soit egal & zéro; et cette condition (ranscendante D = o doit etre iden-
tique & la relatlon (23"). Or ceci résulte de I'identité

H(sa—p— pK) [ H (% —2))
b 7

H (B —og) H(B— ). .. H(B— %ur)

(LTI(S « —ﬁ)

(25) D=C.e**

o Za désigne la somme o, + a, +...+0ou,, et C une constante, le
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produit JT étant étendu i toutes les combinaisons des quantités « deux

i

4 deux. Cette identité se démontre facilement en considérant successi-
vement le déterminant D comme fonction de 3, a,, @, ..., &y
Comme fonction de 8, ce déterminant vérifie les équations (ro) : il a
pour infinis les poir'nts %yy Uys +-s Uuey L par suite, d’apres (23'), pour
zéro le point '
Sa— K.

Comme fonction de «;, au contraire, ce méme déterminant vérifie les

équations (2) olt m = p; il a pour pole le seul point 3, pour zéros les

points
Ly eeey Xjogy %jaery oo Lptdy

et, par suite, d’apres (3), le point

B—aty— i — gy — o — o — 2+ K

On conclut de Ia la forme (25) de ce déterminant. En multipliant les
deux membres de U'identité (25) par (5 — ay,); puis, faisant f = o,
on retrouve I'identité (6). En effet, le déterminant D se réduit alors au
mincur relatif au terme y, (3, #,.), qui n’est autre chose que le déter-
minant A de la formule (6) dans lequel on aurait remplacé z,, s,, ...,
S PAT Oy, Gy + .., o3 cette remarque permel d’exprimer la constante C
de la formule (25) en fonction de la constante A de la formule (6).

En supposant que deux ou plusieurs des quanlités «,, ay, -.., %,
deviennent égales, on déduira de la formule (25) d’autres formules plus
particuliéres, ainsi que nous "avons fait pour I'identité (6).

11. Nous avons vu que la fonetion y, (2, y) considérée comme fonc-
tion de y vérifie les équations (12) et que le résidu de cette fonction
relatif au pole y =2 est — 1. On en conclut que la fonction y,,(«, )
peut servir d’élément de décomposition d’une fonction F(z) satisfai-
sant aux relations (2) ou m est positif.

En effet on a, d’apres (12),

‘ ym(% 5 +2K) =y, (2,3)

(26) _mmesi
t'/,m(g"‘-‘"_"''ZL'KI)‘:e K 7,!:1(“;5)
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et de plus pour z = «,
lim (s — =)y (% 5) =—1.
Supposons alors une fonction F(z) vérifiant les relations (2) ol 7 est

positif et ayant, dans un parallélogramme despériodes, les polessimples
Cys Loy -+ es &, de Tésidus respectifs Ry, Ry, ..., R,. La somme

F(;) -+ I‘IV,I}L(“&; 5)'1—32”/_”1(12, 5) +.. -"r‘Rif/gu(“ya :)3

vérifiera ces mémes relations (2) et sera une fonction entiére de =, G(z).
On aura donc la formule

F(s)=—Riym (2, 3) — oo —Rp 7 (2p, 3)+G(3);5
ce qui fournit une autre décomposition de F(z), dans le cas ot m est
positif, en une partie entiere G(z) et une somme d’¢léments simples.
A ce sujet, nous ferons la remarque suivante; on pourra toujours
déterminer les constantes a,, a,, ..., @, qui figurent dans 4, (z, «),
de telle facon que I’on ait

(5 a)=—7m (2 3);
cela résulte de ce que la fonction de z
| T (% 5), .
qui vérifie les équations (26), admet, dans un parallélogralmne'des

périodes, un seul pole simple == « et, par suite, m+ 1 zéros. Ces
zéros, ¢’est-h-dire les (m + 1) valeurs de z,

~
~ly N2y e Cm41s

pour lesquelles la fonction y,(«, z) s’annule dans un parallélo-
gramme des périodes, ne nous sont pas connus; nous savons seulement,
en vertu des équations (3), que ces zéros vérifient la relation

B T s R o S e 24+mK+2nK-+ 22 (K.

Il suffira alors, dans l'expression de ¢,(z, «), de remplacer les

constantes
Ayy Aoy «oey Uy

par sy, 3,, ..., 5, pour que cette fonction ¢, (z, «) devienne identique
A — e, 2).
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1.

12. On peut étendre les résultats précédents a certaines fonctions
d’un point analytique (x, y) : c’est ce que je vais indiquer rapi-
dement. :

Pour cela, je remarque d’abord que, si, dansla fonction F (z) qui
vérifie les relations (2), on remplace 'argument = par I'intégrale ellip-
tique de premiére espéce correspondante

“dx
s = —_
) .y

N 2= AO.Z"'—}-‘ Aix:‘—l’:‘l\g-x‘g—}‘f\;glt "*-_A_r”

cette fonction F(z) devient une fonction du point analytique (x, y) qui
ne change pas quand le point (2, y) décrit le cycle correspondant a la
période 2K et qui se reproduit multipliée par

mms V<1
(27) e K

quand (@, y) décrit le cycle correspondant a la période 2K’y — r. Si
"on-pose

e
T dx

. —
u(z,y)= K 7
0

de telle facon que la premiere période de I'intégrale u(a, y) soil
amy/—1, la quantité (27) s’écrit
e—mu(z, ¥) .
13. Soit, d'une fagon générale,
Flz,y)=o0
I'équation d’une courbe algébrique de genrep> 1, et
ulV(z, y), u®@,y), ..., w?(z,y)

les intégrales abéliennes normales de premitre espece correspondantes;
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désignons par

159
() — () — M — g (
0¥ =o, o) = o, ey o =awy/—1, ..., o
e =9x;, Q'=—ax,, .. ol

Q¥ _=o,
. QY =2y

() J——
. '(‘2210 — 2%

les 2p périodes normales de lintégrale abélienne w®(x, y), et par
0 (u;) la fonction 6 de p variables formée avec les périodes normales.
Cette fonction admet, par rapport a chaque variable, la période
amy/— 1; elle vérifie de plus p relations telles que
O(Uy 4 2%y, Us = 2%y1, ooy Up— 2%, ) =770 (U, Uy,

Sy Up),
d’une manicre générale

O(w;+ 2%) :e"'”k‘“u(-)(u,-),
o k=1, 2, ...,p.

L.a fonction
O (Uyy Ugy ooy lty) =0 () = O (t;— ;) = O (1;— %y, Uy— Uy,

Uy )
admet donc Ja période 27— 1 par rapport & chaque variable et vérifie
de plus les p relations

O (i~ 22) = e "0 (u;),

ces P
D’apres un théoreme de Riemann, la fonction

ou k=1, 2,

Ofu® (z, y) — G;]
admet p zéros (2, ¥y), (Xoy ¥a)s

o (@, ¥p) vérifiant les relations
l.*:,)

u (zpy viy — Gi= G4y
o=l .
ot les C; sont des constantes indépendantes des G;. (Voir Brior, Fonc-
tions abéliennes.) La fonction

O, [ (z, y)] =0[w®) 2, y) — 2]

admet donc en particulier p zéros

('”lv,yl.)v (&7"2'.)’2)9 < (.Z‘,,,.)’,,)
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vérifiant les p relations
k=p
uld (zpy i) — an=C;
A=1
ouz=1, 2, ..., p.

Ces théoremes étant rappelés, nous allons nous occuper desfonctions
®(a, y) du point analylique (x, y) qui possedent les propriétés sui-
vantes :

1° Lorsque le point (2, y) décrit un cycle correspondant & un groupe
de périodes de rang impair

0l2) ol
12 "P2i=1> oy TTal-

la fonction ®(x, »°) ne change pas;
2° Lorsque le point (#, ) décrit uncycle correspondant & un groupe
de périodes de rang pair

QL or2) o)
S297 eeey S9p,

la fonction @ (2, ) se reproduit multipliée par

e—mu'tl(x, _)')’
m étant un entier.
Si nous désignons par la notation

[P (2, )]x

ce que devient la fonction ®(a, y)quandle point (x, y) décrit le cycle
correspondant au groupe de périodes

(1} 2 1)
Qi ool

les deux propriétés précédentes se traduiront par les 2p équations

(28)‘ s [®(z, ¥)]oi—1 = P (2, ?f),
[z, =em@na(z,y),
oWI=1,2,...,p.

Je supposerai lenombre entier 7z différent de zéro, positif ou négatif,
pour me placer dans le cas analogue 4 celui des fonctions doublement
périodiques de troisieme espece. J’ai étudié précédemment les fonc-
tions d’un point analylique analogues aux fonctions doublement pério-
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diques de premiere (') et de deuxieme (*) espece. Deux cas sont encore
4 distinguer ici, suivant que m est positif ou négatif.

14. Le nombre m étant supposé positif, imaginons d’abord que les
sculs points singuliers de la fonction ®(a, y) soient des poles «ou des
points critiques algébriques, 4 savoir ceux de la fonction algébrique y
de . Alors la fonclion ®(z, y) a, sur toute la surface de Riemann, un
nombre de zéros dépassant de mp unités le nombre des infinis. En effet,
le quotient

D (x, )

(29) amzﬂ(f,.?')

est une fonction uniforme du point (2, y) n’ayant d’autres points sin-
guliers que des poles et des points critiques algébriques, a savoir ceux
de la fonction y de . Cela résulte des équations

{0, [« (2, )] |aims = 01 [ (2, ¥)],

z 0, [u® (2, ¥)] 221- = e~ 0, [t (x, )]
rappelées précédemment (n°® 13).

Le quotient (29) R(«, y) est donc une fonction rationnelle de x et y,
et par suite il admet autant de zéros que d’infinis; comme la fonc-
tion ©,[u(x, ¥)] admet p zéros, sa puissance mi*™® en admet mp, et,
par conséquent, la fonction

®(z,y) =R(z, )07 [« (2, )]

a un nombre de zéros dépassant de mp unitésle nombre de ses infinis.
Soient
€ B1)s (s, Ba)s --0s (g5 ]3/1)

les infinis de ®(x, y) au nombre de ¢, et
(ay, bl)9 (azr b-z); ey (ar]-‘-i-mp, bq-&—mp)

les zéros de cette méme fonction au nombre de (¢ + mp). Nous vou-
lons dire par la que la fonction ®(z, y) est infinie pour =«

(1) Adcta mathematica, t. 1 : Sur les fonctions uniformes d’un point analytique (x,y ).
(2) Journal de M. Resal, 3° série, t. IX : Généralisation des fonctions dowblement pério-
diques de seconde espéce.
Arn. de ULc. Normale. 3¢ Série. Tome I — Ma11887. 21
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y=70,, ... et nulle pour x =a,, y =0, .... Cesinfinis el ces zéros
sont liés par les p relations

(30) Sud(a, b) — 2w (%, ) — muy = md,,
otr=r1, 2, ..., p; la notation 3u®(a, b) désignant la somme
w(ay, b)) + u®(ay, b)) + ...+ ¥ (Qqimps Ogimp)

étendue a tous les zéros, Su®(«, £)la somme analogue étendue a tous

les infinis, et les constantes C; étant des constantes connues ('). Le

signe ==, employé dans la relation (30), exprime que I’égalité a lieu &

des multiples pres des modules de périodicité de I'intégrale u®(x, v).
Pour démontrer cette relation (30), appelons

(21, ¥1)5 (X2, ¥3)s -+ s (Zpy ¥p)

les p zéros de ©,[u®(x, y)]; la fonction rationnelle R(, v) admet alors

les zéros
(@, 0), (@, 1)2)’ ceey (aq—e—nzp, bl]-l-mp);
les infinis
(=21, lgl)’ (22, Bz), sy ("/]7 Bq)
et les infinis
(‘L‘l’.."/l)’ (‘7"2’,)"2)7 AN ) (‘rp,.}’p))

chacun au degré m. Donc, d’apres le théoreme d’Abel, on a la relation
2u®(a, b) — 2u®D (%, 8) — m[ul® (24, y1) + ud (g, Yo ) oot D (), ¥,) | == 0;

mais, d’apres un théoreme de Riemann rappelé précédemment (n°13),
on a aussi

U (2, i)+ w(2g, ¥3) +. ..+ u(zp, yp) — a;;= Cy;
la relation (30) est donc démontrée.
Il existe en particulier des fonctions G(z,y) du point (z,y) véri-

fiant les équations (28) et ne devenant pas infinies; ces fonctions ad-
mettent donc mp zéros satisfaisant aux p équations

2u(a,b)y —may=mC; (i=1,2,...,p).

(1) Voir Brior, Theorie des fonctions abéliennes, n® 81 et suiv.
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L’expression générale G(z, y) de ces fonclions est
(31) Gz, y)=0,[w!D(z, y)— A0 [ (2, 1) — 2] ...0, [ (z, y) — A",

ol les mp lettres
- By WP, s B (D=1, 2,000, p)

designent des conslanles arbitraires liées par les p relations
MY+ WP A =0, ol (=1, 2, ..., p.

Il serait facile de donner une décomposition en éléments simples de
la fonctlion ®(x,y) qui salisfait aux relations (28) olt m est positif
comme précédemment. Pour cela, considérons la fonction

(a, /)> _0Ju (i, y)y—uD(a, b)—+ h;]

% 8) 7 oW (x, y)— w0 (, §) + hi]
ol
k=p-—1
hy=C;— Z uD(xr, yi);
h=1

cette fonction du point (2, ¥) a un seul zéro, le point (a, 0), et un seul
pole, le point (a, 8). L’élément de la décomposition sera alors la fone-
tion
h=m
w(w, yle,B) =0 (a’ b) [T el (r, ) — a1,

n
L% P
k=1

ot C est une constante indépendante de (x, y) et ol les constantes A"

satisfont aux p relations .
(32) w9 (a,b) — uli(ay )+ AV -+ 2 .. MM =0 (i=1,2,...,p).
Cette fonction n’a qu’un infini («, B) et vérifie les relations (28); on
achevera de la déterminer en choisissant la constante C de telle fagon
que son résidu relatif au pole («, B) soit égal a I'unité.
Si alors la fonction ® (2, y) a décomposer admet ¢ poles simples
(24, @1)» (“27 ﬁ2), ceey (“q’ ;3(1)

de résidus respectifs
Rl: RQ’ Ty Rr]:

on aura

P(z,y)= Rillf(x,yl g, By) +. wa(‘x:ylaq’ 130) -+ G(x:)’)’



164 P. APPELL. — SUR LES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES, ETG.

G(x, y) désignant une fonction entiere de la forme (31). Nous avons
ainsi une formule de décomposition qui est semblable & la formule (8),
et que 'on élendra de la méme facon que cette formule (8) au cas ol
il y a des pdles multiples.

15. Supposons enfin m négatif, m = — p. La fonclion ®(x, y) qui
vérifie les relations (28) possede alors un nombre d’infinis dépas-ant
de p.p unités le nombre des zéros; et si I'on appelle

(ala bl)) (az, b'l), RN ] (aqs b(])
les zéros, :
(11, 131): ('12: IB;’.): RS (“q-l«p.y’ ?’q+P-1))
les infinis, ces quantités sont liées par les p relations -

S (2, B) —2uD(a, b) — pa;=pC;y oU I==1, 2, ..., p.

Pour le voir, il suffit d’appliquer la relation (30) & la fonction

1

qui vérifie les équations (28), ol 2 est positif et égal a p.

Dans le cas de m > o, les résidus de la fonction ®(x, y) sont indé-
pendants des poles; au contraire, dans le cas actuel, m = — v, il ya
entre les poles et les résidus correspondants des relations que 'on
obtient comme il suit. On considere le produit

@ (x,)) Gp—(w’ J)s

ol G, (a,y) est une des fonctions (31), dans laquelle m serait remplacé
par p.; ce produit'est une fonction rationnelle de x, y; et par suite ses
résidus sont liés aux poles correspondants par p relations connues; ce
qui donne les relations annoncées entre les-résidus de ®(x, y) et les
poles correspondants.

Il resterait & former, dans le cas actuel, m <o, un élément de décom-
position qui fuat analogue a la fonction y,(z, a); ¢’est ce qu’il ne m’a
pas été possible de faire jusqu'a présent.




