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A N N A L E S
SCIENTIFIQUES

DE

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

MÉMOIRE
SUR LES

A INDÉTERMINÉES CONJUGUÉES,

PAR M. EMILE PICARD,
P R O F E S S E U R S U P P L É A N T A LA S O R B Ô N N E .

J'ai. montré, dans un travail précédent [Acta math^ï), comment les
formes quadratiques indéfinies à indéterminées conjuguées et à coeffi-
cients entiers pouvaient conduire à une classe étendue de groupes dis-
continus de substitutions linéaires, et ces groupes sont isomorphes aux
groupes de substitutions qui transforment ces formes en elles-mêmes*
En se bornant d'abord aux formes quadratiques binaires, la question
se posait alors de chercher les substitutions fondamentales d'un tel
groupe pour une forme quadratique indéfinie donnée. C'est là un pro-
blème qui est intimement lié à la théorie arithmétique de ces formes,
théorie qui n'a pas encore été développée et dont je me propose d'in-
diquer dans ce Mémoire quelques points fondamentaux, qui donneront
d'ailleurs immédiatement la solution du problème proposé.

Ann. de l'Éc. Normale, 3e Série. Tome Ï. — JAMVÏËR 1884. 2
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On connaît la méthode célèbre par laquelle M. Hermite ramène l'é-
tude arithmétique d'une forme quadratique réelle indéfinie à la réduc-
tion continuelle d'une forme définie dépendant de certains paramètres
arbitraires^ ce qui lui a permis d'établir ces deux théorèmes fondamen-
taux, qu'à un déterminant donné correspondait un nombre fini de
classes et que toutes les substitutions semblables correspondant à une
forme pouvaient être obtenues par la combinaison d'un nombre fini de
substitutions fondamentales [Journal de Crelle, t. 4-7). Les applications
pratiques de cette méthode peuvent être souvent fort délicates, tant à
cause du choix des conditions de réduction d'une forme définie que
par la difficulté de suivre la variation simultanée des divers paramè-
tres arbitraires. On trouvera, dans le beau Mémoire de M. Selling [Jour-
nal de Crelle, t. 77), une application de la méthode aux formes ter-
naires indéfinies, et, dans un important travail [Annales de l'École
Normale, i88î) , M. Charve, après avoir repris la méthode de réduc-
tion de M. Selling pour les formes ternaires définies, a fait une applica-
tion des mêmes principes à l'étude desirrai ionnel les du troisième degré.

La méthode de M. Hermite peut s'étendre aux formes quadrat iques
a indéterminées conjuguées^ et cette extension est le point de départ
de mon étude sur lesformes binaires indéfinies. Quant aux condit ions
de réduction d 'une forme binaire définie à indéterminées conjuguées,
elles ont été données par M. Hermite {Journal de Crelle, t. 47), et elles
sont très'convenables pour notre objet, car nous établirons qu'en vé-
nérai, à une forme définie, ne correspondent que deux réduites,' et
celles-ci digèrent seulement par le signe des coefficients moyens ;
j'ajoute que, dans toute cette théorie, nous n'employons que des sub^
stitutio.ns dont le déterminant est égal à l'unité. La forme définie, que
nous sommes conduits à associer à la forme indéfinie donnée, ne ren-
ferme qu'un paramètre arbitraire z, et il suffit de donner à ce paramètre
toutes les valeurs complexes de module inférieur à l'unité. Les condi^
lions de réduction de cette forme sont susceptibles d'une interprétation
géométrique remarquable, qui permet d'effectuer sans peine la ré-
duction continuelle : elles expriment que le point dont Faffixe est ^
doitêtre, à l'intérieur d'un polygone, l imité par des arcs de oercle or-
thogonaux au cercle de rayon i.

Ce travail est divisé en cinq Chapitres. Dans le premier, je construis
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la forme définie associée <& et arrive à la notion de réduite pour les
formes indéfinies; j'établis ensuite que le nombre des réduites est li-
mité, mais en supposant que le déterminant de la forme n'est pas une
somme de deux carrés. Le second Chapitre est principalement consacré
aux représentations géométriques don t j'ai parlé plus haut : je puis alors
étendre facilement le théorème sur le nombre limité des réduites aux
cas qui avaient été écartes. Dans la troisième Partie j 'examine d'abord
les diverses circonstances qui peuvent se présenter dans la réduction.
d'une forme définie; je montre ensuite comment peut s'effectuer la ré-
duct ion continuelle de la forme $ et comment cette réduction donnera
les substi tutions fondamentales du groupe de substitutions semblables.
Dans le quatrième Chapitre^ je cherche explicitement les substitutions
qui réduisent de nouveau la forme <I>, quand celle-ci, pour une varia-
tion infiniment petite du paramètre, cesse d'être réduite, et cela dans
tous les cas qui peuvent se présenter; je fais ensuite une application
numérique complète. Dans la dernière Partie, je reviens sur le groupe
dont il a été question au début pour montrer directement qu'il est dis-
cont inu.

I.

. 1. Considérons la forme quadratique binaire à indéterminées conju-
guées

/(. ĵ, ̂ J'o) = a.r^o-1- b xy^ b^x^y 4- cyy^

x et y sont deux indéterminées complexes, dont oc^ etjo représentent
les conjuguées; les coefficients extrêmes a et c sont réels, et 5o estcon-
jugué de b; d 'une manière générale, nous représenterons dans la suite
la quantité conjuguée d'une lettre quelconque par la même lettre af-
fectée de l'indice zéro.

Si l'on effectue sur x et y une substitution linéaire

.^=MX4-NY, • • !

^pX+QY,
(I)

en effectuant sur x^ etyo la substitution
1 1 ! ^o'^MoXo-hNoYo,

ro=PoXo+QoYo, 1 . - . 1 1
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la forme /se change en une transformée analogue
F(X, Y, Xo, Yo) =AXXo+ BXYo+- BoXoY -4- CYYo.

L'expression BBo — AC joue ici le rôle d'invariant, et l'on a

BBo—AC=(MQ~NP) (MoQo—NoPo) (^o—^) .

Les formes / se partagent en formes définies et formes indéfinies
suivant le signe de bbo — ac, que nous désignerons par A. On établit
en effet immédiatement que / peut s'écrire

/•=:a(VVo~AUUo),

GC étant une consta-nte réelle; V et U sont des fonctions linéaires de œ
et y. Par suite, si A est négatif, ce qui est le cas de la forme dite définie,
f peut se ramener à l'une ou l'autre des formes

±(VVo+-UUo);

si, au contraire, A est positif, la forme est dite indéfinie et elle peut se
ramener au type

VVo-UUo.

2. Les résultats précédents donnent tout ce qui concerne l 'équiva-
lence algébrique des formes/. Nous allons supposer maintenant que
les coefficients M, N, P, Q de la substitution ( r ) sont des entiers com-
plexes et que ce déterminant MQ — NP est égal à l'unité.

Dans le cas où la forme / est définie, M. Hermite a établi la propo-
sition suivante qui est fondamentale [Journalde Crelle, t. 47, p. 358).
A toute forme définie à coefficients quelconques (nous supposerons la
forme positive, c'est-à-dire a et c positifs) correspond toujours une
transformée arithmétiquement équivalente F, telle que l'on ait

et, en posant B == m -4- ni,
A^-C

2/n$A, — a m 5 A,
2/z ^A, — 2n <. A.

M. Hermite donne le nom de réduites aux formes définies F qui vé-
rifient les conditions précédentes.
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Nous allons nous occuper ici des formes indéfinies, ci nous ferons
cette étude en étendant aux formes à indéterminées conjuguées les mé-
thodes de M. Hermite pour les formes réelles, méthodes qui ramènent
l'étude des formés indéfinies à la question delà réduction continuelle
de formes définies renfermant des paramètres arbitraires.

Commençons par résoudre le problème suivant : Trouver la transfor-
mation linéaire la plus générale^ transformant en elle-même

UUa— Wa

Soit donc
U == jlo u -t- f .̂) v, V •==• 3 u -h Œ) (;

une transformation telle que

UUo— Wo == uuo— pt'o;
on aura

ctAolJlpo — o©o ̂ ^ î y

jui»o— ecDo^0?
^ï(i)1Jlyo—(3c)(Do=—I ;

la seconde équation donne
(î o

f.J\0 i'^

^ '" 'ÏÏ^ "

Désignons par p ce rapport; en substituant ces valeurs de JL et,© dans
la première égalité? on aura

Wo ( (©CDo — ^(lo ) == ï donc fx(xo == ï.

Les trois équations précédentes peuvent être remplacées par les sui-
vantes :

X == ^ CD^ 'ifl) == ;j. ©o? ^^o •— ©©o = lïl » avec P.P.(, -= :i.

La transformation la plus générale cherchée est
U=(A(Doa"l--^3o^
v=:e^+cD^.

© et (D étant deux paramètres complexes quelconques assujettis seule-
ment à vérifier la relation

(D(Do—3eo==ï

et (JL ayant un module égal à l'unité.
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3. Ceci posé, considérons une forme indéfinie F à coefficients entiers.
Nous pouvons mettre F sous la forme

, 1 • ! •• • 1 1 1 1 1 F:=Z^—(^, 1 • • 1 1 1 ! ! ! ,
où 1 1 1 1 ' 1 1 • 1 :- 1 1 1 •1 ' . 1 1 i' 1 " 1 ! 1 1 1 1

, , .' M..-=- a .2? 4- Pj» (''=:Y^-h-.âj, . 1 .

les coefficients a, p, 7, (î n^étant pas d'ailleurs nécessairement des
entiers. En même temps que la forme indéfinie proposée, j'envisage
la forme définie

<î>=UUo~{-Wo,

où U et V sont les expressions linéaires en u et 9 considérées au para-
graphe précédent. En faisant cette substitution, on aura

cl>== (C&o^+ Cp) (6^110-^ ©Pô) -+- (a^ -4-CÔP) (©0^04-0^0).

On doit concevoir d'ailleurs que u et v sont remplacés par leurs
valeurs en oc et j, et $ est par conséquent une forme définie aux
indéterminées conjuguées oc, y et ^Jo* Elle renferme les paramètres
arbitraires e et<D, vérifiant la relation indiquée plus haut.

Voici d'abord une première remarque. Bn effectuant dans <l> une
substitution S, on obtiendra une nouvelle forme y; soit de m ê m e / l a
transformée obtenue en faisant dans F la substitution S. On voit très
facilement que <p peut se déduire dey diaprés le mode même de for-
mation de $ au moyen de F.

La forme <P ne sera pas en général réduite; supposons que, pour
certaines valeurs des paramètres, on cherche une substitution à coeffi-
eieats entlêî^ qwi |â transforme en une forme réduite; cette substitu-
tion réduira $ tant que les paramètres © et (D satisferont à certaines
conditions. Si ton suppose que © et (D varient d'une manière continue
(en satisfaisant, bien entendu, à la relation indiquée), il faudra à un
certain moment employer une autre substitution pour réduire <&, et
c'est à ces opérations de réductions successives de la forme <&, quand e
et (D varient d'une manière continue, que nous donnons le nom de ré-
duction continuelle de cette forme.

On peut procéder de la manière suivante pour effectuer cette réduc-
tion continuelle. Faisons dans $ une substitution qui la réduise et nou^
aurons alors une forme <^ réduite pouï* qeï'tRin.ês valeurs, desparamè"
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1res; quand, par suite de la variation des paramètres, ^cessera eTêtre
réduite, nous chercherons les diverses substitutions qui, suivant les
circonstances de cette variation, la réduiront de nouveau; on obtiendra
ainsi d^utres formes ^ et l'on opérera sur chacune d'elles comme on a
opéré sur <P^. Nous reviendrons plus tard avec détail sur cette série
d'opérations (n05 11 et 12).

4. Concevons maintenant que, ayant calculé toutes les substitutions
propres à réduire <D pour toutes les -valeurs des paramètres © et (D, liés
p a r l a relation indiquée, on fasse chacune de ces subslitutions'dans F;
on obtiendra ainsi un ensemble E de transformées/'. Remarquons im-
médiatement que cet ensemble E sera toujours le même, quelle que
soit la décomposition de F dont on parte. Supposons en effet que, ayant
mis d'abord F sous la forme
( ï ) F = .•UUQ— WQ,

ou
•-4- Py, v=-(x -(- 8j,

on ait un ensemble de formes/*. Mais cette décomposition de F n'est
pas unique, et Fon aurait pu partir d'une autre expression
( 2 ) F=^»-(/(/^

où ! '" ! ' 1 1 ' ' " :' 1 1 1 1 1 1

II' == yJûC -4- yj/y v' ==: -^x -h ̂ 'y.

D'ailleurs on aura évidemment

li' := ^U -{- ljî/^, 91 === Q'U ~+- (ô^-',

la substitution (cA/, ^/, ©', Q') transformant en elle-même uu^ — Wo.
On conclut de là que les formes <& déduites des expressions ( ï ) et ( 2 )

seront identiques et, par suite, les substitutions propres à les réduire.
Je dis maintenant que si deux/ormes F et V sont arithméuquement

équivalentes, c'est-à-dire si Von peut passer de l'une à l'autre par une
substitution à coefficients entiers et de déterminant ï , E et E' seront
identiques^ d est^à-dire composés des mêmes forfnes. Désignons en effet
par S une substitution permettant de passer de F à F7 et so i tT unesub-
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sti tution réduisant $ pour certaines valeurs de © et <D. On passera de
<I> à <&' par la substitution S; par suite, la substitution TS"1 effectuée sur
y la réduira, et l'on retombera manifestement sur la même forme que
quand on a effectué sur $ la substitution T : E et E/ sont donc, compo-
sés identiquement des mêmes formes.

Examinons maintenant plus attentivement le système des formes/dé-
duites d'une forme F, dont nous avons désigné l'ensemble par E. On
peut, à leur égard, établir la proposition suivante, qui est fondamen-
tale : Le nombre des formes f est essentiellement limité et leurs coefficients
ont des limites déterminées par l^ invariant A.

5. Avant de donner la démonstration du théorème précédent, je fe-
rai une distinction entre deux circonstances qui peuvent se présenter
relativement à l 'invariant A = B B o — A C (que je suppose, bien en-
tendu, différent de zéro) : A peut être ou non une 'somme de deux
carrés. »

Examinons d'abord le cas où A n'est pas une somme de deux carrés ;"
il n'existera pas alors de forme arithmétiquement équivalente à F et
dans laquelle le coefficient de ocx^ sera nul. Il est clair, en effet, que,
s'il en était ainsi, l ' invariant A, qui n'a pas changé par la transforma-
tion, serait une somme de deux carrés.

Soient
/ == (^ + Pj) K^o-h Pojo) - (T^ -^ ôy) (Yo^o+ ^jo)

e t .

^= [(Do(a^4-Pj)+eo(^+êj)][(D (ao^4-Poyo)+C (ïo^+§0X0)]
+[© (^+Pj)+^(T^+S7)][©o(^^o+Poyo)+^o(To^+êoyo)].

Cette dernière forme est réduite pour des valeurs convenables de o
et œ>, satisfaisant d'ailleurs à la relation

(DCDo—^Qo^ï.

Or comparons les coefficients de xx^ dans/et y; on a

aao-^ et (CDoa + C^) (<Dao+ 8^) + (Ça + 0^) (C^^ Q^),

On peut facilement montrer que la valeur absoluede aao — 770 est
au plus égale à la seconde expression, qui est toujourspositive; celle-ci
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peut en effet s'écrire

^o—rro+^ea+^Ynao^+^oTo)
ou

•Y7o—^o-l- '^CÔo5^ ^oï)(CDao4- 3To),

et, en se servant de l 'une ou Fautre forme, suivant que a<%o —- yy^ est
positif ou négatif, le résultat apparaît immédiatement . Dans la forme ©,
le coefficient de ÛCOC'Q é tant moindre que \/aA, il en est de même du
coefficient de ocx^ dansy^.

On démontrerait de la même manière que la valeur absolue du coef-
ficient dejyo dansyest moindre que le coefficient correspondant clans
y. On sait d'ailleurs que, dans une forme définie réduite, le produi t des
coefficients extrêmes est moindre que deux fois la valeur absolue du
déterminant : c'est ce qui se tire immédiatement des inégalités du n° 2.
L'invariant de <p é tant égal à l ' invar iant A de/changé de signe, on en
conclut que, dans la forme y, le produi t des coefficients extrêmes est
moindre que ^A en valeur absolue; or, ces coefficients étant des entiers
et ne pouvant être nuls dans l 'hypothèse où nous nous sommes placés
relativement à A, on voit qu'ils sont limités en fonct ion de A.

Si A est la somme de deux carrés, le coefficient de xx^ dansyesfc
toujours moindre que \/2 A, mais la suite de la démonstrat ion précé'
dente n'est pas applicable, car nous allons montrer qu'il existera alors
des formes ari thmétiquement équivalentes à F et dans lesquelles le coef<
ficient de xx^ sera nul ; on ne pourra plus alors conclure de la l imita-
tion du produit des coefficients extrêmes celle du dernier coefficient,

Soit en effet
F == kxx^ + B^}'o-4- Bo^oJ -+ Cr.}''o>

avec
BBo—AC^a^hpA

et où nous supposons que A n'est pas nul .
En faisant la substitution

, x =: ax'^by^,
y == c x 1 -^r- df,

a, h, c, d étant quatre entiers pour lesquels

ad — bc = ï ,
Ann. de l ' É c . Normale. 3" Série Tome I.— JANVIER i88j. 3
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le coefficient de x^^ dans la transformée sera

Aaao+BaCo+ BoaoC4- Ccco;

en l'égalant à zéro, on obt ient l 'équation

(Aao-4- Bco) (Aa4- IV) == (^-^ p2)^

et cette équation sera satisfaite en posant

Àût -hBoC== (a 4- /p)c.

Soient ^ et c les deux nombres premiers entre eux vérifiant cette con-
d i t ion ; on sait qu'on pourra trouver une inf ini té d'entiers b et d satis-
faisant à l 'équation

ad— bc ==. i,

ce qui donnera des substi tut ions conduisant à des transformées de la
forme cherchée.

J'admettrai pour le moment que l 'ensemble E des formes/est en-
core fini quand A est la somme de deux carrés ; les représenta t ions
géométriques dont nous allons faire usage pour traiter de la réduct ion
continuelle des formes $ nous permettront, dans un ins tan t , d'en
donner bien aisément la démonst ra t ion .

Nous pouvons donner aux formes/le nom de réduites^ e î , d'après ce
qui a été démontré plus haut , la condition nécessaire et suffisante pour
que deux! formes soient arùhmétiquement équivalentes est qu elles aient
les mêmes réduites.

' , , I I .. '<

6. Nous venons de voir que l'étude des formes indéfinies F se rame-
nait à la réduction de la forme définie

^=[Œ)o(a^-l-py)+3o(T^-l--S7)][(© {^x, -+- ̂ o') -+- 3 (ïo^o 4-So.7o):|
+[3 (a^-4-P7)4-CD (T^+S7)][3o(ao,^-hp,jo)+(Do(Yo^o^5oro)1

pour toutes les valeurs des paramètres complexes e et (D sat isfaisant à
la relation

(Jc)(Do—33o=i.

On remarque d'abord que les coefficients de la forme <I> sont des
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formes quadra t iques binaires aux indéterminées conjuguées © et Co,
CD et cDo. Divisons donc par(DCDo la formel; !a nouve l l e forme, que nous
désignerons toujours par la même lettre, ne renfermera plus qu 'un seul
arbitraire, qui sera le quot ient - == z, et z pourra prendre toutes les
valeurs de module égal ou inférieur a l ' un i t é , comme le m o n t r e i m m é -
diatement la relation à laquelle satisfont © et CD.

Nous avons
<I> -= [a.x -h Py 4- (Y^ +• 5y)^o] [^o+ Pojo+ (ïo^o-4- %yo)^]

+ [(a^ + Pj)^+T^ + ôj] [(ao^, 4- Po7o)^o+ To^o+ ôoyo],

où z est un paramèt re complexe a rb i t r a i r e , q u i , je le répète, peu t
prendre toutes les valeurs de modu le infér ieur ou égal à i.

Supposons ma in t enan t que la forme F soit une forme rédui te , et
cherchons par quelles valeurs de z <& est réduite. Nous avons rappelé
(n° 2) les condit ions qui expriment qu 'une forme déf in ie est rédui te .

Nous aurons d'abord

(a 4- 7^0) (ao"+- Yo^) 4- (a^ + 7) (a^-+- •Yo)
< (p + 8^) (^+ r^) + (^ + 8) ([3,^4- ^),,

en écrivant que le coefficient de xx^ est inoindre que celui deyy^
Voilà une première inégalité à laquel le devra satisfaire z ; on peu t

l u i donner une interprétat ion géométrique remarquable, q u i sera fort
uti le dans tou te la suite de ce Mémoire. On peu t la mettre sous la
forme
( î-0 asz^-+- bz •+- Z^o4-. a < o;

a é tant réel, le terme indépendant de z est, comme on le voit de suite,
égal au coefficient de z z ^ .

Or l 'équation
ci zzy 4- b z -1- b^ z^ 4"- ci = o

représente un cercle; on a , en effet, si l'on pose z =: a 4- i { S et
b = m -|- ni,

^(a^ P"') + 2ma-h 2^? 4- a=o,

qui représente un cercle quand on regarde a et ^ comme coordonnées
courantes. On reconnaît de plus immédia tement q u e ce cercle coupe



20 É- PICARD.

orthogonalement le cercle ayant F origine pour centre et F unité pour
rayon.»/

Passons a u x autres conditions; on aura

(a-hY^) (Po-+-Ô^)+(ao-h^5) (?+ô^)

-K^-+T)(Po^+^)+(ao^+To)(P^-^-$)

^î^+T^oK^+Yo^) + - (a .s+Y) (^o^o+Yo)»

et celte inégalité est encore susceptible de se mettre sous la forme (^-).
On reconnaîtrait de même, en écrivant les trois au très inégalités qui ex-
priment que la forme est réduite, que celles-ci peuvent se mettre sous
la forme (^-).

Avant daller plus loin, remarquons qu'à toute valeur de z satisfai-
sant aux inégalités indiquées correspond une autre valeur qui y satis-
fait également: c'est -^-; et si à la première correspond un point àZQ
l ' intérieur du cercle de rayon j, il correspondra à la seconde un point
à l'intérieur de ce cercle. Cherchons main tenant s'il pourra y avoir
sur la circonférence de rayon i des points satisfaisant aux cinq iné-
galités précédentes. On déduit immédiatement des conditions du n° 2,

A<C,
2 m <: A, — 2 m 5 A, B -•= m 4- ni,
^n ^A, — a îz $A,

l'inégalité suivante :
A^^AC-BBo).

On aura donc ici, en désignant par A le déterminant de la forme F,

[(a + Y^o^o-l- ïo5) + (a^ -+- ï) (^o+ Ïo)]^ 2A( i — zz,)\

Si z a un module égal à l 'unité, le second membre s 'annulant , il
en sera de même du premier, ce qui entraîne nécessairement,

^-i-ïo^^O et a^-h-y^0

et, par suite,
^o—YÏo^o-

Or le coefficient de xx^ dans la forme
F = ̂  -+- Py) (^o-^iVo) -(T^ -4-^) (To^o+ ̂ o)
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est précisément a^o — 770- Or nous sommes assurés que, quan(|
l ' invariant de F n^est pas une somme de deux carrés, û^o—T/o ne
peut être nu l ; par suite, quand A n'est pas une somme de deux car-
rés, l'ensemble E des points z satisfaisant aux cinq inégalités (/i) n'a
aucun point commun avec la circonférence de rayon i : cet ensemble
se partage en deux parties, l'une complètement intérieure, l 'autre
complètement extérieure au cercle de rayon !; il nous suffira évidem-
ment de considérer celle qui est intérieure à ce cercle.

Si WQ — y / y == o, ce qui exige nécessairement que A soit la somme
de deux carrés, la valeur z == — - r? dont le module est ï , satisfait aux
cinq inégalités QJ-), et l'ensemble E a un point commun avec la cir-
conférence liiïlite. Nous allons étudier ce cas d'une manière plus
approfondie.

7. Partons, à cet effet, de la forme

F = b xy^ 4- &o x^y -\- cyj-'o,

dans laquelle le coefficient de xx^ est nul , et où nous pouvons sup-
poser <?^>o. Nous l'écrirons

F — {bx -4- cy} (^o •+ ^Jo) -- -~^ ̂ o.
G G

et cette expression aura la forme uu^ — WQ en posant

ï ,, , b
u == — {bx -+- cy), v = — x ;

yc \ j c
par suite,

tï> ==
1 / 1 \ ^ i r ' / y ^ ^o ï—(bx^-cy)-^—^^ \—(l^^-^.cfo)^—^z\

\/c Ve J Lv61 v<^ J
ï / , . b "1 F ï / » ^ b^ "1r ï / , ^ b "1 r ^ / » ^ ^o4" --p (^^-4-07)5^—:^ -7=.(&o^o-+"^o)^-+-—^o

V<? V<? VC t/<?
-j.{bx^cy)z^—x\ —-(&o^o-+"^o)^-+-—^o *
V e V e J Lv^ v^ J

Cette forme devra être réduite pour que F soit elle-même une forme
réduite. Les cinq inégalités de condition deviennent ici

^bb^î-^rS) ( l -h^o) ^^X+^o),

± |7x?(ï-4-/5o) + ^C(î+s) -4- &C5o(^4-I)-•^^^-s(5o+ ï)]<2i^^o( ï-+-- : ?)( I-"l---3<))»
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où l'on prend successivement le signe 4- et le si£çne — ,

^p^4-^)--Ac(i4-^ bc^(z+i)-b,cz^-^iY] ,_ j ^ — — — — — — — + —————————^————————— j ̂  ^ ̂ ^ 4- ^) (ï 4- ^o).

Voyons à quelles conditions on pourra trouver des valeurs de z sa-
tisfaisant à ces cinq inégalités.

Je prends d'abord la deuxième et la troisième inégalité, qui peuvent
s'écrire, en posant b = m 4- ni et z == a 4- f?,

( A ) (/n2 4- /^ — me) (a2 4- y- ) 4- 2 ( //z2 -4- n2 -- me ) a — 2 ne ? 4- m2 4- n2 — /ne > o,

( II ) (^2 ̂ _ ̂  ̂ _ ̂  (.,2 + p2 ) 4, 3 ( ̂ .̂  ̂  ̂ 2 ̂  ̂ ^ ) a + 2 ne p -j- /7i2 -{- ̂  -4- /7Z6- > o,

a et ^ désignant des coordonnées courantes; les premiers membres de
ces inégalités, égalés à zéro, représentent deux cercles passant par le
point oc == — y , pj = o, et orthogonaux au cercle de rayon i. On aura
pareillement, pour la qua t r ième et la c inquième inégali té :

( III) (a2 -+. p) (^2 ̂  ,^_ ̂  + 2a(/n2 + /^-. ne-) -h 2 /ne p -h /7^ 4- n^ — ne > o,

( IY) (a2 4- p2) (^^2 ̂  ̂ 4_ ,̂ ) 4- 2 a (m2 4- n2 — ne) — 2 /ne ? 4- m2 4- n2 + ne > o.

Je supposerai d'abord qu'aucune des quantités m et n ne soit nu l l e , ce
qui arrivera nécessairement si le discriminant de la forme q u i est
m^+n2 n'est pas un carré parfait . Nous a l lons é tab l i r que les inéga-
lités précédentes ne pourront être vérifiées s i m u l t a n é m e n t si l 'on a à
la fois

Valeur absolue de (me) > 7^4- n2,
Valeur absolue de ( ne ) > /n2 4- n2.

Plaçons-nous, en effet, dans ces hypothèses : les coordonnées des cen-
tres des cercles (I) et (II) é tant respectivement

1 ^^ ^^nziT^^

, , . ^=-1, P^,-_l^__.
m-+nl-\- me

On voit que j3, et ̂  seront de même signe; par suite, les deux cercles
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seront du même côté de l'axe réel. Pour les cercles (III et IV), on a

, _ __ p —- „ "L.77'̂a;, -— — l, ^3 — ̂ -̂ -̂̂  -__-y^ 5

me
a, r== — 1 , pr r=r 1—-————,———— y

' [ " /n'2-+-n2 ^-ne

et p3 et 184 sont encore de même signe. De plus, le signe de p, et p.^,
puis celui de ^3 et ?/, sont différents; comparons, en effet, ?, et ^a :
leur p rodu i t sera

/// m, „
/n2 -+- r i 1 -+- ^c m2 -t- /z2,— me

Or —2-^—g——, est positif, puisque la valeur absolue de ne est supé-

r ieure à TT^+rÀ2 et ———^-——est au contra i re néû'alif; B, et 6, sont/n2 4- n2 — /ne D ' l ' i *

donc bien de signes contraires.
Cherchons maintenant quels points du plan satisfont aux inégalités

( I ) et ( II) . Si m est positif, le cercle ( I ) comprendra le cercle (II) a son
intérieur et les po in t s du p lan intér ieurs à ( I ) et extérieurs à ( I I ) sa-
tisfont aux deux inégalités. Si m est négatif, le cercle (I) est contenu
dans le cercle ( I I ) , et ce sont encoreles points du plan contenus entre
les deux cercles qui satisfont aux deux inégalités (parlie om.brée dans
lay?^. i , au-dessus de l'axe AO).

Fiff. i

On aura de même les points du plan satisfaisant aux inégalités (111;
et ( IV) ; les cercles JII) et (IV) sont situés de l 'autre côté de AO et la
partie ombrée au-dessous de AO donne les points cherchés. Les deux
parties ombrées n 'ayant d 'autre point commun que le point A, on voit
que, dans Phypolhèse où les valeurs absolues de me et ne sont supé-
rieures à w2 + n2 ou A, la forme F n'est pas réduite. On en conclut que
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l'entier c est nécessairement limité en fonction de l'invariant A. Cette
remarque compîète le théorème établi aun°5 , d'après lequel \es formes
réduites sont en nombre fini, proposition qui n'avait; été établie que
quand A n'était pas une somme de deux carrés ( 1 ).

Nous avons toutefois supposé que A n'était pas un carré parfai t ; fai-
sons maintenant cette dernière hypothèse : supposons que m ou n soit
nul, cas que nous avions pu écarter tout à l 'heure.

Soit n = o. Les deux premières inégalités précédentes deviennent
(/n2 _7^)(a2+ p2_^.^_^^^

(^+mc)(a2^ p^^_^^

inégalités qui ne pourront évidemment être vérifiées que si la valeur
absolue de me est inférieure à m2; c? est donc encore l imité en fonction
de A et le théorème d» n0 5 est, par suite, établi, quel que soit A, sup-
posé seulement, bien entendu, différent de zéro.

I I I .

8. Avant de revenir au calcul de Fensemble des réduites d 'une forme
indéfinie donnée, nous avons à examiner les diverses circonstances qui
peuvent se présenter dans la réduction d'une forme définie.

Nous avons rappelé plus hau t (n°2) qu'à toute forme définie à coeffi-
cients quelconques correspondait une forme rédui te ar i thmét iquement
équivalente . En désignant par

axxQ+ bx}'^ + ̂ oj4- cyy^

cette réduite, que nous supposons positive (a > o, c > o), nous avons

( I) Sans entrer dans un examen attentif des positions que peuvent prendre les différents
cercles, on peut remarquer immédiatement que le polygone correspondant à F doit être un
triangle dont un des sommets est le point a == -,, p =. o. Le côté opposé à ce sommet est
obtenu en écrivant que le coefficient de ̂  est égal à celui de^o; si donc . traverse ce
côte, on réduira de nouveau la forme <ï> en employant la substitution ( r r -r T\ I-i
forme indéfinie \"^^ J » I L ) ' ^

c.r.ro—^o«^>"o—^oj'

est donc réduite; on a, par suite, c< /TA, ce qui fournit une seconde démonstration du
théorème, dans le cas où A est une somme de deux carrés.
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di t que l'on au ra i t
a^c, 2(772)^0, 2( /Q5^,

en posant b = m + m et la parenthèse (m) désignant la valeur absolue
de m.

Désignons par A la quantité positive ac — &&o. On tire des inégalités
précédentes [voir HEBMÏTE, loç. c^.)

^.c'^aA.

Il est facile de trouver dans quelles circonstances deux formes ré-
dui tes peuvent être a r i thmét iquement équivalentes. Supposons que

a' xxo -h b' .rjo -+- ^o ̂ oy -+- ^yyo
soit une nouvel le forme réduite, ar i thmétiqucmeni équivalente à la pre-
mière. Nous pouvons évidemment supposer que

€(' < Cl.

On passera de la première forme à la seconde en remplaçant x etj-
respectivement par ax + |3y et jx •+- rîy, a, (3, 7 et S étant qua t re en-
tiers complexes, pour lesquels on a

aS — py •=: r .

On aura donc
a' = ci aa^ -4- b a-Yo 4- ^o ̂ o y -+- c Y'fo?

/>'•.=„- ^apo 4- ^a^o -t- &o PoÏ "+" ^T^o?
c^ =-. a p ?,, + ̂  p3o -i- &o Pô 5 -+- c 85o,

et l'on peut écrire
aa' = ( d ̂  -\- b "fo ) ( a a -l- &o T ) + ̂ "Ïo î

or
ar//?: a2 5 ccc^ 9 A,

et comme, d'après l'expression de aa1\ on a

aa' î A Y"fo
on en conclut de suite

Troî2-
Faisons successivement les différentes hypothèses

Y^=o, 1 ,2 .
^/(/«!. ̂  ^^c. Normede. 3e SCI-KÎ. Tome ï. — JANVIER ïSS^. '{
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9, i° Soit y == o; alors
a8=i , a'^za^Q, b1-=iay.^~\-b^Q.

On aura donc
a' •=. a,

et les quatre hypothèses suivantes peuvent seules être faites :
, a-=: i, a= i, ^.zr: a p o — ô ,

a = = — i , 8 = — ï , ^=:~- ̂  4- b, •

a = ^ 5 =: — ^ b' = cd^ — b,
y. -=. — i, $ r= + i, <?/ •^ —- a/?,:, — b.

Si l'on a
2 (m) < ̂  a(n) < a,

aucune de ces inégalités ne devenant une égalité, l 'une au moins des
quan t i t é s 2^) et 2(71') (nous posons b' == m' + 72' i) sera supérieure
à a si l 'on n'a pas /3 == o.

Alors ̂  === ±: & et l'on a ^ = c. On en conclut , que la seule forme ré-
duite, ari thméliquement équivalente à

(I -) - ^ ̂ Q -+- b xy-Q -h b^ x^y + cjjo ?

esl

. (n) ax^Q— bx/Q — <î>o^oJ +• cyy,,

et l 'on^assede l^ne à l 'autre par la substi tut ion (.z-,y, ^, — y).
Supposons que, l'égalité étant possible, on ait

2(w)<a, 2(n)<a.

Reprenons l'expression

b'^ aapo+ ôa3o== J(a(3o3 4- b) =:± (af^$ -t- ^),

puisque, aS == i; d'ailleurs,

c /=appo4-&pSo+^p,o.+^

Soit ^5==^-j--^'; nous aurons

ô/=:±:[^+m4~ î(ay4-/<)] ,
c7 =: 6y2 -h 2 7?2p 4- a^2 4- a /^ 4- c.
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Or la valeur absolue de 2ap + ^m é tant au plus égale à a, on doit avoir
p = o oup2 = i, et l'on vérifie de suite que, dans l 'un et l'autre cas,
on a

ap^- -{- a /np -=. o et de même aç2 4- a /^Y/ == o.

Nous avons donc
c'-=^c,

et de la valeur de V on conclut que b' =~±. &, ce qui est le cas consi-
déré plus hau t , ou //=== -b & o * Ainsi, quand on a, soit ï[m) == a, soit
2 (^ )==a , la forme ( I ) n'est plus seulement équivalente à la rédui te (II) ,
mais aussi à la réduite
( III ) a .rxo +• bo S'YQ + b ,ZT() -h ^f}^

et à celle qui s'en dédui t par le changement de signe des coefficients
moyens.

2° Soil 770 == î ,
€// ---.= a a%i -4- b a-fo -h •b^ ay y ~{- c.

Or

donc
a^Cl^C)

a aao + b ayo +• ^o ao y 5 o.

Posons a^o ==/? -4- yi; cet te inégalité devient

a Çp2 + q^ ) + a ̂ y — ^ ^/7 5 o,

et, puisque
ss ( 7^)$ a, ^(n)^^,

on en conclut
<^»2 -h 2 wp == o, a^2 — 2 n<7 == o,

d'où l'on dédui t
a == a •= c\

Sïp == y === o, on a a- = o et, comme ^ == ^ o P o Y 4" ̂ 7^ il faudra ^==0
ou SS^ === .î, et il vient

//==&o o u , ^ ' ^^—^o- "

En exaininant successivement les cas où p2 =^ î et q2 ̂  î , on arrive
toujours aux mêmes conclusions; quand on a

a == c,

la forme ( I ) est équivalente aux réduites (11) et ( I I I 1 y .
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3° II nous reste à faire l 'hypothèse 770 == 2.
Gomme aa^^^/Q et que aa^a^^ac^i^, on en conclut

a'-=^ a= c== V'a^;

de plus, aa' étant égal à 2 A,

av.-^-bQ^-==.o, c^011 b^—a^?

et, comme 6^ — a2 == — A, on a
aao = l,

donc
•^^(r^O;

îa forme est dans ce cas

a^Q± ^ (i ± i) xy^ ± a- ( i q= Q ̂ oj + ^J./o.
2 «a

Soit, par exemple, <% = •— i, 7 == i -+- z , on aura
Ct , .. <% , ..

axXQ H- - ( l — ^ ) XYQ -+- - ( î 4-1 ) .z'oj H- ^J'./u ;
2 3

les valeurs de a', &', c' donnent
, a , ,. c i , ..a ' = = a — - ( i — i ) — - (i ^ i ) -+- a = a, •

ô '==:—apo— -(i — Q ^o-+- <^Po-+- ^(ï 4- QO()*

On a d^ailleurs
â+ P(J 4-0=—i

et^ en remplaçant (î par sa valeur, on trouve
,, a 3ai^ .
^^-i-^-^Po,

et l'on voit que, pour aucune valeur de j3, b' ne satisfait aux condit ions
requises. Il se trouve ainsi établi que l 'hypothèse 770 =z est inadmis-
sible. Il résulte de cette discussion, dont nous n^ avons fait qu ' ind ique r
rapidement la marche, que si
(a) a<c, 2(w)<â, â(/0<^

la forme réduite f
f^axx^+b^y^b^x^Y^rcyy^
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sera équivalente seulement à la forme réduite

axx^ — bxy^ — b^x^y -4- cyy^

Dans le cas où une ouplusieurs des inégalités précédentes deviendraient
des inégalités^ la forme f sera déplus équivalente aux deux/ormes ré-
duites

axxQ 4- bo.x:}'Q -h bx^y -4- c y y ^ ,
a.M'y — b^xy^ — bx^y -\- cyy^

10. Revenons maintenant a la forme définie $ (n° 6), qui conl ient le
paramètre arbitraire -s; si nous supposons que nous sommes partis
d'une forme réduite F, la forme <& sera rédui te pour les valeurs de z ,
situées à l ' intérieur d'un polygone curvil igne convenable, polygone
que nous avons appris à former (n° 6). Pour un point quelconque z k
l ' intérieur de ce polygone, la formel rédui te peut-elle être équivalente
à une autre réduite que celle qui s'obtient par le changement de signe
des coefficients moyens? D'après ce qui vient d'être d i t , il faudrai t
qu'une des inégalités (a) devînt une inégalité, et cela pour tous les
points à l'intérieur du polygone et par conséquent pour toute va l eu r
de -s.. Cherchons à quelles condit ions cette circonstance pourra se pré-
senter.

Prenons d'abord le cas où l'on aurait a ==ç, qui devient ici

(^Ï^o) (^0-4- -fo<)4- (o^+ï) (a^o + 7o)== (P-+- 0^)) (Po-1- ^oO (P'3 + 5) (po-4-ûo),

d'où l'on tire, ceci étant une identité,
aa^ + Y-YQ == ppo 4- ci5o, a^o = [^o;

à et 7 ne pouvant être nuls à la fois, nous pouvons poser

^j^ ^
^ Yo " !^

d'où, en substituant,
Wo ( ̂ o — rro ) ̂  ^o — rro ou ( ^p-o "— I ) ( a8o — no ) = o.

Or la forme indéfinie F === A«z^o + B^yo + Bo^oJ + Cyjo P^ut s'écrire

F =(0^4- Pj)(ao^o+ Poyo)-"^-^/) (To^'o+^Jo);

donc
A ==: ac^ — YY()? B == apo — ^80, C •= j3po — ^^o.
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Oûy .— YY == o,

Â=-= C, B •=: 80 T ( p-^o — ? )

BBo=AC:

le discriminant de la forme est alors nul, casque-nous laissons de côté.
Soi! maintenant (x;^==i; on aura

A = — C et B = = o ;

le d iscr iminant de la forme est alors A2, c^est-à-dire un carré parfait.
Sa forme F est

A(^o—.yyo)«

^ Passons m a i n t e n a n t aax autres inégalités. En supposant que C soit
différent de zéro, après avoir mul t ip l ié la forme par C, nous pourrons

écrire
(Cj 4- B^) (Cjo + Bo^) ~- A .̂ o,

L'égalité 2772== a, avec les notations du numéro précédent, devient
ici

(B+VA.^)C+jBo+v/i^)C+(B^+^^)C^-+-(Bo^+\/A)C^
= (B + v/A.^) (Bo + V/A.^ + (B^ + ̂ /A) ( B^ ̂  ̂ ^

et ceci sera une identité si

d-où
( B + B o ) C = = B B o + A , Bo=C,

! A=:G2;

donc A est nul, et la forme est

C^jo+^oy+jjo).

Nous avons supposé G différent de zéro; or on reconnaît bien aisément
qu il est impossible que C soit nu l , et la forme précédente est la seule
pour laquelle, quel que soit z , l'égalité ^m==a soit vérifiée.

Pour que 2m =- a Ja forme F doit être

lc<~<ryo.-.^o7-+-J^) . - ^
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et., pour les deux autres cas,
2 n •==. ±: a y

on devra avoir
F -=-- A. (.:r^o ± ̂ J-'o ̂  ̂ ov)'

Remarquons d'ailleurs que, abstraction faite des facteurs A et C, qui
ne pourront être égaux qu^à ±i , si dans la forme proposée les trois
coefficients A, B, G n'ont pas de facteur réel commun, les trois formes
précédentes sont ar i thmét iquement équivalentes .

Il résulte des remarques précédentes et de ce que nous avons vu
(11° 8) que, si la forme indéf in ie F n'est pas équ iva len te à la forme

la forme définie correspondante î> ne sera, pour une valeur arbitraire
du paramètre .s, équivalente qu'à deux formes réduites, celles-ci ne
d i f f é r a n t l 'une de l 'autre que par le changement de signe des coofïi-
cients moyens.

i l . Expliquons main tenant avec plus de détails comment p e u t s'ef-
fectuer cette réduct ion cont inuel le de la forme î^. Pour p lus de s impl i -
cité, supposons que la forme F dont nous partons soit réduite : la forme
correspondante î» sera réduite pour certaines valeurs du paramètres.
Ces valeurs seront représentées par les points à l ' intérieur d'un certain
polygone P, dont les côtés sont des arcs de cercle orthogonaux au cercle
de rayon i; ce polygone aura au plus cinq côtés. Supposons main tenant
que le point z sorte de ce polygone : la forme <S cesse d'être' rédui te ;
une substitution convenable la réduira de nouveau, et cette substitution
pourra d'ailleurs varier avec le point par lequel le point z sort du poly-
gone et même suivant la direction de sa trajectoirey si le point desortie
est un sommet du polygone. La forme <& se transformera ainsi, en <IL>(
et soit Fi ce que devient F par cette substitution. <I\ sera définie pour
les valeurs de ^ comprises à l ' intérieur d'un polygone Pi, qui n'aura
de commun avec le premier qu 'un côté ou même qu 'un sommet; ces
polygones ne peuvent aveir en effet de point in tér ieur commun, caî\
pour une valeur de s intérieure à P, la formel n'est équivalente qu'à
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une seule autre réduite, qui s 'obtient en changean t dans cette forme
les signes des coefficients moyens ( n ° 8 ) ; le polygone P^ coïnciderait
alors avec P, et la forme Fi se tirerait de F par le même changement de
signe. Nous pouvons considérer comme n'en faisant qu 'une ces deux
réduites équivalentes correspondant à la substitution [se, y , ioc, — ry),
et alors notre polygone P^ n'a qu'un côté ou qu'un sommet c o m m u n
avec P; nous appellerons polygones contigus au polygone P les di f férents
polygones qui lui sont adjacents, et les différentes réduites correspon-
dantes F^ seront dites les réduites contiguës à F. On peut continuer
ainsi indéfiniment la format ion des polygones P et nous pouvons
faire dès main tenan t la remarque que ces polygones, tous intérieurs
comme nous l'avons expl iqué précédemment au cercle de rayon T , ne
recouvrent ce cercle qu une seule fois; deux polygones ne peuvent en effet
avoir de points in té r i eurs c o m m u n s : c'est ce qu'on verrait en répétant
le raisonnement que nous avons fait précédemment relat ivement à P
e tP , .

Partant d'a'bord dû F, nous la jo indrons à toutes ses conî lgoès, en ne
gardant que celles qui son t distinctes et différentes de F : nous.for-
mons ainsi un premier groupe (A) . Prenons main tenant les formes
contiguèsà (A); parmi celles-ci se trouveront le groupe (A) cl un second
groupe (B), don t nous ne conservons que les formes distinctes entre
elles et distinctes des formes de (A) . Nous con t inuerons de même en
prenant les formes contiguës à (A) et (B), parmi lesquelles se trouvent
(A) et (B) eux-mêmes et un troisième groupe (C), dont nous ne con-
servons que les formes distinctes entre elles et de celles qui entrent
dans (A) et [B). On continuera ainsi jusqu'à ce qu'on ne trouve plus
de nouvelles formes réduites, ce qui arrivera nécessairement, puisque
le nombre des réduites est l imi té (n° 5). On obtiendra de cette manière
toutes les réduites a r i îhmét iquement équivalentes à F.

En effectuant, comme il vient d'être dit, la réduction continuelle de (I>,
nousobtenons dans le plan du paramètres un nombre fini de polygones
qui forment un continuum de points, et à chacun desquels correspond
une forme réduite (si, comme nous l 'avons dit plus haut, on considère
comme identiques deux formes ne différant que par 1-e signe du coeffi-
cient moyen). Désignons parTi le polygone-formé de tous ces poly-
gones : nousTappellerons le ̂ o/y^on^yo^aw^^/.
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12. Si, en con t inuan t d'effectuer la réduction continuelle de î», s
sort du polygone TT, on rencontrera nécessairement une réduite déjà
obtenue; ^ ayant traversé d ' u n e manière déterminée le périmètre de TT,
désignons par/* celte r é d u i t e et soit

/== uifo— î^o

la forme sous laquelle elle s'est rencontrée quand nous avons effectué
la réduction continuelle à l ' intérieur du polygone f o n d a m e n t a l ; soit
encore
( 1 ) ^=:(^-(- (^)(MO+ FO^) + 0.5-+ ^(UQZQ^ P/)

la forme correspondante <[>. Quand s, passant du polygone P, qui est
infér ieur à n et correspond à la forme/, traverse de la manière déter-
minée le périmètre de TT, il faut employer une certaine substitution à
coefficients entiers pour réduire <&, et celle-ci devient, en dés ignant
par nf et 9' les transformées de u et p par cette substitution,

( u' 4- ^x?o) ( ̂ o + ̂ o z} + ( ufs "+- (7' ) ( ̂ o ^o -1- ^u ) ;

or on a i den t iquemen t
uu^ — t't'o = ̂ / ^-o """ t;/ ^o î

donc (n° 2) id et ̂  sont de la forme

^^r {XCDo^ -h OQ^Î

(/ =: 0 ̂  "{- (D ̂

avec
(J.P.O == i et CDCfâo — ̂ o '^ r •

La forme î devient donc

[</.(p.CD.o"!~- 3^)4- ^(^^o+®^o)] [Mo(îxo^+ ^o-s) +• ^(î^-o3 + ̂ ^o)]

•+ [.U(^^QZ•^ a)-+• ( ;(p-3o^-+-®)][^o([J•o^)^o•+-ao) -+- ^(p.o8^-^^)].

et cette forme pourra s'écrire, après division par un facteur positif,

( 2 ) ( U 4- <^o ) ( UQ + ̂ o 5' ) + ( U 3f 4- P ) ( UQ Z^ + (̂  ) ,

en posant
^\ ^— COo^-t^P-o.
(b) " "~ ©^^^^1

Ann.de l'Éc. Normale, y' Série. Tome ï. — JANVIER iSSL 0
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les formes ( i ) et (2 ) sonL ident iques , sauf le changement de z en z ' , le
polygone T T , t ransformé du polygone TT par la subs t i tu t ion (S), corres-
pondra comme lu i à toutes les formes réduites, a r i t hmé l iquemen t équi-
valentes a là forme initiale. On remarque d'ailleurs que la substitu-
tion (S) laisse invariable le cercle de rayon i et qu'à un po in t z a
l ' in tér ieur du cercle correspond un point z' qui est également a l'inté-
rieur du même cercle.

Une subst i tut ion (S) fe ra , en général, correspondre un côlé du poly-
gone Trà un antre côté de ce même polygone. Supposons en effet que,
z sortant de n par le côlé ab, on rencontre une réduite q u i é ta i t repré-
sentée à l ' intérieur du polygone f o n d a m e n t a l par un polygone que
nous avons appelée. Or il a r r ivera , en général, que p au ra un côté cd
commun avec n et correspondant à ab; car, dans le cas contraire, si
cd est le côlé dep correspondant à ab par la subs t i tu t ion (S), le poly-
gone contigu à/? le long de cd serait à l ' i n t é r i eu r du polygone fonda-
mental et devrait , par conséquent, .coïncider avec le polygone intérieur
à TT et ayant ab pour côté, p u i s q u e ces d e u x polygones représentent la
même réduite . Le polygone /^ aura i t donc deux polygones con t igus
qui correspondraient à la même réduite, et la subs t i tu t ion S transfor-
meraitp, en lui-même, circonstances possibles, mais qui év idemment
ne se présenteront pas en général. Si donc le polygone p^ ayan t pour
côté ab, ne se t rouve pas d a n s é e cas exceptionnel, la subs t i tu t ion S
fera correspondre au côté ab de TT un aut re côté cd du même poly"
gone.

Kn sor tan t successivement du polygone TT par les différents côlés de
ce polygone, on obtiendra différentes subst i tut ions (S). Le groupe G,
dont ces substitutions sont le^ substitutions fondamentales, est, d'après
ce qui précède, évidemment discontinu. Si, pour chaque rédui te de F,
les rédui tes cont iguèste long des côtés du polygone correspondant sont
différentes, c'est-à-dire si le cas exceptionnel signalé plus h a u t ne se
rencontre pour a u c u n e réduite, les diverses subs t i tu t ions fondamen-
tales (S) feront correspondre deux à deux les côtés du polygone TT, et
il est c la i r d 'a i l leurs que ces subs t i tu t ions seront deux à deux inverses
de l 'autre. Le réseau des polygones obtenus en t ransformant 71 par les
substitutions de G couvre alors une seule fois le cercle de rayon j ,
c'est-à-dire que tout polygone transformé de TT par une subs t i tu t ion du



MÉMOIRE SUR LES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES INDÉFINIES, ETC. 35

groupe ne peul avoir avec l u i d'autre point c o m m u n que des points de
son périmètre.

Il en serait au t r emen t dans le cas que j^a i appelé précédemment le
cas exceptionnel. La substitution S correspondante transforme en l u i -
même le polygone p^ que nous venons de considérer : le polygone TT et
le polygone transformé par la substitution S ont en commun /? , .

On voit comment une forme binaire indéf in ie donnée condui t à un
décès groupes discontinus qui ont été appelés fuçhsiens par M. Poin-
caré, et comment l 'opération de la réduction cont inuel le de la forme
associée <I> donne-les substitutions fondamentales de ce groupe. Celui-ci
est isomorphe au groupe des subst i tut ions l inéaire? à coefficients en-
tiers qui transforme en elle-même toute forme a r i lhmét iquement équi-
valente à la forme proposée; c'est ce qu' i l suff ira d ' é tab l i r pour une
réduite quelconque F. Soit p le polygone qui dans TI correspond à la
rédui te F : toute subs t i tu t ion du groupe G transformante en un a u l r e
polygone/?' pour lequel la rédui te correspondante est la même, la sub-
stitution qui réduira <î>, quand z passera de p en //, transformera pré-
cisément la forme F en elle-même. Réciproquement, à toute substitu-
tion transformant F en elle-même correspondra de la manière indiquée
p l u s l i a n t la subs t i tu t ion S do g roupe G. Aux subst i tut ions foadan'ien-
tales du groupe G correspondent d 'a i l leurs les substi tut ions fondamen-
tales du groupe F, et ainsi se trouve résolue l ' impor tan te question de
la recherche des substi tutions fondamentales du groupe des substi tu-
tions à coefficients en t ie r s et de dé te rminan t i, t ransformant en elle-
même une forme quadra t ique binaire indéfinie a indéterminées conju-
guées,

Je ferai une dernière remarque , relat ive au cas exceptionnel. 'A la
subst i tu t ion S du groupe G, transformant en lui-même le polygone/^,
correspond une subst i tu t ion t ransformant en elle-même la rédui'te re-
présentée par 1e polygone p,. Si l'on effectue cette dernière substitu-
tion sur la forme associée <&, celle-ci ne cessera pas d'être rédu i te pour
tout point du polygone p^ cette subs t i tu t ion ne peut donc être que
( x , y, ix, — ?y), et la réduite qui correspond à p ^ n'a pas alors de
coefficient moyen. Ainsi les seules rédui tes pour lesquelles se produi t
le cas exceptionnel ont la forme
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13. Pour que les calculs qui viennent d'être indiqués puissent être
pratiquement effectués, il faut pouvoir trouver les substi tut ions qui
réduisent de nouveau la forme $ quand celle-ci, pour une variat ion
infiniment petite du paramètre, cesse d 'être réduite. Considérons donc
la forme définie positive <1>, que nous écrirons

a xxo --(- b .ryo -i- ^o x^r -h CY/Q ,

les coefficients dépendant du paramètre z. Pour certaines valeurs de ce
paramètre, la forme est réduite, et nous supposons que l 'on ait les iné-
galités

( i ) a<c, 2 ( m ) < a , a ( / z ) < a ,

en posant, comme plus haut , b = m-{-ni et (m) désignant la valeur
absolue de m.

i° Supposons que, pour certaines valeurs de z , on ait a ( m ) = = = ^ ,
les autres inégalités subsistant. Soit, par exemple, im = a, ce sera
Féquation d'un cercle. Quand z traversera ce cercle, la seconde clés
inégalités ( i) changera de sens : je dis que la substi tut ion à employer
pour réduire de nouveau la forme est

^=X-.Y, y==Y.

On^a en effet, après cette substitution, la nouvelle forme

a'xx, 4- b'xy, -+- h\x,y + c'y y,,
OÙ

a'-^a, b'=-b—a, c'-^ct — b — b^ c.

On auraa '<c\ car cette inégal i lé revient à am<c, qui est véri-
fiée, puisque am est i n f in imen t peu supérieur à a et que a < c.

On a d'autre part
m'-^ m— a, n' •==. n;

par suite, 2(/z') < a, et la seconde inégalité s'écrira (am - ̂ ) < a;
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elle est vérifiée, puisque ^m -=. a -+- s, & é tant une quantité positive très
petite.

Si l'on avait eu 2/72 == — a , i l eût fallu employer la subst i tu t ion

x -=. X -4- Y, y == Y.

On reconnaît de la même manière que, si ^n == ± a, il faut employer
la substi tut ion

^==X±:/Y, ,r=Y;

on prendra le signe -h si ^n == a, le signe — si in = — a.
Dans le cas où les deux inégalités ^{m]<^a, 2(/i)<;a change-

raient desensàla fois, il suffit de faire le produi tdes deux subst i tu t ions
correspondant à chaque cas isolément; supposons, par exemple, que,
par suite de la variation du paramètre, on ait

2 m =: a 4- s, 27î==a-l-r;,

s et 'f\ é tant des quantités positives très petites, on devra employer la
'substitution

^^X-4-(—i-+-QY, y==Y;

mais ceci suppose essentiellement que Vinégalùé a<^c ne cesse pas
d'être vérifiée quand on fait subir au paramètre la variation i n f i n i m e n t
petite.

2° Si Fon suppose que, les inégalités 2 (w)<< a, 2( / î )<a subsistant,
l'inégalité

a <; c '

change de sens, on aura à employer la substitution

^-Y, 7=.X.

3° Supposons maintenant que, Vinégaliïé ^ (n) <1 a ne cessant d'être
vérifiée, les inégalités

a <. c et 2 (m) < a

changent de sens. Soient, par exemple, après la variation i n f i n i m e n t
petite du paramètre,

a = c --h e, 2 m === a -4- ̂ ,
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£ et T] étant des quant i tés positives très petites. Nous allons voir que la
subs t i tu t ion

.r===X, j^-X+Y

réduira de nouveau la forme proposée* Les coefficients a\ b\ c\ après
la transformation, sont en effet

a' == a — 2 m -+- c ==. c — -/}, b' •== m -4- ni — c', c' =r. e.

On voit quea'<e' et que 2{nf)<^af; q u a n t à l ' inégalité ^(m'Xa',
elle peut s'écrire

2 ( m — <?)<<<? — -^.
Or

îî w — a <? == s 4- •̂  — <;• ;

par suite, l ' inégali lé devient c — s — 75 < c — "/?, évidemment vérifiée.
Si, après la va r i a l ion in f in imen t pet i te , on avai t e î

^ ==(?-(-£, 2 7?Z -= — a — T,,

on devra employer la subs t i tu t ion

.z-^X, j=X+Y.

Le cas que nous venons d 'examiner se présentera quand les cercles
NAN' et MARf fyzg. 2), représentés par les équations a == c et 2m == a,

Fig. a.

y7

par exemple, coïncideront et que le paramètre z traversera ce cercle,
ou bien q u a n d , les cercles précédents se coupant, z passera de Fan^le
MAN, pour lequel on a

a. < c, a m < a,

à 1 angle opposé par k sommet. Il est supposé dans l'analyse précé-
dente qu'aucun des deux cercles 2n ̂  a, 2n = - a m passe par le
point A.
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Supposons main tenant que z , restant toujours dans le voisinage
de A, sorte de l'angle MAN en traversant seulement AN, la substitution
à employer sera (2°)

(^, y., —y, ûs\

et la forme deviendra
( 2 ) a}r)'o — ^j-^o — ^o ̂ jo -+-c •^o ;
elle'sera réduite tan t que c<; a et q u e 2 m < c . Or le cercle représenté
par l 'équation 2 m — c = o passe évidemment par le point A; i l est,
de plus, dans l 'angle 1VTAN.

Supposons maintenant que z, restant toujours d a n s le voisinage
de A, sorte de l 'angle NAP, en t raversant AP. On devra employer,
pour réduire de nouveau la forme (2) , la subst i tut ion

(.r, j, ^+7, y),
ce qui donne

( 3 ) c xxy -i" ( c — ^o ) ̂ ro ̂  (c — b ) ̂ oj + (c + ^ — b — ^o )j'',7u »

el cet te forme sera rédui te t a n t que

2 m, >• c et a /^ -< ci,

c'est-à-dire tan t que z sera dans l'angle M'AP. Nous revenons inamte-
n a n t à l 'angle M'AN', et, en cont inuant de t ou rne r a u t o u r du p o i n t A,
on rencontrerait successivement les angles N'AP' et MAP', puis enf in
on reviendrai t à l 'angle i n i t i a l MAN.

Nous savons donc effectuer la réduct ion c o n t i n u e l l e do notre forme
définie dans le voiâionge de tout po in t pour lequel on n'a pas à la f o r s

a .-== 6', 2 ( m ) == a, a ( n ) ~=- a.

14. Plaçons-nous maintenant dans celte dernière hypothèse. Soit A
un point par lequel passent les trois cercles

a == c, s m •==. a, a fi -r= a,

Nous allons, comme précédemment» tourner au tour du po in t A en
appl iquan t ce que nous avons dit en premier et second l i e u ; on forme
ainsi autour du point un certain nombre d'angles, et, quand on est;
revenu au point de dépari, la réduction complète se trouve effectuée.
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Lay?^. 3 peut présenter différentes dispositions : un exemple parti-
culier suffira pour montrer bien ne t tement la marche à suivre dans
tous les cas :

QACy est représenté par l'équation a m -=. a,
p^p' » » 2 / î=a ,
MAM' )) - » a =1 ̂

et ces cercles ont au point A des tangentes distinctes.

Nous supposons que dans l'angle PAQ on ait

a <; c, 2 m -< a, ï n <; a.

On se rappellera, d'ailleurs, qu'en tournant autour du point A, nous
allons toujours rester dans le voisinage de ce point.

Nous partons d'un point z dans l 'angle PAQ : la forme est alors ré-
duite. Nous traversons AP : la substitution à employer pour réduire la
forme est (n° 13) (^>y, ^•+•ïy*J /)^ ce qui donne

(2) axxQ-^r ^yQ^—ai + ^) 4-^oj(<^+^o) + [^ + \b— b^i 4- ^]yjo;

cette forme sera réduite (dans le voisinage de A) si

2 n << c, i n >• a, 2 m <: a.

Or le cercle 2n==c passe par le point A et est nécessairement compris
dansFangle PAM. SoitS'AS ce cercle; la forme (a) sera réduite quand
z sera dans Fangle PAS.

Traversons A.Q. La substitution à employer sera {oc, y, —j, x), ce
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qui condui t à la nouvelle forme

(3) ^J7o—•ryo(^+ ^o) —^oj^—ai-^b) 4- (a— 2/^4- c)^^o»

qui sera réduite si
2 /z :> c, 2 w -4- 3 n <; a 4- <", a <; c.

Or ce cercle 2w 4- in === a 4- c passe dans l 'angle SAQ\ car pour un
point de AQ' on a

2 fn -1- 2/1 — ^ — C ̂ > 0,

t andis que pour un point de AS on a

2 m -}- 2 /i — a — c < o ;

mais ce cercle peut passer dans l'angle Q'AM ou dans l 'angle MAS.
Supposons que la première circonstance se présente : soit donc TAT le
cercle représenté par l 'équat ion ,. - _

-'"'-A^^.j^1'1'^^^
û m -4- 2 n == a 4- c ; .: '.. 1:.:""^ wy '""""•s1^ ^-„'' 1 " • 1 iwjt- \ ".

.̂.' €:5K . . ^ ^

la forme (3) sera réduite tan t que z sera dans l'angici SAM. ^ ^ ;
Traversons AM : la substitution à employer sera l^; o ^ f 1

1^••. :3 /' ' f
{ x , y , x ^ i y , y ) , ^'. ^ / /

\ ."-;..-.. ^--lï'l'•-l^^>

et la forme (3) deviendra '>"l:"lît'•."i.!^..>^"

(4) (ci — S/î + (^.y^o+^JoC— m ̂  i(c — /l)] •4" ̂ oyE— m — l'(c—-'Q] + ̂ JTy;

elle sera réduile si
a n>• a, c <^ci, 2 m -h a /i •< a 4- c ;

on en'conclut que -s devra être dans l'angle MAT.
Traversons AT : on devra faire usage de la subst i tu t ion

(^y,^+y, j) ,
et la forme (4) deviendra

( (a — 2 n + c) .zwo 4- ̂ /o |^ — 2/^ -4-0 — m •+• i [ c — n ) ] 4- .. .
(5) ^

( 4-- (^_ a/^4- ;c?4-c— ^m)ryo;

elle sera réduite si
a /z << c, c -< a?, a /7i "+" a /i >• ûf 4- <?.

//^, de i'Kc, Normale. 3'' Série. Tome I.— FÉVRIER i884. ^
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Or considérons le cercle im = c : je dis qu'il passera dans l'angle TAQ';
on a en effet, pour un point de AQ',

2 77i — c :== a — c^> o,

et pour un point, de AT,
2 /7t — c= a — in <; o.

Soit donc AV le cercle 2m == c : la forme (5) sera réduite quand z sera
dans l'angle TAV.

Traversons AV : il faudra faire la substitution ( x , y, —j, x}, et l 'on
aura la forme

(Œ — 2 7^ + C + C — 2 772 ) XX^(6)
—J^o^ —- 271 -h c — 7/z + <"(<? — n)] — ... 4- (a — 2 7i -l- c)yy^ ;

elle sera réduite si
2 77Z > C, 9 77Z < Ct, 2 7î > a ;

z devra, par conséquent, être dans l 'angle VAQ\
Nous venons de décrire deux angles droits au tou r du p o i n l A ; en

cont inuant , on rencontre successivement les angles opposés p a r l e som-
met à ceux que nous venons de parcourir , et l'on retrouve enfin l 'angle
in i t i a l QAP, ce qui achève la réduction continuelle de la forme <I> au-
tour du point A.

15. Je me propose ma in t enan t d ' app l iquer à un exemple n u m é r i q u e
les considérations qui ont été eîposées dans ce Mémoire.

Prenonsia forme indéfinie

( I ) F-=^^o—2JJo.

Nous pouvons prendre comme forme définie correspondante

(,) ( $=(^+^o7)(^o+\/iJo^+(^+v/v)(^o^-^V/I7o)
( == ̂ o(ï + ̂ o) -+- 2(/2^^jQ-4- ̂ ^Zo^of -l-J7o(2^0+ 2) ;

cette forme sera réduite si z satisfait aux conditions suivantes :

±: 4aV /Ï<I-+-a24-P2, •

A^PV^I+^-^P,
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en posant z = a -h ^S. Le point ^ devra donc être à r intérieur du qua-
drilatère curvil igne formé par les quatre cercles

l 4. a2 + ?2 ± 40^/ï ==0, l -1- a2 -h- p2 ±: 4 P\/2 = °-

Soit abcd{\o\r/i.g'. 4) ce quadri la tère . Quand .-s traverse le côlé cul, la

substitution à employer pour réduire la forme est
^ , r , x - — y , y ) ,

et la forme <I> devient

, 1 ' .2\r<) ( i -+- ^o) -1- ^7o (2 ̂ 2 J ~~ l — ^o)
( 1 +.zv(2^^-I-^o)+yJo[3^o-2^( : ;+^)+3J-
Elle sera réduite tant que

a2.4- (32—2a</2 + ï > 0,

±:4Pv /ï<I+a2-^"P^
• 3 ( l + a 2 4-P 2 )>4^ \ /^?

ï „(_ a2^ P 2 — 4.a\/2 < °?

la troisième inégalité est toujours vérifiée, et les qua t re au t res mont ren t
que z doit être à l'intérieur du quadrilatère adej\ réquation de f ê t an t

a 2 + . p 2 ^ . i — ^ a \ / i = = 0 .
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A ce quadrilatère correspond la réduite

(iï) ^^o—'^jo—^oy—yjo ^dej}
et aussi, comme nous l'avons expliqué (n° 8), la réduite qu i ne diffère
de celle-là que par le changement de signe des coefficients moyens

^Q -+- ^VQ 4- ̂ y — }JQ •

En traversant le côté cb, nous aurions été condu i t aux deux mêmes ré-
duites.

Traversons le côté ab : la subs t i tu t ion à employer pour rédu i re de
nouveau la forme sera

(^,y,^-i-zj',j)»

et la forme $ devient

{ .r^o(i+^o)+^yo[2\/i^ —/(i-+-^o)J

( +^oy[2\/2^o+ ^(ï -+- .^o)]-!-J7o[3^o4- 3-{- 3^/^'(^—^o)J;

elle sera réduite tant que z sera à l 'intérieur du quadri latère abkj\ le
• côté kf étant représenté par l 'équation

a2-^ p2.+.(_a^p^^

les réduites indéfinies correspondantes sont

( Ilï ) xx^ ± ixy^ =p ixy^ — yy^ ( abkf}.

En traversant cd, on eût obtenu les deux mêmes rédui tes .
Pour achever de trouver les réduites contiguèsà la forme F, il f au t

sortir du quadrilatère abcd par les sommets en al lant dans les angles
opposés.

Prenons a et passons dans l'angle fae. La subs t i tu t ion à employer
d a n s ce cas est(n° 13)

[^y,^-+-(—i4-0j,j],

et la forme $ devient

( ^0(1+^0) + ̂ JoE^V/a-s —(I•4-^)(J"+-^o)]

(î) \ -^^o7[2V /2^o—(^— 0(14-^0 )j

^ 4-7Jo[4(ï+^o)+3V /25(~ ï+0+9;V /2^o("••-^
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forme qu i sera r édu i t e si
SCi-ha2-}- p )~ -4^—4PvS>o

et le premier membre de cette équat ion représente un cercle passant
parles sommets e e t /de deux quadr i l a tè res déjà considérés. Il f au t de
plus

j -j-a2 4- p2 -h 4 ̂ \/î < 0, l •+• a2 + p2 — 4 pv/S < 0,

el les deux autres inégal i tés sont vérifiées d'elles-mêmes; s sera donc a
l ' i n t é r i eu r du t r iangle aef. Les réduites correspondantes seront

(IV) ^^±:.ay'o(r-4-0 ±^oJ'(r— 0 (^A

les signes supérieurs et inférieurs étant, bien entendu, pris ensemble.
En passant de même par le sommet rfdans l'angleyJÀ, on en obtient

le triangle/rfÀ comme polygone continu, et les réduites correspon-
dantes son-t

( V ) xx'o ±: xy^ ( i --i) ± .y-oj ( ï +• i) (Jd/i ) ;

en traversant en b et c, on o b t i e n t les mêmes rédu i tes ( I V ) el ( V ) . Les
réduites de ( I I ) à (V) donne donc le Tableau complet des rédui tes cou-
figues à la r é d u i t e F.

Prenons m a i n t e n a n t le t r i ang le aef et les rédui tes correspondanles,
nous a l lons chercher leurs contiguès. Nous avons à part i r de la fo rme(4) .

En traversant e/y nous devons employer la subs t i tu t ion (oc,y, — y,.r),
et la nouvel le forme q u ' i l est i n u t i l e d'écrire sera rédui te si le po in t z'
est à l ' i n t é r i eu r du t r iangle sef, s é t an t le p o i n t de rencontre des deux
cercles <?/et/7c, qui est, comme le m o n t r e n t immédia t emen t les équa-
tions sur la circonférence de rayon i ; les deux circonférences sont î an -
gentesintér ieurcmenten ce p o i n t et à la bissectrice 09 de l'angle des axes.

Les réduites correspondantes sont
( VI ) ± .rjo ( l — i ) ± ̂ o7 ( ï + Q 4- JJo (^/).

Ceci est bien çl'accord avec ce que nous avons vu plus h a u t d 'une
manière générale : quand le coefficient de ococ^ dans une rédui te est
nul, le polygone correspondant a un point sur la circonférence de
rayon i (n° 7).

Cherchons les autres polygones conilgus au t r iangle aef. Nous avons
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déjà rencontré le quadrilatère aedj-, pénét rons dans ce quadr i l a tè re
el traversons ej : il faudra employer la subst i tut ion {oc, y , —y, oc}, et
la forme (2 ) deviendra

^o [S^+P+i)—4^]
4-^ro(r-+-^ + p2—2a^i 4- 2 ? ̂  < ) + • " •+7r<)(1 4- a2 4- H.

Cette forme sera réduite tant que le point (a, |3) sera dans le qua-
dri la tère limité par ej\ ee^jf et le cercle dont l 'équation est

SC^+P+^-Sav/^o;

i l est représenté par mn.
Nous traversons m a i n t e n a n t em. En - e m p l o y a n t la s u b s t i t u t i o n

(\r,y, x -{- iy, 7), la forme devient

.^,r,[3(a24-P24-I)—4aV /Ï]

~--yj'o|l+ a2-{- p 2 —2a</2-4-^ [— 3 ( a s -^ -P ^ + I )+4 a V / 2 -+-<>-PV72] i + • - •

-+- VJo [ 4(l -t- a2 4- [̂  ) -- 4a \/i — 4 P \/^].-

On voit facilement qu'elle sera réduite tant que le point (a, ^3) sera
dans le tr iangle emp^ mp étant le prolongement de mn.

Nous traversons enf in ep : il nous faut employer la subst i tut ion
(a-, y, —y, a?), et la nouve l l e forme sera réduite quand le 'point z
sera à l ' in té r ieur du triangle sep\ le cercle sp est représenté par Re-
çu a t i on

3(i 4- a2 -4- p2) — 4.av/? — 2 ? </i = o.

Écrivons les réduites correspondant aux divers polygones que
nous venons de rencontrer :

(VII ) — xxo ±: jWo:± Vo ̂  -l- 770 ( ̂ y^ ),
•( VI11 ) — xx^ ± XYQ ( i -h Q ±: x^y ( i — 0 ( ̂ //î/? ),

(IX) ±: .^ro (i — 0 ± ̂ o7'(x + l) —JVo (<?/^)-

Si, é tant dans le triangle emp, nous traversons mp, nous devrons em-
ployer la subst i tut ion {oc, y , x +y, y ) , et l'on obtient la forme
.y.yot^a2-!- [^4-1)—. a</a] ,

+ ̂ 4(1+^4- P)— 60^4- ^[— 3 (a2 4- P2 -i- ï) -h 4^ + 2 PV^J! + - • •

+ 77o [ 9 (r "+- a2 + P2 ) — ^1 a V/â - 4 P V^ ] î
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elle sera réduite quand z sera à l 'intérieur du triangle quadrilatère
{mprt}, le cerclera ayant pour équation

î l (l -(- y.2 + p2) -— i6a^/2 ==: 0,

et l'on a la rédui te correspondante
(X ) — ̂ o±- ̂ Jo ̂  ̂ o7 -+- YJo (jnprt).

Si nous traversons main tenant mr, en employant la substitution
(^, y, ^— ?*y,j),

la nouvel le forme déf in ie sera rédui te quand z sera dans le quadri la-
tère mrnv, l 'équation du cercle w étant

î r^-h p2-}- î) — i6a\/a = o,

c'est-à-dire que rv est le pro longement de ri.
La rédui te correspondante est

(XI) —^^o+ay/o {mrn^.

Nous achèverons d 'obtenir les rédui tes ar i thmétiquernent é q u i v a l e n t
à F, en revenant dans le tr iangle dhj et en traversant hj\ ce qui nous
donne les réduites
( XII ) . ±: xy, ( i -4- î ) ± .roj ( î - 0 •+- rjo ( ̂ J ) î

le polygone correspondant est le triangle h s ' j , symétr ique de fes par
rappor t à oa. Traversons encore jY, ce qui nous donnera le t r i ang le
jqs' symétr ique de esp^ avec les réduites

( X.ÏÏI ) ± . '̂o ( î -4- 0 ±: ̂ oj ( î - 0 — JJ-o U^ } •

Enfin, pour terminer, traversons^ : nous obtenons le tr iangle jqn et
les réduites
( XI V ) — xx, ± xy, ( î — 0 ± x,y ( î -+- Q {jqn ).

Nous avons obtenu, de (II ) à (XIV), vingt-cinq formes réduites arilh-
métiquement équivalentes à la réduite initiale F ==^'r"o — ^Wo- Ce sont
d'ail leurs les seules, comme on le reconnaît , en cherchant les réduites
conliguës à chacune de celles-là; nous ne ferons pas ici cô calcul, qui
n'est q u ' u n e simple vér i f icat ion.
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16. Aux réduites précédentes correspondent qua to rze polygones :
l e u r ensemble consliiue un polygone TT, que nous avons appelé (n° 11)
te polygone fondamental (1) ; son périmètre est marqué sur la figure par
un gros trait . Il nous faut trouver m a i n t e n a n t les subs t i tu t ions fonda-
mentales du groupe r (11° 12).

La variable z doit sortir de n successivement par les différents côtés
de ce polygone. Commençons par sf : la réduite correspondant a
sfe est

^'"0(1 — 0 +^o7(1 + 0 +yjo-
En traversant sf, on doit employer la substi tut ion (^*, y, x — r » j ) » ce
qui donne la r é d u i t e
( i •) .rjo ( î — 0 -+- x^y ( i -}- /) — rjo,

c'est-à-dire la même que pour le t r iangle sep. D ' au t r e p a r t , on passe
de^<?/à sep en t raversant se au moyen de la s u b s t i t u t i o n

( ,rr ,y, x— (r, J ' Y ,

par suite, le produi t des deux s u b ^ l l u t i o n s
{.y, r, x •— if, r) Or, r, ̂  "+- } • , r),

ou la substitution
[^,y, ^ - 4 - ( l — ^ ) y , y ] ,

transformera en elle-même la r é d u i t e ( î ) . D 'au t re pa r t , on peu t passer
de la f o r m e F ==^0-- ar^ a la r é d u i t e ( î ) par la s u b s t i t u t i o n

1>. J; ( — ï -+- Qr + </, ^ — </] ;

donc la transformée par cette dernière subst i tut ion de la s u b s t i t u t i o n
précédente t ransformera en elle-même la fo rmeF . Nous avons donc
une première subs t i tu t ion fondamentale du groupe r re la t i f à F; ce
sera
(:l) 1>S J'î (—2^ - t - i ) . 2 -—2( r+0y , — ( i — Q ^ + ( r . + - 2 Q y ] .

La subs t i t u t i on correspondante du groupe G (n° 12) t ransformera sp

( 1 ) Le polygone TT n'est pas le polygone fondamental du groupe G (n° 12), au sens em-
ployé par M. Poincaré dans ses rechercbes sur les groupes fuchsiens; mais, pour avoir ce
dernier polygone, il suffit de retrancher du polygone ^ les portions des quarïrilatères abcd
( ' t /ww^qu i sonfcau-deasousdeOA.
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en sf. Elle fait correspondre aussi les deux côlés pt et /cf, ce qui ne
donne aucune substitution nouvel le .

Supposons m a i n t e n a n t que nous sortions du polygone TT par le
côté kb. La réduite correspondant à [abkf} est

^o — i ̂ 'o -+- ^o7 — XTo •

En traversant bk, on doit employer la subs t i tu t ion (^, r, ^4- y, y),
ce qui donne la rédu i te
( a ) •a-^0 -î- ( ï — 0 ̂ '0 + ( i -1- Q -^o :̂

qui est la même que pour^rfA.
Ceci donne pour (2) u n e subst i tut ion l inéa i re , la t ransformant en

elle-même, substitution qu i est
[.̂  r, ix — 2 ( 1 — i)y, — iy] ;

la substi tution semblable correspondante pour F»r se t rouve immédia-
t e m e n f c

11 (il) ' •(^.?s<^. —o')«
Nous sortons m a i n t e n a n t du polygone T: p î ) r le côté bc\ Nous nous

trouvons pour ce côté dans ce que j 'ai appelé (n° 12), le cas exception-
nel; car, en traversante, nous obtenons la rédui te
( 3 ) scxQ 4- ^yo "+- XQ y — ./jo »
qui correspond au polygone a^/contigu à dbcd, et n ' ayan t aucun côlé
c o m m u n avec le polygone TT. La subst i tut ion correspondante relative à F
est encore la substi tution ( I I ) . De même, le côté cd donne la même
substi tution.

En c o n t i n u a n t a parcour i r le périmètre du polygone, nous rencon-
trons ^'/2. Un calcul tout semblable à celui que nous avons f a i t poursp
mont re que s ' h correspond à s ' q , et la subst i tut ion correspondante est
pour F
(III) [^ j, (a i -h- i) x — 2(J — i)f, — (J + i)x 4- (i — 2 07.1.

Les deux côtés tr et nq se correspondent; reportons-nous en e f ï e t à
la forme <I> relative au polygone mprl; en traversant rt, il faut employer
la subst i tut ion

(,r,y,,y--h./,/),
Ànn. de l'Éc. Normale, 3° Série. Tome I. — FÉVRIER 1884. 7
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et on a la rédui te
— yj-Q — ûcy^i — 0 — x^y (i -i- 0,

qui correspond aussi ^jqn.
La substitution semblable est la même que celle qui est donnée par

les côtés rv et w; on se trouve alors dans le polygone mrw, et , la rédui te
correspondante —^^o^^JJo ay^1111 son coefficient moyen nul, nous
sommes de nouveau dans le cas except ionnel ; en sortant par TV, nous
retombons sur la réduite donnée par emjn. La substitution semblable
correspondante pour F est

(IV) (^7.-- 3^— 4<7,^\r+3<y).

En résumé, toutes les substitutions à coefficients entiers et de détermi-
nant i peuvent être obtenues en combinant de toutes les manières pos-
sibles les substitutions fondamentales qui suivent :

(.y, y, ix, — iy),

{y, y, —-3^— 4^5 2(^ "+" 3^"j),

[^y? (—2^-1 -1 )^— i (i + Oy, — (i — i}x -4- (ï 4- à f)j],
[a?, y, ( + 2 ? 4 - i ) ^ - — 2 ( i — Q j , — (i+ Q^+( ï—207] .

V.

17. Les résultats exposés dans les Chapitres précédents doivent for-
mer le point de départ de toute la théorie ar i thmét ique des formes
quadratiques binaires indéfinies à indéterminées conjuguées; on saura
notamment reconnaître si deux formes données sont a r i thmét iquement
équivalentes, puisque (n°5) la condition nécessaire et suffisante est
que les réduites de ces deux formes coïncident .

Mais je ne m'arrête pas dans ce Mémoire à traiter les différentes ques-
tions a r i thmét iques , qui seraient la généralisation de celles que Fon
résout dans la théor ie des formes binaires réelles. Je veux seulement
montrer directement, en t e rminan t , comment les substitutions sem-
blables d'une forme donnée conduisent à un groupe discontinu relatif
à une variable complexe, groupe qui est d'ailleurs isomorphe au
groupe r que nous avons antérieurement considéré.
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Soit donnée la forme indéfinie
aœxQ^r bxy^ b^x^y -\- cyfo

et
(.î) {x,y,M.x -i-Py, QA" -+- Rj)

une substitution semblable de la forme de déterminant ï , et à coeffi-
cients entiers; je considère la substitution effectuée sur la variable com-
plexes
^ ^ M^py
^ ^Q^+R;

Si l'on considère toutes les substitutions semblables S, les substitu-
tions correspondantes 2 formeront évidemment un groupe. Nous al lons
montrer que ce groupe est discontinu pour tout poin t z du plan qui
n'est pas s i tué sur le cercle représenté par l 'équation
(I) azsQ-^r bs •+• bQ^Q-^c^o.

Supposons a positif : nous allons faire la démonstration en supposant
z à l ' intérieur du cercle, c'est-à-dire que

CIS^Q-\- bz -4-" ^o'5o~+" c< 0'

Entre les coefficients M, P, Q, R de la substi tution (S), existent les
relations

aMMo+ ^MQo+ boM.oQ +cQQo-=a,
aM[\ -l- ^MR,o+ &o QPo + ^QRo = b^
aPPo 4- bPî\Q -+- &oPoR + ^R^o •=- c\

et comme la substitution inverse de S est

0, y, R^ — Py, — Q^ + Mj),

on en c o n c l u t q u e ce système est entièrement équivalent au suivant :

aRRo— ^RQo~ &oRoQ+ cQQo=== a,
_ aRPo4- ^RMo+ ^oQPo— <?QMo== ^,

aPPo— ôPMo—^oPoM+cMMo== c.

On conclut immédia tement de ces équations que, quand l 'une des
lettres M, P,Q, B est donnée, il ne peut y avoir qu'un nombre fini de
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substitutions correspondantes S. Soit, par exemple , donné Q : la pre-
mière équation du second système pouvant , s'écrire

( a T>V °0^ T. \ 0°-)(ï ) — -^—— 4- R — —— -4- Ro == l -t- A -^—),
\ Q^o A a ) a1

O U
A == bb^— ac^> o,

on voit qu'à une valeur de Q ne peut correspondre qu 'un nombre fmi
de valeurs pour -" Qo& 4- <^Ro, et par conséquent pour Ro. D'ailleurs,
Ko ne pouvant avoir qu 'un nombre fini de valeurs, la première et la
dernière équation du premier système montrent de la même manière
q u e M et P n'ont également qu'un nombre limité de valeurs.

Ceci posé, nous ferons voir que le groupe est discontinu, en faisant
voir que, q u a n d le m o d u l e de Q grandi t indéfiniment , le po in t corres-
pondant Z se rapproche indéfiniment de la circonférence (I). Partons à
cet effet de l ' ident i té

aXXo4- ôXYo4- boXoY 4- ^YY()== axx^ bœy'Q 4- b^x^y 4- cjj'o,
OÙ

X == M^ 4- Pj, Y == Q^ 4- Ry,

d'où l'on tire, en posant Z == .,5-:t-p
(J>/s 4- Ix

aZZo4-^Z4-^Zo+c-^^^^ (^o+^+^4-c).

Nous montrerons que le point Z se rapproche indéf in iment du cercle ( I )
en montrant que, quand Q croît indéfiniment , mod {Qz 4- R) croît lui-
même sans limite.

Nous supposons le point z à l ' intérieur du cercle : c'est ce qu'expri-
mera l'inégalité

mod2 {as 4- bo) < A.

On a, d 'autre part, en écrivant Qz 4- R == Q ( a z 4- b^} 4- R — Q^,
^ Ci

mod(Q^ +R) ̂ ûdfR-^)- mod \^(az 4-^)1\ a ) L a ' 0 / ]

/ r^, \ m o d ^

• .>mo<R-^) -,„.,(^Q?.^°-o<<—t•)
L \ a )
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que nous écrirons enfin sous la forme

[ — -mod^a.s -i- &o)
A v ' u/ ^A^

n^Q.+R^+A-^y—————————^—————^————a.

i 4-mod———T-—-mod(ff^ 4- &o)
R--^

Considérons maintenant le quotient qui figure dans le second
membre. Quand Q augmente indéf iniment , le numérateur a pour li-
mite une quanti té positive différente de zéro, d'après l ' inégal i té à la"
quel lesa t i s fa i t z , et, il enestde mêmedu dénomina teur . I l est donc é tab l i
que , quand Q a un m o d u l e très grand, le point correspondant Z est
très rapproché de la circonférence ( I ) . Le groupe est donc discontinu,
car, dans ces conditions, il ne pourra y avoir de po in t Z aussi rap-
proché qu'on voudra du point z, et le théorème est établi.

18. Prend-on, par exemple, la forme xx^ — ^yy^ que nous avons
étudiée précédemment , elle conduit à un groupe discontinu dont
les substitutions fondamentales sont, diaprés ce que nous avons vu
(n° 16), les quatre substitutions

.3^ -4Z=-5, X=
2 Z -1- 3

___ ( i — 2 i ) z — 2 ( 1 -+•0 y _ (r -4-a o^ ••"• l̂1^"'̂ ,..
^ ~" —(i—^TÎT^TaTy7 ' ~" — (i -4- Q 5 -t~ (i — 2 Q "

19. Je termine cette étude en donnant la résolution en nombres en-
tiers de l'équation

ttQ— D UUQ •== T ,

où D est un entier positif, équation qui est la généralisation immédiate
de l'équation de PelL

Cette équation se rattache immédiatement à la recherche des substi-
tutions semblables et de déterminant ï , de la forme quadratique bi-
naire

^a-o—Dyjo-
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Soit (a?,y, M^?-4-Py, Qo?-i-Ry) une telle substi tution, on aura

MMo — DQQo == i, MPo — DQïlo == o, PPo — DRRo = — I).

On conclut de là
P o _ _ R o
DQ ~ M ^

Soit p. la valeur commune de ces rapports; puisque MR — PQ == f,
on aura

^ o ( M M o — D Q Q o ) = = i î donc {A=: I ,

elles relations entre M, P, Q e t R peuvent se mettre sous la forme

MMo—DQQo =i, Po===î)Q, Ro=M.

On voit donc qu'à toute solution de l'équation tt^ — Duu^ = i cor-
respondra une subst i tu t ion semblable de la forme quadra t ique considé-
rée, et réciproquement.

On cherchera donc les subst i tut ions semblables fondamentales d e l à
forme

scxQ—'Dyy^

et les coefficients de oc, dans toute subst i tu t ion formée avec elîes, don-
neront toutes les solutions de l 'équation de Pell généralisée.


