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ANNALES

SCIENTIFIQUES

’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

MEMOIRE

SUR LES

FORMES QUADRATIQUES BINAIRES INDEFINIES.

A INDETERMINEES CONJUGUEES,

Par M. Emice PICARD,

PROFESSEUR SUPPLEANT A LA SORBONNE.

Y’ai montré, dans un travail précédent (Acta math.,1), comment les
formes quadratiques indéfinies & indéterminées conjuguées et a coeffi-
cients entiers pouvaienl conduire & une classe étendue de groupes dis-
continus de substitutions linéaires, et ces groupes sont isomorphes aux
groupes de substitutions qui transforment ces formes en elles-mémes.
En se borpant d’abord aux formes quadratiques binaires, la question
se posait alors de chercher les substitutions fondamentales d’un tel
groupe pour une forme quadratique indéfinie donnée. C’est 12 un pro-
bleme qui est intimement lié¢ & la théorie arithmétique de ces formes,
théorie qui n’a pas encore été développée et dont je me propose d’in-
diquer dans ce Mémoire quelques points fondamentaux, qui donneront
d’ailleurs immédiatement la solution du probleme proposé.

Ann. de U'Ec. Normale. 3¢ Série. Tome I. — Jaxvier 1884. 2
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On connait la méthode célebre par laquelle M. Hermite ramene 1'é-
tude arithmétique d’une forme quadratique réelle indéfinie a laréduc-
tion continuelle d’une forme définie dépendant de certains paramétres
arbitraires, ce quiluia permis d’établir ces deux théorémes fondamen-
taux, qu'a un déterminant donné correspondait un nombre fini de
classes et que toutes les substitutions semblables correspondant & une
forme pouvaient étre obtenues par la combinaison d’un nombre fini de
substitutions fondamentales (Journal de Crelle, t. 47). Les applications
pratiques de cette méthode peuvent étre souvent fort délicates, tant &
cause du choix des conditions de réduction d’une forme définie que
par la difficulté de suivre la variation simultanée des divers parame-
tres arbitraires. On trouvera, dans le beau Mémoire de M. Selling (Jour-
nal de Crelle, t. 77), une application de la méthode aux formes ter-
naires indéfinies, et, dans un important travail (Annales de I'Ecole
Normale, 1881), M. Charve, apres avoir repris la méthode de réduc-
tion de M. Selling pour les formes ternaires définies, a fait une applica-
tion des mémes prineipes 2 'étude desirrationnelles du troisicme degré.

La méthode de M. Hermite peut s’étendre aux formes quadratiques
a indéterminées conjuguées, et cette extension est le point de départ
de mon étude sur les formes binaires indéfinies. Quant aux conditions
de réduction d’une forme binaire définie b indéterminées conjuguées,
elles ont été données par M. Hermite (Journal de Crelle, t. 47), et elles
sont trés convenables pour notre objet, car nous établirons qu’en gé-
néral, & une forme définie, ne correspondent que deux réduites, et
celles-ci different. seulement par le signe des.coefficients moyens ;
jajoute que, dans toute cette théorie, nous. n’employons que des sub-
stitutions dont le déterminant est égal & 'unité. La forme définie, que
nous sommes conduits 2 associer & la forme indéfinie donnée, ne ren—
ferme qu’un parametre arbitraire z, etil suffit de donner i ce parametre
toutes les valeurs complexes de module inférieur & P'unité. Les condi-
tions de réduction de cette forme sont susceptibles d’une interprétation
géométrique remarquable, qui permet d’effectuer sans peine la ré-
duction continuelle : elles expriment que le point dont I'affixe est z
doit étre, & I'intérieur d’un polygone, limité par des arcs de cercle or-
thogonaux au cercle de rayon 1.

Ce travail est divisé en cinq Chapitres. Dans le premier, je construis
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la forme définie associée ® et arrive a la notion de réduite pour les
formes indéfinies; j’établis ensuite que le nombre des réduites est li-
mité, mais en supposant que le déterminant de [a forme n’est pas une
somme de deux carrés. Le second Chapitre est principalement consacré
aux représentations géométriques dont j’ai parlé plus haut: je puisalors
étendre facilement le théoreme sur le nombre limité des réduites aux

cas qui avaient été écartés. Dans la troisieme Partie j’examine d’abord
~ les diverses circonstances qui peuvent se présenter dans la réduction,
d’une forme définie; je montre ensuite comment peut s’effectuer la ré-
duction continuelle de la forme ® et comment cette réduction donnera
les substitutions fondamentales du groupe de substitutions semblables.
Dans le quatrieme Chapitre, je cherche explicitement les substitutions
qui réduisent de nouveau la forme ®, quand celle-ci, pour une varia-
tion infiniment petite du parameétre, cesse d’étre réduite, et cela dans
tous les cas qui peuvent se présenter; je fais ensuite une application
numérique complete. Dans la derniere Parlie, je reviens sur le groupe
dont il a été question au début pour montrer directement qu’il est dis-
continu.

I.

- 1. Considérons la forme quadratique binaire & indéterminées conju-

guées
Sy y, 24, ¥0) = axz,~+ by, byx,y =+ ¢ yy,.
x et y sont deux indéterminées complexes, dont x, et y, représentent
les conjuguées; les coefficients extrémes a et ¢ sont réels, et b, est con-
jugué de &; d’une maniére générale, nous représenterons dans la suite
la quantité conjuguée d’une lettre quelconque par la méme leltre af-
fectée de 'indice zéro.
Sil’on effectue sur 2 et y une substitution linéaire

{ « =MX~+ NY,

(1) )
y=PX + QY,
en effectuant sur @, ety, la substitution

Ly :M0X0+N0YQ,
Yo = Po Xy -+ Qo Y,
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la forme fse change en une transformée analogue
F(X,Y, X, Yo) = AXX, + BXY,+ B, X, Y + CYY,.
L’expression BB, — AC joue ici le role d’invariant, et 'on a
BB, — AC = (MQ — NP) (M, Qy— NoPy) (bb,— ac).

Les formes f se partagent en formes définies et formes indéfinies
suivant le signe de b5, — ac, que nous désignerons par A. On établit
en effet immédiatement que / peut s’écrire

f=a(VV,—AUU,),

« étant une constante réelle; V et U sont des fonctions linéaires de
et y. Par suite, si A est négatif, ce qui est le cas de la forme dite définie,
/ peut se ramener a I'une ou I'autre des formes

+ (VVy+ UU,);

si, au contraire, A est positif, la forme est dite indefinie et elle peut se

ramener au type
‘ VV,—UU,.

2. Les résultats précédents donnent tout ce qui concerne I'équiva-
lence algébrique des formes /. Nous allons supposer maintenant que
les coefficients M, N, P, Q de la substitution (1) sont des entiers com—
plexes et que ce déterminant MQ — NP est égal a I'unité.

Dans le cas o la forme f est définie, M. Hermite a établi la propo-
sition suivante qui est fondamentale (Journal de Crelle, t. 47, p. 358).
A toute forme définie a coefficients quelconques (nous supposerons la
forme positive, c’est-a-dire a et ¢ positifs) correspond toujours une
transformée arithmétiquement équivalente F, telle que 1'on ait

AzC
et, en posant B = m + ni,
amZIA, —amZA,
an ZA, —an A,

M. Hermite donne le nom de réduites aux formes définies F qui vé-
rifient les conditions précédentes.
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Nous allons nous occuper ici des formes indéfinies, el nous ferons
cette étude en étendant aux formes & indéterminées conjuguées les mé-
thodes de M. Hermite pour les formes réelles, méthodes qui ramenent
I’étude des formes indéfinies a la question de la réduction continuelle
de formes définies renfermant des parametres arbitraires.

Commencons par résoudre le probleme suivant : Trouver la transfor-
mation linéaire la plus genérale, transformant en elle-méme

Uy — 99,

Soit donc
U=du+vy, V==Cu-+ ®v

une transformation telle que

UU,— VV, = wug— 00,5
on aura
f‘RD(Jlf’o - @@0 =1,

Qolby — €My =00,

Wby — Ry =—1;
la seconde équation donne
b C
@y Uy

Désignons par . ce rapport; en substituant ces valeurs de . et e dans
la premiere égalité, on aura

iy (B@— Wiby) =1 donc g, =1.

Les trois équations précédentes peuvent étre remplacées par les sui-
vantes :

Jo= p®y, Vb= p2 OO—SS;=—1, avec pp,=—I.
La transformation la plus générale cherchée est
U=p®Oyu + pSv,
V==~Cu-+ hy.
2 et ® étant deux parametres complexes quelconques assujeltis seule-
ment & vérifier la relation

]

BB, — SSy=1

(¢

et p.ayant un module égal & P'unité.



14 : E. PICARD.

3. Ceci posé, considérons une forme indéfinie F & coefficients envers.
Nous pouvons mettre F sous la forme
F = vu,— vy,

Y

ol

u=az+ By, v=yx 70y,
les coefficients «, 3, 7, ¢ n’étant pas d’ailleurs nécessairement des
entiers. En méme temps que la forme indéfinie proposée, j'envisage

la forme définie
» = UU,+ VV,,

ot U et V sont les expressions linéaires en u et ¢ considérées au para-
graphe précédent. En faisant cette substitution, on aura

D= (R +C0) (Ruy+29) + (2u+D¢) (Sou+ By9).

On doit concevoir d’ailleurs que = et ¢ sont remplacés par leurs
valeurs en « et y, et ® est par conséquent une forme définie aux
indéterminées conjuguées x, y et x,, ¥,. Elle renferme les paramétres
arbitraires € et ®, vérifiant la relation indiquée plus haut.

Voici d’abord une premiere remarque. En effectuant dans @ une
substitution S, on obtiendra une nouvelle forme ¢; soit de méme f la
transformée obtenue en faisant dans F la substitution S. On voit tres
facilement que ¢ peut se déduire de f d’apres le mode méme de for-
mation de ® au moyen de F.

La forme ® ne sera pas en général réduite; supposons que, pour
certaines valeurs des parametres, on cherche une substitution & coeffi-
cients entiers qui la transforme en une forme réduite; cette substitu-
tion réduira ® tant que les parametres € et ® satisferont & certaines
conditions. Si 'on suppose que € et ® varient d’une manitre continue
(en satisfaisant, bien entendu, & la relation indiquée), il faudra 2 un
certain moment employer une aulre substitution pour réduire ®, et
c’est & ces opérations de réductions successives de la forme @, quand e
et ® varient d’une maniere continue, que nous donnons le nom de ré-
duction continuelle de cette forme.

On peut procéder de la maniere suivante pour effectuer cette rédue-
tion continuelle. Faisons dans ® une substitution qui la réduise et nous
aurons alors une forme ®, réduite pour certaines valeurs des parame-
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tres; quand, par suite de la variation des parameétres, @, cessera d’étre
réduite, nous chercherons les diverses substitutions qui, suivant les
circonstances de cette variation, la réduiront de nouveau; on obtiendra
ainsi d’autres formes ® et ’on opérera sur chacune d’elles comme on a
opéré sur @,. Nous reviendrons plus tard avec détail sur cette série
d’opérations (n° 11 et 12).

4. Concevons maintenant que, ayant calculé toutes les substitutions
“propres a réduire @ pour toutes les valeurs des parambtres € et ®, liés
par la relation indiquée, on fasse chacune de ces substitutions dans F;
on obtiendra ainsi un ensemble E de transformées f. Remarquons im-
médiatement que cet ensemble E sera toujours le méme, quelle que
soit la décomposition de F dont on parte. Supposons en effet que, ayant
mis d’abord F sous la forme

(1) IF = wwy— ooy,

[}

ou
u—az -+ By, v=vyx-+13y,

on ait un ensemble de formes /. Mais cette décomposition de F n’est
pas unique, et ’on-aurait pu partir d’une autre expression

i ni— !, 1.0
(2) F=u'w,— o'vp,

ou .
w=adz+ By, o=v'a-+dy.

D’ailleurs on aura évidemment
W=o'u-+ By, ==u+ Dy,

la substitution (&', W/, €, ®) transformant en elle-méme uu, — vv,.
On conclut de la que les formes ® déduites des expressions (1) el(2)
seront identiques et, par suite, les substitutions propres a les réduire.
Je dis maintenant que si deux formes F et ¥’ sont arithmétiquement
equivalentes, c’est-a-dire si 'on peut passer de l'une a ['autre par une
substitution & coefficients entiers et de déterminant 1, B et B seront
identiques, ¢'est-a-dire composés des mémes formes. Désignons en effet

par S une substitution permettant de passer de Fa F’ et soit T une sub-
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stitution réduisant ® pour certaines valeurs de @ et ®. On passera de
® & @ par la substitution S; par suite, la substitution TS~ effectuée sur
0’ la réduira, et 'on retombera manifestement sur la méme forme que
quand on a effectué sur ® la substitution T : E et E’ sont donc compo-
sés identiquement des mémes formes. ‘

Examinons maintenant plus attentivement le systeme des formesfdé-
duites d’une forme F, dont nous avons désigné I'ensemble par E. On
peut, a leur égard, établir la proposition suivante, qui est fondamen-
tale : Le nombre des formes f est essentiellement limité et leurs coefficients
ont des limites déterminées par I'invariant A.

5. Avant de donner la démonstration du théoreme précédent, je fe-
rai une distinction entre deux circonstances qui peuvent se présenter
relativement & l'invariant A = BB, — AC (que je suppose, bien en-
tendu, différent de zéro) : A peut étre ou non une 'somme de deux
carrés.

Examinons d’abord le cas o A n’est pas une somme de deux carrés;’
il n’existera pas alors de forme arithmétiquement équivalente 3 F et
dans laquelle le coefficient de xx, sera nul. I est clair, en effet, que,
¢’il en était ainsi, l'invariant A, qui n’a pas changé par la transforma-
tion, serait une somme de deux carrés.

Soient

J= (22 +By) (%2 + Boyo) — (Y2 + 8¥) (Yo 2o+ 80)0)
el .

p= [@o(ax+By)+Si(y2 + 3¥)] [® (2o —+ Boo) + € (Yoo —+ 8%,)]
+[€ (a2 +By)+® (y& + 8y)] [So(2ozo—+ Boo) + @ (Yo 20—+ 80y0)]-

Cette derniére forme est réduite pour des valeurs convenables de ©
et @, satisfaisant d’ailleurs a la relation

)

RWy,— SSy=1.

¢

Or comparons les coefficients de xx, dans et o; on a
w—YYo el (Dox+ Soy) (Ray+ 7o) + (Sa + DY) (Soep+ ®o7o)-

On peut facilement montrer que la valeur absolue de cot, — TYo est
au plus égalea 1a seconde expression, qui est toujours positive; celle-ci
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peut en effet s’écrire

aty— Yo+ 2(Sa + ®7) (So%y -+ By o)
ou
Yo — %+ 2 (De2 4+ S47) (Day+ E,),

et, en se servant de I'une ou ’autre forme, suivant que aa, — ¥y, est
positif ou négatif, le résultat apparait immédiatement. Dans la forme ¢,
le coefficient de wx, étant moindre que y2A4, il en est de méme du
coefficient de xx, dans /.

On démontrerait de la méme maniere que la valeur absolue du coef-
ficient de yy, dans f est moindre que le coefficient correspondant dans
¢. On sait d’ailleurs que, dans une forme définie réduite, le produit des
coefficients extrémes est moindre que deux fois la valeur absolue du
déterminant : ¢’est ce qui se tire immédiatement des inégalités du n° 2.
L’invariant de ¢ étant égal & Pinvariant A de fchangé de signe, on en
conclut que, dans la forme f, le produit des coefficients extrémes est
moindre que 2 A en valeur absolue; or, ces coefficients étant des entiers
et ne pouvant étre nuls dans I’hypothése ol nous nous sommes placés
relativement & A, on voit qu’ils sont limités en fonction de A.

Si A est la somme de deux carrés, le coefficient de xx, dans fest
toujours moindre que 24, mais la suite de la démonstration précé-
dente n’est pas applicable, car nous allons montrer qu’il existera alors
des formes arithmétiquement équivalentes 4 F et dans lesquelles le coef-
ficient de xx, sera nul; on ne pourra plus alors conclure de la limita-
tion du produit des coefficients extrémes celle du dernier coefficient.

Soit en effet
F=Azx,+ Baxy,+ Byz,y -+ Cryq,

BBO _ AC = «2 -+ PJ?,

et ot nous supposons que A n’est pas nul.
En faisant la substitution
x=az' -+ by,
y=cz' +dy',
a, b, ¢, d étant quatre entiers pour lesquels

ad - be =1,
Ann, de I’Ec. Normale. 3* Série Tome I. ~ Jaxvier 1884. 3
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le coefficient de o'« dans la (ransformée sera
Aaa,+ Bac,+ Boa,c + Ceeys

en I’égalant  zéro, on oblient I'équation

(Aay+Beo) (Aa -+ Bye) = («*+ §2) ccy,

et cetle équation sera satisfaite en posant
Aa+Byc=(a+if)ec.

Soient a et ¢ les deux nombres premiers entre eux vérifiant cette con-
dition; on sait qu’on pourra trouver une infinité d’entiers & et & satis- -
faisant a I'équation

ad —bec=1,
ce qui donnera des subslitutions conduisant & des transformées de la
forme cherchée.

Jadmettrai pour le moment que ’ensemble E des formes / est en-
core fini quand A est la somme de deux carrés : les représentations
géométriques dont nous allons faire usage pour traiter de la réduction
continuelle des formes ® nous permettront, dans un instant, d’en
donner bien aisément la démonstration.

Nous pouvons donner aux formes /'le nom de réduites; et, d’apres ce
qui a été démontré plus haut, la condition nécessaire et suffisante pour
que deux formes sotent arithmétiquement équivalentes est qu’elles aient
les mémes réduites.

II.

6. Nous venons de voir que ’étude des formes indéfinies F se rame-
nait & la réduction de la forme définie

P =[®(az +By) +So(y2 +3y)] [® (%2¢+ Boys) + S (to o+ 8070)]
+[S (2z+By)+® (v +3))] [So(%@—+ Bo o) -+ B (o 2o+ 80Y0)]

pour toules les valeurs des parametres complexes @ et ® satisfaisant i

la relation
(.DCDO -_ 920: I.

On remarque d’abord que les coefficients de la forme ® sont des
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formes quadratiques binaires aux indéterminées ronjuguées e et g,
® et ®,. Divisons donc par ®®, la forme @; la nouvelle forme, que nous
désignerons toujours par la méme lettre, ne renfermera plus qu’un seul

arbitraire, qui sera le quotient Z—é =z, el z pourra prendre toutes les

valeurs de module égal ou inférieur 2 'unité, comme le montre immé-
diatement la relation & laquelle satisfont © et ®.
Nous avons '

P =[ax+By—+ (yz +3y)50][2xe+ Bo Yo+ (Yo 2o+ ’30,‘?'0)3]
+[(2z + By)s+yx 4+ Sy] [(wzy+ Bo o) So+ Yoo+ S0 )0],

ol z esl un parametre complexe arbitraire, qui, je le répete, peut

prendre toutes les valeurs de module inférieur ou égal & 1.
Supposons maintenant que la forme F soit une forme réduite, ct

cherchons par quelles valeurs de z @ est réduite. Nous avons rappelé

(n° 2) les conditions qui expriment qu’une forme définie est réduite.
Nous aurons d’abord ‘

(2 v5y) (2~ 103) -+ (235 1) (%50 ¥o)
< (B+85) (B+ 805) + (B3 +2) (Pose—+ 2y,

en écrivant que le coefficient de xa, est moindre que celui de yy,.

Voila une premiere inégalité a laquelle devra satisfaire z; on peut
lui donner une interprétation géométrique remarquable, qui sera fort
utile dans toute la suite de ce Mémoire. On peut la mettre sous la
forme

(@) azsg—+ bz + byzy-+ a < o;

« étant réel, le terme indépendant de z est, comme on le voit de suite,
égal au coefficient de z5,.
Or Iéquation
assy+ bz bys,+a=o
représente un cercle; on a, en effet, si I'on pose z =a +if et

b=m—+ ni,
a(a®+ B*) +2ma—+2nf+a=o,

"qui représente un cercle quand on regarde « et 2 comme coordonnées
courantes. On reconnait de plus immédiatement que ce cercle coupe
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orthogonalement le cercle ayant Uorigine pour centre et l'unite pour
rayon.
Passons aux autres conditions; on aura

(24 130) (Bo+805) + (2+7,5) (B +85)
+ (23 +7) (BoSo+8) + (%50 + vo) (B3 -+ )
< (2 4v5) (%04 105) + (25 +7) (%5 + 7o) »

et celte inégalité est encore susceptible de se mettre sous la forme (p.).
On reconnaifrait de méme, en écrivant les trois autres inégalités qui ex-
priment que la forme est réduite, que celles-ci peuvent se mettre sous
la forme ().

Avant d’aller plus loin, remarquons qu’a toute valeur de = satisfai-
sant aux inégalités indiquées correspond une autre valeur qui y satis-
fait également : c’est é, et si 4 la premiére correspond un point a
Pintérieur du cercle de rayon 1, il correspondra i la seconde un point
a Pintérieur de ce cercle. Cherchons maintenant s’il pourra y avoir
sur la circonférence de rayon 1 des points satisfaisant aux cinq iné-
galités précédentes. On déduit immédiatement des conditions du n° 2,

A=C,
amA, —am<A, B=m+ni
an SA, —an A,

I'inégalité suivante :
A*<2(AC— BB,).

On aura donc ici, en désignant par A le déterminant de la forme F,
[(2 4 v30) (% + 105) + (25 4+ 1) (250 + o) < 24 (1 — 355,)2

Si z a un module égal & I'unité, le second membre s’annulant, il
en sera de méme du premier, ce qui entraine nécessairement,

%+ YeZ=0 €t az-+y=o0

et, par suite,
g — Yy = O.

Or le coefficient de xx,, dans la forme

F=(az + p.}’) (% 2o+ Boo) — (12 4+ 8¥) (YoZo =+ 85,)
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est précisément oo, — 7y,. Or nous sommes assurés que, quand
I'invariant de F n’est pas une somme de deux carrés, aec, — vy, ne
peut étre nul; par suite, quand A n’est pas une somme de deux car-
rés, 'ensemble E des points z satisfaisant aux cinqg inégalités (p.) n’a
aucun point commun avec la circonférence de rayon r : cet ensemble
se partage en deux parties, I'une complétement intérieure, 'autre
completement extérieure au cercle de rayon 1; il nous suffira évidem-
ment de considérer celle qui est intérieure a ce cercle.

Si az, — y7, = 0, ce qui exige nécessairement que A soit la somme

de deux carrés, la valeur z = — Ei’ dont le module est 1, satisfait aux

cinq inégalités (), et 'ensemble E a un point commun avec la cir-
conférence limite. Nous allons étudier ce cas d’une maniere plus
approfondie.

7. Partons, 2 cet effet, de la forme
F=0bay,+ byx,y -+ cyy,,
dans laquelle le coefficient de xa, est nul, et ol nous pouvons sup-
poser ¢ > o. Nous I’écrirons
F=1 0o +cy) gz +eyo) — 220 o,

et cette expression aura la forme uu, — ¢v, en posant

u:é(bx—i—w’)p t’:-i_x;
c Ve

par suite,

P = [—[— (bx +cy) + —{szo] l:L (byxy + Cyo) + \I/LﬁxosJ
¢

Ve 7o) Ve
BT x PRV
| powrens Lo | Zmrona+ e

Cette forme devra étre réduite pour que F soit elle-méme une forme
réduite. Les cinq inégalités de condition deviennent ici

2bb, (14 5) (1 + 5,) < c*(1+ z3,),

= [be(1+ zy) + byc(1+5) + besy (8 + 1)+ by s(5,-+1)] <2 bby (14 3) (1 ~+3,),
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olt 'on prend successivement le signe + et le signe —,

+ bc('+s°)—;b"c(l+z) -+ bc;“(3+l)—ib°cs(z°+l) l < 2bb, (14 3) (1 4+ 3,)-

Voyons & quelles conditions on pourra trouver des valeurs de z sa-
tisfaisant & ces cinqg inégalités.

Je prends d’abord la deuxieme et la troisieme inégalité, qui peuvent
s’écrire, en posant b=m +niet z=a +1f,

() (mP~4n?—me) (@+82) +2(m*+n*—me)a—2nef +m2+n>—me>o,
(1) (M2 n2—+ mce) (@2 =+ B2) + 2 (m*+n*+me)a+2ncf +m? -+ n*+me > o,

o et 3 désignant des coordonnées couranles; les premiers membres de
ces inégalités, égalés & zéro, représentent deux cercles passant par le
point « = — 1, f=o0, et orthogonaux au cercle de rayon 1. On aura
pareillement, pour la quatrieme et la cinquieme inégalité :

(111) (a2 + 8%) (M2 4+ n2— ne) + 2a(m® -+ n*— ne) + amef + m2 -+ n2— ne > o,
(IV) (224 B2) (m® + n®+ nc) + 2a(m?+ n2— ne) — 2me B -+ m? 4+ n2 4 ne > o.

Je supposerai d’abord qu’aucune des quantités m et n ne soit nulle, ce
qui arrivera nécessairement si le- discriminant de la forme qui est
m*+ n* n’est pas un carré parfait. Nous allons établiv que les inéga-
~ lités précédentes ne pourront étre vérifiées simultanément, si 'on a &
la fois

Valeur absolue de (mc) > m?+- n?,

Valeur absolue de (nc) > m?+ n®.

Placons-nous, en effet, dans ces hypothéses : les coordonnées des cen-
tres des cercles (I) et (II) étant respectivement

w=—1, B ne
1= — e e Ea e
’ M2 - n*t— mc
— ne
H=—1, B=

mE 4 n* - me

On voit que 3, et (3, seront de méme signe; par suvite, les deux cercles
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seront du méme coté de Uaxe réel. Pour les cercles (Il et IV), on a

4, = — 1 § = g ———
# o B me + n®— ne

me
%y — — 1 I T )
TR - R+ ne

et 3, et B, sont encore de méme signe. De plus, le signe de B, ¢t .,
puis celui de f; et £, sont différents; comparons, en effet, 3, et £, :
leur produit sera ’
n m )
M i ne mEiami—me

7 . . . ”
[?  c———— &k B tg (s Q 2 c G o
Or ———5—— est positif, puisque la valeur absolue de nc est supé

. . o m . , .
rieure a m* + n® et —————— re négalil; B, et f3,
eure et ———3———est au contraire négalil; £, et 3, sont

donc bien de signes contraires.

Cherchons maintenant quels points du plan satisfont aux inégalités
(I) et (11). Si m est positif, le cercle (I) comprendra le cercle (II) & son
intérieur et les points du plan intéricurs & (I) et extérieurs a (I) sa-
tisfont aux deux inégalités. Si m est négatif, le cercle (I) est contenu
dans Ie cercle (II), et ce sont encore les points du plan contenus entre
les deux cercles qui satisfont aux deux inégalités (partie ombrée dans
la fig. 1, au-dessus de I'axe AO).

Fig. 1

On aura de méme les points du plan satisfaisant aux inégalités (111
et (1V); les cercles III) et (IV) sont situés de I'autre coté de AO et la
partie ombrée au-dessous de AO donne les points cherchés. Les deux
parties ombrées n’ayant d’autre point commun que le point A, on voit
que, dans hypothese ol les valeurs absolues de mc et nc sont supé-
rieures & m*+ n* ou A, la forme F n’est pas réduite. On en conclut que
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Uentier c est nécessairement limilé en jfonction de ’invariant A. Cetle
remarque compiete le théoreme établi aun®5, d’apres lequel les formes
réduites sont en nombre fini, proposition qui n’avait été établie que
quand A n’était pas une somme de deux carrés (*).

Nous avons toutefols supposé que A n’était pas un carré parfait; fai-
sons maintenant cette derniére hypothese : supposons que 72 ou n soit
nul, cas que nous avions pu écarter tout a 'heure.

Soit » = o. Les deux premigres inégalités précédentes deviennent

(m?*—me) (a2 + P2+22+1)>0,
(m2 4+ me)(22+ B+422+1)>o0,

inégalités qui ne pourront évidemment étre vérifiées que si la valeur
absolue de mc est inférieure & m?; ¢ est donc encore limité en fonction
de A et le théoreme du n°® 5 est, par suite, établi, quel que soit A, sup-
posé seulement, bien entendu, différent de zéro.-

ITL

8. Avant derevenir au calcul del’ensemble des réduites d’une forme
indéfinie donnée, nous avons a examiner les diverses circonstances qui
peuvent se présenter dans la réduction d’une forme définie.

Nous avons rappelé plus haut (n°2) qu’a toute forme définie & coeffi-
cients quelconques correspondait une forme réduite arithmétiquement
équivalente. En désignant par

axxy+ bxy,+ boxyy - cyyo,

cette réduite, que nous supposons positive (a >0, ¢ >>0), nous avons

(!) Sans entrer dans un examen attentif des posilions que peuvent prendre les différents
cercles, on peut remarquer immédiatement que le polygone correspondant a I doil &tre un
triangle dont un des sommets esl le point « = —1, B = o. Le coté opposé 4 ce sommel est
obtenu en éerivant que le coefficient de xxy est égal A celui de 1)y ; si done z traverse ce
coté, on réduira de nouveau la forme ¢ en employant la substitution (z, y, —y, x). La
forme indéfinie

cxxy— byxyy— bayy

est donc réduite; on a, par suile, ¢ <y/24, ce qui fournit une seconde démonstration du
théoreme, dans le cas olt A est une somme de deux carrés.
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dit que 'on aurait
ae, 2a(m)ta, 2(n)la,

en posant b = m + ni et la parenthese (m) désignant la valeur absolue
de m.

Désignons par Ala quantité positive ac — bb,. On tire des inégalités
précédentes (voir Hermrre, loc. cit.)

ac=2A.

I est facile de trouver dans quelles circonstances deux formes ré-
duites peuvent étre arithmétiquement équivalentes. Supposons que

a'xaxy+ b'xy,+ byaz,y +c'yy,

soit une nouvelle formeréduite, arithmétiquement equlva]ente alapre-
miere. Nous pouvons évidemment supposer que

a' = a.
On passera de la premiere forme & la seconde en remplacant x et y
respectivement par ax + By et yx + 0y, «, 3, 7 et 0 étant quatre en-
tiers complexes, pour lesquels on a .

ad — fy =1.
On aura done i
' == aany = bayy -+ byayy —+ cyyo,
b= aafy + badg -+ by By + ¢S,
¢! = BBy -+ LS~ by B8 + 83,
etl’on peut écrire
ad == (o, byy)(@z -+ byy) -+ Avye;

or
ad' S a@*Zac” 24,

et comme, d’apres Uexpression de aa’, on a
aa'Z Ay,
on en conclut de suite
Tt S 2.
Faisons successivement les différentes hypotheses

Yfo==0, 1,2,

Ann. de ' Fe, Normale. 3¢ Série. Tome [. — JaNvier 1881, 4
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9. 1° Soit y =03 alors
=1, @ =aun, U =aB+ bz,

On aura done
a =a,

et les quatre hypothéses suivantes peuvent seules étre faites :

%= I, s= I, b= (L,SU —.-b,
g=-—1, 8=-—1, b'=—aB, +0b, "
1= I, e=—1{, V= ail,—0b,
a=—1i, f=-41, b =-—ail,— 0.

Silon a

' amy<<a, 20n)<a,

aucune de ces inégalités ne devenant une égalité, 'une au moins des

quantités 2(m’) et 2(n’) (nous posons b’ = m’ + n't) sera supérieurc

aasil’on n’apasff=o. ’
Alors &’ ===b etl’'on a ¢’ = c. On en conclut que la seule forme ré-

duite, arithméliqgnement équivalente &

(L) azxy-+ by, byxyy 4+ ¥y,
est
‘ (I1) axxo— bxy,— boxyy -+ cyy,,

et 'on passe de I'une 4 ’autre par la substitution (2, y, iz, — iy).
Supposons que, I’égalité étant possible, on ait

2(m)<a, 2(n)Za.
Reprenons I'expression
b= auy+ budy= 3 (aB,d + b) == (afyd + b),
puisque, «0 = 1; d’ailleurs,
c'=aBB+ bB8 - by Bys —+ c.
Soit 3, 0= p -+ ¢i; nous aurons

V==x[ap+ m-+i(ag -+ n)],
¢'=ap*+ amp + aq®+ 2ang -+ c.
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Or la valeur absolue de 2ap + 2m étant au plus égale & @, on doit avoir
'p g
p=ooup*=r1, et 'on vérifie de suite que, dans I'un et l'autre cas,
on a
ap*+a2mp —=o etdeméme ag’+2ng=o.

Nous avons done

¢ =c,

et de la valeur de &' on conclut que b"=== 5, ce qui est le cas consi-
déré plus haut, ou &' = =+ b,. Ainsi, quand on a, soit 2 (m) = a, soit
2(n)=a, la forme (I)n’est plus seulement équivalente & la réduite (II),
mais aussi & la réduite '

(1) arxo—+ byxy,+ by, -+ cyy,

et & celle qui s’en déduit par le changement de signe des coefficients
moyens. '
2° Soit yy, =1,

a' == aany ~+ bayy+ by ayy + c.
Or '

'<a<ec,

a
done
asny -+ bayy -+ by So.

Posons ay, = p -+ ¢i; cette inégalilé devient

a(p*+q*)+amp—2nq o,

et, puisque
a(m)Sa, 2(n)la,
on en conclut
ap*~+a2mp =o, ag*—ang=o,

d’ot 'on déduit

a=a—=c.

Sip=¢g=o0,0naua=oet, commed =0b,f,7+ ayd,, ilfaudrad=o0

ou 00, =1, et il vient
b'=b, ou b =— b,

En examinant successivement les cas ol p* =1 et ¢* = 1, on arrive
toujours aux mémes conclusions; quand on a
a=c,

la forme (I)est équivalente aux réduites (11 et (111,
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3° Il nous reste & faire 'hypothese 77, = 2.
Comme aa'>Ayy, et que aa’Sa*<ac< 24, on en conclut

—_
d=a=c=y23;

de plus, aa’ élant égala 24,

%

ae+ byy=o0, dolt by=—a->
: i
et, comme bb, — a*= — A, on a
A%y = I,

done
by==Fta(r=1i);

la forme est dans ce cas
a . @ .. )
axxy=* 5 (1EHxy,x - (130 2oy + € yyo-
Soit, par exemple, x = — 1, 7=1+ ¢, on aura
a . 42 .
azwy+ S (10— O xyo+ 5 (1) @y -+ @)
les valeurs de @', ¥/, ¢’ donnent
a . a .
ad=a— ;(1—1)——- E(I—(—-l)—i—a:a,

a . . -
b'=—afB,— —(1—12) %+ aiBo—+ a1+ ) o,.

On a d’ailleurs
S+ BUr+i)=—1

et, en remplagant ¢ par sa valeur, on trouve

e _3a
b=—=—=3af,

etI’'on voit que, pour aucune valeur de 8, &’ ne satisfait aux conditions
requises. Il se trouve ainsi établi que ’hypothese yy, =z est inadmis-
sible. 11 résulte de cette discussion, dont nous n’avons fait qu’indiquer
rapidement la marche, que si

(=) a<ec, 2(m)y<<a, 2(n)<<a,

la forme réduite f
f=axz,+ by, + byr,y +cyy,
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sera équivalente seulement & la _forme réduite
axx,—bxy,— byx,y + cyy,.

Dans le cas o une ow plusieurs des inégalités précédentes deviendraient
des inégalites, la forme f sera de plus équivalente aux deux formes ré-

duites
axxy -+ byxy, + b,y -+ cyy,

axxy,— boxy,— b,y -+ cyy,.

10. Revenons maintenant i la forme définie ® (n° 6), qui contient le
parametre arbitraire z; si nous supposons que nous sommes partis
d’une forme réduite F, la forme ® sera réduite pour les valeurs de z,
situées & 'intérieur d’un polygone curviligne convenable, polygone
que nous avons appris a former (n° 6). Pour un point quelconque = &
I'intérieur de ce polygone, la forme @ réduite peut-elleétre équivalente
a une autre réduite que celle qui s’obtient par le changement de signe
des coefficients moyens? D’aprés ce qui vient d’étre dit, il faudrait
qu’une des inégalités («) devint une inégalité, et ccla pour tous les
points & 'intérieur du polygone et par conséquent pour toute valeur
de z. Cherchons & quelles conditions cette circonstance pourra se pré-
senter.

Prenons d’abord le cas ot on aurait @ =e¢, qui devient ici

(1 150) (2 + 03) ~+ (25 --17) (2% = 10) = (B 330) (By+ 3,3) (B3 + 2) (8, + 30,
d’ol l’on tire, ceci étant une 1dentité,

sty =y = By - 8%,  xyy == B;
d et yne pouvant étre nuls a la fois, nous pouvons poser

. _ 8
==
O ()

d’olt, en substituant,
Wit (88 — 10) =88 — v OU (g — 1) (839 — v7o) == 0.
- Or la forme indéfinie ¥ = Aaa, +Bxy, + Box,y + Cyy, peut s’ éerire

F={(az+ By) (220 4 Boyo) — (Y2 + ) (Yox, + %Y0)3

done
A =az,—yy, B=uafy— 18, C=8B — 22
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Soit d’abord

GGy — Yo = O,

on en déduit

et enfin

le diseriminant de la forme est alors nul, cas que nous laissons de coté.
Soit maintenant p.u, = 1; on aura

A=—C et B=o;

le discriminant de la forme est alors A®, ¢’est-a-dire un carré parfait.
Sa forme F est
A @y —3p0)-

Passons maintenant aux autres inégalités. En supposant que C soit
différent de zéro, aprés avoir multiplié la forme par C, nous pourrons
'écrive '

(Cy +Bz) (Cyo + Bozy) — A 2zq,

L’égalité 2m =a, avec les notations du numéro précédent, devient

icl
(B +y/2.5) C+ (By+/2.5) C+ (Bs+/A.5) Gz + (Bys -+ /2)Cs
=(B +V2.5,) (By +V3.5) + (B -+ V2) (Bo5, -+ V),

et ceci sera une identité si

(B+B0)G:BBO+A, Bo:C,
d’ou
A=C%
donc A est nul, et la forme est
C(@yo + @0y —+ yy0)-

Nous avons supposé C différent de zéro; or on reconnait hien aisément
qu’il est impossible que C soit nul, et la forme précédente est la seule
pour laquelle, quel que soit =, I’égalité 2m =a soit vérifiée.

Pour qué 2m = — a, la forme F doit étre

Cl— ayo— 2oy + yyo)
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et, pour les deux autres cas,

on=—==a,

on devra avoir
F=A(xx,£xy, = 1,y).

Remarquons d'ailleurs que, abstraction faite des facteurs A et C, qui
ne pourront étre égaux qu’a =1, si dans la forme proposée les trois
cocfficients A, B, C n’ont pas de facteur réel commun, les trois formes
précédentes sont arithmétiquement équivalentes.

Il résulte des remarques précédentes et de ce que nous avons vu
(n° 8) que, sila forme indéfinie F n’est pas équivalente a la forme

Ly — V)V

la forme définie correspondante ® ne sera, pour une valeur arbitraire
du parametre z, équivalente qu'a deux formes réduites, celles-ci ne
différant 'une de Vautre que par le changement de signe des coefli-
cients moyens.

11. Expliquons maintenant avec plus de détails comment peut s’ef-
fectuer cette réduction continuelle de la forme @. Pour plas de simpli-
cité, supposons que la forme I dont nous partons soit réduite : Ia forme
correspondante ® sera réduite pour certaines valeurs du parametre =.
Ces valeurs seront représentées par les points & I'intérieur d’un certain
polygone P, dont les cotés sont des arcs de cercle orthogonaux au cercle
de rayon r; ce polygone aura au plus cing cotés. Supposons maintenant
que le point s sorte de ce polygone: la forme @ cesse d'étre réduite;
une substitution convenable la réduira de nouveaun, et cette substitution
pourra d’ailleurs varier avec le point par lequel le point z sort du poly-
gone et méme suivant la direction de sa trajectoire, si le point de sortie
est un sommet du polygone. La forme @ se transformera ainsi en @,
et soit F, ce que devient F par cette substitution. @, sera définie pour
les valeurs de =z comprises & I'intérieur d’un polygone P,, qui n’aura
de commun avec le premier qu'un coté ou méme qu'un sommet; ces
polygones ne peuvent aveir en effet de point intérieur commun, car,
pour une valeur de s intérieure & P, la forme @ n’est équivalente qu’a
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une seule autre réduite, qui s’obtient en changeant dans cette forme
les signes des coefficients moyens (n° 8); le polygone P, coinciderait
alors avec P, et la forme F, se tirerait de F par le méme changement de
signe. Nous pouvons considérer comme n’en faisant qu’une ces deux
réduites équivalentes correspondant & la substitution (@, y, iz, — iy),
et alors notre polygone P, n’a qu’un c0té ou qu’un sommet commun
avec P; nous appellerons polygones contigus au polygone P les différents
polygones qui lui sont adjacents, et les différentes réduites correspon-
dantes F, seront dites les réduites contigués a F. On peut continuer
ainsi indéfiniment la formation des polygones P et nous pouvons
faire dés maintenant la remarque que ces polygones, tous intérieurs
comme nous I’avons expliqué précédemment au cercle de rayon 1, ne
recousrent ce cercle qu’une seule fois ; deux polygones ne peuvent en effet
avoir de pointsintérieurs communs: ¢’est ce qu'on verrait en répélant
le raisonnement que nous avons fait précédemment relativement & P
et P,.

Partant d’abord de F, nous la joindrons & toutes ses contigués, en ne
gardant que celles qui sont distinctes et différentes de F : nous for-
mons ainsi un premier groupe (A). Prenons maintenant les formes
contiguési (A); parmi celles-ci se trouveront le groupe(A) et un second
groupe (B), dont nous ne conservons que les formes distinctes entre
elles et distinctes des formes de (A). Nous continuerons de méme en
prenant les formes contigués & (A) et (B), parmi lesquelles se trouvent
(A)el (B) eux-mémes et un troisieme groupe (C), dont nous ne con-
servons que les formes distinctes entre elles et de celles qui entrent
dans (A) et (B). On continuera ainsi jusqu'a ce qu’on ne trouve plus
de nouvelles formes réduites, ce qui arrivera necessairement, puisque
le nombre des réduites est limité (n° 5). On obtiendra de cette maniere
toutes les réduites arithmétiquement équivalentes a F.

En effectuant, comme il vient d’étre dit, la réduction continuelle de @,
nous obtenons dans le plan du parametre s un nombre fini de polygones
‘qui forment un continuum de points, et & chacun desquels correspond
une forme réduite (si, comme nous I’avons dit plus haut, on considere
comme identiques deux formes ne différant que par le signe du coetfi-
cient moyen). Désignons par = le polygone formé de tous ces poly-
gones : nous Pappellerons le polygone fondamenial.
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12. Si, en continuant d’effectuer la réduction continuelle de @, =
sort du polygone =, on rencontrera nécessairement une réduite déja
obtenue; z ayant traversé d’'une maniére déterminée le périmetre de =,
désignons par /celte réduite et soit

S = uuy—vg,

la forme sous laquelle clle s’est rencontrée quand nous avons effectué
la réduction continuelle & I'intérieur du polygone fondamental; soit
encore ;

(1) D= (u—+ ¢50) (Uy+ ¢,5) + (w3 + 0) (1y 55+ )

la forme correspondante ®. Quand z, passant du polygone P, qui est
inférieur & w et correspond & la formef, traverse de la maniere déter-
minée le périmetre de «, il faut employer une certaine substitution &
coefficients entiers pour réduire @, et celle-ci devient, en désignant
par «’ et ¢’ les transformées de u et-¢ par cette substitution,

(e 4 ¢ 30) (&) -+ vy 5) -+ (W' 3+ ¢') (wy 30+ ¢y )3
or on a identiquement
Wity — vy = ' Wy — o' vy ;
done (n°® 2) « et v sont de la forme

= p®ou+ v,

V=Cu-+ ®v

avee )
Pro=1 et AR, —2,:=1.

La forme @ devient donc

[u(p@o+ S3) + (1 S+ B5)] [164 (1 ® ~+ S45) + 0o (1S + B 5)]
+ [ (p®ys -+ ) 4+ (2054 ®)] [ (P 3p—+ So) -+ ¢ (1 S 50+ )],

et cette forme pourra s’écrire, apres division par un facteur positif,

(2) (1 02) (g 9y5') + (45 + ©) (4o Zy = 00),
e¢n posant

(8) ol C_QO‘:""*"@!*O,

(= ~ o — A B

2453 -:(D[LO’

Ann.de U Ec. Normale. 3% Série. Tome [. — Janvizr 188/, 9
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les formes (1) et (2) sont identiques, saufle changement de z en g5 le
polygone ', transformé du polygone = par la substitution (S), corres-
pondra comme lui a toutes les formes réduites, arithmétiquement équi-
valentes a la forme initiale. On remarque d’ailleurs que la substitu-
tion (S) laisse invariable le cercle de rayon 1 et qu'a un point z &
I'intérieur du cercle correspond un point z’ qui est également & 'inté-
rieur du méme cercle.

Une substitution (S) fera, ¢n général, correspondre un ¢oté du poly-
gone ma un autre coté de ce méme polygone. Supposons en effet que,
= sortant de = par le ¢01é ab, on rencontre une réduite qui élait repreé-
sentée i lintérieur du polygone fondamental par un polygone que
nous avons appelé p. Or il arrivera, en général, que p aura un coté cd
commun avec 7 et correspondant & ab; car, dans le cas contraire, si
cd est le coté de p correspondant a ab par la substitution (S), le poly-
gone contigu 2 p le long de cd serait & I'intérieur du polygone fonda-
mental et devrait, par conséquent, coincider avec le polygone intérieur
amet ayant ab pour coté, puisque ces deux polygones représentent la
méme réduite. Le polygone p, aurait done deux polygones contigus
qui correspondraient & la méme réduile, et la substitution S transfor-
merail p, en lui-méme, circonstances possibles, mais qui évidemment
ne se présenteront pas en général. Si done le polygone p,, ayant pour
coté ab, ne se trouve pas dans ce cas exceptionnel, la substitution S
fera correspondre au coté ab de m un autre coté cd du méme poly-
gone.

In sortant successivement du polygone = par les différents cotés de
ce polygone, on obtiendra différentes substitutions (S). Le groupe G,
dont ces substitutions sont les substitutions fondamentales, est, d ‘apres
ce qui précéde, évidemment discontinu. Si, pour chaque réduite de F,
les réduites contiguésle long des ¢otés du polygone correspondant sont
différentes, c’est-d-dire si le cas exceptionnel signalé plus haut ne se
rencontre pour aucune réduite, les diverses substitutions fondamen-
tales (8) feront correspondre deux a deux les cotés du polygone =, et
il est clair d’ailleurs que ces substitutions seront deux & deux inverses
de l’a.utrg. Le réseau des polygones obtenus en (ransformant z par les
szjbstltul.mns de G couvre alors une secule fois le cercle de rayon 1,
¢’est-a-dire que tout polygone (ransformé de = par une substitution du
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groupe ne peut avoir avec lui d’autre point commun que des points de
son périmetre. :

Il en serait autrement dans le cas que j’ai appelé précédemment le
cas exceptionnel. La substitution S correspondante transforme en lui-
méme le polygone p, que nous venons de considérer : le polygone 7 et
fe polygone transformé par la substitution S ont en commun p,.

On voit comment une forme binaire indéfinie donnée conduit & un
de ces groupes discontinus qui ont été appelés fuchsiens par M. Poin-
caré, et comment opération de la réduction continuelle de la forme
associée ® donne les substitutions fondamentales de ce groupe. Celui-ci
est isomorphe au groupe des substitutions linéaires & coefficients en-
tiers qui transforme en elle-méme toute forme arithmétiquement équi-
valente & la forme proposée; c’est ce qu’il suffira d’établir pour une
réduite quelconque F. Soit p le polygone qui dans = correspond & la
réduite F : toute substitution du groupe G transformant p en un aultre
polygone p’ pour lequel la réduite correspondante est la méme, la sub-
stitution qui réduira ®, quand s passera de p en p’, transformera pré-
cisément la forme F en elle-méme. Réciproquement, & toute substitu-
tion transformantF en elle-méme correspondra de la maniere indiquée
plus haut la substitution S du groupe G. Aux substitutions fondamen-
tales du groupe G correspondent d’ailleurs les substitutions fondamen-
tales du groupe T', et ainsi se trouve résolue Uimportante question de
la recherche des substitutions fondamentaies du groupe des substitu-
tions & coefficients entiers et de déterminant 1, transformant en elle-
méme une forme quadratique binaire indéfinie a indéterminées conju-
guées. :

Je ferai une derniere remarque, relative au cas exceptionnel. "A 1la
substitution S du groupe G, transformant en lui-méme le polygone p,,
correspond une substitution transformant en clle-méme la réduite re- |
présentée par le polygone p,. Si Pon effectue cette derniere substitu-
tion sur la forme associée ®@, celle-ci ne cessera pas d’étre réduite pour
“tout point du polygone p,; cctte substitution ne peut donc étre que
(e, y, iz, — iy), el la réduite qui correspond & p, n’a pas alors de
coefficient moyen. Ainsi les seules réduites pour lesquelles se produit
le cas exceptionnel ont la forme
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IV.

13. Pour que les calculs qui viennent d’étre indiqués puissent étre
pratiquement effectués, il faut pouvoir trouver les substitutions qui
réduisent de nouveau la forme ® quand celle-ci, pour une variation
infiniment petite du parametre, cesse d’étre réduite. Considérons donc
la forme définie positive &, que nous écrirons '

axxy+ Oxyy—+ bozyy =+ Cy¥o,

les coefficients dépendant du parametre z. Pour certaines valears de ce
parametre, la forme est réduite, et nous supposons que ’on ait les iné-
galités :

(1) ale, 2(m)y<a, 2(n)<a,

en posant, comme plus haut, b =m + n¢ et (m) désignant la valeur
absolue de m. :

1 Supposons que, pour certaines valeurs de z, on ait 2(m) = q,
les autres inégalités subsistant. Soit, par exemple, 2m =a, ce sera
I’équation d’un cercle. Quand =z traversera ce cercle, la seconde des
inégalités (1) changera de sens : je dis que la substitution 3 employer
pour réduire de nouveau la forme est

z=X-—-Y, y=Y.
On aen effet, apres cetle substitution, la nouvelle forme

a'zzy+ b'zy,+ byz,y -+ clyy,,

d=a, b=b—a, c=a—b—b,+c.

On aura a’ < ¢, ear celte inégalilé revient 4 am <e, qui est véri-
fiée, puisque 2m est infiniment peu supérieur i a et que a < c.
On a d’autre part

m'=m—a, n=n;

pac suite, 2(n') < a, et la seconde inégalité s'écrira (2m — 2a) < a;
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elle est vérifiée, puisque 272 = @ + ¢, < étant une quantité positive tres
petite.
Sil'on avait eu 2m = — a, il elt fallu employer la substitution

r=X+Y, »=Y.

On reconnait de la méme maniere que, si 2n = = a, il faut employer

la substitution
' z=X=x:Y, y=Y;

on prendra le signe + si 2n = a, le signe — si 2n = — a.

Dans le cas ou les deux inégalités 2(m)<Ta, 2(n)<a change-
raient desensala fois, il suffit de faire le produitdes deux substitutions
correspondant a chaque cas isolément; supposons, par exemple, que,
par suite de la variation du parametre, on ait

om=—a-+ce, 2n—a-+r,

e et m étant des quantités positives tres petites, on devra employer la

‘substitution
r=X+(—1+0Y, y=Y;

mais ceci suppose essentiellement que 'inégalité a <c ne cesse pas
d’étre vérifiée quand on fait subir au parametre la variation infiniment
petite. ’

2° Silonsuppose que, lesinégalités 2(m) << a, 2(r)<a subsistant,
. Pinégalité

a<c '’
change de sens, on aura a employer la substitution
z=—Y, y=X.

3° Supposons maintenant que, I'indgalité 2(n) <  a ne cessant d’étre
vérifiée, les inégalités
a<c et 2(m)<<a

changent de sens. Soient, par exemple, aprés la variation infiniment

petite du parametre,
a=—=C-~Hc¢e¢, 2m=—da-+r1,
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: ety étant des quantités positives tres pelites. Nous allons voir que la
substitution ~ .

rx=X, y=—X-+Y
réduira de nouveau la forme proposés. Les coefficients a’, &', ¢, apres
la transformation, sont en effet

d=a—om-+c=c—mn, b=m+ni—c, c'=c.

4

On voit que @’ << ¢’ et que 2(n') < a'; quant & I'inégalité 2(m’) < a’.

elle peut s’écrire
2(m—c)<<c—r,.

Or

AM — 2C =2 -+ 1 — C;
par suite, Uinégalité devient ¢ — ¢ — 9 < ¢ — 4, évidemment vérifiée.
Si, apres la variation infiniment petite, on avait el
a=—=c-+¢g 2m=—a-—r1,
on devra employer la substitution
r=X, ry=X-+Y.

Le cas que nous venons d’examiner se présentera quand les cercles
NAN" et MAM' (fig. 2), représentés par les équations a = ¢ et 2m = a,

par exemple, coincideront et que le parametre z traversera ce cercle,
ou bien quand, les cercles précédents se coupant, z passera de I'angle
MAN, pour lequel on a

alc, a2m<a,

a l'angle opposé par le sommet. Il est supposé dans I'analyse précé-
dente qu’aucun des deux cercles 2n =a, 27 = — a ne passe par le
point A.
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Supposons maintenant que =, restant toujours dans le voisinage
de A, sorte de ’angle MAN en traversant seulement AN, la substitution

aemployer sera (2°)
(1'7 3“7 —'}” .T),

et la forme deviendra

(2) ayyo— byzy— byzy, + coxy;

elle’sera réduite tant que ¢ << a et que 2m <c. Or le cercle représenté
par équation 2m — ¢ = o passe évidemment par le point Aj; il est,
de plus, dans 'angle M'AN.

Supposons maintenant que z, restant toujours dans le voisinage
de A, sorte de 'angle NAP, en traversant AP. On devra employer,
pour réduire de nouveau la forme (2), la substitution

(-Z‘, J”: x 'I‘.}"> )’),
ce qui donne

(3) cazy (¢ — by)xyo+ (¢ — b)xey + (¢ + «—b—by)yy,,
et cette forme sera réduite tant que
am>c¢ ¢l a2m<a,

¢’est-h-dire tant que z sera dans angle M’AP. Nous revenons mainte-
nant & angle M'AN’, et, en continuant de tourner autour du point A,
on rencontrerait successivement les angles N'AP" ¢t MAP’, puis enfin
on reviendrait & 'angle initial MAN.

Nous savons done effectuer la réduction continuelle de notre forme
définie dans le voisinage de tout point pour lequel on n’a pas & la fois

a=c¢, 2(m)=a, 2(n)=a.
4. Plagons-nous maintenant dans cette derniere hypothese. Soit A
un point par lequel passent les trois cercles
a==c, 2m=—=—a, 20 = (.

Nous allons, comme précédemment, tourner autour du point A en
appliquant ce que nous avons dit en premier et second lieu; on forme
ainsi autour du point un certain nombre d’angles, et, quand on est
revenu au point de départ, la réduction complete se trouve elfectuée.
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La fig. 3 peut présenter différentes dispositions : un exemple parti-
culier suffira pour montrer bien nettement la marche i suivre dans
tous les cas:

QAQ’ est représenté par I'équation 2m = a,
PAP’ » » an—a,
MAM’ » , » a=c,

et ces cercles ont au point A des tangentes distinctes.

Nous supposons que dans I'angle PAQ on ait
a<c, 2m<a,' an < a.

On se rappellera, d’ailleurs, qu’en tournant autour du point A, nous
allons toujours rester dans le voisinage de ce point.

Nous partons d’un point z dans ’angle PAQ : la forme est alors ré-
duite. Nous traversons AP : la substitution & employer pour réduire la
forme est (n° 13) (=, y, # + iy, ¥), ce qui donne

(2) azzi+ zy(—ai +b)+ 2y (ai+by) + [a+ (b— by) i+ clyyo;
cette forme sera réduite (dans le voisinage de A) si
an<<c, 2n>a, 2m<d.

Or le cercle 2n = c passe par le point A et est nécessairement compris
dans I'angle PAM. Soit 8’AS ce cercle; la forme (2) sera réduite quand
z sera dans ’angle PAS.

Traversons AQ. La substitution a employer sera (x, y, —y, x), ce
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qui conduit a la nouvelle forme
(3) ayy,— xy,(a +b,) —xzyy(—ai+b) + (a—2n+c)zz,,
qui sera réduite si
2n>c¢, 2mton<<a-+c¢, a<<c.

Or ce cercle 2m + 2n = a + ¢ passe dans 'angle SAQ’, car pour un

point de AQ’ on a
2m—-+2n—a—c>o,

tandis que pour un point de AS on a
om-+2n—a—c<<o;

mais ce cercle peut passer dans P'angle Q’AM ou dans 'angle MAS.
Supposons que la premiere circonstance se présente : soit donc TAT' le
cercle représenté par I’équalion

2m—+2n=—a-c;

la forme (3) sera réduite tant que z sera dans 'angle SAM.
Traversons AM : la substitution & employer sera |

1 qnt
o=

PO
)

(.Z‘, Y, X — ‘:Y’ )’)7 A
et la forme (3) deviendra i

#

(4) (a—2n—+c)zzy+axy,[—m-+ilc—n)]+z,y[—m—i(c—n)] +c)yvy;

o

elle sera réduite si
2n>a, c<da, 2m-+an<a-c;

on en'conclut que s devra étre dans I'angle MAT.

Traversons AT : on devra faire usage de la substitution

(z, %, 2+, ),

et la forme (4) deviendra
(5) (a—2n+c)ex,+zy,[a—2n+c—m-+1(c—n)]+...
i}
) +(@a—2n—+c+c—2m)yy,;
elle sera réduite si

an<e, ¢c<d, 2m-+2n>>a—+cC.
Ann, de I’ Fe. Normale. 3% Série. Tome . — Fgvrier 1884. 6
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Or considérons le cercle 2m = ¢ : je dis qu’il passera dans I'angle TAQ';
on a en effet, pour un point de AQ’,

a2m—c=—=a—<C¢c>o0,

et pour un point de AT,
2m—cCc=—a—2n<o.

Soit donc AV le cercle 2m = ¢ : la forme (5) sera réduite quand z sera

dans I'angle TAV.
Traversons AV : il faudra faire la substitution (z, y, —y, «), et 'on
aura la forme -

(@—2n+c+c—am)xx,
—yxyJa—2n—+c—m-+ilc—n)]—...+(@a—2n-+C)¥yy;

(6)

elle sera réduite si
aom>c¢, a2m<a, 2n>a;
z devra, par conséquent, étre dans I’angle VAQ'.

Nous venons de décrire deux angles droits autour du poinl A; en
conlinuant, on rencontre successivement les angles opposés parle som-
met & ceux que nous venons de parcourir, et I’on retrouve enfin I'angle
initial QAP, ce qui acheve la réduction continuelle de la forme ® du-
tour du point A.

15. Je me propose maintenant d’appliquer & un exemple numérique
les considérations qui ont été eXposées dans ce Mémoire. ‘
Prenons la forme indéfinie

(I F=az,— 2yy,.

Nous pouvons prendre comme forme définie correspondante

= (2 +v227) (@ +V2y03) + (25 +V2y) (@050 +1/2 7o)

(®
(1) .

E = 22, (1 + 55)) -+ 2\/2 52y, 4+ 2V/25,20) + ¥¥o(255,+ 2);
cette forme sera réduile si z satisfait aux conditions suivantes :

ida\/;<l—|—a3+§32,
4BV <1+ a2+ e
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en posant 5 =« + (3. Le point s devra donc étre a 'intérieur du qua-
drilatere curviligne formé par les quatre cercles

142 B2k fayfa =0, 122+ B2 4BY2=o0.

Soit abed (voir fig. 4) ce quadrilatere. Quand s traverse le cdlé ad, la

Tig. 4.

substitution & employer pour réduire la forme est

(‘r;ﬂ" g —'}’,J*)»
et la forme @ devient

(ay | FF0(1330) @y (2yas —1—s3) ] . A
+ 2oy (2V2 3, — 1 — 530) 4y yo 3350 — 2V/2 (5 + 3,) + 3].
Elle sera réduite tant que
w4 Br—aay/2 +1>0,
4BV <14 a4 B,
3122+ B2) > b2,
1~ 2?4 B2— fay/2 < o
la troisieme inégalité est toujours vérifiée, et les quatre aulres montrent
que z doit étre & I'intériear du quadrilatére adej, I’équation de ¢ étant

@4 B2 1—auy/2 =o.
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A ce quadrilatere correspond la réduite

(IT) ZLy— ZYo— Lo) = ))o (ade))

et aussi, comme nous I'avons expliqué (n° 8), la réduite qui ne differe

de celle-12 que par le changement de signe des coefticients moyens
XLy~ Ty o+ oY — VYoo

En traversant le coté ¢b, nous aurions été conduit aux deux mémes ré-

duites.
Traversons le coté ab : la substitution & employer pour réduire de

nouveau la forme sera
(‘Z').)'y z + l_)’! )’):

et la forme @ devient
3) 5 2y (1+35) + 2y [2/25 —i(1+ 35,)]

{ —f—.z*oy[z V2 s+ {1+ z:o)] + Ve [3::0+ 3+ 2\/5[(:-—- zo)_l;
elle sera réduite tant que z sera a U'intérieur du quadrilatere abkf, le
cGLé &/ élant représenlé par I'équation

w4 i1 —2\2B=o0;
les réduites indéfinies correspondantes sont
(I1IT) xx, Eixy, zixy,—yy, (abkf).

En traversant cd, on eit obtenu les deux mémes réduites.

Pour achever de trouver les réduites contigués a la forme F, il faut
sortir du quadrilatere abed par les sommets en allant dans les angles
opposés.

Prenons a et passons dans I'angle fae. La substitution & employer
dans ce cas est (n° 13)

[.2:,)", Z -+ (_ I+ L‘).}"! e ]’
et la forme ® devient
‘ 22y (1 -+ 330) + .'L‘]‘O[Z\/;S —(r1+2)(r +;so)]

(é) 2 +xoy[2\/§zo-(1~i)(l+:zo)J '
+yy0[4(1 +53,) 4+ 2 \/;.z(—-—-x + ) 4 2Vez(—1— [)],
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forme qui seraréduile si

I

B(1-k a2+ B2) — fnya—48Va >0 .

1)

et le premier membre de cette équation représente un cercle passant
par les sommels e et fde deux quadrilateres déja considérés. Il faut de
plus

I +19—i—§‘~’+;’;av’§<o, 1+u2—|—{32———/;ﬁy/5<0,

el les deux autres inégalités sont vérifices d’elles-mémes; =z sera donc a
Pintérieur du triangle ae/. Les réduites correspondantes seront

(1V) ‘ xry T xy, (1) Exyy(1—1) (aef),

les signes supéricurs et inférieurs étant, bien entendu, pris ensemble.

En passant de méme par le sommet d dans I'angle jdA, on en obtient
le triangle jdh comme polygone continu, et les réduites correspon-
dantes sont

(V) w2 2y (1 — 0) = gy (14 0) (jdh);

en traversant en b et ¢, on obtient les mémes réduites (IV) et (V). Les
réduites de (I1) & (V) donne donc le Tableau complet des réduites con-
tigués & la réduite F.

Prenons maintenant le triangle ae/ et les réduites correspondantes,
nous allons chercher leurs contigués. Nous avons i partir de la forme(4).

En traversant e/, nous devons employer la substitution (#,y, — y, x),
el la nouvelle forme qu’il est inutile d’écrire sera réduite sile point =
est & I'intérieur du triangle sef, s étant le point de rencontre des deux
cercles ¢j el [k, qui est, comme le mon(rent immédiatement les équa-
tions surla circonférence de rayon r; les deux circonférences sont tan-
gentesintérieurement en ce pointet i la bissectrice os de 'angle des axes.

Les réduites correspondantes sont

(VI) = o (1— 8) 2 oy (14 0) -+ yve (5.

Ceci est bien d’accord avec ce que nous avons vu plus haut d’une
maniere générale : quand le coefficient de xx, dans une réduite est
nul, le polygone correspondant a un point sur la circonférence de
rayon 1 (n° 7).

Cherchons les autres polygones contigus au triangle aef. Nous avons
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déja rencontré le quadrilatére aedj; pénétrons dans ce quadrilatére
el traversons ¢ : il faudra employer la subslitution («, y, —y, @), ct
la forme (2) deviendra

w2y [3 (22 +B2+1) —hay/2 ]

+x.7'o<1+ac-—|—'§r—2a\/§+gg\/‘rj[)_,_“ e vy (X o BY).

Cette forme sera réduite tant que le point («, f3) sera dans le qua-
drilatere limité par ¢, ee’, jj" et le cercle dont 'équation est

S(a2+ B82+1) —8ay2=o0;

il est représenté par mn. :
Nous traversons maintenant emz. En employant la substitution
(x, v, x + iy, ), la forme devient

vy [3 (4 B 1) — f2y/2]
-%—J'J,O{I—!- x‘-’—l—{i‘l_zz\/g—f—i[—— 2?4 2 —}-1)+/,1\ qlg\/;.’”_}__“
0yl 4(1+ 2+ B2) — hay/2 — 482 ]

On voit facilement qu’elle sera réduite tant que le point (a, f3) sera
dans le triangle emp, mp étant le prolongement de mn.

Nous traversons enfin ¢p : il nous faut employer la substitution
(x, y, — ¥, x), et la nouvelle forme sera réduite quand le point s
sera & U'intérieur du triangle sep; le cercle sp est représenté par 1'é-
quation

(1 a2+ ) — fay/2 — 2By/2 = 0.

Ecrivons les réduites correspondant aux divers polygones que
nous venons de rencontrer :

(VII) —zxxyEyr,Ey,z+yy, (emyn),
(VIII) —axyxy,(14 1) x,y(1—10) (emp),
(IX) Tay,(1—0) 2y (140 —yy, (eps).

Si, élant dans le (riangle emp, nous traversons mp, nous devrons cn-
ployer la substitution (2, ¥,  +y, ¥), et I'on obtient la forme

rro[?»(a —+ B2 +I)—~£Z\/_]
+ 2yl 4 (1 a2+ B2) —6a\/2 + i[ — 3 (a2 4 B2 —H)+4a\/_+9w I+
+ ¥yl 9(1+ 224 B3 —12ay/a — (B2 |;
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elle sera réduite quand z sera a I'intérieur du triangle quadrilatere
(mprt), le cercle rz ayant pour équation

T1(14 224 B2) — 1622 =0,
et 'on a la réduite correspondante
(X) — @z, Tixy,mixyy + yy, (mpri).
Si nous traversons maintenant mr, en employant. la substitution

(2, 0, =1y, 7)),

la nouvelle forme définie sera réduite quand =z sera dans le quadrila-
tere mrne, I'équation du cercle ne étant

11 (24 B241) —162/2 =0,

c¢’est-h-dire que r¢ est le prolongement de rz.
La réduite correspondante est
(XI) —zxy+2yy, (mrage).
Nous acheverons d’obtenir les réduites arithmétiquement équivalent

a F, en revenant dans le triangle dAj et en traversant 4/, ce qui nous
donne les réduites

(XII) Exy, (1) Eayy(1—O) 4y, (hs'));

le polygone correspondant est le triangle 4s’j, symétrique de fes pa
rapport & oa. Traversons encore js', ce qui nous donnera le triangle
Jgqs’ symétrique de esp, avee les réduites

(XIII) Eay, (1) Eay (=0 =2y (gs')

Enfin, pour terminer, traversons jg : nous obtenons le triangle jgn et
les réduites

(XIV) ——xxoix‘yo(‘[——[):*:,'rog'(x+z') (Jgn).

Nous avons obtenu, de (II) & (XIV), vingt-cing formes réduites arith-
métiquement équivalentes & la réduite initiale F = xxy — 2yy,. Ce sont
d’ailleurs les seules, comme on le reconnait, en cherchant les réduites
contigués & chacune de celles-la; nous ne ferons pas ici ce caleul, qui
n’est qu’une simple vérification.
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16. ‘Aux réduites précédentes correspondent quatorze polygones :
leur ensemble constitue un polygone 7, que nous avons appelé (n° 11)
le polygone fondamental (*); son périmetre est marqué sur la figure par
un gros trait. Il nous faut trouver maintenant les substitutions fonda-
mentales du groupe I' (n° 12).

La variable z doit sortir de = successivement par les différents colés
de ce polygone. Commencons par sf : la réduite correspondant &
sfe est ' ,
Lyo(1— 1) =+ 2,y (14~ ) + ¥ ¥
En traversant sf, on doit employer la substitution (@, y, 2 — 1y, ), ce
qui donne la réduite
(0 Ty (1 — 1) 4+ 2oy (1+ 1) — 3%,

¢’est-a-dire la méme que pour le (riangle sep. D’aulre part, on passe
de sef a sep en traversant se au moyen de la substitution
) (2,0, 2 — 00, ));5
par suite, le produit des deux substitutions
(, v, & — iy, ¥)(x, v, 2+ 1, 1),

ou la substitution
[, Vs x4 (1— [.))"! )’]’

transformera en elle-méme la réduite (1). D’autre part, on peut passer
de la forme F = @y — 2yy, & la réduite (1) par la substitution
[, 7, (—1+ Oy +iy, x—iy];

done la transformée par cette derniére substitution de la substitution
précédente transformera en elle-méme la forme F. Nous avons done
une premicre substitution fondamentale du groupe T relatif d F; ce
sera

(1 [&, 3y (—2i+1)a—2(1+0)y, —(1—i)z + (1+20)7].

La substitution correspondante du groupe G (n° 12) transformera sp

(1) Le polygone = n’est pas le polygone fondamental du groupe G (n° 12), au sens em-
ployé par M. Poincaré dans ses recherches sur les groupes fuchsiens; mais, pour avoir ce
dernier polygone, il suffit de retrancher du polygone = les portions des quadrilatéres wbed
et mrav, qui sont au-dessous de OA.
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en sf. Elle fait correspondre aussi les deux cotés pr et £/, ce qui ne
donne aucune substitution nouvelle.

Supposons maintenant que nous sortions du polygone = par le
co0té £b. La réduite correspondant a (abkf) est
HLy— (XY g L)Y — Ve
in traversant b%, on doit employer la substitution (x, y, z +y, y),
ce qui donne la réduite

o

(2) x4+ (1— ) xy =+ (14 ) %, ¥,
qui est la méme que pour jdh. :

Ceci donne pour (2) une substitution linéaire, la transformant en
elle-méme, substitution qui est

[z, y,ix—o(1—0)y,—iy]s

la substitution semblable correspondante pour Fa se trouve immédia-
tement

(1T) (i, — 0y

Nous sortons maintenant du polygone = par le ¢oté be. Nous nous
trouvons pour ce ¢dlé dans ce que j’ai appelé (n® 12), le cas exception-
nel; car, en traversant bec, nous obtenonsla réduite
(3) XXy ZY o+ Ty — Y Yo

qui correspond au polygone adej contigu & abed, et n’ayant aucun coté
commun avec le polygone =. Lasubstitution correspondante relative a ¥
est encore la substitution (II). De méme, le coté c¢d donne la méme
substitution.

En continuant & parcourir le périmetre du polygone, nous rencon-
trons s'A. Un calcul tout semblable & celui que nous avons fait poursp

montre que s’ correspond & §'¢, etla substitution correspondante est
pour F

(I1I) [z, 0, (2i+1)x—20—i)y,— (+Hz+ (1— 2i)y].

Les deux colés ir et ng se correspondent; reportons-nous en effet a
la forme @ relative au polygone mprt; en traversant rz, il faut employer
la substitution

('1',,}’; x +.}/7 }’)7

Ann. de I'Ec. Normale. 3° Série. Tome I. — FivRIER 1884. . 7
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et on a la réduite
— Xy — .ij"o(l — ) —xyy (14 1),

qui correspond aussi & jgn.

La substitution semblable est la méme que celle qui est donnée par
les eOtés rv et ne; on se trouve alors dans le polygone mrno, et, laréduile
correspondante — xa, -+ 2y, ayant son coefficient moyen nul, nous
sommes de nouveau dans le cas exceptionnel; en sortant par 7o, nous
retombons sur la réduite donnée par emjn. La substitution semblable
correspondante pour F est

(Ivy (2, ¥, — iz — hiy,2ix 4+ 3iy).

En résumé, toutes les substitutions a coefficients entiers et de determi-
nant 1 peupent étre obtenues en combinant de loutes les manicres pos-
stbles les substitutions fondamentales qui suivent :

(z,y, e, —Iy),

(z,y, —3ix—4iy, 2ix +3iy),

[z, , (—2i+1)z—2(1+ 1)y, — (1— )z + (1+21) )],
[z, v, (+2i+1)z—2(1—1)y, — (1 + o+ (1—20)y].

-

V.

17. Les résultats exposés dans les Chapitres précédents doivent for-
mer le point de départ de toute la théorie arithmétique des formes
quadratiques binairesindéfinies & indéterminées conjuguées; on saura
notamment reconnaitre si deux formes données sont arithmétiquement
équivalentes, puisque (n°5) la condilion nécessaire et suffisante est
que les réduites de ces deux formes coincident.

Mais je ne m’arréte pas dans ce Mémoire & traiter les différentes ques-
tions arithmétiques, qui seraient la généralisation de celles que 1'on
résout dansla théorie des formes binaires réelles. Je veux seulement
montrer directement, en terminant, comment les substitutions sem-
blables d’une forme donnée conduisent & un groupe discontinu relatif
a4 une variable complexe, groupe qui est d’ailleurs isomorphe au
groupe I' que nous avons antérieurement considéré.
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Soit donnée la forme indéfinie
azxzy+ bxy,+ byxyy + cyy,
et
(s) (z,y, Mz +Py,Qz + Ry)

une substitution semblable de la forme de déterminant 1, et & coefli-
cients entiers; je considere la substitution effectuée sur la variable com-
plexe z

() _ Ms4+-P
- T Qs+R)

Si 'on considere toutes les substitutions semblables S, les substitu-
tions correspondantes = formeront évidemment un groupe. Nous allons
montrer que ce groupe est discontinu pour tout point z du plan qui
n’est pas situé sur le cercle représenté par I’équation

() azss,+ bz + by5,+ ¢ =o.
Supposons a positif : nous allons faire la démonstration en supposant
z a 'intérieur du cercle, c’est-a-dire que
assy4- 05+ bys,4c << o.
Entre les coefficients M, P, Q, R de la substitution (S), existent les

relations
aMl\‘Io‘*‘ bMQo‘l" boMoQ -+ CQQOZ a,

aMPy+ OMR+ 0,QP, +cQR, =1,
aPPy + OPRy+ 6, P R + cRRj=c¢;

et comme la substitution inverse de S est
(2,7, Re —Py,—Qz-+My),
on en conclut que ce systeme est entierement équivalent au suivant :

aBRRy— bRQy— bR Q + ¢ QQy = a,
— aRPy -+ bRM, + b, QP — c QM= b,
aPPy— bPMy — boPoM + ¢ MM,= c.

On conclut immédiatement de ces équations que, quand 1'une des
lettres M, P, Q, R est donnée, il ne peut y avoir qu'un nombre fini de
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substitutions correspondantes S. Soit, par exemple, donné Q : la pre-
miere équation du second systeme pouvant s’écrire

Q.
0

ol

A= bby— ac > o,

on voit qua une valeur de Q ne peut correspondre qu’un nombre fini
de valeurs pour — Q.4 + aR,, el par conséquent pour R,. D'ailleurs,
R, ne pouvant avoir qu’un nombre fini de valeurs, la premiere et la
derniere équation du premier systeme montrent de la méme maniere
que M et P n'ont également qu'un nombre limité de valeurs.

Ceci posé, nous ferons voir que le groupe est discontinu, en faisant
voir que, quand le module de Q grandit indéfiniment, le point corres-
pondant Z se rapproche indéfiniment de Ia circonférence (I). Partons
cet effet de I’identité

aXXo+ XY+ 00X Y + ¢ YY) = axx,-+ bay,+ byxoy -+ Cyyo,

ou
X=Mz~+Py, Y=Qx+ Ry,
Y . __ Mz+DP
d’oul’on tire, en posant Z = e

— ——-—-————-I 5\
_ modmgs +R) (s394 bz + by5y—+¢)-

ally+ 07 + byly+c=
Nous montrerons que le point Z se rapproche indéfiniment du cercle (I)
en montrant que, quand Q croit indéfiniment, mod (Qz -+ R) croit lui-
méme sans limite.
Nous supposons le point z & I'intérieur du eercle : ¢’est ce qu’expri-
mera I'inégalité
mod?*(as -+ b,) << A.
' a. d’ fend Q Qb,
On a, d’autre part, en écrivant Qz+ R = = (az +54,) + R —

- —_—
a

a
mod(Qs -+R) >mod<1{— %Zi‘—’> — mod l_%— (az+ bo)]
Qb mod9
0

>mod<R— > I— d mod(azs ~+ by) |,
- ¢ ’ mod(R——&abi’> v



MEMOIRE SUR LES FORMES QUADRATIQUES BINAIRES INDEFINIES, ETC. 53

que nous écrirons enfin sous la forme

1

00~
A(x—l—A-Q—(;i’)

I
1— Zmod‘-’(a: -+ by) —

i

a

mod(Qs+R) > <1 +AQ§—">

S

1 +mod —————mod (a3 + by)
> Q b,
R— .

Considérons maintenant le quotient qui figure dans le second
membre. Quand Q-augmente indéfiniment, le numérateur a pour li-
mite une quantité positive différente de zéro, d’apres I'inégalité a la-
quellesatisfait =, etil enestde méme du dénominateur.1l est donc érabli
que, quand Q a un module trés grand, le point correspondant Z est
trés rapproché de la circonférence (1). Le groupe est donc discontina,
ar, dans ees conditions, il ne pourra y avoir de point Z aussi rap-
proché qu’on voudra du point z, et le théoreme est établi.

18. Prend-on, par exemple, la forme xx, — 2y, que nous avons
é¢tudiée précédemment, elle conduit & un groupe discontinu dont
les substitutions fondamentales sont, d’aprés ce que nous avons vu
(n°16), les quatre substitutions

—38s—4
p 37

7=—3, 7 = -

njw
0

_|_

7_(1—2[)3——-2(1—1—1') _(+o2s—oa(—1)
T (=) s+ (1420) T =405+ (11— 2i)

19. Jetermine cette étude en donnant la résolution en nombres en-
tiers de 'équation
[to—_‘Dqu:T,

ol D est un entier positif, équation qui est la généralisation immédiate
de I’équation de Pell.

Cette équation se rattache immédiatement a la recherche des substi-
tutions semblables et de déterminant 1, de la forme quadratique bi-

naire
zzy— Dyy,.
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Soit (@, ¥, Mo + Py, Qx + Ry) une telle substitution, on aura

MM, —DQQ, =1, MP,—DQR,=o0, PP,— DRR,=— D.
On conclut de 12
PR,
DO M

Soit p. la valeur commune de ces rapports; puisque MR — PQ =1,

on aura
o (MM, — DQQ,) =1, done p=r1,

et les relations entre M, P, Q et R peuvent se mettre sous la forme
MM,—DQQ,=1, P,=DQ, R,=M.

On voit done qu’a toute solution de Péquation 2, — Duw, =1 cor-
respondra une substitution semblable de la forme quadratique considé-
rée, et réciproquement.

On cherchera donc les substitutions semblables fondamentales de la

forme
zzy—Dyyo,

et les coeflicients de «, dans toute substitution formée avec elles, don-
neront toutes les solutions de I’équation de Pell généralisée.




