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RECHERCHES ALGÉBRIQUES
SUR

LES I N T É G R A L E S Â B É L I E N N E S .
PAR M. L. RAFFY,

ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉBIEl'RE.

INTRODUCTION.

Les équa t ions algébriques jouent dans l 'Analyse un rôle considé-
rable. On peut dire que toute la théorie des transcendantes e l l ip t iques
et abéliennes repose sur l 'étude des fonctions algébriques. Il f au t
résoudre des équations algébriques pour intégrer les fractions ration-
nelles, pour ramener une intégrale el l ipt ique ou abélienne aux inté-
grales canoniques, pour obtenir les intégrales de première espèce,
pour reconnaî tre si la fonction inverse d 'une intégrale abélienne est
uniforme ou si elle a plus d 'une valeur en chaque point.

On sait, depuis Abel, qu'il est en général impossible de résoudre al-
gébriquement les équations d 'un degré supérieur au quatrième. Cette
impossibilité n'empêche pas l'Analyse d'avancer, mais elle rend singu-
lièrement difficiles certaines de ses applications. De là l'intérêt tout
particulier des problèmes qui semblent dépendre de la résolution des
équations, et qu'on peut traiter sans effectuer cette résolution. Notre
objet est de traiter quelques problèmes de cette catégorie qu'on ren-
contre dans la théorie des intégrales abéliennes, soit qu'on étudie
certains cas de réduction de ces intégrales, soit qu'on ait à déterminer
le genre d'une courbe algébrique donnée.

Âiifi. de l ' E c . Normale. 2e Série. Tome XI.— MARS i883. '4
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Dans un premier Chapi t re , j 'établis des pr incipes d o n t je uns usage
dans tout le cours de ce travail . J ' en déduis , comme conséquence
i m m é d i a t e , une méthode pour reconna î t r e , sans résoudre aucune
équat ion , si une intégrale abélienne donnée est ou non de première
espèce.

Au second Chapitre, je considère les fonc t ions liées à leur dérivée
par une équation algébrique, et qui n 'on t en cliaque poin t q u ' u n
nombre l imi té de valeurs. Le théorème fondamen ta l concernant ces
fonc t ions a été donné par MM. Briot et B o u q u e t dans leurs impor-
tan tes Recherches sur la théorie des fonctions ; il s 'énonce ainsi :

Si F intégrale d'une équation différentielle algébrique F ( u, -rj ) = o ri a

en chaque point qu'un nombre limité de valeurs, cette intégrale est racine
d'une équation algébrique ayant pour coefficients des fonctions entières,
sou de la variable z, soit de l'exponentielle c^, soit de la fonction dou-
blement périodique sn(p5).

Je me suis proposé de reconna î t re à laquel le de ces trois classes
appartient l'intégrale, en supposant qu'elle n'ait en chaque point qu'un
nombre limité de valeurs, ou, comme je le dis plus brièvement, qu'elle
soit bien déterminée ( 1 ) . Je déduis du critérium trouvé des caractères
auxquels on reconnaît que l ' intégrale ne peut pas être bien déter-
minée. Je passe ensuite au cas où l ' intégrale, supposée bien déter-
minée , serait algébrique, et je donne u n e dé t e rmina t ion nouvel le du
degré de l'équation intégrale par rappor t à la fonc t ion qu 'el le d é f i n i t .
Enfin je traite le cas où l 'équation à intégrer représente une courbe
unicursale. Les méthodes suivies dans ces applications n'exigent la
résolut ion d'aucune équat ion i r réduct ib le .

Le genre est un des nombres qui caractérisent le mieux le modo
d'existence des fonctions algébriques. On sait quelle place la considé-
rat ion du genre tient dans l'Analyse et dans la Géométrie : il paraît ,
nécessaire d'avoir une méthode qui permette de trouver le genre d 'une

( 1 ) Je reprends une dénomination employée jadis par Liouville. Dans le sens que lui attri-
buait Liouville, elle a été remplacée par le mot uniforme; il n'y a donc aucun inconvénient
à en faire usage pour désigner des fonctions qui , sans être uniformes, n'ont en chaque
point qu'un nombre limité de valeurs.
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courbe algébrique, quelles que soient les singularités qu'elle présente.
La méthode que j'expose au début du Chap i t r e III est générale et ne
comporte d 'autres opérations que des divis ions et des é l imina t ions .

Je m'occupe ensui te du problème impor tan t que MM. Briot et
Bouquet ont traité à la fin de leur troisième Mémoire , et qui consiste
à reconnaître si une équa t i on différent iel le algébrique V[u, f—} == o
admet une intégrale uniforme. Les difficultés que présente ce problème
sont de même nature que celles qu'on rencontre dans la détermination
du genre des courbes algébriques. J ' indique d'abord les moyens d'ap-
pliquer les condit ions énoncées par MM. Briot et Bouquet, quelle que
soit l 'équation différentielle proposée; puis je termine par une solu-
tion nouvelle du problème, fondée sur une proposition remarquable ,
qu i est d u e à M. Hermite.

CHAPITRE PREMIER.

I. — Théorèmes préliminaires.

1. Dans ce premier Chapitre, nous allons établir des propositions
dont nous ferons usage dans toute la suite de nos recherches. Comme
première appl icat ion, nous en déduirons une méthode pour recon-
naître si une intégrale abélienne donnée est de première espèce.

Nous adopterons les notations employées par MM. Briot et Bouquet
dans leur troisième Mémoire sur la théorie des fonctions ( < ) et dans le
Livre Y de leur Théorie des fonctions elliptiques : z et u seront deux
variables imaginaires liées par une équation différentielle F(^, -r:j==o,

algébrique par rapport à u et -^? et irréductible. Cette équation sera

( 1 ) Reclierches sur la théorie des fonctions y trois Mémoires publiés dans le XXXVIe Ca-
hier du Tournai de P Ecole Polytechnique.
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toujours supposée mise sous forme rationnelle el entière. Nous dési-
gnerons par U la dérivée ^~ Quand la variable u deviendra in f in i e ,

nous poserons v == î- et nous désignerons par V la dérivée -?'
Enfin, nous introduirons deux séries de paramètres : les paramètres c

seront les valeurs finies ou infinies que donne l 'équation F(^, U) = o
pour le rapport ^ quand l'un des termes de ce rapport ou tous les deux
deviennent infinis; en langage géométrique, ce sont les coefficients
angulaires des directions asymptotiques de la courbe F == o. La lettre c'
désignera la dérivée c— et les paramètres C'Q seront les valeurs que
cette dérivée prend quand U est nul.

Pour abréger nos premiers énoncés, nous dirons que le point u == b
(b étant f ini) est un point singulier logarithmique simple de la fonc-
tion z, si pour u === b la fonction z est inf in ie , et si sa dérivée — est de

l'ordre de ——; le point v == -1" === o sera un point singulier logarith-

. mique simple, si pour v = o la fonction z est infinie et si sa dérivée —

est de l'ordre de ^ ( { ) . Dans ces énoncés, nous supposerons implicite-
ment que, quand l'intégrale z devient infinie, elle le devient au t r emen t
que par l ' add i t ion de multiples inf iniment grands de ses périodes.

2. THÉORÈME I. — Étant donnée une équation algébrique irréductible
/T, tt T

F(^, U) == o, si lî intégrale z == f — reste finie sur toute la sphérCy les

paramètres c et c\ sont tous nuls*

THÉORÈME II. — Si l'intégrale z devient infinie^ mais n'admet aucun
point singulier logarithmique simple, un au moins des paramètres c et c^
est infini, et aucun à9 eux n est fini et différent de zéro,

THÉORÈME III. — Si l'intégrale z devient infinie s mais rHadmet d'autres

( 1 ) Pour les points singuliers logarithmiques en général, voir BRIOT et BOUQUET, Théorie
de s fondions elliptiques'y p. 176 à 178.
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infinis que des points singuliers logarithmiques simples, les paramètres c
et c^ sont tous finis, et deux au moins d'entre eux sont' différents de zéro.

THÉORÈME IV. — Les réciproques des trois théorèmes précédents son!
vraies.

/-* // /
3. Démonstration du théorème /. — L'intégrale z = — ne peut

devenir inf inie que dans deux cas : i° u restant fini et U devenant n u l :
2° u devenant in f in i .

Ier CAS : u est fini, U est nul. ~- On a alors pour le développement d 'un
des systèmes circulaires formés par les valeurs infinies de -

cU _ i
cîa ~"~ [J

-//

: h ( u — b ) 7)-

Mais, l ' intégrale ^ restant finie, il faut que q soit infér ieur à p . On
conclut de là

••-(^L-""1'^"4""'-^'^- • ]—
D'ailleurs, q u a n d U est nu l , on ne peut pas supposera infini : car alors
l 'élément dif férent ie l et la l i m i t e supérieure de l'intégrale .s devenant
infinis, cette intégrale serait infinie.^ Ainsi tous les Cy sont nuls.

2e CAS : u est infini. — Nous poserons u = ï-^ et nous prendrons c
comme nouvel le variable. Faisons aussi V = — U ^ 2 : l 'intégrale pro-

/ v j
posée prend la forme z •==. —'• Si V n'est pas nul avec v, l'intégrale z

reste finie, et le rapport — = —- -^ tend évidemment vers zéro. Si V
est nul avec v, on est ramené au cas précédent. Il faut que le rapport
•y = -— yr tende vers zéro quand u devient inf ini . Ainsi le para-

mètre c == .T est nul quand u est in f in i . D'ailleurs, si U devient inf ini ,
u restant f i n i , c est encore nul. Donc les paramètres c sont tous nuls.
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4. Démonstration du théorème I I . — On a à examiner les d e u x
mêmes cas que p lus l iant.

Ie r CAS : u est/lui, U est nul. —• On a, comme précédemment ,

^=p=^-&)-^....
Si y est in fé r i eu r à^, l ' in tégrale z reste f in ie ; le rapport (—.— tend

vers zéro, c'est-à-dire que c\ = <— est nu l .

Pour que l ' intégrale devienne inf in ie et que l 'ordre de — soit supé-
rieur h l ' u n i t é , il faut et il su f f î t que q soit supérieur à p. Par suite, le

, // —— Ï) A T • V A ^ 1- r dit ' n *rapport —.— croît sans l imite , c est-a-dire que c^ ==-..--- est in f in i .
D'ailleurs, si, U é tant nul, u est inf in i , c^ est i n f i n i ,

A u c u n des paramètres c^ ne peu t être fini et différent de zéro : car,
pour qu ' i l en fût ainsi , il faudra i t que q fût égal à/?, cas exclu par
l 'énoncé, parce qu'alors (— sérail de l'ordre de ——•

2^ CAS : u est. infini. — Posons u== ^', il vient z == ( —'•

Si Vn'est pas n u l avec v, l ' intégrale-s reste f inie; le rappor t - == — -/-
t end vers zéro : c est nul .

Si V est n u l avec v, on a

dz î , ~j
— = —-==: Ar ^-l-. ...
ac V

Si q est i n f é r i e u r \\p, l 'intégrale z reste f inie , et le rapport c== — -
est n u l . Le cas de y== p est exclu par l 'énoncé. Si q est supérieur à/?, l'in-

<{
t ég r a l e^dev i en t i n f i n i e , elle rapporte = — —, é tant de l'ordre de^"^ ,
croît sans l imi te avec u : c est infini . D'ailleurs, siU est inf ini , u restant
f in i , c est nul .

Aucun des paramètres c ne peut être fini et différent de zéro : car i l
f audra i t que q fût égal à p ; c'est le cas exclu.
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5. Démonstration du théorème I I I . — On a encore à examiner les
deux mêmes cas que précédemment .

Ier CAS : u est fini, U est nul. — On aura

eh î -q

-^=^=/^,-b} /-+... .

Si y est inférieur à /?, l ' in tégra le z reste unie; le rapport u—^ tend
vers zéro : c^ est nu l .

Si z devient i n f in i , l 'ordre de ̂  devant être égal à Funité, q est égal

à/?; par sui te , le rapport^—-> tend vers une l imite À f inie et différente
de zéro : ̂  est fini et d i f fé ren t de zéro. Ainsi , quand U est nu l , H res-
t a n t f in i , c^ n'est pas inf in i ; et l 'on verra, au cas suivant, que, q u a n d
U est nul , u ne peut pas être in f in i .

2e CAS : u est infini. — Posons u == \-, il vient z = ( —.

Si V n'est pas nu l avec v, l ' intégrale z reste f inie ; le r a p p o r t — == — ~
tend vers zéro : c est n u l .

Si V est nul avec ('', on a

^=-/^+..,dv y

Si q est inférieur à p , l ' intégrale z reste finie, et le rappor t c=— -
est nul .

Si z devient infini, l 'ordre de ^— devant être égal à l 'unité, q est égal

à p ; par sui te _. rz= — , (end vers une l imi te h f in ie et différente
de zéro : c est fini et différent de zéro.

Puisque le rapport -y ne peut être que fini ou nul quand u est in f in i ,
LJ doit nécessairement être infini avec u, ce qui just i f ie la proposi t ion
avancée plus h a u t .

Enfin, si U devient infini , u élant fini , c est n u l .
En résumé, aucun des paramètres c et CQ n'est infini , et un au inoins
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(le ces paramètres est différent de zéro : nous prouverons au n° 13 qu ' i l
y en a deux au moins qui ne sont pas nuls .

6. Démonstration du théorème IV. — Les réciproques des trois ihéo-
rèrnes précédents s'établissent par le raisonnement des cas exclusifs .

Remarque. — II peut arriver que les paramètres c et CQ relatifs a une
équat ion F ( ^ , U ) = = o soient tous nuls; c'est le cas du théorème I.

Il peut arriver que les paramètres c et c^ soient tous inf in is : l 'équa-
lion

-U3^,U__^2-__o

le montre i m m é d i a t e m e n t : les termes du plus hau t degré se réduisant
à U\ les coefficients angulaires c des directions asymptotiques sont
tous infinis. L'axe U =o rencontre la courbe en deux points à dislance
finie, car il l u i csl langent à l'origine des coordonnées : en ce poini
— est inf ini . L'axe U == o rencont re aussi la courbe en un po in t à

l ' i n f i n i : en ce po in t , u é tan t infini et U f i n i , -j^ est i n f i n i .
I l peut arriver enfin que les paramètres c et c'y soient tous f in i s et

différents de zéro, comme cela a lieu pour l 'équat ion U — u = o.

II. — Signification des paramètres c et 6-y : périodes polaires.

7. Etant donnée une équat ion algébrique ¥ { u , U) == o, les périodes
polaires de l'intégrale z == f c-^ correspondent aux deux cas sui-

vants : i° c— inf ini pour une valeur finie de u\ 2° c— i n f in i pour v == o,

v désignant toujours - {voir Bmoï et BOUQUET, Fonctions elliptiques,
p. 170 et suiv.).

Ie r CAS. — On aura

Ê-è^"-6^--
Si q est inférieur à/?, l ' intégrale z reste f in ie ; il n'y a pas de période

polaire.
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Si q est supérieur à p , la série précédente contient généralement un
terme en (u ~— &)~~1 ,. -":ll^>'-t—^,

.;<.l.ll^••-"--•>-l•-:l:\
^ 3 1 -^ 1-^ , - • • . • • ""•'.''• \

^U-^-^ ̂ (.-^ ^^ ^ \

Er.1 i 1 ^ - 1 '̂e'- ^r^+ /^_^)P +...-4- /^(^_^)-i4-,^. ^^_ j^|

^-. l l> r r fw^
Quand la variable u faitjo tours autour du point &, l'intégraî^^prend,, ,,<."1-/
sa valeur primitive augmentée de la période polaire 2^7r/^.,,p.^lito iej>^
cas présent, on voit que le rapport î—— croît sans l imite : c^ est
in f in i .

Mais, si q ==p, l'intégrale z admet la période polaire ipinh, et le
^ _ ^

rapport —r— ayant précisément pour limite A, la période polaire est
égale à ^pinc^.

2e CAS. — On aura
^=-A<^+. . . .
dv V

Si ç est inférieur a p^ il n^y a pas de période polaire. Si q est supé-
rieur à p , z admet la période polaire spinh^p, et c est infini . Mais, si
q ==:p, z admet la période polaire ^pi7th= 2pinc. Il n'y a, pour s'en
assurer, qu'à répéter le raisonnement fait au cas précédent.

Nous arrivons ainsi à ce théorème :

THÉORÈME V. — Les valeurs finies des paramètres c et c^ représentent,
à un facteur 'xpin près, celles des périodes polaires de l'intégrale z qui
correspondent à des points singuliers logarithmiques simples.

III. — Les trois formes de l'équation F(<</U) ==o.

8. A chacun des trois cas définis par les théorèmes précédents cor-
respond une forme particulière de l 'équation F(w, U) = o. Nous allons
fixer ces trois formes.

Cas du théorème /. •— Les paramètres c et c^ sont tous nuls.
Les paramètres c sont les coefficients angulaires ^ des directions

Ânn. de l'Éc. Normale. 2e Série. Tome Xïî. — AVRIL i883. Io
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asvmptotiques de la courbe représentée par l 'équation F ( ^ , U ) = = o .
Puisqu'ils sont tous nuls, U est nécessairement infini quand u est
infini ( ^ ) , et l'ensemble des termes du plus haut degré de l'équa-
tion î[u, U ) = o se réduit à une puissance de u, affectée d'un coeffi-
cient indépendant de U.

D'après cela, l'équation ¥{u, U) == o sera de la forme

U^/oO^) -+- V^f^u) +. . . -h UV/^C u) + U/,/,-.i ( u) -^fm(u) ==•0,

les lettres/désignant des polynômes entiers en u; soient §05 ̂  .. • »
^-i. ^m les degrés de ces polynômes. Ils satisfont aux inégalités

8,,, > m — À' -+- 8/, ( À- == 0, I , 2, . . . , 77Z -- l),

car ces inégalités expriment que Fensemble des termes du plus h a u t
degré de l 'équation se réduit à un terme en î/^1 à coefficient constant .
Réciproquement, si elles sont vérifiées, tous les paramètres c sont
nuls.

Nous allons exprimer maintenant que tous les paramètres c'^ sont
nuls, c^est-à-dire que, quand U est nul , — est n u l aussi. En vertu de la
remarque faite quelques lignes plus haut , quand U est f ini , u ne peut
pas être infini. Toutes les valeurs de u qui répondent à U = o sont donc
fournies par l 'équation fmW == °"

Soit u= b u n e racine de cette équat ion . Transportons l 'origine des
coordonnées au point U == o, u=b. II suff i t de poser u = b -i- z//.
L'équation devient

U^/o^ -4- ̂ ) 4-. . .+ Wf^(b -h a') + U/^ (b + a' ) 4-/,/,(& -+- u'} ==. o.

Au point qui est ma in tenan t l'origine, la dérivée €— n'a d 'autre
valeur que zéro. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que l'en-
semble des termes du moindre degré de l 'équation se réduise à une
puissance de u' affectée d 'un coefficient constant. Supposons que b soit

(1) C'est la généralisation de cette proposition bien connue ; La fonction u^ inverse d'une

intégrale elliptique clé première espèce z, ne peut être infinie sans que sa dérwêe U = -y
cï/z

soit aussi infinie»
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racine d'ordre ? de multiplicité de l 'équation f,n{u} = o. Le terme de
moindre degré en v: du polynôme f^{b 4- u1} est u^ : l'équation 'ne
doit contenir aucun terme de degré inférieur à ? ni aucun autre terme
de degré égal à ?. Ainsi, toute racine b d'ordre ^ de F équation f^[u] == o
est racine d'ordre ^ au moins de V équation f,^[u) == o; elle est racine
d'ordre ^ — i au moins de F équation f^_^[u] = o, et ainsi de mite : elle
est racine d'ordre ? — k -h- î au moins de l'équation f,n-k[u} == o..

Réciproquement , s'il en est ainsi, tous les paramètres c^ sont nuls.
De là résulte une généralisation d'une propriété des fonctions ellip-

t iques ( 1 ) :
/"* lt j

THÉORÈME VI. — Si l'intégrale z == j c—, définie par F équation algé-

brique F(^, U) == o, reste finie sur toute la sphère, V équation F(u, U) == o
ne contient pas U à la première puissance,

En effet, le polynôme^-.^^), qui est de degré moindre que le poly-
nôme/,,^), doit admettre toutes les racines def,n{u) et chacune d'elles
le même nombre de fois au moins que/^). Donc/^.^(^) est ident i -
quement nu l .

9. Remarque. — On reconna î t , à la seule inspection des termes de
l 'équation F = o, si cette équation vérifie les condit ions nécessaires et
suffisantes pour que les paramètres c soient tous nuls.

Pour vérifier si les paramètres c^ sont tous nuls, on n'a besoin de
résoudre aucune équat ion. La méthode dite des racines égales, qu'on
doit à Lagrange, permet de remplacer l 'équation fm{^) = o par un
cerlain nombre d 'autres équations

-^( U)~=:0, ^ 2 { U ) = '^,[U)=:0,

qui n'ont chacune que des racines simples; la première a pour racines
les racines simples de l'équation fmW = o; la seconde, ses racines
doubles; . . . ; la dernière, ses racines d 'ordre^».

Pour vérifier les conditions relatives aux racines mul t ip les d'ordre ?,
on divisera f,n-^u) p^r [yf^)]^; puis/^a^) par [y^)]^2; . . . , et

( 1 ) BÏUOT et BOUQUET, Fonctions elliptiques y p. 278.
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en général frn^[u) par [yp(^)]^4"'. Toutes ces divisions devront se
faire exactement. Si une seule de ces opérations est impossible, on sera
assuré que l'intégrale z ne reste pas finie sur toute la sphère.

D'ailleurs, on pourrait aussi former par différentiation et élimi-
nation l'équation qui lie U et ^=== |̂  et l 'on aurait à vérifier que pour
U = o cette équation n'admet d'autre solution que c'== o : on ordon-
nerait les termes de cette équation suivant les puissances de c', et l'on
devrait constater que le terme indépendant de c' et les coefficients de
toutes les puissances de c^ sauf celui de la plus élevée, s'annulent en
même temps que U.

On trouvera plus loin des exemples du cas actuel.

10. Cas du théorème I I . — Les paramètres c et c^ n 'ont d'autres
valeurs que zéro ou l'infini, et ne sont pas tous nuls.

L'ensemble des termes du plus haut degré de l'équation F(^, U) = o
se réduit à un seul terme de la forme AU"^, A étant une constante,
a, (3 deux entiers dont un peu t être nu l . Réciproquement, s'il en est
ainsi, les paramètres c n'ont d'autres valeurs que zéro ou l ' infini .

Passons aux paramètres Cç. De l'équation F(i<, U) = o on déduit

du^_ ,__F^
dU ~ c ~~~ F;/ '

El iminan t u entre les deux équat ions F == o et cT^-hFu^o, on
obtient une équation entre U etc'. Si l'on ordonne les termes de cet te
équation suivant les puissances de c', le coefficient de la plus haute
puissance de </ est, ou une constante, ou une puissance d e U ; si l'on
ordonne suivant les puissances de U, le terme indépendant de U est, ou
une constante ou une puissance de c. Il faut et il suffit évidemment
qu ' i l en soit ainsi pour qu 'aucun des paramètres c^ ne soit fini et dif-
férent de zéro.

Remarque, — Dans le cas actuel, il peut arriver que l 'équation
F ( M , U ) = = O contienne U a la première puissance. Soit, par exemple,
l'équation

^•u ,̂ (u2 -i" 4 «.U -- a2) — 4 u = o.

Elle ne contient d'autre terme du troisième degré que u^V : deux des
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paramètres c soni nuls et un est infini. Quand on fait U = o, une valeur
de u devient infinie, une valeur de c\ est infinie; en même temps u
prend les valeurs finies zéro et — 4 î la tangente à l'origine est la
droite u = o : c\ est nul .

Faisons u == u' — 4* L'équation devient
^ ( ^_4 ) (U_ . j )+u^o .

La tangente au point U = o, u'-= o^ est la droite u' = o : c^ est n u l *
Ainsi l 'équation proposée vérifie les condit ions du théorème II et con-
tient U à la première puissance. D'ailleurs elle s'intègre facilement :
on trouve

ce qui permet de reconnaître que la fonction z devient infinie, mais
n'a pas de point singulier logari thmique, ni simple, ni autre.

Cet exemple montre aussi qu'il n'est pas toujours nécessaire de
former l 'équation entre U et c\

11. Cas du théorème I I I > — Les paramètres c et ^ sont tous f inis
et ne sont pas tous nuls.

L'ensemble des termes du plus h a u t degré de l 'équalion T[u, U) = o
ne cont ient pas U en facteur, mais peut contenir en facteur une puis-
sance de u. Ordonnons les termes de l 'équation su ivant les puissances
décroissantes de U

U^/o^) -i- U^-1/!^) -+-. . .4- V\/^(U) -+- U /,/,,.. ,(U) -h./^O) =-0.

Les le t t res /désignent des polynômes entiers en u : soient rï^, rîp . . . ,
^ leurs degrés. Celui des polynômes/dont le degré est le plus élevé
est le dernier^ frn{u) : car. si le terme du plus hau t degré en u était
mult ipl ié par une puissance de U, il y aurait un des coefficients an-
gulaires c qui serait infini; ce qu i est contre l 'hypothèse. Ainsi ô/,,
est supérieur à tous les autres §. Si une puissance de u est en facteur
dans les termes du plus haut degré de l 'équation F •== o, l'ordre de
cette courbe sera égal au plus haut exposant de a, c'est-à-dire à 5^
Si les termes du plus haut degré ne cont iennent pas en facteur une
puissance de u, comme ils ne contiennent pas non plus en facteur une
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puissance de U, leur degré est égal au plus haut exposant de u, c'est-
à-dire à 5^. On voit que c?^ est dans tous les cas égal à Fordre de la
courbe F = = o . D'après cela, les degrés des polynômes/sat isfont aux
relations

• 5/n r m — A- 4- 3/. (À- =: o, ï , -2, . . ., w — l)

qui expr inneû t que l'ordre de la courbe F == o est égal à §,„. Récipro-
quement , si ces relations ont lieu, on voi t aisément que tous les para-
mètres c sont unis.

Faisons maintenant l 'hypothèse U == o. Quand U est nul , u ne peut
pas être i n f i n i , sans quoi le rapport j-r serait i n f in i ; il en serait de
même si, u devenant infini, U restait f ini . Ainsi u rie peut pas être infini '
sans que U le soit aussi. On voi t que toutes les valeurs de u qui ré-
pondent a l'hypothèse U == o sont fournies par Féquaî ion fm{u} = o.

Soit u = b une racine de cette équa t ion . Transportons l'origine des
coordonnées au point U == o, u == &, en posant u== b + u ' . Au point

. qui est maintenant l 'origine, toutes les valeurs de la dérivée €— doivent
être nulles ou finies et différentes de zéro. Pour qu'il en soit ainsi, il
faut et il suffit que l 'ensemble des termes du moindre degré ne con-
tienne pas U en fadeur. Si b est racine d'ordre |3 de maltiplicité, i l
faut et il suffit que les termes du moindre degré soient du deûrré Q :
s'ils étaient de degré moindre , ces termes ne pourraient provenir que
des groupes qui précèdent f,n{b 4- ?/); ils cont iendraient en facteur
une puissance de U- Exprimons que l ' équat ion F(& -+- u\ U) == o ne
contient pas de terme de degré inférieur à |3; nous avons cet énoncé :

Toute racine b d'ordre (S de l'équation fmW = 0 ^t racine d'ordre
f3 — i au moins de l'équation f,n-.}{u} =: o, et ainsi de suite : elle est
racine d'ordre ^ — kau moins de l'équation f^_^u) === o.

Réciproquement, s'il en est ainsi, tous les paramètres c^ sont finis.

12. Remarque I. — Ici, comme précédemment, on n'a pas besoin
(le résoudre Péqualion/^) === o pour vérifier qu 'aucun des c\, n'est
i n f i n i . On n'a qu'à suivre la marche indiquée au n° 9.

Remarque I I . — L'équation T(u, U) == o peut contenir U à la pre-
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mière puissance. En voici un exemple bien simple : il est fourni par
l ' équat ion u == U d o n t l ' intégrale est z = Lu. Il y a ici un lerme en U.
Les paramèt res c et c^ sont égaux à î .

Autre exemple. — Soit l ' équat ion

(^i U — u} (<^U -— u ) . . . (a^,-i U — if) 4- ̂ = o,

où nous supposerons 2a^o. L'équation conlient un terme en U. Les
termes du plus hau t degré se réduisent à ir" : tous les c sont nuls.
Les an valeurs de u qui répondent à U == o sont les racines de l 'équa-
t ion

^-i (^ — 1 ) ^ 0 .

A l 'origine, les paramètres c^ sont précisément les nombres a,, a^ . . . ,
<^. Transportant l 'origine au point U == o, u === ? , on volt imméd ia -
tement qu'en ce point c^ est égal à — (a, 4- a^ -+ - , . . -4- a^.^ ).

D'après cela, 2c,, est nul . Mais on a aussi 2c == o. R a p p r o c h a n t cet
exemple du précédent , on est condu i t à penser que la relation 2c= 2c\,
est générale. C'est ce qui a lieu.

13. THFOKÈME VII.— Etant donnée une équation F(u, U) == o algébrique
et irréductible, si les paramétres c et c^ sont tous finis, la somme algébrique
des paramètres c est égale à la somme algébrique des paramètres c ^ .

Au t re énoncé :
Si une courbe algébrique F (y? x) ==• o na aucune direction asvmpio-

tique parallèle à l'asce des y, ni aucune tangente parallèle à cet axe
aux points réels ou imaginaires où elle le rencontre, la somme algé-
brique des coefficients angulaires c = ̂  de ses directions asymptotiques

est égale à la somme algébrique des coefficients angulaires €'•== ̂  des

tangentes aux points où elle rencontre Vaxe des y.

Mis sous cette forme, le théorème devient presque évident. Effec-
tuons une transformation usitée dans la théorie des asymptotes et qui
consiste à poser

4 î y'^^p ,y=^.
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(On voit que x représente U et jreprésente u.) I/équation F (y, <r) == o
se change en f{y > ^ / ) = o.

Les paramètres c, désignant les diverses valeurs que prend le rap-
port ^ quand l'un de ses termes ou tous les deux deviennent infinis, re-
présentent maintenant les-ordonnées y des points de rencontre de la
courbe /== o avec l'axe desj<

Cherchons la signification des paramètres <^. On a

^(£) =(-•••-^) •\ Cl SC / .y = o \ ct"l•• / x' = w

c'est-à-dire que les paramètres Cy sont les ordonnées à l 'origine des
asymptotes de la courbe/= o. Or on sait que dans l 'équation d'une
courbe algébrique d'ordre n et dans l 'équation du système de ses
asymptotes les termes de degré n et de degré n — i sont les mêmes :
on a donc le == Sc\^ ce qui prouve le théorème.

Conséquence. — II résulte de là que , quand les paramètres cet c^ sont
tous finis et ne sont pas tous nuls , il y en a deux au moins qui sont
différents de zéro.

<k

Cette remarque complète la démonstration du théorème III.

IV. — Conséquences relatives aux intégrales abéliennes.

14k Toute intégrale abéllenne est une somme d'intégrales de pre-
mière, de deuxième et de troisième espèce, plus une partie algébrique
et logarithmique ( 1 ) . Mais certains de ces éléments peuvent manque r ;
l'intégrale peut se trouver exprimée par des intégrales de deux ou
d'une des trois espèces seulement, ou même se réduire aux termes
algébriques et logarithmiques.

Notre premier théorème caractérise év idemment les intégrales qui
s'expriment par une somme d'intégrales de première espèce.

(1) Pour les principes de la théorie des intégrales abéliennes et la définition des intégrales
des trois espèces, 2w/*BRiOT et BOUQUET, Fonctions elliptiques. Livre IX, Chap. I.
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Les intégrales abéliennes qui vérifient les condilions du second
théorème peuvent conteni r dans leur expression analy t ique des inté-
grales de première espèce, mais ne peuvent pas s 'exprimer au moyen
de ces intégrales seulement.

Les intégrales qui vérifient les conditions du troisième théorème
ne con t i ennen t dans leur expression analytique aucune intégrale de
seconde espèce. Elles peuvent dépendre des intégrales de première
espèce; mais elles dépendent nécessairement des intégrales de troi-
sième espèce*

A raison de l 'importance spéciale des intégrales de première espèce,
nous indiquerons une règle pour reconnaître si une intégrale donnée
s'exprime au moyen de ces intégrales seulement.

Soit/'C^y) = o l 'équation algébrique q u i sert à dé f in i r l'intégrale
proposée

zz=. j cp(^r)J.r.

Nous poserons
y(^y)== çp

afin d'avoir
rdx

^J-IP

puis nous éliminerons y entre les deux équations y(.r,j) == o et
y(^,j)=^.

Soit F ( ^ , U ) = o l 'équation résultante : la lettre oc représente la
v a r i a b l e précédemment désignée par u. Pour que l'intégrale z dépende
seulement des intégrales de première espèce, il faut et il suf f î t que les
paramètres c el ^ relatifs à l 'équation f{x, U) = o soient tous nuls .
Nous avons expliqué plus hau t comment on reconnaît s'il en est a ins i .

15. EXEMPLE. — Étant donnée F équation

f(cc, y ) -= 2j5 — 5J2—^(a^2-}-2^^4-c)2=- o,

on suppose que le trinôme ax2 + ^bx 4- c na ni racine nulle, ni racines
Ânn. de rÉc. Normale. •1e Série. Tonie XII — AVRIL i8^3. l6



122 L. RAFFY.

égales ; on demande si V intégrale

DJ^.r2-}- 2 bx + <?) + aR.ry + Cy2-i- aEr ,'* ). ( a ,-r2 4- 2 /; .:r + <? ) + a R .ry + Cy2 + a Ey
^.^_ JQ 1 _———————————————^————•.i————:———————-- dx

J J y
P ..2). ( a ̂  + 2 ̂  ,r + c ) -i- 2 B y y -+- C r2 -+- 2 E r .,

-/ _————————————:———',————„ /̂.y
r-~j

^/ de première espèce, quelles que soient les indéterminées )., B, C, E.

Cette intégrale , ayant la forme canonique , resie f in ie pour ;r==co .
Nous poserons, pour abréger,

Q = = B ^ + E , S== a^-\- ' î b x -h c.
I l v i e n t

^ ^^±.^^.±.1^^
J J'-J

Nous avons à éliminer y entre les deux équations

C^+^+X?^ ^ ̂  ^ .2_^2^o~~~?-y~" u3 ^;/ "'JJ ^^-0 -
L'équation résultante est la suivante :

aCU 4 Q U - 3 -2ÀÇU . —,r^
4 Q U - 3 aCs^+a/SU a C U ( 2 Q U + i ) -~.'rÇ2 9.0*4^

aC^U 2 ^ 2A£U CU(<SQU - r)~ x^ aC^U2^ (4QU - 3) (aQU-h i ) ^U(4QU- 3)
9.CU(9,QU4-1) -.r;2 aCAcU^t^QU- 3 ) ( a Q U + i ) ^ U ( < S Q U - i).+ CU.r?2 a'À2^

Faisant U = o clans le premier membre de cette équa t ion , on obt ien t
le terme indépendan t de U : ce terme est

^•2(.•zl3^+ 33) = (a^+ ̂ bx + cfx^x^ax^^ i bx -l- c)0 + 0,7].

Les seules racines mul t ip les de ce polynôme sont les racines du tri-
nôme Ç::::^12-^ 2bx-+-c. Pour que l'intégrale proposée soit de pre-
mière espèce, il f au t et i l s u f f î t que le coefficient d u te rme en U soit
nul , ce qu i a lieu, et que de plus le coefficient du terme en U2 soit d iv i -
sible par ^ ( n ^ S et 9). En ca lcu lan t ce coefficient, on reconnaî t que
c'est un polynôme entier en Ç sans terme indépendant .

Donc l ' intégrale proposée est de première espèce, quel les que soient
les indé te rminées X, B, Ç, E.
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16. EXEMPLE. — Étant donnée l'équation

[jtt -}- x{x^ 4- 7 ̂  4- 9 )U-1 -4- ̂  (.r10 4- 8.r —- 4) IP
-!- x^ ( ̂ 8 4- 7 ̂ 7 — 5 x6 -4- 4 ̂  — 6^3 4- 3 ̂ 2 -- 2 ) U3

-4- ̂  (^10 4" 2 .r9 4- x3 -— .y7 — 7 .z'6 — i o .r3 — 3 x^ 4- 6 x3 4- 9 ̂  4- 3 x — i ) IP

- ̂  (^ I I3 4- 3^12 4- 3 A-114- ^10 — io^9 — 28^8 — 24..r7 — 4^

4-27 ..z'5 4- 65 x'' 4~ 46 ̂ '3 — 2 Lr2 — 7lz" + J ) -"-- 0»

o/i demande si l'intégrale z == ^ ^- ^^ de première espèce.

On volt que le ternie du degré le plus élevé dans cette équation est
le terme a118; en conséquence tous les c sont nuls.

Pour savoir si les Cy sont nuls, appl iquons la méthode des racines
égales au polynôme qui mult iplie <r8 dans le terme indépendant de U :
ontrouve que ce polynôme est égal à [x 4" i)3^5 — 5x 4- î ) 2 . Parsui te ,
le terme indépendan t de U est égal à

— x^ ( J? 4- l )3 ( x^ — S x 4- ï )"2.

Le coefficient de U2 est divisible par x^, celui de U3 para? 3 , celui de
U4 par a?2, et celui de U5 par^: les conditions relatives à la racine a' = o
sont vérifiées.

Pour que l ' intégrale soit de première espèce, il faut encore que le
coefficient de U2 soit divisible par (.r^i)2^— 5.r4-ï), et que le
coefficient de U3 soit nu l p o u r ^ = — ï : on voit immédiatement que
cette dernière condit ion est vérifiée.

11 reste donc à étudier le coefficient de U2 : en appl iquant la méthode
des racines égales à ce polynôme, on trouve qu'il est égal à

(,:r -h ï)2 (.z^— x' — 5^'l•4-^134- 5.r — ï ) *

Ainsi la condi t ion relative à la racine de l 'équation x 4" ï = o est
vérifiée. Divisons <r8 —• x^ — 5^71 4~ ^3 -4- 5^ — ï par x^ — Sx + i : la
division se fait exactement et le q u o t i e n t est x3 — ï .

D'après cela, l 'intégrale proposée est de première espèce.
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CHAPITRE II.

SUR UN CAS DE RÉDUCTION DES INTÉGRALES ÂBÉLIENNES.

I. — Nature de l'intégrale u.

17. Nous a l lons m a i n t e n a n t nous occuper du cas où Finîégrale u
d'une équat ion différentielle algébrique F(îz, U ) •===- o est bien déter-
minée, c'est-à-dire n'a en chaque poin t z qu'un nombre l imité de
valeurs. On sait que, quand il en est ainsi , la fonc t ion u est racine
d'une équation algébrique ayant pour coefficients des fonct ions en-
tières, soit de la variable s, soit de l 'exponentielle^3 , soit de la fonction
doublement pér iodique s n ( p ^ ) . Ce théorème est dû à MM. Briol
et Bouquet (1).

Nous nous proposons de résoudre le problème suivant :
Supposant que Fintégrale u est bien déterminée, reconnaître si elle

est algébrique, simplement périodique, ou doublement périodique.

La so lu t ion de ce problème est donnée par u n théorème que je vais
établir.

18. THÉORÈME. — S i l'intégrale est doublement périodique^ les para-
métres c et CQ sont tous nuls.

Si l'intégrale est algébrique, un au moins des paramètres c et CQ est
infini, et aucun d'eux n est fini et digèrent de zéro.

Si l'intégrale est simplement périodique, les paramètres c et c\ sont
tous finis, mais non pas tous nuls, et ceux qui ne sont pas nuls forment
une suite de nombres tous commensurables entre eux.

( î ) Recherche}; sur la théorie des fonctions [Journal de l'École Polyt., XXXVIe Cahier,
troisième Mémoire : Intégration des équations différentielles au moyen des fondions ellip-
tiques}.
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Ce théorèlïie résulte des trois théorèmes démontrés au début du
Chapitre I.

Supposons d'abord que l'intégrale 11 soil racine d 'une équat ion
algébrique ayan t pour coefficients des fonct ions entières de s n ( p s ) .
Posons pour un instant ^ = s n ( p ^ ) . L'équation intégrale sera
f(u» œ) = o, /é tant un polynôme erîtier en u et x.

A chaque valeur de u r épondron t un certain noîïîbre de valeurs cle.r;
et Ponsa i tqu 'à chaque valeur de x correspondent deux valeursde -s, si
l 'on fait abstraction des sommes de mul t ip l e s de périodes. Ces va leurs
de z sont toujours finies/que oc soit f in i ou i n f i n i ; elles ne deviennent
infinies que par l ' add i t i on de mul t ip les in f in iment grands des deux
périodes. Nous sommes donc dans le cas du théorème I ; les para-
mètres c et C'Q sont tous nu ls .

Supposons main tenan t que Fintégrale u soit une fonc t ion a lgébr ique
de z : z est une fonction algébrique de u. Comme tel le, e l l e devient
nécessairement inf inie pour une valeur au moins de u^ et elle n ' a d m e t
de poin t singulier logar i thmique d ' aucune sorte. Nous sommes donc
dans le cas du théorème II ; un au moins des paramètres c et c'y est
in f in i , et a u c u n d'eux n'est f in i et différent de zéro.

Supposons enfin que l ' i n t ég ra l e u soit racine d 'une é q u a t i o n algé-
b r ique ayan t pour coefficients des fonctions entières d 'une exponen-
tielle e^2. Posons oc = e^'\ L 'équation intégrale seray(^,<r) == o.yétant
un po lynôme entier en u elx. Son degré par rappor t à x est égal au
degré ^ de l 'équation F(^, U) = o par rapport à U. A chaque v a l e u r
de u correspondent [L va leurs de x. A chaque valeur de se r épond une
valeurde z , z =^Lsc, en faisant abstraction des mul t ip les de la période

polaire 2-^- Tarit que^n'est ni nul ni i n f i n i , z reste f ini ; mais, quand oc
. P

dev ien t infini , z devient inf in i aussi.
Supposons d'abord que^so i l inf in i pour une va leur finie de u, u =h.

On aura
î

- ^=.h{u—bf -+- . . . ,
OCi

d 'où , en p renan t les dérivées logar i thmiques des deux membres cl
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en r é d u i s a n t le second à son terme pr incipal ,

cl^ _ q i i

du P 9 u — ^

Ainsi le point u == b est ce que nous avons appelé un point singulier
loga r i thmique simple; à ce point correspond la période polaire

i.n q • i^ , , , , a i , ,, .' 2 p — L == 2—<7; et .nous avons montre qu on a c. = J- - : y et /? étant1 Q p p ' i ° /.? p J 2

des entiers, lous les paramètres c'y sont commensurables avec -^•
F

Si ^ dev ien t intini pour une valeur infiniment grande de u, on
posera u == - et l'on aura

/!
: h ̂  •

d'où résulte
clz q i ï
dv p p (7

Le point v = o est un point singulier logar i thmique simple pour la
fonction z ; i l donne la période polaire 2 p {LK ^ et l'on a c == J- -" Nous1 l - P P P P
sommes dans le cas du théorème III : les paramètres c et Cg sont tous
finis (mais non pas tous nuls) et nous venons de voir qu^ils forment
une suite de nombres commensurables avec -^ c'est-à-dire tous com-

P
mensurables en t re eux. De plus ils vérifient la relat ion ic=.lc[^ éta-
blie au û°13.

19. Autre énoncé. — On peut donner du théorème précédent un
autre énoncé, q u i rappelle une proposition due à MM. Briot et
Bouque t ( 1 ) .

THÉORÈME. — Si l'intégrale u d'une équation différentielle algébrique
V(u, U)==o est bien déterminée dédoublement périodique, les racines
nulles que F équation F [u, U) == o admet pour ries valeurs finies de u et
celles que la transformée admet pour v= o sont toutes d'un degré infé-
rieur à l^ unité.

( 1 ) Fonctiom elliptiffue^y p. 387.
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Si l'intégrale est algébrique, les racines nulles que l'équation
F {u, U) ~=~. o admet pour des valeurs finies de u et celles que la transfor-
mée admet pour v = o sont toutes d'un degré différent de l'unité : une
nu moins est d^un degré supérieur à l'unité.

Si F intégrale est bien déterminée et simplement périodique, les racines
nulles que F équation F (a, U) == o admet pour des valeurs finies de u,
et celles que la transformée admet pour v == o sont toutes d'un degré
inférieur ou égal à F unité : deux au moins sont d'un degré égal à
l'unité.

Ce théorème résulte imméd ia t emen t des trois premiers théorèmes du
Chapi t re précédent et de la relation lc= Se .

Remarque.— Le théorème précédent fait conna î t r e des condi t ions
nécessaires pour que l ' intégrale u, supposée bien déterminée , soit. de
telle ou telle nature. Il es ta peine besoin de di re que ces cond i t ions
ne suQîsentpasw général pour que cette fonction soit bien déterminée.
Nous signalerons dans la su i te (11^34 et 57) deux cas où ces c o n d i t i o n s
suffisent pour qu' i l en soit ainsi.

Marche à suivre pour reconnaître la nature de F intégrale u.

20. Les caractères que noire théorème assigne aux trois classes
(Fintégrales sont exclusifs, ce qui va nous permet t re de reconnaî t re la
n a t u r e de l ' in tégra le u, en supposant cette intégrale bien dé terminée .

A la seule inspection des termes de l 'équat ion F(^, U) === o, on voit
si les paramètres c ont des va l eu r s nu l les ou infinies. En posant l— •=- C y
on déduira des termes du p lus haut degré de cette équa t ion I n é q u a t i o n
qui a pour racines les valeurs finies de c: c'est l 'équation aux coefficients
angulaires des directions asymplot iques de la courbe F== o.

En é l i m i n a n t u entre les deux é q u a t i o n s
v

F ( //, U ) --"= o, c' = — — 5
.1, n

on obtient une équa t ion entre c ' cl U : pour U= o, cette équnl ion
fournit les diverses va leurs finies ou inf in ies des paramètres Cy .

Si les paramètres c et c^ sont tous finis, mais non pas tous nuls, on
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a à rechercher s'ils sont tous commensurables entre eux , d'où ce
problème :

PROBLÈME. — Etant donnée une équation, algébrique entière f[x}= o
dont les coefficients sont commensurables ou incommensurables, bu
imaginaires, reconnaître si toutes les racines de cette équation sont
commensurables entre elles.

L'équation proposée peut toujours, après suppression des racines
nulles, si elle en a, se met t re sous la forme

^m — S^ ^m-~i 4- Sa x^ +...-+.(-. i)/" S,,, = 0.

Soient x ^ x ^ x ^ , ...,^ses racines; et soient \^ Â g , . . . , \^ les
rapports, tous commensurables, de «r^, ^3, . . . , x^ à x^ Supposons
d'abord S, différent de zéro. On posera

xy:=~,
°i

et il e&t visible que la racine y, == a— --= ——.——J—————. sera
bl I. -1- Àg 4" Ay + . . . -4- ^m

commensurable; par suite, toutes les racines de l 'équation en y seront
commensurables.

Supposons maintenant S, == o. La somme des carrés des racines de
l 'équat ion proposée ne peut pas être nul le , car on a 2^f=== x^ ï\\ et
tous les X sont réels : la somme de leurs carrés n'est pas nul le .

Par conséquent, si l 'on forme l 'équation transformée en

r=^2,

la somme de ses racines ne sera pas nu l le . On est donc ramené au cas
précédent. On vérifiera alors sans difficulté que l ' équat ion en y a toutes
ses racines commensurables entre elles, en même, temps qu'on les
obtiendra toutes. Il faudra alors extraire les racines carrées des valeurs
trouvées et constater que les rapports de m — i d'entre elles à la m1^
sont commensurables; car il est clair qu'on peut faire abstraction du
double signe. Par ce dernier procédé, on aura toutes les racines de
Féquation proposée f[oo} = o, et les quan t i t é s égales et de signes con-
traires. Il sera facile d'écarter celles de ces valeurs qui ne sont pas
racines de f[oc} = o.
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On pourra encore se contenter d'obtenir une des racines de l'équa-
t ion aux carrés : soit a cette racine. On posera

s == x \/a,

\la désignant l 'une quelconque des deux racines carrées de a, choisie
arbi t rairement . On n'aura plus alors qu'à vérifier que l 'équation en z a
toutes ses racines commensurables, et du même coup on obtiendra
toutes les racines de l 'équation /'( oc) == o.

En résumé, on peut toujours reconnaî t re si toutes les racines d'une
équat ion algébrique sont commensurables entre elles, el, s'il en est
ainsi , les obtenir toutes explicitement.

Je ne m'arrête pas à donner d'exemple de cette méthode, les opéra-
tions qu'elle comporte é tant tout à fait élémentaires.

Quand on aura reconnu que tous les c sont commensurables entre
eux et que tous les <^ sont commensurables entre eux, il restera à véri-
fier si l ' un des c arbitrairement choisi est commensurable avec un des
c[ choisi de même. On pourra, d'ailleurs, se dispenser de celte vérifi-
cation si les deux sommes 2c et îc, sont différentes de zéro; car leur
égalité exige que les c et les c^ soient tous commensurables entre eux,
si les c et les c[ le sont séparément entre e u x .

21. EXEMPLES. — Nous avons donné au Chapitre 1 des exemples des
trois formes d 'équations qui correspondent aux trois cas du théorème
précédent. Nous en rencontrerons d'autres; en voici deux que j 'em-
prunte aux travaux d'Abel et aux recherches de M. Tchebichef.

Exemple J. — Soit l 'équation

i u +• A'
U "~ (/^-t- a u3 -+- p i^ -1- Y u -h S

le polynôme sous le radical est supposé n'avoir que des racines
simples.

Les valeurs de c sont évidemment c = ± i. Quant aux valeurs de c.p
en mul t ip l i an t les deux membres de l'équation proposée par le binôme
u ~ b, où b désigne une des racines du radical, on voit que tous les

Ann. de l'Kc. Normale, i^ Série. Tome Xïl.— AVRIL i883. Î 1
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paramètres c\ sont nu ls - Donc, si l ' intégrale u est bien déterminée, elle
est s implement périodique-.

Abel a, en effet, montré que si h d i f fé ren t ie l l e ••-•-—=:Â^:^^^
\/u'1' +• a i^ 4-- P ̂ 2 -1- y M -4- 5

s'intègre en termes finis, son intégrale est nécessairement de l'a forme
s == L(P -4- QV^-h a?^-+- jS^-h 7^ -h ô), P et Q représentant deux
polynômes entiers en u. Il a de p lus donné le moyen de former tous les
polynômes u^ 4- au^ 4- ?^2 -h ̂ u 4- § tels que, pour une va l eu r conve-
nable de A, la différentielle- —==z=^==-z:^ s'intègre par un

\/u^ -+- a ̂ 3 -(- p ̂  -+- y ̂  -t- ê c. »
seul logar i thme, et il a indiqué comment on calculera A dans c h n q u e
cas part icul ier ( j ) . La question inverse : Étant donnée la différentielle

( l ( , 4- A) du 7 . 1 rr * . . -<, ••--—-r-==;=--r=^ ao/i^ les coefficients sont connus^ reconnaître si
^u^ -}- a M3 -h [ï u2 4- Y a '-+- 5

^o/i intégrale est de la forme L(P + QV^" '~t~ • • • ) ? présente de grandes
difficultés. Elle a été résolue par M. Tchehichef ( 2 ) dans le cas où les
coefficients oc, ?, y et S sont commensurabies : la méthode de M. Ïclie-
hichef a é.té exposée par M. Zolotareff? qui est parvenu ensui te ( 3 ) à
résoudre le même problème en supposant que y-, jS, y et 8 soient des
entiers complexes; les deux méthodes exigent qu'on sache trouver les
racines du radical.

22. Exemple //. — On donne l 'équat ion

i ^ 6 a2 --)" 5^-1-7
U ( a u2 — i ) ^/a4 -h 4 M3 4" 2 ^2 4- i

On voit que, pour les valeurs infiniment grandes de u, le rapport —
tend vers zéro; les paramètres c sont tous nuls. Pour é tudier les para-

( 1 ) OEuvres complètes (édit. Sylow et Lie), t. I, p. 104 : Sur l'intégration de la formule

différentielle •—— ' " - , et t. ïï, p. 189 : Théorie des transcendantes elliptiques, probl. 111.
/K

Âbel s'occupe aussi, en ces deux endroits, de la question inverse.
( 2 ) Journal de Liouville, 1864. L'exposé de M. Zolotareff est dans le Journal de Liowille,

1874.
(3) Dans un Ouvrage en russe, analysé au Bulletin des Sc\ mathém^ p. 475-478; 1879.
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mètres c^, il est commode de former l'équation entre c' et u; puis on
donne à u les valeurs qui a n n u l e n t le radical et ^u2 — î .

Résolvant par rapport à U l 'équat ion proposée el différentiant, on
trouve

dv _-, î _ _ 4 ^ ( 6 ^ 2 - ^ - 5 ^ 4 - 7 ) - - ( 2 ^ ^ 2 — I ) ( ^ 2 ^ ^ - 4 - 5 ) r—,———-,————————————^ - ^7 --- —————^^^_^————— v^+4^+2^+1
__2 M2 — 1 2 ̂ 3 4- 6 U2 4- 2 U

6^ -+- 5^ +7 T^TÎ^Ï^TÏ*

Les valeurs de M qui annu len t le radical rendent ^ i n f i n i ; par suite,
c\ est nul .

- Pour les valeurs de u qui satisfont à l'équation ^1^—1=0 ou
u2 == ^, on a

î _ 4 u \/^4 + 4^3 4- 2 u2 -4- î
Cy 6 a2 "h 5u -+-• 7

ou bien, en remplaçant u.2 par^

I _ 4 U \j^ -\- 1 U -1- 2

Cy I 0 -(- 5 ̂

Élevons au carré et chassons les dénominateurs

25(4-{-4^-î- ^)==i6co 2^ 2 9J_iff.

Remplaçons encore u2 par |-, il v ient

25(9-4-8^^)==4^ 2 (9-+- 8 " )>
d'où l'on tire

Ces deux valeurs étant commensurables entre elles, l'intégrale u, sî
elle est bien déterminée, est simplement périodique. En effet, dans son
remarquable Mémoire Sur Fintégration des différentielles qui contiennent
une racine carrée d'un polynôme du troisième ou du quatrième degré ( i } ,

( 1 ) Journal de Liowille, 1857.
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M. Tchebichefa donné ce curieux exemple :
k a,y6 4-- 4^.3 -h^^—Sjg3—^2— 8.r — 8 , ./" 3.:r6 -h- 4^5 -h 7.̂  — 3jg3 — »r2— 8.r — 8 , ,

J ( 2 x^ — i)2 \/^ 4- 4^ 4- 2 ̂ T'Ï

-^ ^'? ^^^--t--^2--^
2 ̂ â— 1

i |"(i — 3x) \Sx -hT-t- y^'3 4- 3 .z'2— ^> -+-1110

4 L( I •~~ 3^)\/^+ i — ^/..r3-^ 3 .y2-- ji? + i j
'? ̂ ^ ,z13 + 3 ̂ s— .r -+-1 —- (2^2— d? +1) ̂ ^^ï^3"1^^"2 ̂ -^ (
1x'9-^-x!t>-\-ïxs!••—x 4-1 4- (a^2—^ -+-1 ) V^" ̂ - ^ •zîs •^-^x1 -\~i\

De celte formule on dédui t facilement que l ' intégrale

r 6^-^-5^ +7 ,1 ————————-——..——-— dx
J (2^2—1)^-4-4^ ; i-+-2^+1

est égale au terme logarithmique qui figure au second membre.

Cas où l'intégrale u n est pas bien déterminée.

23. Nous avons donné au Chapitre 1 les trois types d^équat ion
F ( ^ , U ) = = o qui répondent aux trois théorèmes du n° 2 : le premier
comprend toutes les équations dont l'intégrale est bien déterminée et
a deux périodes; le second, toutes les équations dont l'intégrale est
algébrique; le troisième, toutes les équations dont l 'intégrale est bien
déterminée et n'a qu'une période. Si donc on a à intégrer une équa-
tion qui ne rentre dans aucun de ces trois types, on sera certain
d'avance que son intégrale n'est pas bien déterminée. Mais le théorème
précédent ajoute aux conditions qui définissent le dernier type une
condition de plus : il fait connaître un nouveau cas d'exclusion. Nous
ni ions indiquer tous les cas d'exclusion qui résultent de ce théorème,
en énumérant les divers cas qui peuvent se présenter dans son appli-
cation. Il est aisé de voir que ces cas sont au nombre de sept.

Ie r CAS. — Les paramètres c et c\^ sont tous nuls.
2e CAS. —" Tous infinis.

Dans ces deux cas l ' intégrale peut être bien dé terminée-
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3e CAS. — Les paramètres c et c^ sont tous finis et différents de zéro.

S'ils ne forment pas une suite de nombres tous commensurables
entre eux, l'intégrale ne peu t pas être bien déterminée : c'est un pre-
mier cas d'exclusion.

4e CAS. — Certains des paramètres c et c^ sont nuls, d'autres sont infinis.
Ce n'est pas un cas d'exclusion.

5e CAS. — Certains des paramètres c et Cy sont nuls, les autres sont
finis et différents de zéro.

Si ceux qui ne sont pas nuls oe forment pas une suite de nombres
tous commensurables entre eux, c'est un deuxième cas d'exclusion.

6e CAS. — Certains des paramètres c et c^ sont infinis, les autres sont
finis et différents de zéro.

L'intégrale ne peut pas être bien déterminée : c'est un troisième cas
d'exclusion.

7e CAS. — Les paramètres c et c^ sont les uns nuls, les autres infinis.
les autres finis et différents de zéro.

L'intégrale ne peut pas être bien déterminée : c'est un quatrième cas
d'exclusion.

Nous allons donner quelques exemples de ces règles d'exclusion.

Exemples des règles d'exclusion.

24. Exemple 7. — Soit l 'équat ion

U2(U2 + ï) —— ̂  (>---ï )2 = 0.

Les paramètres c^ sont tous finis et différents de zéro. Les par< t -
mètres c sont les racines de l'équation binôme c 4 — s = o. Mais une
équation binôme ne peut jamais avoir ses racines commensurables
entre elles, a moins qu'elle ne soit du second degré. Donc les c ne sont
pas tous commensurables entre eux. Cest le premier cas d 'exclusion.

Exemple I I . — Soit l'équation

[p -h U — u •= o.
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Les paramètres c sont tous infinis ; l'un des paramètres c\ est égal à r .
C'est le troisième cas d'exclusion. .

Exemple I I I . — Soit l 'équat ion

U u + U + u — x ==. o.

L'un des c est n u l , l ' au t re est inf ini ; l 'un des ^ est égal à —-3-. C'est
le quatrième cas d'exclusion.

Exemple IV. — Soit l 'équation

V { u — a ) — (u — b) (u — c ) ==. o.

I /un des c est n u l ; l 'autre est égal à i .

Les deux valeurs de c\ sont j^c et c——9 Si ces deux rapports ne
sont pas commensurables, nous sommes dans le deuxième cas d'exclu-
sion.

Exemple V. — Soit l ' équa t ion

( u — a} [u — b) (u — c) — U -=• o.

Tous les c sont nuls. Les trois valeurs de ^ sont

i i i
( a — ^ ) ( a — c ) ^ b — a ' ) ( b — c Y ^-^^y :̂-^y

La somme de ces trois quanti tés est nul le . Mais, si le rappor t a~^c~1 r b — c
est incommensurable, nous sommes dans le deuxième cas d'exclusion.

Nous avons emprunté les trois derniers exemples au second Mémoire
de MM. Briot et Bouquet sur la théorie des fonctions {Journal de l'École
Polytechnique, XXXVIe Cahier) .

25. Exemple VI. — Legendre s'est occupé de rintégrale remarquable
z = ^ ——^^^^. Clausen (1} l'a exprimée en termes finis.

^/ \ U -TT 0 ) \^ U —— 1

M. Gùnther (2) a retrouvé par une autre méthode le résultât de Clausen.

( 1 ) Àstronom. Nachrîchïen, n° 442. — Archw derMath. urui Physi!^ IIe Part., p. 335.
{ î} Bulletin de la Soc. math. de France, t. X, p. 88 (3 mar8 1882).
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Considérons l 'équation

ou bien
U (^_^.8)^3_,

( ^3 ^_ g )2 ( ^3 __ ^ __ ÎJ2 ^2 ̂  ̂

Tous les paramètres c sont nuls. A l'hypothèse U == o répondent les
valeurs de u fournies par l 'équat ion {u3— i) {u3 -+- 8)2 == o. Aux trois
points U •= o, a •==. ^/T, le paramètre c^ est n u l . Clierchons ce qu' i l
devient quand u^ est égal à — 8.

On a
(^^^/i^^lru = =

d'où
i ̂  A! ̂  ^^^—(^-i-S) y-i-̂ -, 3 (^-4-8)^ ^
c7 "" ̂  ~" M2 v ^ I 2 ^^/^riri

Chassons les dénomina teu r s et les irrat ionnelles : il vient

4^4 ( ̂ 3-- i) =r. [ 4 (a3 — 4) ( ̂ -~ i) -+- 3 ̂  (/^3 -h 8)]2 </2.

Élevons les deux membres au cube pour n'avoir plus dans l'équation
que des puissances de u3. Nous obtenons

43 ( u^ ) " ( ̂  — i )3 = [ 4 ( ̂  — 4 ) ( ̂ 3 — i ) -^- 3 ^3 ( ̂ 3 + 8 )]6 c16.

Faisons u^ = — 3 : les six valeurs cherchées de c^ seront les racines
de l 'équation

(4.I3.9)6c / 6+4 : î .84 .93-=o•

On voit que dans cet exemple, con'unedans ceux des précédents où
les ce t c\ sont tous finis, l 'égalité le === 2c^ a l ieu. Ici nous avons une
équation binôme. Ses racines ne sont pas commensurables entre elles.
C'est le deuxième cas d 'exclus ion: l ' intégrale u n'est pas bien déler-
minée.

L'artifice employé par M. Gùnther consiste à décomposer rintégralo
en trois aut res^ eu écrivant

6s / 3 u2 du (' î_ u'1 — 2u —_2 ^ , f L^iZil du

^ 2 ̂ ^•gy^ -+-J — ^ a2- 2^ -+-4^/o^~i "'J î^-+-9^^_i
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Si l'on considère séparément les trois é q u a t i o n s

I_ __ 3 ______U^______ I _. ï Z/2— 3Z/ —'2 1 _ T // — I

U 2 (^34-3)^3_i U 2 {U^—^U-^^^U^—Ï' ^ ~ ̂  (u+^^'U^^l7

on reconnaît sans peine que chacune d'elles vérifie les conditions
propres au cas où l ' intégrale u est bien déterminée et n'a qu 'une
période.

II. — Intégrales algébriques de différentielles algébriques.

26. Abel a montré le premier que, siFintégraIez == f •— r? U étant lié
à u par une équation algébrique F(^, U) ^-= o, est une fonction algé-
brique de u, cette intégrale s'exprime rationnellement au moyen de u et
de U. Ce théorème peut s'établir très s implement .

Je dis que, si uest une fonction algébrique de ^,^ s 'exprime ra t ion-
ne l lement au moyen de z et de — ^ II. Soit/(^, z ) = o l 'équation
algébrique, supposée i rréduct ible , qui l ie u et z. On en dédu i t

U/,( u , z ) +/;(«, z) =o.

Donnons à z une valeur dé terminée ZQ, arbitrairement choisie. Pour
u n e valeur convenable Uo a t t r i b u é e a U, les deux équat ions

/0,^,)r=0, Uo/;(^^)^/;(^^):=o

sont vérifiées par une même valeur i/o àe u, et elles n'ont q u ' u n e seule
racine commune , en vertu de l ' i r réduct ibi l i té de l'équation/^, s) == o.
Il n'y a d'exception que pour certains couples, en nombre l imi lé , de
valeurs z-o et Uo. Donc, d'après la théorie de l 'él imination, u^ est une
fonction ra t ionne l le de ^o et Uo; et cette théorie fournit le moyen
d'obtenir l'expression ra t ionnel le de u en fonction de z et de U.

De ce théorème d'Abel résultent des conséquences impor tan tes .
Nous en signalerons seulement une, qui est bien connue :

Si l'intégrale u de F équation différentielle T{u, U) = o est algébrique,
la courbe représentée par l'équation intégrale f[u, z] == o est du même
genre que la courbe représentée par l'équation différentielle F(^, U) = o.
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En effet, les coordonnées u elz des points de la courbe/s'expriment
rationnellement, d'aprë8 ce q^ précède, en fonction des coordonnées u
et U des points de la courbe F.

Réciproquement les coordonnées u et U des po in t s de la courbe F
s'expriment rat ionnellement en fonct ion des -coordonnées u et z des
points de la courbe/; en effet, on À

u=n, U^--1^
J u

Cela étant, il résulte d 'une proposit ion connue ( ' ) que les deux courbes
/et F sont. du même genre.

27. Passons à la déterminat ion des intégrales algébriques.
É t a n t donnée une équat ion F (« ,U)===o , on reconnaît qu ' un au

inoins des paramètres c et c, est infini , et qu'aucun d'eux n'est fini et
différent de zéro. Si l ' intégrale est bien déterminée, elle ne peut être
qu'algébrique. Est-elle algébrique? Telle est. la ques t ion qu'il s'agit de
résoudre.

Pourque l'intégrale soit algébrique, il f a u t e t il suff i tque la fonction
inverse z === ('d- n'ait aucune période. Mais ce critérium ne paraît

applicable qu'à des équations particulièrement simples.
On est donc réduit à supposer qu'il existe une relation algébrique

à coefficients indéterminés entre » et z, et l'on cherche à déterminer
ces coefficients de manière à vérifier l'équation différentielle. Liouville
a publié sur ce sujet deux Mémoires, qui ont paru dans le Recueil des
Savants étrangers, t. V (i838) et dans le Journal de l'Ecole Polytech-
nique (XXIIe Cahier). Puis, dans une Note insérée aux Comptes rendus
de V Académie des Sciences (août 1837) et reproduite au Tome III de son
Journal, il a ramené la question à la résolution d'un système dequa.
tions linéaires.

On peut, en supposant l'intégrale algébrique, trouver directement
soit l'ordre de la courbe intégrale/^, z}= o, soit les exposants des
plus hautes puissances de z et de u qui figurent dans cette équation.
M. Zeutben ( 2 ) a indiqué le moyen de déterminer l'ordre de la courbe

( 1 ) CLEBSCII, Leçons ,mr la Géométrie, édit. française, t. II,Ji. 170.
(2 ) Comptes tendu.', de /''Académie des Sciences, 1880. t. XC, p. n i.i-

Ànn. <Ie l'Èc. Normale. 2' Série. Tome XII. - AviilL i883. '
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i n t ég ra l e ; sa méthode exige que l'on sache dis t r ibuer en systèmes
circulaires toutes les valeurs de U qui deviennent -nulles pour des va-
leurs finies de u.

MM. Briot et Bouquet [Fonctions elliptiques, p. 218 et su ivantes)
donnent un moyen d 'évaluer l 'exposant de la p lus haute puissance
de u qui figure dans l 'équat ion intégrale. (Quant au plus h a u t exposant
de js, il est égal au plus h a u t exposant de U dans l ' é q u a t i o n à intégrer.)
Mais leur méthode exige que l 'on sache d is t r ibuer en systèmes circu-
laires les valeurs de U qui deviennent nu l les pour des valeurs fîmes
de u et les valeurs de V == -73 qui deviennent nulles pour v == - == o.

On peut obteni r , par des opérations purement ar i thmét iques , le degré
de l 'équation intégrale par r appor t à u.

28. THÉORÈME. — Si l'intégrale u crime équation différentielle algé-
brique F(u, U) == o est elle-même algébrique^ le degré de l'équation inté-
grale par rapport à u est égal au nombre des valeurs finies ou infinies de
il qui satisfont à la fois aux deux équations ï— == <x et c— = a? •

LJ u' SJ

Etant donnée une équat ion algébrique entre u et-s, le degré de cette
équa t ion par rappor t à u est égal au nombre des valeurs de u, t an t
inf inies que finies, qui répondent à u n e valeur que lconque de -s. Pour
cette valeur nous choisirons z = oc . Nous continuerons à désigner par
</ la dérivée ^-,3 et nous conviendrons de représenter par c le rapport

^i quelles que soient les valeurs de u et U.
Soit donc z infini. Supposons d'abord u fini : puisque l'intégrale

z == / -rr est infinie, U est nul. Les p racines d'un des systèmes cir-
culaires formés par les valeurs de u qui correspondent à z == a? sont
représentées par un développement tel que celui-ci :

^.1
u — b =/iz ^-i-.. . $

d'où

u=-^-..
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D'après cela, le rapport "-jj-^ esl i n f i n i avec z : ainsi I o n a ^ == =o .

Si b n'est pas nul , il est clair que le rapport c = b est i n f i n i ; si b est

nul , c étant égal à u—— est encore inf in i .

Réciproquement, si les deux rapports ̂  et J^ sont i n f in i s pour une
va leur finie de u, z est infini . En effet, il résulte de nos hypothèses
que U est n u l . Si z é tai t fini, on aura i t

u~ b= h (c — ci}v--{-. .., ( [i > o),

U:=p./^-^-i -+-..., (p.>i);

le rapport —r—^ ̂  lieu de devenir inf in i pour 2;== a, t e n d r a i t vers zéro.
On montrera de même que, quand z est i n f i n i , si u est i n f in i , les

deux paramètres c et c' sont in f in i s ; et réc iproquement , que si ces
deux paramètres sont, infinis en même temps que u, z est in f in i aussi .
Donc, pour que z soit i n f i n i , il faut et il suffit qu 'on ait à la fois

C == CO , C' == 00 .

Revenons a u x formules écrites plus h a u t . Si & n'est pas n u l , on en t i r e
-1 ^-JL-

u — b -=. h'c' /'-+-. ..== h"c 'w.-h. . . .

Pour c'== 30 , p valeurs de u deviennent égales à 6; pour c = xs ,p4- y
valeurs de ^ dev iennen t égales à b : au système circulaire considéré
correspondent doncj? valeurs de u égales à b et qui vér i f ient à la fois
les deux équal ions c == ce , c' = oo . Si b est n u l , on t rouve

-î ^.1
u-=. h'c' P-+-. . .-=^Jl1'c /^-...,

d'où la même conclusion. Les mêmes ra isonnements s 'appl iquant au
cas où u est inf ini , le théorème est démontré .

Règle. — On formera les deux équat ions en t re r et u et entre c et u.
On fera c = os ^ c ' =- ̂  . Le nombre des solut ions communes, finies ou
infinies, des deux équations ainsi obtenues est égal au degré cherché.

29. Corollaire. •—• Le degré par rapport a u de l 'équat ion intégrale
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est au plus égal au degré par r appo r t à u de l 'équation entre c et u.
Or cette équat ion e s t F ( ^ , ^ ) ===o. Son degré par rapport à u est au

\ c' /
plus égal à Fordre de la courbe T ( u , U) = o. Ainsi le degré cherché est
au plus égal à F ordre de la courbe représentée par l'équation à intégrer.

Remarque. -~ A v a n t de donner des exemples, nous signalerons un
cas où l'on connaî t sans calcul l 'ordre de la courbe intégrale : c'est
celui où tous les paramètres c^ sont nuls.

Dans ce cas,^ ne peut pas être f ini pour des valeurs infinies de z; car,
en vertu de la démonstration qui vient d'être faite, c\ serait in f in i . On
ne peut pas supposer non plus que, u et z étant i n f in i s , — ^ = = U soit

nul : car, si u est in f in i et U n u l , le rappor t (c—} == c^ est néces-
\ a ̂  / U = o

sairement in f in i .
En conséquence, aucun des coefficients angulaires des directions

asymptotiques de la courbe intégrale n'est nul. Dans l 'équation inté-
grale/^, z ) == o.Ie terme du plus hau t degré en z a pour coefficient une
constante : sans quoi un au moins des coefficients angulaires des direc-
tions asymplotiques serait nul. De plus l 'ordre de la courbe intégrale
est égal au degré p. de son équation par r appor t à z : car, si cet ordre
était supé r i eu r à ^, les termes du degré le plus élevé de l'équation
contiendraient nécessairement en facteur u n e puissance de u, et un au
moins des coefficients angulaires des directions asymptotiques serait nul .

Ainsi , dans ce cas, l'ordre de la courbe in tégra le est égal au p lus
haut exposant ^ de la variable U dans l 'équation à intégrer. .

Exemples de la détermination du degré de l'équation intégrale
par rapport à u.

30. Exemple I . — Soit l 'équation différentielle
(4 — u3) U2 4- 4(2 l^ -+" l) U •+- M3 (2 M3 4- l) -= 0.

Le terme de degré le plus élevé étant le terme a^6, les paramètres c
sont tous nuls pour les points de la courbe situés à l ' in f in i .

Comme nous connaissons les valeurs de u qui répondent à la valeur
U==o, nous'pouvonsy pour étudier les paramètres Cy, former l 'équation <
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entre </ et u, au l ieu de former celle entre c et U. De l 'équat ion pro-
posée on dédu i t

,. _ — 2 ( 2 le -f- I ) -4- ( U3 4- 2 ) ^2 M3 -{- ï"u „ ———————^—^—————_,

d'où
. f_ 1 „ ̂  _ — ^4 ^2 3 ̂ 2 i4(i 4- ^,3) — ̂7 ~ ̂  - ̂  - (4. - ̂  + (4-^3)2 v^TïïïÏT

Pour U == o, on a, soit ^ === o, soit a^3 + i == o. Pour u = o, il est vi-
sible que / est nul : c\ est i n f i n i . Pour les trois racines de l 'équation
2M3 4- i == o, •/ est i n f i n i : c^ est nul .

Donc , si l ' intégrale est bien déterminée, elle ne peut être qu'algé-
brique.

Cherchons le degré par rapport à u de l 'équation Intégrale.
Faisons dans l 'équation proposée u == cV, ou bien ^ = = — ? d'où

U== ju : il vient, après suppression du facteur commun u,
(4. — u3) ̂ u -h 4(2^ 3 -^-1)7 4- ̂ (a ^-h i) ==o.

Pour 7 == o, cette équat ion se réduit à
(1) ^(a^-h-i) == o.

Quant à l 'équation entre r/ et u^ si l'on y fait y==o , puis qu'on
chasse le radical, on obtient
( 2 ) ( 5 4 . ^ 2 ) • 2 ( 2 ^ ^ 3 - ^ - I ) — ( 3 ^ ) 2 [ I 4 ( I 4 - ^ ^ ) — ^ f ; ] 2 = o .

On voit immédia tement que les équalions ( i ) et (2) n'ont d 'autres
racines communes que deux fois la racine u = o. Donc, si l ' intégrale u
est algébrique, l 'équation intégrale est du second degré par rappor t
à u.

En effe t , l ' intégrale u est donnée par l'équation u^z2— ^[z-+-u)== o.

31. Exemple I I . — Soit l 'équation
U3 _ u2 + 4 ̂ 3 — 27 ^6 = o.

Faisons U = 7^. Cette équation devient
-y3 ̂ 3 — Y2 iê 4- 4 ^3 — 27 ^6 ̂  o

ou bien
y;} ̂  — ^2 _^. ^ ̂  — 3^ ^4 ̂  0^
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Pour y == o, ses quatre racines sont les racines de l ' équa t ion

( i ) u ( 4 — 27 ^3 ) = o.

Différentions l 'équation proposée, et faisons '/= -j~- : il vient

(SU^aU^+ô^a---^^3) ==o.

Eliminons U entre cette équation et la proposée : nous trouvons

^(2 —^u^Y^i^^— 27 «3) -^-62Y /^/ -— y'3 (4,.— 27^)]:==:o

ou bien
e^Cîi— 27 ^3) H-ô2^----^^-—^^3) ==:0•

Pour 7' === o, les six racines de cette équation sont celles de l 'équat ion

( •? ) M3 ( 2 — ÎÏ7 M3 ) === 0. .

Les équations ( i ) et (2 ) n'ont^ qu'une seule racine commune, savoir
u == o. Donc, si l'intégrale est algébrique, elle est ra t ionnel le* Effec-
t ivement l'équation intégrale est

z
^=== -y———————9

S" -r I.

Cet exemple est emprunté au troisième Mémoire de MM. Briot et
Bouquet sur la théorie des fonctions (^Journal de F Ecole Polytechnique,
XXXVIe Cahier) .

Exemple I I I . — Soit l 'équation

a M U3 — 3 l^ -+- I -rr 0.

Faisons U = 7^. Cette équation devient

a y3 u!' — 3 y2 M2 4- i •=. o.

Pour 7= o, elle admet quatre racines infinies.
L'équation entre 7'== -,— et ç == - est la suivante :

, ,2 j [ ,8^_(^y^, )^p_^2(o^_5^)(6^^î ) j^o

ou bien
[ î8T / 2 - (9T / -^^^]2~9T / 2 (6T^3^)(6T /»I)==o.
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Pour /= o, cette équat ion admet quatre foîs la racine p==o . Ainsi
les équations 7 == o, y = o ont en commun quatre racines infinies.
Donc, si l 'équation intégrale est algébrique, elle est du quatr ième
degré par rapport à u. Effectivement, cette équat ion est

64 ̂  4-144 ̂  — 27 z ( 8^2 —. 3 ) -i- 27 ^2 ( u2 — i ) == o.

Cet exemple est cité par MM. Briot et Bouquet {Fondions elliptiques,
p. 220).

32. Application. — Nous al lons appl iquer les principes précédents
à l ' é tude de la fonction inverse de l ' in tégra le elliptique de seconde
espèce. Désignons cette fonction par u : elle satisfait à l ' équa t ion diffé-
rentielle

i _ ____i^
W ~ ( i — u2) ( i .—/ , 2 ^ )

ou bien
a^ U2 — ( i — H1 ) ( r — /^ u2 ) = o.

On voit que les direct ions asymptotiques de la courbe représentée
par cette équation sont parallèles aux axes coordonnés. Les para-
mètres c sont nuls ou inf in is . En conséquence, l ' intégrale u, si elle n'a
en chaque point qu 'un nombre* l imité de valeurs, est une fonction
algébrique. L'équation qui lie u et z est du second degré par rapport
à z . Cherchons son degré par rapport à u.

Posons U === ju : il v ien t

^G__ (i —— ^2) (i __ ^2^) ̂  ̂

Cette équation, du sixième degré par rapport à u, donne pour 7 === o
quatre valeurs finies et deux valeurs infinies de u.

Formons l 'équation entre u et 7'= -r-' L'équation à intégrer peut
s écrire

U V/( i—^)( i - /c2^)
u1 ;

d'où résulte
^__ cl\] _ (1^-^)1^—^
! """ du ~~ ̂  ̂ (T^7)(i-~/:-^) "
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Mettons cette équation sous forme entière,

^(i — ^2) (i — À^2)-^— [(i + A-2) M2— a]2^: o.

Elle est du dixième degré par rapport à u. Pour 7'==o elle donne
quatre valeurs finies et six valeurs infinies de U. On voit immédia-
tement qu'aucune des valeurs f inies de u qu i rendent 7 nul ne peu t
annuler y', à moins que P ne soit égal à î . Ce cas étant exclu, les
équations 7=0, y==o n'ont en commun que deux solutions, savoir
deux valeurs infinies de u.

Le degré de l 'équation intégrale par rappor t à u est donc 2. Cet te
équation peut s'écrire

A^+ asB^-t" C==.-o,

A, B, C désignant trois polynômes entiers en u, de degré infér ieur ou
égal à 2. On en tire

—— — ^ -h^B^—AC
z^ . A

Prenons la dérivée par rapport à u

1 ̂  d! — ^—AB7 _ a B ( BA/ — AB/ ) •+• A ( Af/ — CA / )
U du— A2 - a A ^ / i F ^ ^ '

Pour que le second membre pût être é^al à "—=======^^^ il fau"
\/(l--hl.tî){l-~-/.ÏU'2)

(Irait d'abord que BA'— AB' f u t n u l , c'est-à-dire que B fût égal à XA,
À désignant une constante. Il resterait alors

dz_ _ _ KC — ÇA/
dll'~ aAv/AVÂ2!"^^'

Or", pour u inf ini , . lt' _ n'est pas nu l , tandis que
\ / ( i— u2) ( ï , — Â • 2 a 2 ) JL 1

MY-CA' \ ,= ne peut être que nul.
AV/AV^A-C " l î

Ainsi nous retrouvons cette propriété bien connue : la fonct ion
inverse de l 'intégrale el l ipt ique de seconde espèce a, en chaque poin t ,
une infinité de valeurs.
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III. — Intégration des équations du genre zéro.

33. Le cas où l 'équat ion à intégrer est du genre zéro a acquis une
i m p o r t a n c e spéciale, par sui te d ' une remarque f o n d a m e n t a l e que l'on
doi t à M. Henni te ( 1 ) .

M. Hermi t e a montré q u e : Si l'intégrale u est uniforme et doublement
périodique, la courbe F = o est du premier genre; si l'intégrale est uni-
forme et rationnelle ou simplement périodique, la combe F = o est uni-

cursaie.
M. Picard a d o n n é depu i s ( 2 ) u n e proposi t ion qui comprend ce l le - l î i :

S ' i l existe une relation algébrique entre deux/onctions uniformes de Ici
variable z, sans autre point singulier essentiel que le point z = ce , celte
relation ne peut être que du genre zéro ou du genre i .

Mais la démons t ra t ion de M. Hermite ne s ' app l ique pas s e u l e m e n t
aux fonct ions uniformes. Elle p rouve aussi que, s'il exisîe une relation
a lgéb r ique du genre zéro e n t r e la fonction u et la variable s^ ou bien
entre u et une e x p o n e n t i e l l e e ^ , l ' é q u a t i o n différentiel le entre u et U
est du genre zéro. La proposit ion de M'. Hermi te comporte donc des
réciproques de deux types d i f fé ren ts : réc ip roques relatives a u x inté-
grales un i fo rmes , réc iproques re în t ives aux intégrales non uni formes .

Nous trai terons à pa r i , dans le Chapi t re su ivan t , les intégrales u n i -
formes. Nous nous bornerons ici à e x a m i n e r les équat ions du genre
zéro, nous p r o p o s a n t . d e reconnaî t re si l ' intégrale est bien dé terminée ,
et de l 'obtenir quand el le l'esl.

Quand l 'équation différentielle F ( ^ , l T ) = = o est du genre zéro,
/, H i

l ' in tégra le z = f -r-r n'a d 'au t res périodes que des périodes polaires;
la fonct ion inverse a, si el le est bien déterminée, ne peu t avoir plus
d 'une période. D'où deux cas, s u i v a n t que l ' intégrale est algébrique
ou simplement pér iodique .

Le cas où l ' in tégrale u est a lgébrique v ien t d'être é t u d i é en général*

i 1 ) Cours aufc02;raplué de l'Ecole Polytechnique., 1873 . — Prot.'ccdîngy of tlie London
mntli. Society, t. IV, 1873.

( 2 ) Bu Ile Un deff Science}; niathém., 1880.
Ann. de l 'Ec , Normale. '^ Série. Torne Xl ï , — AVRIL i883. n)
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On pourra aussi, «près avoir expr imé ra t ionne l lement les coordonnées^
et U en fonction d'un paramètre l, obtenir , p a r l a mé thode de M. Her"
m i t e ( 1 ) , ia partie algébrique de l ' intégrale z = 1 — = I ^ ' A . Pour

J lu J J \ 0
que l ' intégrale u soit a lgébr ique , i l faut et il suffit que la d i f f é r e n t i e l l e
de cette partie algébrique de z soit exactement égale à • y ( / ^ .

Il reste à traiter le cas où l ' équa t ion F(^, U) =o -vérifie les condi-
t ions nécessaires pour que l ' intégrale puisse être bien déterminée et
simplement pér iodique.

34. THÉORÈME. — Étant donnée V équation différentielle F[u, U) == o,
.n cette équation est du genre zéro, et si les paramètres c et c\ sont tous
/nus et tous comme ns arable s entre eux, V intégrale u est racine d'une
équation algébrique dont les coefficients sont des foulions entières d'une

s

exponentielle ^?.

Les nombres c et c^ é t a n t tous commensurables en t re eux, i l exis te
un nombre p tel q u e les quo t i en t s des c et c^ par ce nombre so ien t des
entiers positifs ou négatifs sans diviseur commun. Considérons l'inté-
grale -/' ti, ,

du
JT'

Cette in tégrale n'a d 'aut res périodes que des périodes polaires, puisque
réqual ion F ( ^ , U ) = = o est du genre zéro; et nous avons vu au n0 7
que ces périodes polaires sont égales à des m u l t i p l e s entiers des quan-
t i tés s i ' n c et 2inc^ D'après la défini t ion de p, l ' intégrale

z ^ ^ r1' du_
P :-= ?J TT

n 'admet que des périodes polaires, q u i s o n t ^ d e s mu l t i p l e s entiers de
2 in; et si ^ est le degré par rapport à U de l 'équation F(^, U) == o,
cette intégrale a en chaque point p. valeurs, augmentées de mul t ip les
quelconques de '2171:.

( 1 ) Coin'A' iU'Amd^c (imprimé), p. a65 et suiv.
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1. F11 'lH
En conséquence, la fonct ion e^1 lî n'a en chaque point que p-valeurs

dis lin êtes. De plus, cette exponen t ie l l e n'est infinie que quand son
exposant ^ est inf in i ; mais les paramètres c et c^ élant tous f inis , les
infinis de z sont tous des points singuliers logar i thmiques simples
(réciproque du théorème II du Chap. I ) : en ces points on a donc ,

ou bien
z == c'^ L ( ( i — b} -l-.. ., si u est. fini

z~==. c L u -}-. .., si //, est infini.

Les r appor t s ^- et ^ étant des entiers, l 'exponentielle e" est de l 'ordre
d 'une puissance entière de u — b ou de u. Elle n'est donc inf inie que
quand u est infini : le po in t ^ = - 0 0 est, soit un pôle proprement di t
de cet te fonct ion, soit un p o i n t cr i t ique algébrique en même temps
q u ' u n pôle. Quant aux points crit iques pour lesquels z est f i n i , il su f f î t .

de développer e ' en série pour reconnaî t re que ce sont des points cri-
tiques algébriques de cette fonct ion.

De ces trois propr ié tés de la fonct ion e ' il résuite que cette fonct ion
est une fonc t ion algébrique de u{ * ).

Le théorème est ainsi démon t r é .

35. Autre démonstration. '— Le théorème qui précède peut aussi
s'établir au moyen d'un lemme qui est évident.

f { f \
LEMME. — Pour ({ne l'intégrale d'une différentielle rationnelle —— dt

ne contienne pas de partie algébrique et s'exprime par un seul logarithme
ayant pour argument une fonction algéimque de t, il faut et il suffit :

i ° Que le polynôme <p ( t ) sou d'un degré moindre que le polynôme f{ î ) ;

2° Que la fraction rJL. nait que des infinis simples;

3° Que tous ses résidus soient commensurables entre eux»

Cela posé, soit n l 'ordre de la courbe V{u, U) = a, supposée unicur-

( 1 ) BIUOT et BOUQUET, Fofîctîo?^ eîlfptîcfîfcf!, p. '21 G.
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sale. Les coordonnées.d 'un point de celte courbe s ' expr iment ration-
nellement par les fo rmules•-=^-B=^'
4/, / et G étant trois polynômes du degré n en l; ces [rois polynômes sont
premiers entre eux , mais pas nécessairement premiers deux adieux.

En posant

^ »-Ê-
on t rouve, por un ca lcu l facile,

dz = —^_ cit.

Je ne fais qu ' indiquer la marche à suivre pour reconnaî t re que cette
différentielle vérifie les conditions du lermne ci-dessus.

1° On voit que le numérateur de c— est du degré 2n — a au plus et
son d é n o m i n a t e u r du degré sn.

2° De ce que les paramètres c et Cy sont tous finis, on d é d u i t que les
polynômes 9 et ^ sont premiers en t re eux et que tou te racine m u l t i p l e
d'ordre m de l 'un de ces polynômes est racine d'ordre m — i au moins
du numérateur ô'y -— Q'^ en sor îe que la fraction — n'a que des in f in i s
simples.

3° Le résidu A relatif à une racine simple a du polynôme Q est égal
à — ( — ) == —c. Si a est racine d'ordre ce du polynôme 0, le résidu

/u\correspondant est égal à ~ - a ( ~ ) == — ac» De même le résidu B
\ »J / tssa

relatif à la racine &, supposée racine d'ordre ? du polynôme %, est égal
à ^ ( c — ) ==pc^ Les nombres a et |3 étant des entiers el les para-
mètres c et c'y étant tous commensurables entre eux, les résidus A et B
sont aussi tous commensurables entre eux.

36. Voici comment on obtiendra l 'équation intégrale. A toute ra-
cine finie et différente de zéro de l 'équation aux paramètres c ré-
pond au moins une racine a de l 'équation 6=0, qui est en même
temps un infini simple de —* Si cette racine a est racine d'ordre oc,
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l 'équation aux paramètres c admet a fois la racine c, et le résida cor-
r e s p o n d a n t pour — est — a c , t a n d i s que, si a est racine s imple, ce
résidu est — c. D'ailleurs il peut arriver qu'à une a u t r e racine a,,
d i f f é ren te de a, corresponde la même valeur de c. D'après cela, la
somme des résidus A est exactement égale à la somme, changée de
signe, des racines c m u l t i p l i é e s chacune par son ordre de m u l t i p l i c i t é ,
c'est-à-dire à la somme changée de signe des racines de l 'équation aux
paramètres c.

On verrait de même que la somme des résidus B est exactement
égale à la somme (prise avec son signe) des racines de l 'équat ion aux
paramètres C y .

Nous avons appelé p le plus grand diviseur commun à tous les
nombres de la suite formée par Fensemble des paramètres c et c^ : p est
un nombre en t ie r ou f rac t ionnai re , incommensurable ou même imagi-
naire, tel que chacun des c soit de la forme c ^ = â ^ p , et chacun des
c^ de la forme (c^=c5^, les ^ et ^ é tan t des entiers positifs ou
négatifs qu ' aucun entier ne divise tous à la fois; plusieurs peuvent
être égaux en t r e eux.

Soient c^ = p p ^ , c^ = p p ^ , ... les h valeurs de c pour lesquelles S^ est
positif.

Soient c/,,^ = = — p n i , c^.^==-—pn^, ... les k valeurs de c pour
lesquelles 6^ est négatif.

Soient (cj,=p//^ (<?o)2=P/^ - • • 1e8 ^va leurs de c\ pour les-
quelles S', est posit if .

Soient (cj//+, == — pn\, (cj/^ = - pn^ ... les/c' valeurs de ̂  pour
lesquelles ^ est négatif.

Tous les nombres p^ p ^ , . . . , n ; , ^ 2 » • • • » P\^ p ' i ^ • • - > n ^ ' » n^ - * -
sont entiers et positifs, et premiers ent re eux. Il est clair que l 'inté-
grale z s'exprimera en fonction de £ de la manière suivante :

i == h i --•: k

z •==: — y ppi L ( t — cti} •+• y p r i i L ( t — a/t+i)
i =s i i = 1

i -^ h' i = />'

-f- y p^L(^-- bi) — y pnf,LÇ£-~b^+i).
i = i i = l
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Le même terme peu t se répéter p lus ieurs fois au second membre. On
peut encore met t re cette équation sous la forme

^ ( £ — a ^ Y11 ( t — ^.4-2)^... (t — i^y\(.£— b^...
(t ̂  a,Y\ (t - a,)^ . . . (£ — b^, y1', {t — ̂ 2)^ . . . '

On voit que le numéra te i s r est un po lynôme du degré ln,-+- îp\, le
d é n o m i n a t e u r un po lynôme du degré 2^.-h2/?/, En vertu d ' u n théo-
rème démontré au n0 13, on a

v ^ — v /./
^ C. ———— ^ C. y ,

égalité qu i résulte aussi de ce que le résidu intégral de la f ract ion
ra t ionnel le — est nu l . Or nous avons ici

-j c == ^ p p t — ^ p n^ X Ce, == ^ ? pi — ^ p // ;,

d'où résulte là relation
S/^.-+- ^p'i-= S//;:-!- S/.^-.

La fraction ra t ionnel le qu i représente (9? a donc ses deux termes du
même degré N; et ce degré est connu , puisque tous les nombres/; et n
sont connus. Mais il peut arr iver , comme on le verra bientôt sur un
exemple, q u e cette fraction r a t i o n n e l l e soit une puissance exacte d 'une
aut re fract ion ra t ionnel le à termes de degrés moindres. Pour obtenir
d i rec tement la f ract ion la plus simple qui puisse représenter l 'expo-
n e n t i e l l e cherchée, nous supposerons qu'on a i t exprimé ra t ionne l -
lement les coordonnées u et U de la courbe F(^, U) == o.

37. Reprenons les formules

u=^ ^=-u-^)
^ ( i ) dz ~ ~^ O ( ^ )

données plus hau t . On en dédui t
dz _ i du _ Oq/— Ô^
dt ~^~ JJ ~d7 ~ oy""" " 1

C'est cette équa t ion qu' i l s'agit d ' intégrer , sans conna î t r e les rac ines
du dénominateur : car i l peu t se faire qu 'on ne sache pas les obte-
nir. Rien n'est plus facile que de faire disparaître les facteurs corn-
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muns au numérateur et au dénominateur (recherche du plus grand
commun diviseur) . Nous allons donc résoudre la question en supposant
que la fract ion considérée ait ses deux termes premiers entre eux .
Soit ^~ cette fraction. Puisque l'on connaît les deux polynômes 6^ y ,
qui ne sont autre chose que les po lynômes 6 et ^ après suppression
d'un certain nombre de facteurs binômes, on sait mettre la fraction —p-

o . e lxt

sous la forme -° -+- xo-
8! Xl

Considérons la fraction ~ Puisque toutes les racines a de son déno-
minateur sont distinctes, ses résidus auron t pour valeurs les diverses
valeurs que prend le rapport -^ q u a n d on subst i tue à t succeasi-u i ( t )
vement les diverses racines de l ' équnt ion @ i == o.

Or nous connaissons ces résidus, ou du moins une su i te de nombres
parmi lesquels figurent tous ces résidus : en effet, les racines simples
de l ' équa t ion aux paramètres c sont des rés idus de celte f rac t ion; et si
c, est u n e racine quintuple, par exemple, de cette équation, ce r t a ins
des nombres^ , 2 0 ^ , 3<^, /jd» 5cg seront des résidus.

Soit c l 'une des racines simples de l ' équat ion aux paramètres c\
Posons

o^Q „ _
W - 6?

et cherchons les racines communes à cette équa t ion et à l 'équa-
t ion Q ^ ( ^ ) == o : il n'y en a qu 'une. Nous séparerons ainsi un à un les
divers facteurs binômes de Q ^ [ t ) auxquels correspondent les racines
simples de l ' équat ion en c.

Posons ensuite
O o ( ^ )

^\W
• Ci, — aci, — 3ci, . . ., — rnc^

c, étant racine d 'ordre m de l 'équation en c, et cherchons les racines
communes à chacune de ces équations et à l 'équation & , ( ^ ) = = o . En
opérant de même pour chacune des racines distinctes de l 'équat ion
en c, nous décomposerons, en a p p l i q u a n t plusieurs fois le procédé de
recherche du plus grand commun diviseur, le polynôme ^ ( / ) en un
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produi t de facteurs de la forme

Q^t)==3^t).3,(t).3,(É)...^^£),

les divers fadeurs S- é tan t tels qu'à toutes les racines de chacun d'eux
correspond le même résidu — ac. Ces facteurs S- pourront être encore
de degrés trop élevés pour qu'on sache trouver leurs racines; mais
nous n'avons pas besoin de les connaître .

On sait mettre .la fraction — sous la forme
v!

Mf2 ̂  ̂ i(0 , ^0 ... .̂ ̂ i}
Oi (^ ) ^i(0 .°r,̂ ) ^ • • • ^ .^)-

Chacune des fractions qui f igurent au second membre j o u i t de ce l t e
propriété que tous ses résidus sont égaux entre eux, et d i f fé ren t s des
résidus des autres fractions. 11 est aisé de prouver que chaque n u m é -
rateurs est d'un degré infér ieur au degré du dénomina teu r correspon-
dant 2r, et n'a aucun facteur b inôme commun avec l u i . D'après cela,
chacun des numéra t eu r s^ est-, à un facteur c o n s t a n t près, la dérivée
du dénominateur correspondants-. En effet, si. l 'on a

^(0 _ p / i , ï i \^-) - L {r=~^ + r=~^ ^- • •-4- T—^J-
a.,, a.^ . . . , a, étant les racines de l 'équation ^{t} == o ( q u i sont tontes
différentes), i l en résulle nécessairement v j ( l ) == C y ( t ) .

Ainsi la fraction — . e s t mise sous u n e forme qu i la rend immédia-
Oi(^ )

t ement intéffrable.
En effectuant au moyen des paramètres c, les mêmes opérations sur la

fraction ^-^, on la mettra aussi sous une forme q u i la rendra immé-
d i a t e m e n t in tég ' r ab le .

F ina l emen t , l 'exponent ie l le ̂  sera exprimée en. fonct ion de /, de la
manière suivante :

A:-A^. . .A^
•IÎ^...Bf

les lettres A et B désignantdes polynômes en t ie rs e n / , tous connus, et
les a, (3 des multiples positifs du nombre appelé précédemment p . Mais
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il pourra arriver que p ne soit plus le plas grand commun diviseur de
ces exposants ; soit p ' ce nouveau plus grand commun diviseur:
posons

a^p^. ( Z = ï , 2 , . . . , / 2 ) ,

p.^p^, O'=i,â,...,/c),
il vient

j^A^...A^

B^...B^" v:-, •' ,;.,:/
V,:'̂ ,,,,,^,,.,.-1-1 '̂1-/'

11^ »• 1 . - ; ' " ,̂3f•'"l

Les deux termes de la fract ion rat ionnel le sont du même degré F^^^^^^
degré est—°5 N étant défini comme plus haut . On n'aura plus qu'à

3

éliminer t entre les équations qu i donnent u et ^, pour obtenir l 'équa-
tion intégrale.

38. EXEMPLE. — Intégrer l'équation

27 u ( u — U )3 "-• ( 2 U — 3 u )3 =: o.

L'équation est du genre zéro.
Les qua t r e valeurs de c sont c = o, c == î:, c === r , c = i .
Les quatre valeurs de c^ sont c^== i, ^==-|, ^ ==-|, Cy =-|.
Ces nombres sont tous commensurables entre eux ; leur plus grand

commun diviseur p est égal à -|-. Par suite, les résidus de -^ ont pour
valeurs 3p, 2p, 2^, 2p; —3p, — 3p, —3/3 .

Le nombre appelé plus haut N est ici égal à 9 : l 'exponenlielle e'^' est
représentée par une fraction rationnelle ayant ses deux termes du
neuvième degré.

Les coordonnées de la courbe F(^, U ) = = o sont exprimées par les
formules

- I (3-^)3 _ ^3^-5Q3

a'~~"' 27 (x-^)3 ' â7 (^ - i ) ( i ~2^ ) 3 '

On en déduit
dz i c^a 3 ( t — i )
~dt ̂  U ̂  " " ' ~ ' ^ ( 3 — 5 ^ ) ( i — 2 n

Le facteur ï — 2^ représente ^ ; le produit j?(3 — 5 ^ ) représente ^<.
-^/2/z. de l'Éc. Normale. 2" Série. Tome XII. — MAI i883. ^
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Ors a
dz _ 3(^- . j . ) _ 6 3(o^- i )
^ ~ ( i — 2 ^) x t ( 3 — 5 ̂  ) ~" i — 2 ^ , ^ ( 5 ^ — 3") '

ou bien
^=:J=Â ^-Ir)
dt t-^^ t { t - ^ '

La première fraction — est immédiatement intégrable. Les résidus
relatifs à la seconde sont, parmi les nombres, i , |-, -l-, |-.

Posons

2 ^ -

Cette équation fourn i t une seule valeur de £, l= o, qui est racine de
l 'équation ̂  ===o.

•î / __ _3

En égalant la fraction ——A- successivement à-| et à ~|, on obt ien t
2l —• j

des valeurs de t qui n ' annu len t pas /,, Posons

3^ t_6
2^-|~3

• 2.

On trouve <? === -|, valeur qui annule ^. Diaprés cela, on a

3 ( ^ — - | ) _ I 5l

^rrry-^^^^'
II v ien t

clz 3 i 3
4- - -h-

^ t^-^ t^ t^-y

d'où, en désignant par G une constante arbitraire,

^^^--1)2 _ y ( t - ^^L^^^., ^~~^II=T)i-

La nouvelle fraction rat ionnelle n'est plus que du troisième degré.
L'équation intégrale est (e5 -" u^ — u2 = o, en prenant C == — |-|. ^

39. Nous terminerons ce Chapitre par deux i n d i c a t i o n s générales
sur les intégrales bien déterminées q u i n 'on t qu 'une période.

Si l ' intégrale u de l ' équat ion F ( ^ , U ) == o est bien déterminée et n\i
qu 'une période, le degré de l ' équat ion intégrale par rappor t à l'expo-
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nent ie l le qui y entre est égal au degré p- de l 'équation ' F ( u , U) === o par
rapport à U. En effet, on sait que l'intégrale z = 1 —•> définie par cette
équat ion, a en chaque point ^ valeurs distinctes, abstraction faite des
périodes.

THÉORÈME. •— Si l'intégrale u de Véquation différentielle F ( ^ , U ) = = o

est fonction algébrique dune exponentielle x-==-e^ la courbe représentée
par l'équation intégrale f[u, oc) = o est du même genre que la courbe
représentée par l'équation différentielle F(^, U) = o.

Quand l ' intégrale s = f €-^-> où U désigne une fonction algébrique
de u, s^exprime au moyen des fonc t ions algébriques et logar i thmiques ,
elle est de la forme

z •==. Zo H- Ai L Z,i ~i- Ag-LZa -4-. .. -+- A/^ LZ,,,

les A désignant des constantes qu i , prises deux à deux, ne donnent que
des rapports irrationnels, et les Z des fonctions rationnelles de u et
de U. Cela résulte des travaux d'AbeI.

Pour que l ' in tégrale u soit bien déterminée et s implementpé r iod ique ,
il faut et il suff î t que tous les A soient nuls, sauf u n , et que Zo soit n u l
iden t iquemen t . La re la t ion précédente se rédu i t à

^,-r=pLo(^,U) ;

d'où
.x"= <??=--= ^(u, U) .

Eliminons U entre les deux équations

^•=cp«U), F ( ^ U ) = o ,

et w\{/[u,x} == o l ' équa t ion résultante. Les deux courbes /et F dé-
pendent l ' u n e de l 'autre d ' une façon spéciale. On a en effet

u == u, x=.^(u,V),

c'esl-à-dire que les coordonnées des points de la courbe / ' son t des
fonctions rationnelles de celles des points de la courbe F. Réciproque-
ment, un procédé fourni par la théorie de l 'é l imination permet de
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dédu i re des deux équat ions F(f/., U ) = o, çp[u, U ) — x == o, l'expres-
sion de U en fonclion r a t i o n n e l l e de u et de x. On aura

u = u, U == ^ ( ̂ ?ly )"

Les coordonnées des points de la courbe F sont des fondions ration-
nelles des coordonnées des points de la courbe f. En vertu d 'une pro-
position rappelée au n° 26, ces d e u x courbes sont du même genre.

CHAPITRE III.

I. — Détermiîîation dn genre d'une courbe algébrique.

40. La notion de genre est due à "Riemann (^ .JEl le a été in t rodu i t e
par Clebsch ( 2 ) dans la théorie des courbes et n'a pas moins d ' impor-
tance en Géométrie qu 'en Analyse . En Géomét r ie , la d é f i n i t i o n précise
du genre d'u ne courbe à s ingu la r i t é s supérieures présente des diff icultés
sérieuses. Elle a donné lieu à d ' impor t an t s t r a v a u x , qu i sont résumés
dans les Leçons de Géométrie de Clebsch ( t. II, Chap. I).

En Analyse, le genre de la fonct ion y déf inie par une é q u a t i o n aigé-
brique f[sc, y ' ) == Oy ou le genre de la courbe représentée par cette
équat ion, est le nombre des intégrales abéliennes de première espèce
f (f[x,y}dx relatives à l 'équation/^, y) === o. Cette déf in i t ion n'est

pas identique à celle adoptée par Biemann, mais elle lui est équiva-
lente ( 3 ) . De cette déf ini t ion on dédui t très facilement que, si deux

( 1 ) Théorie der AbeUchen Funotionen [four fiai de Çrc'l/Cy t. 5Î) .
(2) tournai de Crelle, t. 63 et 64.
( 3 ) Consulter, sur ces questions» la Thèse de doctorat de M. Simart : Commentaire ^'iir

deux Mémoires de Rieinann.....( 1882).
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courbes algébriques se correspondent point par point [c'est-à-dire si les
coordonnées de tout point clé l'une sont des fondions rationnelles des
coordonnées d'un point de l } autre), ces deux courbes sont du même genre.
Cette proposit ion, que nous avons i n v o q u é e p récédemment (n1^ 26 et 39),
a de nombreuses appl ica t ions géométriques. En outre, elle permet
d'énoncer, sans aucune restriction, le théorème suivant , qui est cap i t a l ,
et que Riemann a découvert :

THÉORÈME ( { ) . -• 'Etant donnée une équation algébrique f[x, y} = °»
irréductible et de degré m par rapport à y , le genre de la fonction y, dé-
finie par cette équation^ est égal à la demi'somme des ordres des points de
ramification de cette/onction, diminuée de m — i.

En d'autres termes, le genre est égal à la moitié du nombre des lacets
binaires relatifs aux points critiques de la fonction y', diminuée de m — i .

Désignons par p le genre, par N le nombre des lacets binaires. Le
théorème précédent s 'expr ime par l 'égal i té

qu'on peu t écrire
a (p -t- w-~ i) =:N,

2 (p-hm—i)=:2(r—i) ,

en désignant par r ie nombre (lesracinesy qui forment l 'un des systèmes
circulaires relatifs à un po in t c r i t i q u e de la fonct ion y. Cette r e l a t ion a
l ieu, quelles que so ien t les s ingu la r i t és de la courber x, y} == o : la
sommation indiquée au second membre s'étend à tous les points criti-
ques de la fonction y, tant à ceux situés a l ' inf ini qu'à ceux situés à
distance t iûie, et à tous les systèmes circulaires formés par les valeurs
finies ou infinies que prend y en chacun de ces po in t s cr i t iques.

D'après cela, la dé terminat ion du genre d'une courbe algébrique
revient à celle du nombre 2 ( r — i ) . Nous allons exposer une méthode
q u i permet d'obtenir ce nombre 2(r — i), et par suite le genre p , sans
qu'il soit nécessaire de connaî t re les points cr i t iques de la fonction y,
ni les valeurs qu 'e l le prend en ces points.

( 1 ) Voir la Thèse de M. Simart (n08 71 à 83) et la démonstration de M. Elliot, reproduite
dans la Théorie de s fonctions nhélîenrïcs de M. Briot.
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4-1. Cet te mé thode consiste à ramener le problème proposé au pro-
blème su ivant c(ue nous a l lons résoudre :

Etant donnée une équation algébrique irréductible f[x y y) == o, on
sait que pour x ==a plusieurs valeurs finies de y deviennent égales; on
ne connaît ni leur nombre ni leur valeur commune : on demande com-
bien de ces valeurs sont des fonctions non uniformes de x aux environs
du point ce == a.

Désignons par b la v a l e u r inconnue des racines y q u i d e v i e n n e n t
égales au poin t x == a. Les racines y, qu i ne sont pas uniformes aux
environs de ce p o i n t , se d i s t r i b u e n t en systèmes circulaires dont
chacun est représenté par un déve loppement tel que

q q 4- 1 y-)-2

r̂ •==: b + h\x —a.Y-\~ Ai (.r — a)~î~'-(- AâO •— Œ)~/~ -+-.

p est le nombre des racines qu i composent le système c i rcu la i re : c'est
un entier au moins égal à a; q est un entier positif q u e l c o n q u e , qu i
peut être un m u l t i p l e dep. Certains des coefficients À,, , h.^ . . .peuvent
être nuls;, de sorte que le développement peut commencer par plu-
sieurs termes à exposants ent iers ; mais il contient nécessairement un
terme au moins à exposant fractionnaire i r réduct ible de dénomi-
nateur p , et il peut contenir des termes à exposants f rac t ionnai res
irréductibles dont les dénomina teu r s soient des sous-multiples de p .

'ù.
Soit ^(x. — a ) 1 ' 1 celui des termes à exposant fract ionnaire irréductible
qui a le plus pet i t exposant , et soit p.^ le plus pet i t entier supérieur
à q1' Prenons les dérivées d 'ordre p.\ des deux membres de l'égalité

({_
précédente; les termes qui précèdent le terme en ( ^ — a ) ^ forment
un polynôme entier de degré au p lus égal à ^ , - — r : la dérivée
d'ordre ̂  de ce polynôme est nulle, et il reste

^^^(^-^^'"^^(^-a)^"'1"1^...;

par hypothèse, l 'exposant ql -— ̂  est négatif : la dérivée r—^ est
in f in ie pour x=a^ ainsi que toutes les dérivées d'ordre supérieur
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à ^; toutes les dérivées d'ordre inférieur à p^ restent finies pour
x-==.a. Supposons formée l 'équation qui lie se et — — : pour x == a,
cette équation aura p racines inf inies , puisque le déve loppemen t de
—^ a, comme celui dey, p valeurs en chaque point .

Supposons qu'il y ait un autre système c i rcula i re de racines nulles
pour^=a ; soient p ' le nomLre des racines de ce système et^a 1^ plus
petit ent ier supérieur au plus petit exposant f ract ionnaire qui figure
dans son développement : ^2 sera, par exemple, égal à 3, et ^ égal
à 3. Si Fou forme l 'équat ion entre x el —5 cette équation aura
p racines infinies pour x=a et pourra n'en avoir que p, tandis qu'il
y a au moins? -+" pr racines^ q u i ne sont pas uniformes aux environs

/73 Y
du poin t oc= a. Au contraire, si l'on forme l 'équation entre x et —p
cette équation aura au moinsp -+- p ' racines infinies pour x = a.

Nous allons assigner un nombre entier k tel que le nombre des
dk -yracines inf in ies que Féqua l ion entre oc et —^ admet pour x === a soit

exac tement égal au nombre des racines y qui ne sont pas un i formes
aux environs du point x=a.

t,
42. LEMME. — Soit f^x, y } == o une équation algébrique irréductible

du degré m en y ; soit

R ( x ) = fy ( x, y, ) fy ( .2?, y; ) . . . f'y ( .z-, Y,, )

le discriminant de cette équation; soit x = a une racine d'ordre a de ce

discriminante et soit k le plus petit entier supérieur à -' On forme V équa-
d^ y .tion qui lie x et —^ • Si, pour x == a cette éc/uati.on admet n racines

infinies, parmi les valeurs finies dey qui deviennent égales au point x = a,
il y en a n et n seulement qui ne sont pas des fonctions uniformes de x
aux environs de ce point. Si cette équation n'admet pour x = a aucune
racine infinie, les valeurs finies de.y qui deviennent égales au point x = a
sont toutes des fonctions uniformes aux environs de ce point.

Considérons les développements en série suivant les puissances de
x— a qui représentent les différents systèmes circulaires formés par
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les racines y qu i dev iennen t égales au point oc = a, mais ne sont pas
uni formes a u x environs de ce point : soient q1^ q1^ q1^ - • • les plusr Pi Pî Pï î

petits exposants fract ionnaires qui f igurent dans ces différents déve-
loppements . Notre lemme sera é tabl i si n o u s prouvons que k est supé-
rieur à tous les nombres 7!? ^ 2 ? • • • -Pi Pa

Pour le prouver, nous n 'avons qu'à nous reporter à l 'exposition de
la méthode de M. Puiseux qu 'on trouve au Livre I, Chapitre II, de la
Théorie des fonctions elliptiques de MM. Briot et Bouquet . •

Supposons d 'abord les racines séparées dès la première approxima-
tion. L'un des systèmes circulaires est représenté par la formule

l[ 1 l 1 '
y==.b -+-0—-a^[^4- Ai(.r—a)^4~ ̂ (.r — a)^. . ..],

où q et p sont premiers entré eux : le système se compose de p ra-
cines, et l 'exposant ql n'est au t r e q u e ^ - Parmi lesp valeurs distinctes

de {x — ay, j'en considère deux dont les arguments diffèrent de a -7T?
/n 'é tant pas un m u l t i p l e dej?? : il est certain qu'il y a au moins deux

î
valeurs telles de [oc — a)7', puisque/? est au moins égal à a. A ces deux

î
valeurs distinctes de-{sc—-aY correspondent deux racines dis t inctes y^
etja appartenant au système circulaire. Les deux différences { y ^ — y ^ }

ï
et ( y ^ —yj sont de l 'ordre de [x — a)^; leur produi t est de l'ordre

2Î
de [x •— a) p . Or on sait que le produi t des différences deux a deux des
racines y de l 'équation f[oc^ y} =o est égal, au signe près, au discri-
m i n a n t B(<^) : ainsi R(^) contient le facteur \cc — a] à une puissance
entière a certainement supérieure ou égale à 2 <7; on a donc

^
d'où résulte

q ./ aL i: - < k,
P 2

el, comme q± est é^al à y? on a bien (h" <.k.Pi v P Pi '
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Supposons maintenant que les racines ne soient séparées qu^à la
seconde approximation. L'un des systèmes circulaires sera composé
de pp1 racines et représenté par la formule

n ^-r -1- -2- i?
y = b -h ( se — a y ( Fi + ( x — a )^ [ v\ + h^ ( x — a )W -4- h 2 ( ̂  — a )PP' 4- .. . J (.

Ici p et q ne sont plus nécessairement premiers entre eux; p peut
être égal à i ou bien diviser q. Si 9 n'est pasenlier , l 'exposant^ est

égal à ^ sinon, il est égal à qp "hf/ ? qui n'est certainement pas un
entier, puisque //, premier avec q ' , ne peut pas diviser q p ' 4- <^. Parmi

i
ïespp' valeurs de (^ — a)^ j'en considère deux dont les arguments dif-
fèrent de 2 —^75 / étant un mult iple de p , mais non un multiple de p p ' .

i
A ces deux valeurs distinctes de (x — a^' correspondent deux ra-

1
cinés y, etya qui ont les deux mêmes premiers termes b + v^{x— ay;

q^-^-fj'

mais le terme v\{sc — a) PI>1 n'a plus la même valeur dans le dévelop-
pement de l'une que dans le développement de l'autre. Le produit des

3^^

deux différences {y^ —y^) ̂  (^2—J^) 6st de l 'ordre de [oc — a) p p > ,
et il résulte du raisonnement précédent que l'on a

W1 •+• ̂  „/,-^-<Â.

Or yl est inférieur ou é^al à ^—h^. On a donc bien encore ql <; A-.
Pi b /Y^ Pi

II est clair que les mêmes conclusions subsistent quel que soit l'ordre
de l 'approximation qui sépare les racines y. Supposons, par exemple,
que ce ^oit la quatrième. L'un des systèmes circulaires sera représenté
par un développement tel que

^ ^+JL
y == b -(- ^i (.r — a )P -+- v\ (.» — aY i^

^ 2L q " q i ?> i <y" -+ --'7W

4. (̂  ( ̂ . _ a)?^^' y p ' P " -+• ̂  ̂  — a )P w' /? p'/•>" " PP'P"'^ 4-. . .
i

et il se composera de p p ' p ^ p " ' racines. A deux valeurs de {x — a/7^^
Ann. de l'Éc, Normale. 2° Série. Tome Xïl. — MAI i883. 21
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dont les arguments diffèrent de 2 -—^—,, / é t a n t u n mul t ip le depp'p\
mais non de p p ' p ^ p ' " ^ correspondent deux racines y, etja dont les dé-
veloppements ont les quatre mêmes premiers termes, mais diffèrent

a a1 a11 cf111

par le terme dont l'exposant est i 4- -î—, 4- —L— -+- ———y -Désignant
pour abréger par N cet exposant, on a l 'inégalité

N < A-,

et comme l'exposant9-1 est égal, soit à N, soit à u n des irois exposants
précédents^ on a encore

ql <- /-
^ < Â Î

ce qui démontre le lemme.
^k y

On voit immédiatement que, si l 'équation entre x et -—; n'admet
aucune racine infinie pour^== a, toutes les valeurs finies de y qu i de-
viennent égales au point x •== a sont des fonctions uniformes aux envi-
rons de ce point; car, s'il y en avait qui ne fussent pas uniformes, le
développement d'un des systèmes circulaires qu'elles formeraient con-
tiendrait un terme à exposant fractionnaire ch- moindre que /c, et ^—^,
serait infini pour a?== a, contrairemenià l ' hypo thèse^ ) .

43. MARCHE A SUÏVKE. — Nous supposerons, comme on le fait tou-
jours dans la théorie des intégrales abéliennes, que le point oc == co est
un point ordinaire de la courbe/^, j) ==o dont on cherche le genre.
S'il n'en est pas ainsi, on ramènera l 'équation proposée à la forme
voulue au moyen d'une transformation homographique. En vertu d'un
théorème énoncé au n°40, le genre de la courbe transformée est le
même que celui de la courbe proposée.

De plus, nous supposerons (ce qui revient aune simple t ransforma-
tion de coordonnées) qu'en tout point critique x == a la fonction y n'a
pas plus d'un groupe de valeurs égales, c'est-à-dire que l 'équation
y(a, y) == o n'a qu'une seule racine multiple.

( 1 ) Cette conséquence de notre lemme nous servira dans l'étude des intégrales uniformes.
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EQ vertu de cette hypothèse, si x= a est une racine de Inéquation

R(^) =/;.(^j-t)/;.(^j,) . . ./;-(^j/,) =o,

l 'un ique racine mult iple b de l 'équation /{a, y) = o, étant l ' un ique
racine commune aux deux équations/^, y) = o et /"(^»,y) = o, sera
une fonction rationnelle de a, que l'on sait trouver par la théorie de
l 'é l iminat ion. Nous poserons 6 = = y ( a ) .

Ayant formé l 'équation R(^) =o, nous pouvons, en appliquant la
méthode des racines égales, mettre son premier membre sous la forme
bien connue

R(.r)=X,X|Xl...X{...X^

On sait que les racines de l 'équation X^ = o ou les racines simples
de l 'équation R(^) === o donnent des points critiques spéciaux, où r va-
leurs de y deviennent égales et forment un seul système circulaire. Il
suffit donc de déterminer le nombre r relatif à chacune des racines a de
l 'équation X^ = o. Pour cela, remplaçons y par y(<z*) dans les diverses
équations

f;.(^r)^o, ./^(^r)=o, ..., /^(.r,y)==o,

et soient
Fi( . :y)==o F2(^)=o, . . . , F^-i(^)=o

ce que deviennent ces équations mises sous forme entière- Autant l'équa-
tion X, = o a de racines communes avec l'équation F, == o seulement,
autant il y a de systèmes circulaires de deux racines; autant l'équa-
tion X < == o a de racines communes avec les équations F, ==o et Fa •==• o,
autant il v a de systèmes circulaires de trois racines; ... autant l'é-
quation X^ = o a de racines communes avec toutes les équations^ == o,
Fa== o, ..., F^< == o, autant il y a de systèmes circulaires de m ra-
cines. En app l iquan t la méthode de recherche du plus grand commun
diviseur algébrique, on obtiendra la partie du nombre 2(r"- ï) qui
correspond aux points cr i t iques donnés par l 'équation X^ == o.

Remarque, — Si l'on sait résoudre l'équation X< == o, la détermina-
tion précédente s'effectue sans recourir à la méthode du plus grand
commun diviseur.
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44. Voyons maintenant comment il faudra procéder pour compter
les systèmes circulaires relatifs aux points cri t iques donnés par l'équa-
tion X<? == o et les racines dont se compose chacun de ces systèmes.

On traitera l 'équat ion X / = = o exactement comme nous venons de
traiter l 'équation X^ === o. On remplacera ainsi l 'équation X^ === o par
plusieurs autres

^•==0, S3'==0, ...., ^•==0, ..., ^=0,

qui seront telles qu'en chacun des n^ points critiques donnés par les n.^
racines de la première, deux valeurs de y et deux seulement devien-
n e n t égales; ... qu'en chacun des n^ points critiques donnés par les n,
racines de l 'équation ^ == o, i valeurs de y et i seulement deviennent
égales, etc.

La somme r^ == 2n^ -i- 3^3 + ... + cfn^ = 2m/ sera la par t ie de la
somme 2rqui correspond aux points critiques donnés par l 'équation
X, = ô.

Il suffit de compter les systèmes circulaires formés par les n^ racines
de l'équation ̂  == o (qui pourrait n'être autre que l 'équation X/ == o
elle-même).

Désignons par k le plus petit ent ier supér ieur à -: on formera €—
au moven de l'équation

^^^f-
dx - ///

remplaçant par sa valeur ̂  qui figure dans l'expression —t^ on ob-
^72 y

t iendra — en fonction rationnelle de x ety. On continuera ainsi jus-

qu'à ce qu'on ait exprimé —î en fonction ra t ionne l le de .retj:

d^y
^^.^(^7),

puis on éliminera y entre cette équation et l 'équation/(^,j)== o. On
obtiendra ainsi une équation du degré m par rapport à z et dont les
coefficients seront des fonctions entières de x :

AO,^ -h AI ̂ M-1 4- . . . 4- K,n-i .5 -)- A^ = 0.

C o m m e / e s t l 'exposant avec lequel chacun des facteurs binômes de ^
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figure dans le po lynôme R(^?), celle équation est celle que concerne le
lemme établi plus haut .

Si aucune racine de l 'équat ion £^ == o n 'annule Ao , les m/ racines de
y q u i correspondent aux n^ racines de cette équat ion seront toutes
des fonctions uniformes aux environs des points cr i t iques où elles de-
viennent égales : la partie correspondante de la somme 2(r — r ) sera
nul le .

Si, au contraire, toutes les racines de l 'équation £^= o a n n u l e n t les
coefficients des i premiers termes de l 'équation en s, aucune des in,
racinesyqui correspondent aux racines considérées n'est fonction uni-
forme dew aux environs des points critiques où ces racines dev iennent
égales.

Ce sont là deux cas extrêmes : dans le cas général, on formera par
la méthode du plus grand c o m m u n diviseur diverses équat ions

^-=0, ^==0, ... , ^•==0, ..., ^-=0,

telles qu'en tout point critique donné par l 'équation £^=o, h racines r,
et À seulement, soient uniformes.

45. Nous sommes ainsi ramenés à trai ter l 'équation ^==0. 11 peu t
arriver qu'on sache trouver ses racines : soit a l 'une d'elles; b == y ( a )
sera l 'ordonnée du point mul t ip le correspondant . Si, ayant transporté
l'origine au point .r==a,y==è, on peut effectuer les résolutions d'équa-
tions qu'exige la méthode pour obtenir les systèmes circulaires, on
aura la part ie de la somme 2 ( r — i ) qui correspond aux racines de
l'équation ^==0. Si l'on ne peut pas effectuer ces résolutions d'équa-

i
lions, on posera [x — a)2 == x ' , ou bien x •==. a -\- x^, et l'on cherchera
combien de racines y sont fonctions uniformes de oc aux environs du
point ^=0, c'est-à-dire combien de racines y sont fonctions uni-

i
formes de {oc — af. Pour celây on n'aura qu'à calculer la dérivée
—^ ( fê tant le plus petit entier supérieur à 2 ^ o u / j déf in ie par Féqua-
tion/(a +• x ' ^ ^ y } = o, et à é l iminer y entre l 'équation qui fourn i t celle
dérivée et réquation/(a + x2^} === o. On obtiendra ainsi une équat ion
du degré m qui aura, pour;r '==o, un certain nombre i— n^ de racines



l66 L. RAFFY.

in f in ies ; en vertu dii lemme établi au n0 42, n^ des i racinesyqui de-
viennent égales pour x == a sont des fondions uniformes de [oc — a)2 ;
mais dans ce nombre figurent les h racines qui sont des fonctions uni-
formes de oc — a; il reste donc n., —h racines y qui ne sont pas des
fonctions uniformes de x — a, mais sont des fonctions uniformes de

j,
[ x — a ) ' 2 ; leur nombre est nécessairement nu l ou pair : elles se distri-
buent en —â——• systèmes circulaires formés chacun de deux racines.

Si l'on n'a pas obtenu, par cette opéra t ion, toutes les ? racines y qui
dev iennen t égales aupoint^==a(c 'esl-à-( l i re si l'on n'a pas i— n^ ===o) ,\
on posera (a? — aY==x\ et, désignant par k le plus pet i t entier supé-

2 / ' //'
rieur à 7-5 on formera l 'équation entre x ' et —^ : par ce moyen on

JL
comptera combien de racines j^sontdesfoncl ions uniformes de {x—a)'1,
ou, ce qui revient au même, combien de racines y se distribuent autour
du poin t x == a en systèmes circulaires formés de trois racines.

i
En con t inuan t ainsi jusqu'à ce que Pon ait posé (.^— a)^'"72^ x ' et

formé l'équation en -—j correspondante, on comptera tous les systèmes
circulaires formés par les i racines y qu i deviennent égales au point
x-==-a, et l'on connaîtra la part ie de la somme I ( r — i) qui correspond
à ce point cr i t ique.

46. Passons au cas où l'on ne pourra i t pas résoudre l 'équation ̂  == ô.
Désignons par a une de ses racines et posons (x — a)2 == x\ puis for-
mons l'équation entre x ' et z = —y et faisons dans celte équat ion
^==0. Les coefficients de cette équation seront alors des polynômes
en a : en cherchant les racines communes à u n , deux, trois, . . . de
ces polynômes et au polynôme Ç^(a), on comptera les systèmes circu-
laires de deux racines relatifs aux divers points critiques^ == ^.Suppo-
sons, en effet, que ^ soit un polynôme du sixième degré : si pour trois
des racines a,, a^ a.^ de ce polynôme le même nombre i— /^ de ra-
cines^ deviennent infinies et si pour les trois autres a^a^a^ un même
nombre i— ri'^ de racines z dev iennent in f in ie s , on aura 3 n^^h sys-
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ternes circulaires de deux racines y correspondant aux trois poinis cri-
t iques ûî,, a^ a^ et 3 -2-1——systèmes circulaires de deux racines y
correspondant aux trois p o i n t s c r i t iques a,,, a^, OQ.

Alors on passera aux systèmes circulaires de trois racines en posant
i

[oc- — aY == <z/et é t u d i a n t séparément les racines des deux équations

(^ — ^i)(,S — ^)(^ — ^3) =o, ( S - a,) ( S — a,)^ - a,) = o.

i
En c o n t i n u a n t a i n s i jusqu'à ce qu'on ai t posé, s'il y a l ieu,^—^)'"7 '^^,
on comptera tous les systèmes circulaires formés par les racines y qui
d e v i e n n e n t égales aux points critiques donnés par l 'équation S^===o.

En réunissant t ou t e s les parties de la somme 2(r — i) relatives aux
diverses équa t ions £/,=== o, on obt iendra la par t ie de cette somme rela-
tive à l 'équat ion ^ ==o. On r éun i r a les parties relatives aux diverses
équa t ions ^== o, ce qui donnera la par t ie relative à l 'équation X^== o.
Réunissan t enfin les parties relatives aux diverses équat ions X/===o
avec la pa r î i e relat ive à l ' équat ion Xi ==== o, on aura la somme cherchée

\S(r— i), et le genre sera" fourni par la relation posée au début

2 (/;»-+- m — i) == ^ ( r — i).

47. Remarque. — La méthode qui v ient d'être exposée permet de
trouver le genre de toutes les courbes algébriques, quel les que soient
leurs s ingular i tés . Cette méthode ne comporte qu 'un nombre l imite
d 'opérat ions, qui sont toutes possibles, puisque ce sont de simples divi-
sions et éliminations. Mais elle peut conduire à des calculs très longs,
C'est p o u r q u o i , si quelques-unes des opérat ions partielles que nous
avons indiquées peuvent être remplacées par les opérations correspon-
dantes de la méthode connue pour obtenir lessystèmes circulaires, on
suivra de préférence cette dernière méthode.

Supposons, en part iculier , qu'on sache compter les systèmes circu-
laires de racines j qui répondent aux points à l ' inf ini de la courbe
/(^,y) == o et le nombre de racines de chacun de ces systèmes : on
pourra, en vertu du n° 40, se dispenser d'effectuer la transformation
homographique prél iminaire, et i 'on appliquera di rectement la méthode
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précédente aux points c r i t iques pour lesquels x et y sont tous les deux
f in i s .

Soit, par exemple, l ' équa t ion

(r—^^—^^.0.

On vol t que x et y sont inf in is en même temps. Posons x :== -i, y =: -L.
L ' équa t ion donnée devient

^ { . z ^ — ^ ^ — r ' ^ o .
On en d é d u i t

A i n s i , au p o i n t cri t ique x'= o r épondent deux valeurs nulles dey' for-
mant un système circulaire : pour ce système, r — i est égal à i.

La fonction y n'admet d'autre poin t cr i t ique à d is tance f inie que le
po in t x ==:o, et l'on a

]>.
y==^2-)-^;2',

c'est-à-dire que deux valeurs nulles dey forment un système circulaire :
pour ce système r — i est égal a i .

D'après cela, 2 ( r — i) est égal à 2. D o n c p + m — i est égal à i, et,
comme m = 2, p est nu l . La courbe est unicursale.

Les exemples qui suivent montrent comment on doit appl iquer la
méthode précédente, et comment on peut y apporter diverses s impl i f i -
cat ions, que suggèrent les cas à traiter.

48. EXEMPLE. —" Trouver le genre de la courbe

y4—.yâ(,z>2-+- x-}- i) = o.

Le polynôme R(^) est ici égal à^( î(^2-+•^ + i)3.
On voit sur l 'équation même que, pour chacune des racines de Vé-

qua t ion^ - t - ^+ î^o , y acquiert quatre valeurs nulles formant un
seul système circulaire. La partie correspondante de la somme 2(r-~ i)
est donc égale à deux fois (4 — i), ou 6.

Passons au point critique œ == o. L'équation proposée peut s'écrire
i i

y==^ 2( .y 2-{- .y+ i)\



RECHERCHES ALGÉBRIQUES SUR LES INTÉGRALES ABÉLIENNES. 169

On déduit de là
d ' y -^ 1 1 _ s
^ =rf=-^ 2 (^ + ̂  +1 ) ^ 4- ̂ r2 (^ 4- .r -4- ï ) "ï ( a .r -+- i),

et l'on,voit que les quatre valeurs dey sont infinies pour x== o. Donc
les quatre valeurs dej qui deviennent nulles au point ^==0 sont des
fonctions non uniformes de oc. Elles forment, par conséquent, ou deux
systèmes circulaires de deux racines, ou un seul système circulaire de
qua t re racines.

Faisons x •= x ' 2 . L'équation devient

y4 — x'^Çx''* 4- ^>/2 -i- ï) == o.

Elle donne pour le rapport J-,? quand y et x ' sont nuls, quatre valeurs
distinctes : en conséquence, les quatre valeurs dey qui deviennent nulles
avec x ' sont des fonctions uniformes de ri/ou de<r 2 ; donc elles forment
deux systèmes circulaires de deux racines. La partie correspondante
de la somme 2(r — ï) est égale à 2.

Au total, 2 ( r — ï) est égal à 8. Faisons m = 4» 2(r — ï ) = 8 dans la
formule qui donne le genre. Elle devient

a (7? - ( -~3)==8 .

On en tire p = ï . Ainsi la courbe proposée est du genre ï .

49. EXEMPLE. — Trouver le genre de la courbe

y5 -4- x^ — 5 ̂ ï y =±: o.

Le polynôme R(.r) est ici égal à <r l o( ;^ l î o-— 4 ^ ) * L 'équation binôme
oc^°= 4/< n'a que des racines simples. OrjÇ se réduit ici à aoy3 et n'est;
n u l que siyet par suite x sont nuls. Ainsi , en chacun des d i x p o i n t s
critiques donnés par l'équation xlo= 4% deux valeurs seulement de y
deviennent égales et forment un seul système circulaire. La partie de
la somme 2(r — ï) qui provient de ces dix points doubles est donc
égale à 10.

Passons au point critiquer === o. L'équation proposée donne pour y
Ann. clé l'Éc. Normale. 2° Série. Tome XIÏ. •— MAI i883. ^2
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cinq valeurs nul les quand x est nul. Calculonsy; on a

^ _ x* — 2 .ry
^———— y^^ '

En é l iminant y entre cette équation et la proposée, on obtient une
équation en y ' qui a quatre racines infinies pour ^==0. Donc une va-
leur de y esl fonction uni forme de x aux environs du point x = o.

Posons x = x ' 2 . 11 v ient
jS _^. ^/10 __ 5 y / k y ̂  Q^

Si Fon fait. y = vx\ on trouve
^— 5^» -^.^/s^^ o^

ce qui montre que les cinq valeurs du rapport y-, sont différentes pour
j:==a/== o. Donc les cinq valeurs de y qui deviennent nul les avec x
sont fonctions uniformes de x1 ; nous savons qu'une d'entre elles est une
fonction uniforme de x : il en reste quatre qui sont fonctions uniformes
de o? et non de x. Ces quatre racines forment donc deux systèmes
circulaires de deux racines chacun. La part ie correspondante de la
somme 2 ( r— i) est égale à 2.

Au total, 2 ( r — i) est égal à 12. Faisons m == 5, 2(r -— ï) = 12 dans
la formule qui donne le genre. Elle devien t

2 (/?-+-4) =12.

On en tire^? = 2. Ainsi la co.urbe proposée est du genre 2.

50. EXEMPLE. — Trouver le genre delà courbe représentée par l'équa-
tion

f { s c , y ' ) ̂ j» — S^2-!-^ -hi)^/3-^ 5(^2^_^_^. j)2y_ ̂ x^-^oc -{- i)2:^^.

Les coefficients angulaires c des directions asymptotiques sont les
racines de l'équation

çS ———— 5 Ç3 ^_ 5 Ç ———— ^ ̂  Q^

et il est aisé de voir que cette équat ion a toutes ses racines distinctes.
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Les points singuliers de la courbe proposée sont donc tous à distance'
finie.

Nous allons chercher à exprimer ra t ionne l lement en fonction de x
la racine y commune aux deux équations/^, r) = o,/^.{x,y) =o. En
supprimant le facteur 5 commun à tous les termes de cette dernière
équat ion , on obtient

j4 ~ 3 ( .r21 4- x -4- i ) r2 -4- ( ̂ '2 4- x -+-1 )2 •==-- o.

Tironsy4 de celle é q u a t i o n et subs t i tuons dans l 'équation f[x,y)-==- o;
après suppression du facteur c o m m u n .3?2 4-^4-1, cette équat ion de-
vient

r3 — 2 (^>2 4- ̂  4- i)j' -h- se (.z-2 4- x -4- i) = o.

Tirons-en y3 et subst i tuons dans la précédente; après suppression du
facteur commun oc^ 4- x 4- i , il reste

^y2 -̂ . ^>j/ —— ( ^>2 4^ ^ _{- l ) ^ :̂ <-) ^

Tirons encore j2 de celte équat ion et subst i tuons dans la précédente;
nous trouvons

.•rj2 •+• (.r2 -h x 4- i)j — ^(.y2-}- .r 4- i) =- o.

Dans cette équat ion , met tons a la place de y2 sa valeur tirée de l'é-
quat ion précédente; il vient

^•[(,r2 -4- x •4- i ) — ^7] 4- (^'2 4- x •+• i)y — a?(.y2 -h '̂ 4- i,) ̂  o

ou bien
y (.z-4- i) == o.

On voi t par là que les valeurs critiques de oc sont parmi celles qui sa-
tisfont aux trois équat ions

.y2 4- x 4- ï = o, y == o, x 4- i == o.

L'équation x'21 4- .r 4- ï =o, jointe à l 'équation/^ .r, yj == o, en t ra îne
y==o. La valeur x==—i ne donnera de point critique que si el le
annu le le d i sc r iminan t de l 'équation proposée. Or ce d i s c r i m i n a n t '
est, à une puissance près de (<r24-<x l4- ï), le premier membre de Iné-
quation qu'on obtient en é l im inan t y entre les deux équations où il
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•n'entre qu'au second degré; cefcte équation est
(^-t-l)2^2-^-^"-!-!) ==0.

Ainsi x = — i est racine double du discriminant. Le point x = — i est
donc un point critique.

Étudions les points critiques donnés par l 'équation oc2 + x -}- i = o.
En ces points y est nul. Comptons combien de valeurs dey deviennent
nulles en ces points. On a

î/^=4j3---6(^+^+1)7, V;;==i2y2--6(^+^+1), 4/^=24j.

Donc cinq valeurs dey deviennent nulles en chacun des points cri-
tiques a, racines de l 'équation x^ + x •+- î = o. Au lieu de faire succes-
sivement x — a =x^, x — a=xfï, ce—a ==x'\ x — a^x\ faisons
directement

L'équation proposée devient
j8— S^^j^A"78-^ ̂ a + î) -4- 5^/10J(.^•/S-^- 2a -f~ î ) 2

—3.z• / lo(^ / î>-+-a)(^^-l- 20 + 1)^0.

Les termes de moindre degré sont les suivants :

j5— S(2a-+-1) x ' ^ y ^ — 20 (20 -h-i)2^^0.

On peut appl iquer la méthode connue pour obtenir les systèmes
circulaires : elle montre i m m é d i a t e m e n t que les cinq racines nu l les
forment un seul système circulai re , don t le développement commence
par un terme en x'\ c'est-à-dire en {x—a)\ a désignant l ' une ou
l 'autre des deux racines de l 'équation a ^ + ^ + ï ^ o . D'après cela,
la par t ie de la somme 2 ( r — ï ) qui provient des deux points critiques
a est égale à deux fois (5 — î), ou 8.

Étudions le point critique x=— i. Si l'on fait x= - î dans l'équa-
tion proposée, elle devient

y&-^y^^y+^={y-^^{yî--y•-ïY==:o.

Ainsi deux valeurs de y deviennent égales au point x == — i à l 'une
des racines b de l 'équation j2 —y -- î = o, deux autres deviennent
égales à l 'autre racine. Comme x = — î est racine double du discrimi-
nant , le nombre que nous appelons k est l'entier immédiatement su-
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périeurà i; c^est-à-dire que yE; est égal à 2. En formantFéqua t ionqui l i e x
et —p on reconnaîtrait que les quatre valeurs dey sont uniformes aux
environs du point critique. Mais il est plus simple de former les îrois
dérivées
/^==ioj[2j2—-3 (^2 4-^-4-1)], /^==—I5J^(?^~^-I)-Hô(^24-^+T) (2,r-i-i),

/^^r—IOJ3— 8(2^-^ - I ) (^ 2 - i -^+I ) -^6(5J—2^) (2^ 2 +2. r - î - î ) .

Faisons x == -~ 1, et tenons compte de l 'équation j*2 == y -+-1 ; ces
trois dérivées prennent respectivement les valeurs suivantes:

/;.==io(j~i), /^=5(3j+i), /;.=io(y+i).

Formons la quantité f^—f^f^ Comme elle n'est pas nulle en vertu
de l 'équation y2 —y — i == o, les quatre racines y sont uniformes, et la
partie de la somme 2 ( r — i) qui provient du point x =— i est nulle.

La somme 2 ( r — i) est donc égale à 8. Faisonsw== 5, 2 ( r — i) == 8
dans la formule qui donne le genre : elle devient

3(^+4)= 8.

On en lire/? == o. Ainsi la courbe proposée est unicursale.

II. Intégrales uniformes. •— Première méthode.

51. MM. Briot et Bouquet ont fait connaître ( { ) les condit ions néces-
saires et suffisantes pour qu'une fonction liée à sa dérivée par une
équation algébrique soit une fonction uniforme. Ces conditions sont
exprimées par le théorème suivant :

THÉORÈME. — Pour qu une équation différentielle algébrique etîrréduc'
., , dutible^ entre u et -r;?

©"^«'(Èr^-^r'--^'0--
ne contenant pas la variable z, admette une intégrale uniforme, il est
nécessaire et il suffit :

i° Que les coefficients f, {u}, f,{u\ . .., J\n{u} soient des polynômes

( i ) Recherches sur la théorie des fonctions, troisième Mémoire, et Foncî. eilipt., p. 3§ï.
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entiers et, au plus, le premier du second degré, le second du quatrième
degré, ..., le dernier du degré im ;

2° Que chaque racine de Inéquation, tant qu'elle ne devient pas nulle,
reste holomorphe par rapport à u ;

3° Que chaque racine nulle et d'un degré plus petit que l'unité soit

du degré ï — —y pétant le nombre des racines du système circulaire auquel

elle appartient;
4° Enfin que l'équation différentielle, que Von déchut de la proposée

en posant u = — 5 présente pour y = a les mêmes caractères.

52. Première condition. — Elle se vérifie par la simple inspection
des coefficients de l ' équa t ion donnée.

Deuxième condition. — Cette cond i t ion est plus diffici le à vérifier.
Si l 'équation proposée ne cont ient pas de terme en U et si el le est t e l l e
que pour certaines valeurs finies de u deux valeurs de U et deux seule-
ment peuvent devenir égales, sans s 'annuler, on n'a qu 'à s'assurer que
le d iscr iminant de l 'équation proposée, abstraction faite des facteurs
binômes qui correspondent aux valeurs nul les de U, est un carré parfait.
C'est le cas des équat ions tr inômes de l'espèce de celles étudiées par
MM. Briot et Bouquet ( 1 ) ,

Mais il peut arriver que, pour des valeurs finies de Uy p lus ieurs valeurs
de U dev iennen t égales, sans s ' annuler , et qu 'on ne puisse pas obtenir
ces valeurs de u ni les valeurs correspondantes de U. Connaissant même
la valeur Uo que prennent plusieurs racines pour une valeur connue
u == b, il f au t pouvoir s'assurer que ces racines sont des fonctions uni-
formes de u aux environs du point u= b.

On y arrive en recourant au lemme que nous avons établ i au n° 42,
en vue de déterminer le genre des courbes algébriques. Désignons, en
effet, par î(u, U) le premier membre de l 'équation di f férent ie l le pro-
posée et soit

RÇu) =Fu(^ UQ F,(^, U s ) . . . Fu(^ U/,)

le discr iminant de cette équation. La méthode , des racines égales

( 1 ) Fonctions ell/ptiqueîî, p. 893 et suiv.
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permet de mettre le polynôme R(^ ) sous la forme

^(u)=^{u)[R,(u)]î...[^(u)J...[R^u)]n,

Rp(^) étant le produit des facteurs binômes qui entrent avec l'expo-
sant |3 dans le discr iminant B(u).

Soient u == b une racine de l 'équation Rp(^ ) == o, et U^ une racine
m u l t i p l e , mais non nulle, de l 'équation F(&, U) = o. La racine b est ra-
cine d'ordre p de l ' équat ion R(^) == o. Soit 7c le plus petit en t ie r supé-
rieur à ^- D'après le lemme du n° 43, pour que les valeurs de U qui

s dev iennent égales à Uo au points = b soient toutes des fonctions uni-
formes de u aux environs de ce po in t , il faut et i l suffi t que les déri-

cl^'Vvées -j^ de ces diverses racines restent finies pour u = b. Mais, s'il

en est ainsi, la fonct ion -j-j sera représentée par une série p rocédan t
suivant les puissances croissantes de u—b, et dans laquelle tous les
termes auront des exposants entiers et positifs. Si clans celte série on
remplace u — b par la série à exposants tous positifs ( m a i s entiers ou
fract ionnaires) que fourni t son développement suivant les puissances
croissantes de U — U o , on obt iendra pour —^ un développement où
ne f igureront que des exposants positifs; c'est-à-dire que, pourU=Uo,
toutes les valeurs de -,-^ resteront tinies. Réciproquement , si pour

U = Uo toutes les valeurs de -r-h restent finies, elles resteront finies
pour u = b, et les diverses valeurs de U qui, pour u == 6, dev iennent
égales à Uo, seront aux environs du point u = b des fonctions uniformes
de u.

^'UOn est ainsi coudait à former Inéquation qui lie U et-y-y k dési-

gnant main tenan t le plus pet i t entier supérieur à n, et n le plus grand
des exposants tels que |3. On devra vérifier que le coefficient de la plus
haute puissance de —^ dans cette équation nes 'annule pouraucunedes
valeurs de U, différentes de zéro, qui satisfont a la fois aux deux équa-
tions

F(^U)=o , Fu (^ ,U)=o .
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Pour s'en assurer, on éliminera u entre ces deux équations; soit
^ (U) •== o l 'équation résultante. On formera par la méthode des racines
égales l ' équa t ion /(U) = o qui a pour racines simples les racines dis-
tinctes de l'équation ^ (U) ==o, moins la racine zéro; et il restera à
vérifier que le coefficient de la plus haute puissance de -j—, dans
l'équation précédente ne s'annule pour aucune des racines de l'équa-
tion %(U) = o.

53. Troisième condition. — Pour vérifier cette cond i t ion , nous com-
mencerons par mettre le polynôme f,n{u} sous la forme

/„,(„) = ^ ( ^ ) [ c p , ( , , ) p [ ^ ( ^ ) ] 3 . . . [ c p p ( ^ ) ] P . . . ,

employée déjà plusieurs fois. Puis nous chercheront parmi les racines
du polynôme <pp(^) celles pour lesquelles U acquier t 2 valeurs, 3 va-
leurs,, ..., l valeurs nulles. De cette manière, on mettra le poly-
nôme çp(^) sous forme d'un produit de plusieurs facteurs

^(^)=y?,2(^)yp,3(^).. •?M(")>

le polynôme <f^i[u} ayant pour racines celles des racines de l'équa-
tion y p ( ^ ) = = o , auxquelles correspondent l valeurs nulles de U et l
seulement. Les polynômes tels que <pp ,z (^ ) se calculent facilement en
cherchant les racines communes à yp(^) d 'une part et aux divers
polynômes fm-^}jfm^u}, ..•. d'autre part.

Considérons maintenant le polynôme yp.z(^)- Soit b l 'une de ses
racines. Concevons que l'on remplace dans l 'équation à intégrer u
par b 4- u\ et qu^on cherche à séparer les racines U nulles avec u' en
groupes de racines du même degré : la méthode de M. Puiseux condui t
à construire un certain polygone que nous désignerons par P. En
cherchant le plus grand commun diviseur du polynôme ye.^) et des
divers polynômes^_,(^), fm^{u}, ... on arrivera, comme on le voit
facilement, à décomposer le polynôme <pp^(^) en un produit de plu-
sieurs autres dont chacun jouira de la propriété que le polygone P soit
le même pour toutes ses racines b. En répétant ces opérations sur tous
les polynômes tels que (p^i{u), on décomposera le polynôme/,,^) en
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un produi t de facteurs 0,{u), O^u), .... ô,{u), ..., 6,{u) jouissant
chacun de la propriété indiquée.

Soit PJe polygone? qui correspond aux racines du polynôme Or{u],
et qui est le même pour toutes ces racines. Nous connaissons les coor-
données des sommets de ce polygone. Il faut que ceux des côtés de
ce polygone dont les coefficients angulaires sont en valeur absolue
moindres que l 'uni té aient p o u r coeff icients angula i res des fractions
de la forme — Ci — -j, p é tan t u n entier. S'il n'en est pas ainsi, l'in-
tégrale n'est pas uniforme. S'il en est ainsi, il faut encore que toutes
les racines U d o n t le degré est i ~ ï- forment des systèmes circulaires
composés chacun d e p racines, et non d 'un nombre mul t ip l e dep. Dési-
gnons par np le nombre de ces racines, qui est connu, et par b la racine
inconnue du polynôme 6,,[u) à l aque l le correspondent ces np racines
nulles. D'après les principes de la méthode de M. Puiseux, pour que,
ces np racines fo rment n systèmes circulaires, il faut et il suffît que
le rapport p = ————^ prenne , pour u == b, np valeurs différentes.

(u-b)~
p

On remplacera dans l ' équa t i on à intégrer u par &-i-^"1, puis on
remplacera U par p?/, et f i n a l e m e n t on fera ? /==o .0n obtiendra u n e
é q u a t i o n du degré np en î r e p et &, et l 'on constatera que le discrimi-
nan t B ( & ) de cette équat ion n'a aucune racine commune avec le poly-
nôme 0^(6). Si n est égal à ï , la dernière opération sera inu t i l e .

54. Quatrième condition. — Elle exprime s implement que l 'équation
transformée, ob tenue en posant u === -; et V=== -r:? vérifie, quand pest
n u l , les condi t ions a° et 3°. En ce q u i concerne la c o n d i t i o n 2°, i l
suffit de faire ^ == o dans l ' é q u a t i o n transformée, p o u r o b t e n i r l ' équa-
tion ^ (V)== o dont les racines sont les diverses va l eu r s de V au po in t
ç=o. On formera par la méthode des racines égales l 'équat ion
^(V) == o qui a pour racines simples les racines distinctes de l 'équation
^ ( V ) = = o , moins la racine zéro. Enfin on formera l 'équation entre V
et —F? k é tant l 'entier immédia tement supérieu r au demi-exposant de v

Ann. de l ' ' Ec. Normale. 2e Série. Tome XîL— MAI i883. '23
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dans le discriminant R^) de l 'équation transformée, et l'on devra recon-
^A-Y

naître que l"e coefficient de la p lus haute puissance de —r-j^ dans cette
équat ion ne s 'annule pour aucune des racines de l 'équation %(V) = o.

En ce qu i concerne la condition 3°;, V étant nul avec v, onconstruira,
sans avoir aucun calcul à faire, le polygone que nous avons appelé P.
Toutes les racines d'un degré inférieur à l 'uni té devront avoir pour
degré une fraction telle que i — -; p étant un entier : on connaî t les

diverses valeurs dep, et le nombre np des racines du degré i — -• Si n
est égal à j y les p racines forment nécessairement un seul système cir-
cula i re . Si ^ n'est pas égal à i, on effectuera la dernière opérat ion
ind iquée à propos de la troisième condi t ion. Ici cette opération se sim-

/LrJ.
plifie : on fait V = p ç 3 p dans l 'équation transformée, et Fon doit con-
stater que les np racines finies et différentes de zéro que cette équation
fournit pour v == o sont différentes les unes des autres. Il convient de
faire observer que cette équa t ion en p et celle qu'on forme pour vérifier
la troisième cond i t ion ne contiennent que des. puissances de ^ p : on
remplacera p7' par X et l 'on devra reconnaî t re que l 'équat ion en X a ses
n racines distinctes.

Remarque. —• Si l ' in tégra le de l 'équat ion proposée est reconnue
uniforme, on app l ique ra ie théorème du n0 18 qu i fai t connaî tre la
na ture de cette in tégra le , et l 'on saura si e l le est r a t ionne l l e , simple-
men t pé r iod ique ou doublement périodique. Mais il y a l ieu d'appli-
quer avant t ou t ce théorème, parce qu'il peut , dans certains cas, mon-
trer que l ' intégrale n'est pas bien déterminée, et dispenser ainsi de
tout calcul u l té r ieur .

55. Exemple. — Voici un exemple emprun té au Mémoire de
MM. Briot et Bouquet : soit l ' équat ion

F^u^u^^—iyïJ4— ^^(^.-ly^o.o 'î

Ici la dérivée ï\(u,V) est égale à U3 [5U + 4 {u2 — i ) j . É l im inons^
entre l ' équat ion 5U 4 - 4 ( u 2 — i) == o et l 'équation proposée : l'équa-
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lion résultante est U4 = o. Ainsi l'équation proposée n'admet d 'autres
racines multiples que des racines nulles quand u reste fini. Nous avons
à étudier les racines nulles qu i correspondent aux racines distinctes de
l 'équationy^(^)==o, c'est-à-dire aux racines de l 'équat ion u(u2— i)==o.

Remplaçons u par b 4- u\ b élani l 'une des racines de l'équa-
tion u2 == i. Il v ient

A4
IP-4- It'Çl//-^- 2^)IP~-- -^ flft'(uf-\-2bY•(U'î-J^ 2W-|-l)--=0.

i.) "'*

On voit que le polygone P relatif aux deux valeurs de b est le même;
c'est la droite qui jo int le point dont l'abscisse est 5 et l 'ordonnée o,
au po in tdon t l 'ordonnée est 4 et l'abscisse o ; ainsi à chacune des deux
valeurs de b correspondent cinq racines nulles du degré | : elles
forment nécessairement un seul système circulaire.

La fonct ion U admet u n a u t r e p o i n t critique à distance f in ie : c'est-
le po in t u = o. En ce point , quatre racines U deviennent n u l l e s ; le
polygone P relatif au po in t u == o est la droi te qui j o i n t le point dont
l'abscisse est 4 Gt l 'ordonnée o, au point dont l 'ordonnée est 2 et Fab-i i
scissè o : ainsi il y a qua t r e racines du degré ^. Posons U == X2 u\ puis
faisons u= o dans l ' é q u a t i o n entre X et u; elle se r é d u i t à P == — -^-
Les deux valeurs qu'elle fourni t pour \ é tant différentes, les quat re
racines nu l l e s et du degré ^ forment bien deux systèmes circulaires,
Ainsi les trois premières condi t ions pour que l ' intégrale soit uniforme
sont vérifiées.

L'équation transformée

V"—.( i— ^V^-h ̂  ( i—ç^^ot.)0

\flse réduit pour p== o àV 5 —V^-4- ̂  == o; elle admet la racine double

V=== 1 et trois racines simples. Le po lynôme II ( ( ? ) analogue au polynôme
R(^) est ici égal àp^ i — ç^)16 . L'entier^ immédia tement supérieur à ^
ou î est égal à 2. Donc, pour que les deux valeurs égales .de V qui cor-
respondent à p == o soient des fonctions uniformes aux environs d u

c^'vpoint v •==• o, i l faut et il su f f î t que, pour V == l, l 'équation entre Vêt -j-^
n'ait pas de racine infinie : c'est ce qui a lieu.



l8û L* RAFFY.

En conséquence, l ' équat ion proposée a pour intégrale une fonction
uniforme; et, comme les paramètres c et c\ sont tous nuls, l ' intégrale
est doublement périodique.

III. Intégrales uniformes. — Seconde méthode.

56. La m é t h o d e que nous al lons exposer est fondée sur l ' i m p o r t a n t e
proposition de M. Hermite, que nous avons déjà citée et qui s'énonce
ainsi :

Si ï intégrale u d'une équation différentielle algébrique F(^, U) == o
est uni/orme et doublement périodique, la courbe F == o est du premier
genre. Si cette intégrale est uniforme et rationnelle ou simplement pério-
.dique^ la courbe F == o est du genre zéro,

Les réciproques de celle proposi t ion ne sont évidemment pas vraies ;
mais il s u f f i t , comme on va le voir, d ' i n t r o d u i r e q u e l q u e s c o n d i t i o n s de
plus dans leurs énoncés pour que ces réciproques, devenues vraies,
fournissent une m é t h o d e régulière, pe rme t t an t de reconnaî t re si l 'inté-
grale est uniforme. La seule d i f f i c u l t é qui se présente dans l ' app l ica -
t ion est la dé te rmina t ion du genre de l ' équat ion à intégrer. Nous
avons donné au début de,ce Chapi t re une méthode absolument géné-
rale pour effectuer dans tous les cas cette détermination.

Il ne nous reste donc p lus qu'à résoudre le problème suivant :

PROBLÊME. — Étant donnée une équation différentielle algébrique
F(^,U)==o, de genre s. ou zéro, reconnaître si son intégrale est uni-
forme.

57. 1 e r CAS. — L'équation à intégrer est du genre ï.

I l résulte immédia tement de la proposition deM. Hermite que, si Fin-
légrale est uniforme, elle est doublement périodique. Alors, en se
reportant au théorème du n° 18 [Nature de l'intégrale u}, on voit que
les paramètres cet c^ doivent être tous nuls. Nous allons montrer que
ces condit ions suffisent.

THÉORÈME. — Si réquation différentielle F(î/., U) = o est du genre ï ,
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et si les paramètres c et c\ sont tous nuls, l'intégrale u est doublement
périodique et de plus uniforme.

En verlu d'une proposition démontrée par Clebsch dans ses pro-
fondes recherches sur les courbes du troisième degré ( ^ ) , les coordon-
nées ^ et U d 'une courbe du genre s sont des fonctions rationnelles
d'une variable t et d 'un radical carré portant sur UB-I po lynôme entier
du quatrième degré en t.

Une transformation du premier degré ramènera ce rad ica l à la forme
canonique. On peut donc poser

; = d. \_t, v/(i-^)(i~Â-^)], U == ̂  =y^, ̂ -^(i-A-^du
Tz

les symboles ^ et y^ désignant deux fonctions rationnelles. De ces for-
mules il résulte que la dérivée c— = — c-^- est aussi une fonclion ration-•" cit U dt
nelle de t et du radical \/(i — ^ ) ( i •— /r^). Mais les paramètres c et c\
étant tous nuls, z est une intégrale de première espèce; pu isqu 'e l le
dépend seulement des intégrales el l ipt iques, c^est une intégrale ellip-
tique de première espèce. On a donc, en désignant par p une con-
stante,

dz i i

De là résulte

et, par suite,

dt p ^ ( ï _ ^ ) ( i _ / ^ ^ )

^==sn(p-5)

r . . ^sn(p^)"]u=^ sn(ps), —^— h

ce qui prouve à la fois que l'intégrale u est doublement périodique et
qu'elle est uniforme.

Conséquence. — Si l'équation à intégrer est du genre i et si l ' inté-
grale u est bien déterminée et a deux périodes, elle est nécessairement
uniforme.

Remarque. — Ce théorème est une réciproque de la proposition de

( 1 ) Journal de Crelle, t. 64.
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M. Hermite; c'est aussi une réciproque du théorème qui fait connaître
la nature de l'intégrale u (n° 18).

II convient de signaler ici une Note dans laquelle M. Fuchs ( 4 ) étudie
l ' équa t ion différentiel le binôme

/cïuY1 „. .(^) =F^

et re t rouve certains résultais de MM. Briot et Bouque t , en expr imant
que cette équat ion est du genre i.

58. 2e CAS. — Inéquation à intégrer est du genre zéro.

En a p p l i q u a n t le théorème qui fait conna î i r e la na ture de l'inté-
grale u, supposée bien dé te rminée , on saura si ce t t e in tégrale est
r a t i o n n e l l e ou s implement périodique.

Cas de l'intégrale rationnelle, — Si l 'intégrale u, supposée bien
déterminée, ne peut être qu 'a lgébr ique, il f a u t d'abord, pour qu'elle
soit a lgébr ique, que la fonction inverse z n 'a i t aucune espèce de
période. Pour qu'elle soit rationnelle, il f au t de p lus que la courbe
F(i<, U ) = = o soit du genre zéro. Enfin, il faut encore que u n ' a i t q u ' u n e
va leur pour chaque valeur de z. Voici comment nous exprimerons ces
diverses conditions.

On vérifiera que la courbe F== o est d u genre zéro. S'il en est ainsi,
l ' intégrale z n'a pas d'autres périodes que des périodes polaires. Il f au t
s'assurer qu 'e l le n'a pas non plus de périodes polaires. Rappelons que,
quand l'intégrale est algébrique, le degré par rapport à u de l'équa-
tion intégrale est égal au nombre des valeurs finies ou infinies de u qu i
sa t i s font à la fois aux équations -^ ==co et €— == oo [voir n° 28). On
cherchera ces racines communes et l'on devra reconnaître qu'il n'y en
a q u ' u n e : si elle est finie, é tant un ique , elle s'exprimera rat ionnel-
lement au moyen des coefficients de l 'équation F = = o * Que ce soit
u •===- oo ou u == &, elle sera donc parfai tement connue.

Supposons d'abord que cette solution commune soit finie, u = b. Le

( 1 ] ) Comptes rendus de l'Académie des Science.^ 1881; t. XCIII, p. io63.
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rapport ^j étant infini , U est nu l . On a '
// r/-+-i

U = h ( u. — bf -\- Ai ( u — b} ~P~ •+•. . .,

du . . .p . ^U î . A ï , • , .et, comme-^ est intim, -r- doit être nul pour u = b : q doit être
supérieur à p. On démontre ( { ) que q est égal à p + i. On a donc

l 2

U = - A ( ^ — b) ^p-^hiÇu— b^T^. . .,

p étant le nombre des racines du système circulaire un ique formé par
les valeurs de U nulles et d'un degré supérieur à l 'unité, ( 2 ) . On déduit
de là

â-îi^"-^-^"-^--
Pour qu' i l n'y ait pas de période polaire, il faut et il suf f i t que /^

soit nu l , c'est-à-dire que le développement de U ne cont ienne pas de
^2

pterme en [u — b) p .
- , . , , . , ,' u du ïSi la solution commune aux équations^- ==oo , —,-y ==co es t -^^^^o,

l'équation transformée en V admet pour v = o un certain nombre de
racines nulles et d 'un degré supérieur à l ' un i té ; il faudra que les
p valeurs de V qui sont d 'un degré supérieur à l 'unité forment un seul
système circulaire, et que le développement de V suivant les puissances

i+1-de v commence par un terme en v p et ne contienne pas de terme

en p
i+2

p
Les conditions que nous venons d'énumérer sont nécessaires; elles

suffisent pour que u soit une fonction rationnelle. En effet, la courbe
F = = o étant unicursale, l 'intégrale z ne peut avoir que des périodes
polaires; comme il n'y a qu'une seule valeur finie de u qui rende
—? infini , et qu'à cette valeur correspond un seul système circulaire de

( r) BRIOT et BOUQUET, Fonctions cllipfIqif^Sy p. 384-385.
(2 ) ÏbicL, p. 386.
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valeurs de U, ou bien, comme à v= o correspond un seul système cir-
culaire de valeurs nul les de V, z ne peut avoir qu 'une période polaire;
et nous avons exprimé que cette période disparaît. Donc z est une fonc-
tion algébrique de u, et u une fonction algébrique de z . Enfin, comme
les équations ~ == oo , — == oo n'ont qu'une seule so lu t ion commune ,
u n'a qu'une valeur pour chaque valeur de z. Donc u est une fonction
rationnelle de z.

Si la racine c o m m u n e aux deux équat ions considérées est u = o, le
degré du numéra teur de u sera i n f é r i e u r au degré de son dénomi-
nateur . Si cette racine est finie et différente de zéro, les degrés de ces
deux termes seront égaux. Si cette solution c o m m u n e est v==o, le
numéra t eu r sera de degré plus élevé que le dénominateur.

59. Cas de l'intégrale simplement périodique. — Nous avons prouvé
au n° 34 que, si la courbe F = = o est unicursale et si les paramètres c
et Cy son t lous f in i s et tous commensurables entre eux, l ' intégrale u est
bien délerminée et n'a qu 'une période. Elle s 'exprime r a t i o n n e l l e m e n t ,
ainsi que l'exponentielle e^, au moyen d 'une var iable auxi l ia i re t.
Supposons qu'on ait

^-^) u-^ ^-(pw

"-W)' ^-n^ "-w

Pour que u soit uniforme, c'est-à-dire s 'exprime ra t ionnel lement en
fonction de l'exponentielle, il faut et il suffit que l 'équation ^ == -w

ne donne pour chaque valeur de z qu'une seule valeur de t. Donc les
deux polynômes $(^) et F{t) doivent être du premier degré, déser te
qu ' i l vient

^o^_^o^_^
~ û^-h|3

dz a3 — y.b i
On dédu i t de là

dt ~~~ p (at-h b) (a^.4- p)

Ainsi la dérivée — a deux infinis et deux seulement. Ils sont nécessai-
rement distincts, sans quoi l 'intégrale^ serait rationnelle. Nous avons
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reconnu au n°35 que les valeurs de t qu i rendent ̂  i n f in i annulent
/ (^) ou 0{t). Or il est aisé de voir qu 'à chaque valeur de t qui a n n u l e

•y^{t) o\iQ[t) correspondent pour la f o n c t i o n U de u, ou pour la fonc-
tion V de 9, un certain nombre de valeurs égales fo rmant un seul sys-
tème circulaire. Ici ces racines sont nul les el de degré é^'al a l ' u n i t é .
Nous retrouvons ainsi celte coiidilion connue : quand l'intégrale est
uniforme et simplement périodique, il ne peut y avoir en tout plus de deux
systèmes circulaires de valeurs de U ou V nulles et de degré égal à l 'u -
nité^}. Aux deux i n f i n i s de la f r ac t ion c— répondent deux résidus
d o n t la somme est n u l l e , pu i sque le n u m é r a t e u r de cette f rac t ion est
d'un degré i n f é r i e u r de deux un i t é s au degré de son dénomina teu r ;
ces résidus soel donc commensurab le s entre e u x , comme l'exige le
théorème du n° 34.

La condit ion q u i v ien t (Télre t rouvée suff î t é v i d e m m e n t , si la courbe
F ( ^ , U ) ====o est un icu r sa l e et si, a u c u n desparameires cet c'y n'est in-
t in i , pour que l ' intégrale u soit u n i f o r m e et s implement pé r iod ique .

()G. La discussion précédente se résume en trois énoncés dans les-
quels nous su ivrons l 'ordre même des opérat ions qAieïûo?h*e mé thode
condui t à efîeclucr. . / i i ' ^ < • . • • r ' ' ' i ' ' ^ ' i ' ' ' ' ' ' ' i ' ' l ' l ' ' ' ~ • • ^ ^ . - ,

TÎÏÉOKÈME. — Pour que l'intégrale d'une éqifMië^^cffVrentieîfè^^alg^
brique F fa, U) ̂  o soit uniforme et r7o^^éfe/7?<?!'̂ p^7?%y f̂ il ftffi^ et il

' ' r,«rt1, , ^M '—'"^î
suffit: ^ \ '•'•^^

ï 0 Que les paramétres c etc'^ soient tous 'nuls'}'^ Y., /<;, l '" ' i ^s l••-' '
a0 Que r équation proposée soit du genre ï . '''•BÏ̂ II_,,,̂ ,̂ •^

THÉORÈME. — Pour que l'intégrale sou rationne Lie, il faut et il suffit
que l'équation. F(^ U) =o vérifie les conditions suivantes :

î ° Un au moins des paramètres c et c^ est infini; aucun d'eux nest
fini et différent de zéro.

:2° Une seule valeur de u vérifie à la fois les deux équations ^ == oc et
ctu.
dV ~~ îo "

(r) BIUOT et BOUQUET, Fonctions elliptif/uey, p. 402 •
Aiw. de l'Ec. Normale, a" Série. Tome XÏI. — JCIN (883. . ^4
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3° Si cette solution est u === 6, les p valeurs de U qui deviennent nulles

avec u — b et sont d'un degré supérieur à V unité forment un seulsystème

circulaire; leur développement commence par un terme en [u—b) ''et

ne contient pas de terme en Çu — b) /'. — Si cette solution est

- •==: y = o, les p valeurs de V qui deviennent nulles avec v et sont d'un

degré supérieur à U unité forment un seul système circulaire; leur déve-

loppement commence par un terme en v p et ne contient pas de terme en^.
4° L'équation ' F [ u , U) === o est du genre zéro.

THÉORÈME. — Pour que V intégrale soit uniforme et simplement pério-
dique, il faut et il suffit que l'équation ¥{u, U) = o vérifie les conditions
suivantes :

i° Aucun des paramétres c et c[ n'est infini; les valeurs de U qui de-
viennent nulles pour des valeurs finies de u et sont de degré égal à l'unité,
ainsi que celles de V qui deviennent nulles pour v == o et sont de degré
égal à l'unité, forment en tout deux systèmes circulaires;

^° L'équation F(^, U) = o est du genre zéro.

61. EXEMPLES. — La méthode contenue dans ces trois théoreines, et
qui n'exige, comme on le voi t , que des opérat ions tou jou r s possibles,
s 'applique très facilement a tous les exemples t rai tés par MM. Briot et
Bouquet dans leur troisième Mémoire.

En effet, comme l'a montré M. Hermite, l 'équation

U^+CM 2—!)^—!^ 2^ 2—!) 4^^
y 'î

(qui est l'exemple XI de MM. Briot et Bouquet) représente une courbe*
du genre i -, on s'en assure en posant

U^a 2 —!)^

Si l'on fait en même lemps

T=(^,)^-|^^-|n,



RECHERCHES ALGÉBRIQUES SUR LES INTÉGRALES ABÉLÏENNES. ï8^

on obtient en effet
•— ^^±-11 _
" f , /rjF

^î v r

Les autres exemples rentrent dans le type
F^U^U^-âPL^-^Q^o,

où P et Q vérifient la relation
P^Q^R2 ,

les lettres P, Q, B. désignant des polynômes entiers en u, de degrés res-
pectivement égaux à 2, 6 et 3.

M. Hermite met l ' équat ion proposée sous la forme

(U-hsI^^U-P)^--^.^,
et, posant

il obtient
u+.p—ŵ

^.--3P^r-2:R=o.

Les coordonnées M, w de cette cubique s 'exprimant r a t ionne l l ement au
moyen (le t et d 'un radical elliptique, U et u s 'expriment aussi d e l à
même manière : la courbe F = o e s t d u genre i . Dans les six premiers
exemples de MM. Briot et Bouquet , la cubique w3 — 3P^ — 2 R = = o a
un point double : la courbe F = o est un icursa le .

Ayan t ainsi déterminé le genre d e l à courbe F == o dans ces divers
exemples, on véri'tie sans d i f f icu l té les autres conditions exprimées
dans nos trois théorèmes.

62. Voici un autre exemple très simple. Soit l 'équation "
^— (^ — mVY= o.

La courbe est unicursale. Tous les paramètres c sont nuls. Des quat re
valeurs de c^ trois sont égales à m, la dernière est égale à — 3m. Les
paramètres c étant nuls, les racines Y nulles avec v == ^ sont d 'un de"
gré infér ieurà l'unité. Pour U==o, on a, soit u = o, soit i z = = i ; à
^ = o correspond un système circulaire de trois racines nulles et de
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degré é^aî à F u m t é ; à u == i correspond une seule racine nul le qui est
de degré égal à l'unité. Donc l 'intégrale est un i fo rme et s implement
pér iodique . En effet, cette intégrale est

, m 4- e"

63- Exemple» — Voici, pour terminer, un exemple qui nous don-
nera l'occasion d 'employer plusieurs des méthodes que nous avons
exposées au cours de ces recherches; il montrera en même temps com-
m e n t ces méthodes peuvent se simplifier dans les applicat ions.

On demande si V équation

a2 IP- — 4 p U^ W — 2 s^U2 -1- 27 p'2 ̂  4- a6 =: o,

où les lettres a et^ désignent des constantes, admet une intégrale uniforme.
Le terme du degré le plus élevé de I n é q u a t i o n est le terme en u2 U3 :

(Jeux des paramètres c sont n u l s et trois sont i n f i n i s , le terme indépen-
dan t de U n'ayant que des racines simples et le terme en U m a n q u a i t ,
les paramètres c^ sont tous nuls. Donc, si l ' intégrale est bien déter-
minée, elle est algébrique.

Cherchons le degré par rappor t à u de l 'équation intégrale. Faisons
U == yu : i l v ient

a2 y'*' ^'" —•• 4 ? y31^ — 2 a'' y2 u2 -+- 27 j32 u'' •+- a6 == o.

P o u r y = = ô , cette équation a une racine infinie et quatre racines
finies, celles de l 'équation

27 p^-i-a^o.

On dédui t de l 'équation proposée

du. __ ^__ [J(q2U2-.3p^2U—— ^•)

. Y W " ^ " " ^ ( 2 U 3 - - 27f^2)

A chacune des quatre racines de l ' équa t ion ^Ç^u1' -4- 0°=== o répon-
dent quatre valeurs de U : deux sont nul les et donnent c == o, deux sont
différentes de zéro et fournies par l 'équation

^ U ^ — ^ ^ ^ U — ^ a ^ ^ o .
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Celle équation n'a pas de racines communes avec l 'équat ion
^ U 3 — 27|3^2== o. Donc c' reste fini quand on attribue à u l'une des
v a l e u r s finies qui satisfont à l 'équation 7 = o ou -^ === oc . Les deux

équations ,-.- == oo , c' = co ne peuvent donc avoir d 'autre racine com-

mune que la racine simple u == co de l 'équation-^ == 'co .
D'après cela? si l ' intégrale u est bien déterminée, c'est une fonction

rat ionnel le de z.
Pour qu' i l en «soit ainsi, i l faut et il suffit : i° que l'équation trans-

formée admet te , pour v= o, p racines nulles du degré i 4- ï- formant
un seul système circulaire; 2° que leur développement ne contienne

2

pas de terme en v p'<, 3° que l 'équation proposée soit du genre zéro.
Faisons u == -? U = — -^ dans l 'équation proposée : il vient

as V4 -+- 4, ? V3 — a a4- ̂  V2 4" P4 ( ̂  P4 -+- 27 j32 ) =0.

Cette équation admet, pour v == o, trois racines nulles du degré i 4- ^
formant un seul système circulaire, et dont le développement ne con-
t ient pas de terme en v\

II reste à voir si la courbe proposée est du genre zéro. Nous poserons

. „. a / a x
1 1 = = - ? ^ :=: a i / — — ?y V ^ P y

ce qui change l 'équation donnée en la suivante :

f{x,y) = 3 y (j2— i)2-!- 9y^4— ^~=' o.

Pour trouver le genre de cette courbe^ il nous suffira de dé te rminer
ses points doubles par la méthode élémentaire qui consiste à chercher
les solutions communes aux trois équations simultanées

A==0, f'y=0, f't-==0,

Voici ces équat ions

x ( 9 x^y — à ) == o, 5j"4 — 6y2 -(- 3 x^ -+-1 =r o, j^3 — y 4- .r2 == o.

Alaso lu t ion ̂  ==ocorrespondentlessolutions de l 'équationy2 — i ===o»
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Il est visible sur l'équation/^, j) = o que les points oc = o, y = i et
x === o,y = — i sont deux points doubles à tangentes distinctes.

La valeur ,x}2= -2-;:» portée dans la dernière équat ion, donne

9J4— Qy2-^2^0?

les racines.de cette équation sontjr2 == ^, y2 == |.
On vérifie immédiatement que les quaire systèmes de valeurs fournis

par les formules __ __
i . ^2^/3 i „. \/a y/3

J"-^ ——±-3-; y=-^ ——±l-T-

vérifient les trois équations^ == o,/y = o, y^ == o.Ils donnent donc en-
core quatre points doubles. La courbe, ayant six points doubles et étant
du cinquième degré, est unicursale.

Donc FintéHrale u est une fonction rationnelle. En effet, cette inté-
grale eyt

ps^-^o2

--^r~'
Dans cet exemple, comme dans tous les autres analogues, nous a v o n s

fait abstraction de la constante d'intégration, parce qu'elle n ' inf lue pas
sur la nature de l'intégrale.


