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PROPRIETES

APPLICATIONS DE CERTAINES FONCTIONS

Par M. ELLIOT,

PROFESSECR A LA FACULTE DES SCIENCES DE BESANCON.

SECONDE PARTIE.

Lquations différentielles.

25. Considérons, avee les p intégrales normales de premiere espece,
un systéme de ¢ intégrales normales de (roisieme espece et de 7 inté-
grales normales de scconde espeee. On pourra représenter cesintégrales
par les expressions
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propriétés que ceux du n° 20. Considérons le systeme suivant de
p + g + r équations différentielles :
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L’indice j de [E0,9%] et de |¢™ | signifie que on a remplace

aet y par x;, y; (lans les fonctions linéaires que représentent ces
symboles. Nous regarderons dans les équations (1) les@; comme fone-

tions des p +- ¢ + r quantités w;, ¢, sv,. Enappelant 2y les valeurs
(0) (0) (0)

initiales des o, pour' les valeurs initiales ), ¢/, &\ des variables, le
systeme (1) [)LU[ s'éerire
J=pe-q
[ () — @l (9] =, — v,
j=t
J=pAger
() Z [0F) (j) — 0BT (00 )] =y 0,
=y
J=pAgr
[0 () = ol (97 ) | == gy ol

i=1

Si, dans les équations (1), on regarde w,, ¢, w, comme fonctions
des x;, les conditions mtcgrablhté sont évidemment satisfaites,
puisque le coellicient de da; ne contient que la variable x;. On en
conclut que, réciproquement, I'on peut considérer les 2; comme fone-
tions des u;, ¢4, wy, e, d'apres un théoreme de M. Bouquet, ces fonctions
resteront holomorphes tant que les coeflicients différenticls seront
eux-mémes holomorphes par rapport aux ;. Pour dvoir ces coelli-
cients, il faut résoudre les équations (1) par rapport aux da;. Le
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dénominateur commun est le déterminant
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divisé par e produit  J§ F (2. v Appelons A;; le mineur obtenu,
jo

en supprimant dans A la 7m¢ ligne et la /" colonne, on aura

o koq
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Les cocflicients différentiels ne peuvent cesser d’étre holomorphes
que si les fonctions x; acquigrent des valeurs annulant A, ou bien si
Pune ou plusicurs d’entre elles coincident avee des points silués sur

les droites (%), q®™), (£®), A devenant alors infini en méme temps
que Ay, ..., ou bien, enfin, si 'une ou plusieurs d’entre elles deviennent

infinies.

26. Le déterminant A s’annule quand un certain nombre de points
(X ¥i)s (@4, vy), ... coincident. Supposons que les npoints (x,,y, ),
(s ¥a)r -« [y y,) coincident avee un point (@, b), que nous sup-
poserons d’abord un point simple de F(x,y) = o non situé sur les
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droites (W, o™), (5™). Posons
ry—a+ 2y, ($=1,2,...,n)

et considérons les fonctions symétriques
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et I'on pourra, dans le systeme des équations (1), remplacer les n pre-
micres par les équations (3), ol ¢ a les valeurs 1, 2, ..., n. Les
p-+q -+ rfonctions seront alors z,, ..., 2, Tprys vy g Les nova-
¢ines ¥y, ¥a, .-+, ¥, élant voisines d’'une méme racine simple de I'équa-
tion F(z, y) =o sont représentées par une méme série

Vi=b b b2 (=0, 0

Apres la substitution de ces valeurs, le déterminant A devient une
fonction alternée de x|, «,, ..., «/,, et son numérateur est divisible
par le produit des facteurs binomes obtenus en faisant la différence de
deux quelconques de ces quantités. Le quotient est une fonction symé-
trique de x4, @), ..., @,, et, par suite, unc fonction rationnelle de z,,
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S2y - +r 3, Ce quotient ne s’annule pas en général avec les quantités
'\, @, ..., 25 il conserve d’ailleurs une valeur finie pour de petites
valeurs de ces variables.

Le déterminant mineur Ny’ se déduit de A en remplacant les n pre-
miers termes de la 7€ Jigne horizontale par les quantités

JE - h . . Jet- ha n JERN
L N T D e 2 N A C TR DR

et les autres par zéro. Apres la substitution, il deviendra une fonction
alternée de ', @, ..., &, divisible par le méme produit de facteurs
bindmes que précédemment. En supprimant ces facteurs, le coefficient
de du; dans dz, deviendra une fonction holomorphe de =, ..., z,,
Zoiis ooy Tpiger pour de petites valeursde 2, 2, ..., 2. On en conclut
que les fonetions =, ..., 5,, .y, .. , 2,,,., vestent holomorphes dans
le voisinage des valeurs considérées, et que les fonctions intégrales x,.
Xy, -y 2, 8¢ permutent entre elles comme les racines d’une équation
algébrique ().

27. Supposons que les n points (x,, ¥y, ..., (&, ¥,), n pouvant
¢tre P'unité, coincident avee un point fa, &), situé sur la droite
(£, 9 ). Le déterminant A, développé par rapport aux éléments de la
p+ g ligne horizontale, a ses n premiers termes infinis et du pre-
mier ordre. Apres avoir posé, comme précédemment,

! - ' 27
(e = qT, ceey W, TR A A,

ctremplace les y par feur développement en série relatif a la branche
de courbe qui contient le point simple (&, &), les dénominateurs des
ntermes de A, dontil a ¢1é question, contiendronten facteursle premier
2, le second &), ..., le nim¢ & . En développant maintenant le déter-
minant N, par rapport & la p + gm ligne horizontale; le dénomina-
teur des n premiers termes contiendront aussi respectivement les fae-
teurs a,, X, a,,. On voit, en chassant les dénominateurs, que le coef-
ficient de du; est une fraction qui reste finie. Il en est de méme du
coelficient de duy, et de celui de dyy si & est différent de g. Pour k=g,
le déterminant N;ﬁ' ne devient pas infini, et A estinfini, en sorte que le

(V) Théorie des fonctions abéliennes, p. go.
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coefticient de dy, est nul. Si n est différent de 1, on continuera la d¢-
mons(ration comme dans le cas précédent, en introduisant au lieu de
Xy, Xyy ..., 2, les quantités 5y, z,, ..., 5,. Les coefficients de du,, dyy,
div,, dans la différentielle dz, seront des fonctions rationnelles en z,, ...,
Zue Lyits -oor Tpigir holomorphes pour de petites valeurs des vil-
riables 5. Dans cette nouvelle hypothese, un certain nombre de fonc-
tions intégrales peuvent se permuter.

Il n’y a évidemment rien & changer au raisonnement, si le point
(a, b)est sur une droite (™), a moins qu’il ne soit au point de con-
tact, auquel cas les termes qui étaient-infinis du premier ordre sont
infinis du second ordre; mais, comme cette modification se présente a
la fois au numérateur et au dénominateur des coefficients de du,, dv,
dsvy, on arrive a la méme conclusion.

28. Supposons que les points (xy, ¥y ), -+, (4 y,) coincident avee
un point critique (@, b) de F(a,y)==0.Si les racines y,, ..., y, appar-
ticnnent & un méme systeme circulaive de p racines, on sait que l'on
peut déterminer les constantes 0, 07, ..., et les exposants ¢,, q., ...,
¢.de facon qu’en posant

N B L R e R R N R R ZA 2 FI E B RV AN

¥ soitune fonetion holomorphe de ' pour de petites valeurs de cette

variable. Par cette substitution, les coelficients différentiels des inte-

grales des trois especes deviendront
o2, ¥

. et ol
N I )a,)/ (', ") ’

Py, ') ,

PR A L AN S—) &
IVE(A;,.,‘(/A,Jv,») I‘SAIH(.’/./,.}J) )

N TV
lg(ﬁﬁ?/ ;“:*,':()l/), 7 ',
L'indice s de [£7, 9™ ] et de [¢™ ] indique ce que deviennent ces
fonctions linéaires par la substitution. Les nouvelles expressions ne
sont plus linéaires en a’ et y'; mais elles ne s’annulent pas pour de
petites valeurs de ', puisque par hypothtse le point (@, &) n’est pas
sur les droites (5™, ™), (¢™). On peut répéter alors le raisonnement
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préeédent; les deux termes de chaque coefticient dans expression de
la dilléventiclle dz, sont toujours des fonctions alternées ayant un fac-
teur commun ¢ue 'on pourra supprimer.

On fera une seconde substitution analogue si un second groupe de
n' points vient coincider avec le point critique (@, b), les ' racines
Yurtr oo Yoo appartenant & un autre systeme cirvculaire.

Enfin, si une ou plusieurs des fonctions .r; deviennent infinies, on

effectuera pour ces fonctions la transformation o = %

29. Le déterminant A peut aussi s'annuler sans que deux des points
(x;,y;) coincident. I suftit que les p + ¢ 4+ » points soient situés sur
une courbe adjointe du degré m + ¢ -+ r — 3 (n°20). Appelons (a;, b)) les
p -+ ¢ -+ rpoints dans cette hypothese; la courbe adjointe qui les con-
tient rencontre encore la courbe F(x,y) = o en p + ¢+ r— 2 autres
points («, l)f,.), et on aura

Jop A jop g =2
. ‘ ‘ /3 . /
() oy W) =1y,
. )
J 1 ] =1
] Pt pooptyg e 2
& / . & ,
e Cag) &‘/‘)(((j) = A,
Jj o J -1
;oopt g Jopg e o2
Q % ,
2 M (a;) + W () = z4.
7ot J .

Soient w;, ¢, oy, les valeurs des variables w;, ¢4, w0, dans le cas parti-
culier dont nous nous occupons. Les équations (2) pourront s’écrire

Jopg A 2 J=pAG
-
", e 3 (0 (a) — 1w® (2
tp o = — wt(a;) X,
] =1 J =1
] pH 1/ 1 2 / ‘/)T o0
. ) 3 (kY (' ! sk) (g0
o, .Y} ¢ (a/) — ( (.1., )y
Jool J =1
] ooptgr 2 I‘I"L.l/"'"
1
s O . M h ! (D) (i 0
L A Ly YA i (ay) M (20,
jol J=1

ou plus simplement, ¢n supposant que les variables u;, ¢, v, solent
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nulles quand les points (x;, v;) coincident tous avee l'ovigine (2., ]
des intégrales

J=pAqr-2

— 7 ~ o
w; = Iy — ) (a;),

j=1
jopqr-2
Cf o= A — 2 08 (a),
j=1
j:‘[}~l—l/-l~l'— 2

j RN
(== gy — o (al).

j=1

On voit ainsi que les quantités u;, ¢x, w; conservent la méme valeur
quand les courbes adjointes du degré m + ¢ + r— 3 passent par les
p 4 g~ r— 2 points (@}, b;). Donc & un systeme déterminé de valeurs
de ces quantités répondent une infinité de systemes de p + ¢ + r poin(s
qui se déplacent sur la courbe F(x,y) = o, en restant sur une courbe
adjointe d'ordre m + ¢ + r — 3.

30. Il résulte des considérations précédentes que toute fonction
rationnelle et symétrique des quantités x,, x,, ..., a5, ¢st une
fonction méromorphe des p+ ¢ -+r variables indépendantes w;, ¢4, v,
a I'exception du cas d’indétermination dont il vient d’étre question. On
peut la regarder comme une fonction abélienne de ces variables admet-
tant un systeme de 2p -+ ¢ périodes; la fonection ne changera pas si
I'on augmente simultanément toutes les variables de multiples quel-
conques des quantités contenues dans une méme colonne verticale du
tableau suivant

'.Z’.t\/—l 0 O A%y 2% O [ O
0 .').7:\/——1 O 2% 2%y O (S 2 0
O el e i’.ﬂ\/»« I 2% . 2% O (6 9]
—
O 0 0 2A ... 2Ay, amy—1 o .. 0
0 0 0 2An ... 24y, 0 0 ... 2w/

0 0 .. 0 @y e g 0 o ... 0
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w(a, 3)
P2, )
recherche des quantités x;, y; & celle des fonctions symétriques

; mous pouvons ramener la

Soit la fonction rationnelle z =

M, =S S Sy
l\[g e T R i T U T RN
I\Ip bg+r T 5152 Spaqrs

fesquelles s’obtiendront de la facon suivante.

Supposons que dans le théoreme IX on regarde les points (&, y,), ...,
(2,000 Yprger) qui sont complétement arbitraires comme étant ceux
quisatisfont aux équations différenticlles simultanées (1), la fonction V
deviendra, en tenant compte de ces équations, une fonction des
p -+ q -+ r variables indépendantes w;, o4, w,, et U'équation (29}, qui
fournit une relation entre les poinls (@, ), -y (Xpigor Yprger) €1
cette fonetion V, renferme la solution du probleme.

Pour avoir un nombre suffisant de relations, nous supposerons que la
courbe W = o soit remplacée par @ 4 AW = o, ¢n sorte que les points

(2 ) dépendent de cette constante arbitraire 2. On aura ainsi

mn

SUANE (r 7,0 . )
o Al —at? () = Ci -]
Aol — ' (2y) — G ol
1

l
NGt g, 8vy) [
/

Jepgtor o
LNCIIRVY

- 11 i.| . PA ‘i’ (‘.l'.;,l\'j)_ )
j1

V(0,0,0)

| —|v . “' u ( ‘(:'(’: ’;1) )
[ L

T pager

[ .
P Loy _) o)

La fonction P ordonnée par rapport aux puissantes croissantes de )
a précisément pour coefficients les fonctions symétriques M,, M., ...,
M., Silon donne &% p-4-g+r valeurs différentes, on obtiendra
p =g -+ r équations du premier degré qui permettront d’exprimer ces
quantités par des fonctions linéaires des p-+q +rfonctions V(u;:, of, 97,
répondant aux valeurs attribuées a k.

Ann. de U'Ec. Normale, 2 Série. Tome XI. — Dicensre 1882,

X

5
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Cas d’indetermunation.

31. Nousavons vu qu'il y a indétermination dans la résolution des
équations abéliennes quand les variables ont les valeurs

! i=p+4qg-A-r—2
— ) ,
o, = 9,Cp — o {aj),

J=1
P peq4-r—2

( "> ol — }-‘ (‘(/")(//}),

=1
JE P -2
- Y
vy, =2, — wt ().
\ e

D’un autre ¢oté, on sait, par le théoreme fondamental sur les zéros, que
les p+q+rzérosde la fonction O [w® () — Gy, o () — gyy 0@ () — ]
sont les points (x;,y;) constituant le systeme intégral des équations
abé¢liennes ou les variables des seconds membres u,, ¢4, o, ont les
valeurs G; 4+ C;, gx+ Dy, 7, B, 11 en résulte que ces zéros ne sont
plus déterminés quand on donne aux constantes les valeurs

Joo e A= —2
L] Al 1 "' ’
G; = C;— w'ay),
71
J=pA-g--r—2
3 ) .
R I)L - (y(/l) ({(/. ),
J=1
JopqAr—2
3 \ (/ !
v By — sl (a).

J =1

Or la fonction 7 devient, dans ce cas,

(r
J=ptgr—-2
B
i N \ A
o | wtd () +- 2 whay) = Co oo

J=1

et, I’apres le théoreme V, elle est identiquement nulle.
De la nous pouvons conclure que la fonction V(w;, o, ;) est indé-



PROPRIETES ET APPLICATIONS DE CERTAINES FONCTIONS, ETC. 435

terminée quand les variables ont les valeurs (4); car, prenant le quo-
tient des fonctions ©7) qui entrent dans la fonction V et qui ré-
pondent & la méme valeur de Z, on aura, pour les deux termes de ce
quotient, les expressions
Jepdqeroa -
W

. ‘ -
ot G -- 2 Wi (ai)y — w (=), ... |,

J-1
e ptgAr—2
ol ' ) ' (i (-
S KR ST CA R TCA I B
- 71

qui sont nulles toutes les deux.

Interprétation géometrique.

32. Onsait que le probleme de Pinversion de Jacobi revient géomé-
triquement i chercher les p points d'intersection de la courbe fonda-
mentale F(x, y) == 0, avec une courbe de degré supéricur & m—3, qui
satisfait 4 toutes les conditionsrelatives aux points critiques, et que I'on
assujetlit en outre & passer par un nombre de points de F(x,y)=o0
suffisant pour la déterminer. On peut donner du probleme plus général
dont il a ét¢ question dans ce travail une interprétation analogue en
se servant de courhes adjointes d’ordre supérieur & m-+-qg+r—3;
nous prendrons des courbes de 'ordre m + ¢ +r — 2.

Remarquons d’abord que la méthode empluyée au n° 20 pour déter-
miner le nombre des points de la courbe F(ax, y) =0 par lesquels on
doit faire passer unc courbe adjointe du degré m—+-g—+r— 3, afin de
la déterminer conduirait & un nombre trop élevé pour des courbes d’un
ordre quelconque n. Les points communs aux deux courbes F(z,y)=o,
w(2,y)= o restent les mémes si Pon remplace la seconde équation
par ©(x, y) -+ f(z, y) F(x,y) =0, fé¢lantun polynome du degré n — m,
dont les coefficients sontarbitraires. Mais les courbes considérées dont
Pune est ©(x,y)==o0, ¢lant adjointes et passant par conséquent par
L(g+r)(g+4r—n1) points situés en dehors de la courbe F(x, y)=o,
il faut que la courbe f(a,y)=o0 passe aussi par ces points, et le
nombre des parametres de la fonction f(x, y) ne suffira que si T'on 2

(o= m-t-1)(n-—m-2)2(q+r)lqg—+r—ri),
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ou bien
(n—m—q—r-42)(n—n-qg-r--1)2o.

Cette condition n’est pas remplie pour des courbes du degre
m—+q—+r-——3. Quand le degré n est égal am + g+ r— 2, on peut ou
non employer la fonction f(w,y) sans changer le nombre des condi-
tions. Le nombre des points de F(a, y)=o0 par lesquels on doit faire
passer une courbe adjointe du degré m + ¢ -+ r — 2 pour la déterminer
est

P e R A T B e e e D e e N (7 A B R (7 S Al B R (/e S N (/AU B
ou, en remplacant A par sa valeur,
[ o

Le nombre des points d’intersection avee [a courbe (e, ) ) == o, qui
se trouvent ainsi déterminés par les autres, est

M A= tf A= 1m0 ) e 0 A (e =) (o) 1) o (oo = )

Supposons maintenant que Pon choisisse ¢ -+ rdes p+ag +or-Fm—
points en dehors de la courbe Flr, y) =03 il est elair que p+q¢ -7
points seront déterminés par lIes autres.

Le théoreme A’ Abel fournit pour Ia recherche de ces points p+ ¢ -+ ¢
¢quations dont les p premicres coincident avee les équations (1), 1
n’en est pas de méme des ¢ -+r autres, & cause du logarithme ou de e
fonetion algébrique qu’introduit ce théoreme. Mais ces quantités dis-
pavaitront (n® 24), si Von choisit les ¢ +-r points que on doil
prendre en dchors de la courbe F(a,y)=o0, respeclivement sur
chacune des ¢ + 7 droites (%) ™), (5%, Done la résolution des équa-
tions différentielles (1) revient au probleme suivant @ Trouver les
P+ ¢ 1 poinis d’intersection avee ¥, y )= o d’une courbe adjointe dit
degré m + q = r-— 2 passant parp + § +r +m — 2 points de I'(.x, y) = o
et par g +4-r points silués respectivernent sur chacune des drodtes (5™, 4%
(L0 en dehors de la courbe.

FIN DU TOME ONZIEMI.



