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P R O P R I E T E S
ET

APPLICATIONS DE CERTAINES FONCTIONS
A N A L O G U E S A LA F O N C T I O N 0,

PAR M. ELLIOT,
P R O F E S S E U B A LA F A C U L T É DES S C I E N C E S DE B E S A N Ç O N .

MM* Clebsch et Gordan ont résolu les premiers un système (Téquîi<
tions aux dérivées part iel les analogue à celui qui définit les fonctions
abéliennes, mais ou entrent q intégrales normales de troisième espèce,
au moyen d'une fonction qu' i ls tirent de développements en série et
qu'ils désignent par ©w ( i ) . Ils ind iquen t seulement en quelques mots
une méthode, qui n'est pas exempte de difficultés, pour passer par con-
tinuité du point double et de l'intégrale de troisième espèce inf in ie aux
deux branches de ce point double au point de rebroussement et à l ' in -
tégrale de seconde espèce correspondante.

Je me suis proposé de résoudre la même question par u n e autre voie,
en é tud ian t directement les fonctions ©w et en faisant entrer clans leur
composition des constantes telles, qu'on puisse leur appliquer les deux
théorèmes fondamentaux découverts par Riemann pour la fonc t ion
Q^^x) — G^]. Les intégrales normales de troisième espèce que je
considère sont supposées avoir pour points logarithmiques deux points
quelconques de la courbe fondamentale F(^ ,y)==o dont les lacels
entrent d 'une façon quelconque dans les différents circuits. J 'admets

( l) Théorie der Abdschen Funcuonen, p. %S7.
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seulement que ces points sont différents des points crit iques et que la
droite qui les un i t ne contient aucun de ces derniers.

Quand, dans le système des équations aux dérivées partielles, un cer-
t a in nombre r d'entre elles sont relatives à des intégrales normales de
seconde espèce, la forme analyt ique des fonctions que j 'appelle ©^
change considérablement. Leur développement explici te est compl iqué;
mais les fonctions successives qui se rapportent aux valeurs i , a, 3, ...
de r se déduisent les unes des autres par une loi fort s imple/analogue à
celle qui donne la formation des polaires de différents ordres d'une
courbe.

M. Briot a résolu d 'une façon générale, et quelle que soit la na ture
des points critiques, le problème de l ' inversion. Je suis exactement la
même marche et renvoie, pour les no ta t ions et les calculs que je lu i
emprunte, a sa Théorie des Fondions abéliennes.

Lemmes préliminaires.

1: Soient ^ ( f ) , u^\ ...y^ les p intégrales normales de première es-
pèce relatives à une équation algébrique irréductible F(,r,;y) === o du
degré m, ^(1), v^\ ..., ̂  q intégrales normales de troisième espèce et
w0^' w^\ ..., w^ r intégrales normales de seconde espèce. On sait que
l'intégrale ('(Â} devient infinie en deux points analytiques (^/(), ^A)),
( ' ^ / t \ ' ^ } ) et peut être représentée, aux environs de ces points , par les
développements suivants :

-log(^- S^)) -+- bk+ b\{x- ïW) +. . . ,
-l-logO—r/^) 4- C/, 4- 4(>—r^)) 4-. . . ,

b^ /4, .*. , ÇA, c^ ... désignant des constantes..
Une intégrale de seconde espèce w^ ne devient infinie qu'en un seul

point analytique, qui est un pôle (Ç^, Ç^'), et se développe aux envi-
rons de ce point en une série de la forme

- ̂ rçT^y -h ̂  + ̂  ~Ç(A?) ̂  • • -

^, e^ .. .étant des constantes.
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2. Les périodes normales d ' indice impair d 'une intégrale u^ sont
nulles, à l'exception d 'une seule qui est égale à 27r/-^7. Nous repré-
senterons les périodes normales d'indice pair par 2 a^.

Une intégrale normale ^(/c) a toutes ses périodes normales d ' indice
impair nulles. Les périodes normales d ' indice pair sont données par
l ' équa t ion

( r ) , aA^^:^^^)— u^^}.

L'intégrale u^Ç^^) est prise le long du chemin formé des lacets fonda -
men taux de seconde espèce conduisant de la racine i n i t i a l e jo à la ra-
cine ya/î^^ laque l le commence le circuit un ique qui contient le lace.l
du poin t [y\ ç^), chemin suivi des lacets relatifs aux points crit iques
algébriques qui en t rent dans ce circuit jusqu'à la droite OÇ^, décrite
une seule fois de 0 versÇ^. Le lacet du point (^V^') entre dans u n
circuit qui est ou non le même que le précédent, et l ' intégrale u { ( ' l n ( / ' r j
a une signif icat ion analogue. L' intégrale ^k) admet en outre la période
polaire aTr^^T.

Une intégrale ^(//) a toutes ses périodes normales d ' ind ice impai r
nulles, et les périodes normales d'indice pair a/,/ sont données par l'é-
qua t ion

fduW\
^) ^^{^d^)^'

Ces périodes sont algébriques; on les obt ien t en remplaçan t xe\.y par
les coordonnées Ç^, Ç^5 du pôle dans les coeff icients différent iels (les
p intégrales normales de première espèce.

3. Nous regarderons comme connus les Uléorèmes t r a d u i t s pa r i es
équat ions suivantes :
( 3 ^ ^5(^)) _ ^)fW^-= r^(T/^);- ^/^(^•),

/^r^ (d^^\(l.) ^..^-^^-r^ ^ ^^,

(5) ^^(^^^-^^a^^^-^^)^^-
La démonstrat ion des formules ( i ) , ( 2 ) , ( 4 ) ? (5 ) résulte,, par une marche

Ann. df rv.c. Normale, -j*' Série. Tome Xï. — MAI{S 188^. î l
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uniforme, de la considérat ion de l ' intégrale
/ = m - 1

S /p/<)/

/:=0

le long du contour s imple formé d 'une droite O/ de l ongueu r très
grande, d 'une circonférence de rayon O/, de h suite des lacets relat ifs
t an t aux po in t s cr i t iques algébriques qu 'aux in f in i s des inlégrales de
trois ième espèce et aux pôles des intégrales de seconde espèce, tous ces
lacets é t an t pa rcourus dans le sens néga t i f , et en t in du rayon O/. Les
le t t r e s P et Q désignent, la première une in tégrale de première ou de
seconde espèce, la seconde une in tég ra le d 'une quelconque des trois
espèces. L'indice / signifie que les intégrales o n t été prises le long de
la suite des lacets f o n d a m e n t a u x qu i c o n d u i s e n t de la rac ine i n i t i a l e
Yo à une racine quelconque y/, p u i s le long d 'un c h e m i n q u i ne sort
plus de la partie du plan enveloppée par le contour précédent.. Quan t
à la relation (3), le genre de démonstrat ion i n d i q u é ne s'y app l i que
pas sans d i f f icul té , à cause des lacets logari thmiques. Mais on peut la
vérifier en expr imant , comme l'a fait M. E m m a n u e l ( 1 ) , l ' intégrale de
troisième espèce au moyen des fonctions 8 par la f o r m u l e

,.. / / . , , , ,, , Of^ f.r) — u^ (r^'i) 4- tA{ 6 ) p^) (x) = log K, 4- IOÎT -^-TTr1-——"--"——^ •
. • ' te b ©[M^(^) — ̂ '(^Q 4- ti\

Dans cette formule , K est u n e cons t an te et ^ désigne, pour abréger,
l'expression

t ^ p ^ i
Ci- V , u ' ^ f x , } ,

/==i

où en t ren t les constantes fondamenta les (^du problème de l ' invers ion,
e t ^ — i points arbi t ra i res (^•,y^), a ins i que les chemins d ' intégra-
tion de u^ÇsCj). Le chemin qui mène de l'origine au p o i n t var iable
{oc, y} est aussi arbitraire. Au contraire, les chemins d' intégration
de ^(v^), u^^} sont ceux qui ont été indiqués dans le n u m é r o pré-
cédent. De plus, on peut prendre à l 'origine une dé te rmina t ion quel-

( 1 ) Thèse pour le doctorat.
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conque du logarithme; cela revient à choisir convenablement la con-
stante K. Cette déterminat ion ne peut changer que q u a n d on décrit l ' un
des lacets (OÇ^), (Ov?^). Remplaçons dans la f o r m u l e précédente x e ty
par ^ / ï < ) , ̂ "\ puis par ̂ , ^/ll/), et retranchons les deux résultats obte-
nue; nous aurons

• l ^)(r/^)) -_^)(Ç(/^

(7 ) ] ^, o.0^^'^'^^^^^^^'^71'3)^^^^^
( — Og Q^(Ï)-(^')y „, ^(ï) ̂ y^^ ,

et de la même façon
(>(.^)(r^r)^.^^)(W))

;:3) • ^ , ̂ ^l^L"^^^^^ ̂ ] e [^(0 ^ ̂ l̂-L l̂l̂ ^J^

^Ô^C^r/^) — ^(^'O) 4- ̂ ^^[^^(^^y^^'^T^7^""^^

Supposous que les intégrales ^w et ̂  soient prises le long du chemin
du n° 2, mais en ne décrivant pas les lacets logar i thmiques qui se pré-
s e n t e n t l a n t dans les circuits que dans les lacets de seconde espèce,
q u a n d on les ramené de la sphère sur le plan 5 les logar i thmes q u i
f i g u r e n t dans les seconds membres des formules ( 7 ) et ( 8 ) auront alors
une même dé t e rmina t i on , savoir le logar i thme du. module augmenté du
produ i t de l 'argurnerit par 271 ̂ ~i. Car, pour ob ten i r la formule ( 7 ) , par
exemple, on a à retrancher deux résultats donnés par la formule (6),
el le m u l t i p l e de .2 7rv-~"~7 disparaît dans la différence. 11 sutïît donc,
pour prouver l 'égalité des premiers membres des équa t ions ( 7 ) et (8 ) ,
de démontrer l 'égail lé des quanti tés soumises au loga r i thme dans les
seconds membres. Or, les quo t i en t s q u i ent rent dans ces seconds
membres soni i n d é p e n d a n t s , comme les premiers , des/^ — i poin ts ar-
bitraires (^;, yy). Désignons par (^y , j^ . ) les p — ï poinis qui forment
le résidu d ' u n e courbe du degré m — 3 sat isfa isant aux condi t ions rela-
tives a u x po in ta c r i t iques et passant par les? — i p o i n t s ( x ^ y,^ Le
fadeur

,e[^(^(^^)) — ^)(Y,^) -h t,} -=:Q[u(•^'(r^k/i^ — u^U'^^) -..-i,\

est égal, d'après le théorème d'Abel, à

r 1 , / ^ r - i - l • ' 1 m
0 u^ (r^')) — u^ ( r ^ r ) ̂  \ ^(0 (̂  ̂  (̂ . .
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En répétant le même raisonnement pour les deux autres facteurs, le
second quotient ne diffère du premier que par la subst i tut ion des x'j aux
x^ ce qui ne change pas sa va leur . Posons, avec la restriction faite au
sujet des lacets logari thmiques,

on aura
^)(^^)_.^)(^Q)^L^;

L/c/c'== L^A»

Fonction ©w.

4. Représentons par £ ^ £ 2 , . . . , £ ^ , y quanti tés égales à ± i . Soil
un système de constantes définies par les équations suivantes :

4Hi =: £3 Lia +• ̂  Lis -+- . . . -i- s<7.Li//?
4 lia •== £1 L^i -1- s^Laî -+" . . . -•l- SyLa^y

.41:1^ ""= £.i ,L^i -•h- s^j,^^a •+- • « . "•!- Sy. ...ji S.jy^^.,,,i.

Considérons la fonct ion ( IL* la seule vïmable .r,
/1:^

^^ Y A = ; / / \ 1 ̂  SA' 1 ' ' ' ^ 1 - ' 1 - 1 ^)
Q^)(^^),(-^5)=:> e /,(04- 2 SA.A/J^ Â I I • T O 1 ,

^mJ \ Â's l /

Chaque terme est le produi t d'une fonclion (-) o rd inai re par une expo-
nent ie l le- II y a au tant de lerines que de groupes distincts de q q u a n t i t é s
égales à ±:i, c'est-à-dire ^î. Chaque ternie esl caractérisé par le sys-
tème de valeurs que l'on d o n n e aux s, el à ce terme répond un système
déterminé de y constantes H. Par exemple,.si ^== î y il y a deux termes
seulement; toutes les constantes H sont nulles et l'on a

e^c^^^)) :^B{u^ 4- A.i/) ̂ (04-- e(^)— Au)e^^
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Si l'on remplace dans la fonction 6^ les intégrales u^, ^(/t) par des
variables indépendantes u^ ^, elle devient une fonction holomorphe
de ces/? 4- q variables indépendantes.

Fonction 0(/.j.

5. Nous définirons d'abord la fonction Q^ par l 'égali té
Q^^^^e +Dç(i)ô,

le symbole D (09 désignant la dérivée de la fonclion e par rapport à.r,
où l'on convient de remplacer les variables x et y par ̂ \ ^1) clans les
dérivées des intégrales u^ seulement. La dérivée par rapport à x de la
fonction 0 est

Je - \ ^^^(^Ol ̂ '(^
Tix'^Z^ àu^{x) clx

i = l

On aura donc, par défini t ion,

x^ ^oj'/^'K^)!p^6-^ ^ ) ( L ) -
i=:i

Nous définirons de même la fonction e^) qui renferme deux inté-
grales de seconde espèce w^ et ^(2), par la relation

(g) 6(25 =:(-^2) 0(i) 4" 1)^(2) 0(i),

en en tcndani par I) t 2 )0« ) la dérivée par rapport à ^ de la fonc t ion e^,
avec la convention que l'on remplace x et j par Ç^, 'C;̂  ^w les dérwêes
des intégrales u^ et de l'intégrale w0^ On aura , d'après cela,

î)ç(2)0^ == w<^D^â)0 +I)ç2(lM2}e + ^£^-^ ^e,

et, par suite,
2 /^>^'l '"/. -, >ii ^ i l0(2) = n^hr^e + (r^1) 0^2)8 + w^^l )ç ( i )e 4-1)^)^)^ -h ( "1 -̂1 )^^,

ou bien, en remplaçant les notat ions D par les termes qu'elles tour-
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nissent,

1 ̂  = „.(•) ̂ )e +..,..) ̂  a,, ̂  4- n-^ ̂  a., ̂
, \ ' 7 = 1 Z - 1
,(-ï0) <j / = /j / := /)

1 V Y c^Q /Wn.'^\

f ^Z Z^-^ ̂ ^T -T^ i^^
7 = 1 (=• !

Ce développement nous apprend que la fonction G")^) ne change pas
si l'on permute les intégrales w^, w^, ainsi que les périodes a^, a^-
qui s'y rapporlent . Le dernier terme seul ne se présente pî^s sous une
forme symétrique; mais, d'après la fo rmule ( 4 ) du n° 3, il ne change
pas par la permutat ion ind iquée .

Posons de même
(U) 6(3) :=H-W 0^ ».h. D^) 8(^,

en ayant soin de remplacer ^e lypar ̂ \ ̂ î) dans les dérivées des inté-
grales u^, qui deviendront ainsi des périodes de ̂ w, et dans celles des
intégrales w^, ^(2). Observons d'abord que la fonction @^ est symé-
tr ique par rapport aux trois intégrales ^(1), w^, w^ et aux périodes
qui s'y rappor tent . Il résul te , en effet, de ce qu i précède que l 'on peu!
changer les intégrales ^ ( t ), w^ sans changer e^ et par suite e^. Pour
montrer que l 'on peut permuter l ' inlégrale w^ avec l ' u n e des deux
autres, w^ par exemple, il suff î t de remarquer que si, dans la for-
mule (n), on remplace (N)^) par sa va leur tirée de la f o r m u l e f q ) , on
arrivera à une expression qui aura en e^ la même composi t ion que
la fonction (10) en 6), et qu i , p-ar suite, sera symétrique par rappor t
aux intégrales w^, w^. En se servant1 de la relat ion (10), on forme
d'ailleurs sans difficulté l'expression de ©^ par rapport à Q et aux trois
intégrales de seconde espèce. On trouve ainsi

e^z^ww^w^e
4-^(1)^(2) ])^e 4- (^^n'^D^De +ipr3)^•( l )I).(a/e
4- ^ { î ) l)^2)ç(3} © 4- n-'^ 1)^3^(1} 0 4- ̂  ifyWyi^Q-( '̂),.,(•l•-8-"<-)-(^,.,(-^^„

/ dw1-l) \
+(-^-'}ç(^"'(3)e-hDÏ(3)e)•
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La symétrie de la fonc t ion Q^ est, év iden te en se r appe lan t la propriété
expr imée par la f o r m u l e (4) du n° 3. En c o n t i n u a n t de la même façon,
on formera une sui te de fonct ions ; et l 'une que lconque d 'entre elles
aura pour expression

9^ •== W^ 9 (/.... i ) 4-I)ç(r)0^...,.^

On fera voir que ô^esl symétr ique par rapport aux différentes inté-
grales (^ en r e m a r q u a n t que la propr ié té est vraie pour Q(,,) si on l'ad-
met pour 8(/.«.<). Car, d 'une part, on pourra permuter entre eux les in-
dices 1,2, . . . , . r — , r ; ensui te on reconna î t ra que Pon peut permuter
l ' indice r avec l 'un des précédents , r — i par exemple, en expr imant
6^ au moyen de la fonct ion O^-a)- 'Remarquons que la variable A-
n 'entre dans la fonct ion 9^ que par les intégrales u^ servant d'argu-
meni sà la fonction Q et à ses dérivées partielles par rappor t aux u^ et
par les intégrales (•P. Si l'on remplace ces intégrales par des variables
indépendantes^- , (P//, la fonc t ion O^ devient u n e fonct ion ho lomorphe
de ces p + r variables.

Fonclion 0^'.

6. Nous définirons d'abord la fonction 8^ par la relation1

H;^:=: w^^W -lr-D.(i)B^5.

D O ) 0^ i n d i q u e encore la dérivée de ©w par rappor ta x, où Von rem-
ace x et y par Ç^0, Ç^, mais seu lement dans les dérivées des inté-

grales u^ et dans celles des intégrales^. Ainsi , en par t icu l ie r , l'ex-
pression de %\\\ est

pi

r 1 c''^ 1 i'^n r / / / ( ^ 1 / 1 " 1 ' iJB(//,(. 4... A,,)^ -i- e(//^ - A,,)ff-? J | H.c-1 + i ( ̂ -)^, j

^ [<)e> (/<:("-(-- Ai,.) ;̂ (" r f& ( r t ( "—Ai / ) -^;t;-s--1- >.^-1 ———^7,———^ + ———^,———e

On définit-a <Ic inême la fonction 0 '̂, en posant

(i'^-^wWQ^+l)^^
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et d'une façon générale
û(/7)—(y,( r )9W -4-'H ^©^ / )C ? ^ — t ï ^ 'v^^^-.UçP)'-'^..^,

D^') Q^LD désigne toujours la dérivée par rapport à x de la fonct ion
e^Li) avec la convention que l'on fait x === nr), y= 'C/'3 dans les dérivées
duW dyW dw^
dx dx dx

Si l'on exprime la fonction 6^ par rapport à la fonction 8^ et aux
différentes intégrales w^, on obtient évidemment la même formule
qu'en exprimant la fonction 6^ par rapport à la fonction 6 et aux inté-
grales w^. Il en résulte que la fonction ©^ est symétrique comme B(,.)
par rapport aux intégrales w^ et aux constantes qui s'y rappor ten t .
En regardant Î^^R^ comme des variables indépendantes, u^ v^w^
la fonction 0^ devient une fonction ho lomorphe de ces? -{- q -h r va-
riables.

Etude de la fonction ô^ [u^ -- G,, ̂  — g/^ ^{h} — 7//|.

7. La fonction e^ ne dépend de la variable x que par les intégrales des
trois espèces. Supposons que l'on suive les différents chemins q u i
mènent de l 'origine (^Jo) à un po in t a n a l y t i q u e [ x , y } \ ces in té -
grales prennent les valeurs

/ = p
,—— v^\

n , < i i 4-. ^•//i^^.—i 4-., a y fijif^

j --: i

,7 ^ P

^ 4- a )̂ . TC^^T + 2 V ny A/,y,
/ = i
./' =--• p^^^ s^'3^''
/• = 1

Le nombre entier ̂  dépend des lacets logarithmiques (O^), (O/^')
qu'embrasse le chemin considéré. Nous allons montrer que la fonction

^[^-Gh v^-ff^ wW--i/;\

où G,,^,7/< désignent des constantes quelconques à une i n f i n i t é de vu-
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leurs que l'on obtient en mult ipl iant l 'une d'entre elles par l 'exponen-
t ie l l e ±e 1J en posant

t = p i = ;) y- ^ /:,,r-v7?,(^^-)-fi,)-4-y y/^ya,y.^j " ' ^ j.j
<f -s i • i :-= 1 / ..= l

. L'exponentielle est la même que dans le cas de la fonct ion
e(^— G-t) et, sauf le signe qui dépend, comme nous allons le voir, des
lace ts logari thmiques, ne contient aucune trace des intégrales de se-
conde et de troisième espèce entrant dans la fonction e^!.

Considérons en premier lieu la fonction

ô^E^^-Gy,^^-^].

Un lerme quelconque de cette fonction est le produk de
r ^ -i

e ^(.)^(:,^^^.A,,
L . Â - . . i J

par l 'exponentielle
^ i\(^)-^+H,)- • ^ = 1

l- ;

les £ ayant des valeurs déterminées. Parle changement de cluirnin, la
fonction 8 se reproduit multipliée par l 'exponentielle

i^'P Â"=//
—J— 2 "i 2 ^A/n

. e i- i ^l

I/exponentielle du terme considéré se reproduit mult ipl iée par
k'^ci / __ j ^ p \

Ï- ^ £/,( 2'À/,TT;\/—I-h2 2 f î j ^ k j \
^/Â-=l \ 7=1 / ^

Le lerme tout entier se reproduit donc multiplié par
__A-=7

""-J-t-'TCV--'"1 -S ^k

€ ^ = 1 .

Â'=.//

Remarquons que le nombre entier y e/^ a la rnêine parité pou r tous
A- == 1

Ann. de l ' É c . Normale. ^ Sôrie. 'ïome Xî. — MARS ï88a. l%
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les termes de la fonction 6^; car si Fune des quanti tés s, s/,, par
exemple, prend la valeur 4- i au lieu de — i, en passant d'un terme a
un autre, la somme en question varie de 2^. Il en résulte que tous les
termes de la fonction 6^ se trouvent multipliés par une même expo-
nentielle ± e~3.

Considérons maintenant la fonction

e;f )[>('•)-G,, ̂ )^^^)~^]
^ [(,,(i) _ ̂  ] QW [^) - G,, ̂  ̂  ̂ .] 4-i)^) QW [^) — G,, ̂  „- ̂  ].

Puisque la fonction ©(y) se reproduit multipliée par e ""IJ quand on
change le chemin d'intégration, sa dérivée prend en un même po in t
a n a l y t i q u e une inf in i té de valeurs représentées par

, ,/c/ew ^ du^
± e-3 [ —— — ©W \ ni—— .

\ dx ^ ^'^ j
\ i== l /

Faisant la substitution x=^\ y:=Ç\i} dans les dérivées des inté-
grales u^, ̂ \ on en conclut que la fonction D^o O^ prend, par le chan-
gement du chemin d'intégration, les valeurs

i ^ f )•s».
1=1

± e-3 ( Dçd) ew — QW \ m an- \ "\ Zj /\ ^i /

D'un autre côté, l ' intégrale w^ — y^ prend les valeurs
, ; = /^

^^—Ti+^^.ai,.

En a jou tan t les deux résultats et remarquant que les signes -\- et — se
correspondent, on voit que les termes contenant les périodes a, , dispa-
raissent, et que l'on retrouve le produit de la fonction 9^ par l'expo-
nentielle ±: e^ ' .

Le mode de démonstration montre immédiatement que la même pro-
priété s'applique à la fonction 8^, car ayant

( Î 2 ) ^^(^^-T^e^D^-D^ô^,,,

si l'on admet que la propriété est vraie pour e^3 n, il en sera de même
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pour ©^, puisque, d'après le calcul précédent , les périodes de l ' inté-
grale H^ disparaissent du résultat.

Infinis clé la fonction e .̂; [u^ - G,. ̂  — g^ ^{h) — 7^].

8. Les fonctions e et leurs dérivées partielles qui ent rent dans la
fonct ion ©(^, ayan t pour arguments des intégrales de première espèce
qui ne peuvent devenir infinies pour aucune valeur de la variable, la
fonc t ion 6^ ne devient in f in ie qu'avec une des intégrales de seconde
ou de troisième espèce. Considérons d'abord un pôle (Ç^, Ç^). L' inté-
grale w f l ' I — y^se développe aux environs de ce pôle s u i v a n t la série

03) - ———^ + e,- Y,+ e^x - ̂ ) +....
••"-' "'— ^ '

La fonct ion ô^.ip qui ne contient quê tes intégrales^, . . . y^" " ' ,
é tan t f in ie aux environs de ce pôle, se développe par la formule de
Taylor suivant la série

( i4) e^n^îo(ç('•Q-G,...]+(.:r~S(^)(/^^^^ .:H-.-

On en conclu t immédia tement que la fonction e^ devient in f in ie et se
développe en une série dont le premier terme est

-j-^^.^^^ç^^-G....].

Mais nous aurons besoin pour la suite de calculer en ou t r e le second
terme du développement q u i est la valeur à laquelle se réduit le reste
de la série pour OG == Ç^. D'après la formule (12)5 il faut d'abord cher-
cher le terme i n d é p e n d a n t de oc — Ç^ dans le produi t des deux expres-
sions ( i3) et ( i 4 ) ? puis y ajouter le premier terme du développement de
la fonclion D^ô^ ^. Ce premier terme s'obtient s implement en faisant
x == y'\y == y ' dans la fonction représentée par le symbole D^-) ; par
la déf ini t ion de ce symbole^ la fonction obtenue diffère de la dérivée de
la fonct ion e^,,,, en ce qu 'on doit y faire partiellement la subst i tut ion
ind iquée ; en achevant d'opérer cette substitution pa r tou t où x et r
restent encore, on tombe évidemment sur l'expression (^J.rr)0^-! ;- C6*
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terme disparaî t par réduction dans le terme indépendant de x —- Ç^,
qui est ainsi

(er--{r)^A^Ï')Wr))-G^-^

A cause de la symétrie, ce que nous venons de dire du développe-
ment de 0^ aux environs du pôle (Ç^, Ç^) s'applique à tous les autres
pôles: Le développement met alors en évidence une fonction e^.,,, qu i
contient toutes les intégrales w^— 7^9 à l'exception de celle dont on
considère le pôle.

9. La fonction 0^ devient encore inf inie avec une intégrale de troi-
sième espèce (^^/c'est-à-dire aux ^q. points (Ç^, Ç^), (^(A/), ^(/1''). Au
p o i n t (Ç^, Ç^), l 'exponentiel le e^ devient in f in ie , comme cela résulte
(n° 1) du développement de l'intégrale^70; on peut la regarder aux envi"i
rons de ce point comme le produi t de {x — ^)y""ï par une fonction f inie
et développable, suivant les puissances entières positives de œ—Ç^.

.-l(̂
L'exponentiel le e~^ peut être regardée, aux environs du même poinL}
comme le p rodu i t d 'une telle fonction par le facteur (a?—^)1,. et pnr
sui te s 'annule avec le facteur 3ù— ̂ \ En se reportant à la définition de la
fonction 0^, on voit que la moitié des termes de cette fonction s 'annu-
leni , savoir ions ceux pour lesquels €/r= — i. Les autres termes;» pour
lesquels s/^= -4" i ? deviennent infinis avec l 'exponentielle (^ , et la
fonct ion 0^ pourra être représentée elle-même par le p rodu i t

M ( ^ — S ( ^ )''' '%

M étant une fonction f inie et développable suivant les puissances en-
tières positives de x "—Ç^,

On verra de la même façon que la fonction ©^ devient infinie au
point (^ÎA),^) et peut se représenter, aux environs de ce point, par
l'expression

. '^^^r^)'\

la fonction N étant finie et développable suivant les puissances entières
positives àex— ^w. Mais les termes qui deviennent infinis sont ceux
pour lesquels £^=== — i; les autres s 'annulent pour x == y^, j== ^, / t ' / .
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Zéros de la/onction Q^ [u^ — G,, ̂  — ^/,, ^(h} — y//].

10. THEOREME I. — La fonction 6^ [^(0 — G/, ̂  — gA, n'^ — 7/J
adniet p -\- q + r zéros.

La fonction se reproduit, multipliée par une exponentielle, q u a n d
on change ie chemin qui va du point initial (^o?yo) ^u point («r, y j .
On peut donc, sans modifier le nombre des zéros, astreindre la va-
riable à rester à l ' intérieur du contour simple dont il a été question
dans le n° 3, et le nombre cherché sera le quotient par ir: \/— i de la
somme des intégrales

/ = m -

^ ^dlo^[u^-i^',\ ' f ' ) [ . ̂ l1 — ^h ^ />) ~ ,̂  i ï ' / / l •— Y/^

prises le long de ce contour.
Les m fonctions é t an t holomorphes à l ' intérienr du con tou r , on vo i t

d'abord que le rayon O/, parcouru successivement dans deux sens di f -
férents» donne des intégrales qui se détruisent. Les mêmes fonc t i ons
étant finies pour u n e valeur inf in ie de x, on voit aussi que le grand
cercle du contour donne une intégrale nul le» II reste donc à cherchée
ce que donnen t les différents lacets, qui, sont parcourus ici dans le sens
nég;itif.

Pour un lacet tel que OÇ^, il suffit de tenir compte de la p a r t i e
donnée par le pet i t cercle; car, en appelant m! et m deux po in t s op-
posés sur le bord. de gauche et sur le bord de droi te de la coupure Oë^,
la partie de l ' intégrale relative à la droite O'ê,^ parcourue dans les
deux sens est

( i 5 ) , ! f'dio^W;)^-! \l[osWÏ").^ (d\^ ^j^f-

Or, quand on passe du point m' au point m en su ivan t le lacet, la fonc-
tion ©^) ne fait que changer de signe. Car les intégrales des trois
espèces reprennent leur valeur , sauf ̂  qui augmen te de ^TT^/— i ; tous

j c^ .lp^''
les termes de la fonction cont iennent en facteur soit e1 , so i te 2 ,
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et par suite se t rouvent mul t ip l iés par — i. Il est c la i r que , s'il s'a-
gissait de la fonction 6^, où n 'entrent pas d'intégrales de troisième
espèce, cette fonction aurai t la même valeur sur les deux bords de la
coupure. Dans tous les cas,, l'intégrale ( i5) est nul le pour les deux
parties de la droite OS^. L' intégrale relative au petit cercle du même
lacet est ( n ° 9 )

f^M-,/^.

La première partie est nul le , puisque M est finie pour ^^S^; la
seconde est égale à n\l— î ,

On verra de la même façon que les deux bords d ' u n e coupure Or^
d o n n e n t une intégrale nulle, et que le petit cercle du lacet donne
7 r \ / — i . On t rouve ainsi pour l ' intégrale relat ive à l 'ensemble des
2Ç lace ts 0^, 0'^

2 7 T Y 7 V / — — I .

Considérons un lacet OÇ^ relatif à un pote. La droite OÇ^ d o n n e à
l 'a l ler et au retour des intégrales qui se détruisent, puisque toutes les
intégrales des trois espèces, sans excepter ^(A), et par suite aussi la fonc-
t ion ©^î, reprennent leurs valeurs quand on passe du point ni' au point
m en su ivan t le lacet. L'intégrale relative au pe t i t cercle, décri t dans le
sens négatif, est égale à ^ n \ j — i ; cela résulte immédia tement du
développement de la fonction 6^ et- de l ' in tégrale w^ a u x environs du
pôle. Les- r lacets polaires donnent a ins i pou r l ' in tégrale

fî T; /• \j ••-- 1 .

Considérons enfin un lacet (a ) relatif à un point cri t ique. Le pe t i t
corde du lacet donne une intégrale nulle , puisque la fonction O^ reste
finie aux environs du point correspondant. Cherchons les valeurs de la
fonction sur les deux bords opposés de la coupure en m' et m. Appe-
lons ̂ ^ ^\^ ^T^ les valeurs en m des intégrales des trois espèces
quand on suit le chemin composé des lacets fondamen taux de seconde
espèce conduisant de la racine in i t i a le y^ à la racine y^ , avec laquel le
commence le circuit contenant le lacet binaire (a)^2, chemin suivi

' 'À ^4-1

des lacets composant la première parile de ce circuit j u squ ' en m,



PROPRIÉTÉS ET APPLICATIONS DE CERTAINES FONCTIONS, ETC. 1)5

Soient maintenant u^\ ^ (A), w'^ les valeurs de ces mêmes intégrales
en m! quand on suit le chemin composé des lacets fondamentaux de
seconde espèce conduisant de la racine y^ à la racine ja » ^vec laquelle
commence le circuit qui contient le lacet binaire (a)11^4'1, suivi des•- t1 p
lacets qui composent la première partie de ce circuit jusqu'en 772'. Ces
valeurs, considérées deux à deux, étant celles des intégrales en un
même point analytique, leur différence est une période de l 'intégrale
correspondante. Mais nous avons vu (n° 7) que, quand on va du point
m' au même point analytique m, en suivant un chemin quelconque, le
rapport des valeurs que prend la fonct ion Q[^ en m' et en m est une
exponentielle qui ne contient plus de traces des intégrales de seconde
et de troisième espèce. Supposons qu'on a i t exprimé en fonction des
périodes normales la période de seconde espèce de l'intégrale ^(/),
relative au cycle simple de seconde espèce qui contient le lacet
binaire (af)0'^ (^.on trouvera ainsi, pour le rapport des valeurs de la
fonction 0^ en w' et en m, l'exponentielle

l := p i = // 7 = p
~ 2 //.(^.-G,)- 1 1 n^^

^^ i-l ^ î~r•i / i - - i 7 - 1

La différentielle du logarithme de ce rapport est
i =-.". p

^S'^v1'
C'est le même résultat que dans la recherche du nombre des zéros de
la fonction ©[^— Gi]; les nombres entiers n^ ont les mêmes valeurs,
et l'on est ramené à un calcul connu (2) . Ajoutons seulement que les
lacets OÇ^, Or]^\ OÇ^ n'ont aucune influence sur la partie relative
aux points critiques, puisque le coefficient différentiel reprend à la fin
d'un de ces lacets la valeur qu'il avait à rentrée. L'ensemble des lacets
des points critiques donne donc l'intégrale

apT: \/—— I.

Le nombre des zéros est donc? •+" q 4- r.

( 1 ) BRIOT, Théorie des fonctions abéUemics^ p. i%6.
(2) Ibid., p. 127.
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IL THÉORÈME II. — Les p - ^ q ^ r zéros delà/onction

e^iu^^G^^^-^^^--:^

satisfont aux équations

/rr/M- <'/+/•y ^(/5(^.)_(^.^c/ ( / ^ i , 2 , . . . , ^ ) ,/ .= i
j ,,- /, -4- y 4- /•

Y (,(/.•) ( ̂  ) ̂  ̂  ̂  DA. ( À- ==- 1 , 2, . . . , .7 ),

/ = = t

/=/>-("(/-+-/•

y ÎÏ,^)(^)—^=E^ (/<î=i, a , . . . , / " ) ,
,^i

Les quantités C^ DA, E/^ ^o/z^ f2^ constantes, et le signe == indique que
l'on doit ajouter aux seconds membres des multiples quelconques des
périodes relatives aux intégrales qui figurent dans les premiers membres.

Considérons la fonction de oc

n ' ioo. ̂ r^0 - (^ (1 ( /< ) --" ̂ ^ w[h) - ̂  'i."•-""'^e^n:.^^-^./^^'--.-..-^
où le n u m é r a î e u r du rapport qai est soumis au logari thme, ne diffère
du d é n o m i n a t e u r que par le chaudement des constantes G/, g / , y y/, en
d^utres constantes quelconques G^ g'^ j^. Nous désignerons par
(^y/) les p + q -h- r zéros de la fonc t ion 0^' du numérateur . Les
deux fonctions 8^ deviennent infinies pour les mêmes valeurs de la
variable; leur rapport est fini pour ces valeurs. Il en résulte que la
fonction R ne devient infinie qu ' aux points ( x . , y . ) , (^ / ,y / )» qui sont
des points critiques logarithmiques. Nous supposerons ces points
réunis deux à deux par des lacets doubles ( 1 ) , et nous chercherons
d'abord la valeur de la somme des intégrales.

/ =ï m - l

S fRtdu,11,

( 1 ) BB[OT, Théorie des fonctions abéliennes, p, i33.
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oa u^ désigne l'âne quelconque des intégrales de première espèce, le
long du contour s imple déjà considéré précédemment .

La fonction R étant finie, ainsi que l'intégrale u^ pour x infini, la
grande circonférence du contour donne une intégrale nulle. Chacune
des fonctions R^ et u^ é tant monotrope.dans l 'Hitérieur du contour, la
droite 01, parcourue successivement dans les deux sens, donne des
intégrales qui se détruisent.

Les lacets (OÇ^), (O^^), (OÇ^) donnent tous une intégrale n u l l e ;
car, pour les deux premiers, les deux fonctions. 0^ reprennent sur le
bord de droite de la coupure correspondante une valeur égale et le
signe contraire à celle qu'ils avaient sur le bord de gauche (n° 10).
S'il s'agit d'un lacet (OÇ^), les deux fonctions reprennent la même
valeur sur les deux bords. Il en est de même relativement à tous les
lacets pour la fonction ©^. Dans tous les cas, la fonction K reprend la
même valeur quand on passe d'un bord a l'autre de la coupure en
suivant le lacet. Quant au pet i t cercle du lacet, il donne une intégrale
nu l l e , puisque la fonction R et l ' intégrale u^ restent finies au point
correspondant .

Un des lacets doubles {xj, x-} donne pour l 'intégrale ( f )

^^r—,[uW{^)-uW{x,)'\,

et4'inlégrale fournie par les/? + q -h r lacets analogues est
/=p-+-c/+r

2T;^cr7 V [u^^x'j) — ^(.^y)].'
/ = 1

II faut main tenant évaluer la partie de l'intégrale relative aux lacets
des points critiques algébriques. Soit (a) un lacet sur lequel se per-
m u t e n t ^ ? racines : ce lacet donne

S /^W- ̂  f^ ̂  = ̂  (R.,- IS-J du^
ç ^ i Q p=l ° , p=i

les indices û:p, ap+i ayant la mêm^ signification que dans le numéro

( 1 ) BBIOT, Théorie des fonctions cibêlienne s ̂  p, i36.
Ânn. de î ' É c . Normale. ̂  Série. Tome XI. — MAns 1882. î 3
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précédent . La différence R, — Ra ^esl le logarithme du q u o l l e n t de
deux rapports que j 'appelle pour un moment T et T. Le premier T est
le quot ient des valeurs que prend la fonction 9^p dont les cons tantes
sont accentuées en deux points opposés m'et m de la coupure 0<2; nous
avons vu (n° 10) que ce rappor t est

T == ± •^"(^-^^""'X^^'7'^
Le rapport Ï est de même

/ :,: p i p i p

- • - ^ ^(^M-'0 ')--'- s 2 //^/
T-=±^ ' • - • 1 • 'r / " 1 ^•-l

Les deux sÏgnes de T et Ï se cor respondent ; car ce signe d é p e n d seule-
ment de la façon don t les lacets logarithmiques en t r en t dans les c i rcui ts .

T 'Le rapport 7^ est égal à
i ^ p

^ ^(^-^
^1 ^

()[\ au ra donc, en p r o f i t a n t de la r emarque (aile par M. B r i o t ( ( ),
< :- p . . ^ . •*

n^-R^^^ «;((,;.-(,,).
( „:• i

(le résultat est identique à celui que l'on trouve dans le cas des fonc-
tions 6; les nombres ent iers n^ ont les mêmes valeurs que dans ce cas
part icul ier . Nous en concluons que la partie relative à Tensernhie des
lacets (a) est

.^^^zrT((^._(^).

En divisant par 271 y - — i , on obtient les p premières équations qu ' i l
s'agissait d 'établir . Par la suppression des coupures, on ré t ab l i t les.
périodes que compqi te le signe ES dans ces équations.

( 1 ) Lnc. cit., p. i35.
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12. Passons à la démonstration des r dernières relations. Elle résul te
de l'évaluation de la somme

/ = m ~- 1

V IWn^
2 = 0

le long du même contour que ci-dessus. Les lacets (OÇ^)» (C)'/?^)
donnent encore une intégrale nulle. Il en est de même des lacets
(OÇ^), à l 'exception du lacet (OÇ^) , dont le petit cercle donne une
intégrale différente de zéro. Or on a

dw^ i , •
'^Tx~ "" ^— ̂ wf • ^ ' ' '

L'intégrale relative au petit cercle parcouru dans le sens négatif est le
produit de — 2 7 i \ / — i par le résidu, lequel s'obtient en faisant
x = Ç^, y= 'Ç^ dans la dérivée de R. Mais, d'après la défini t ion de la
fonction R, on a

(16) ^ = ̂  lûge;?;[^)- (;;,...] - ̂  ioge^[//(^ G,,...].

Les deux fonctions e^; deviennent infinies pour a?^:^. Appelons
pour un instant <I>(^) une fonction qui devient infinie pour x === Ç^ et
se développe suivant la série

(^(^)^_A^ +^4-0(^—Ç«))4- .

on aura
^•(.y') __ ^ ' ^ ^
~lj~ —~ [̂ "̂ "̂ 7 " >

et, par suite, en faisant le quotient des deux développements,

d , , / , i ^ ,
—— log'^ ( .r ) -= --- ———?7/r + — 4- . .- •" • • dx 0 x — ^^ cÂ->

11 résulte de là que le terme — ;̂ -̂  disparaît dans le second membre
de l 'équation (16). Ce second membre se réduit, pour ^=Ç^, à la diffé-
rence des termes ^? qu'il s'agit maintenant d'obtenir. Or il résulte du
n° 8 que la fonct ion ^\^{^} — Gp.. .] , où en t ren t toutes les
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intégrales de seconde espèce différentes de w^\ disparaît dans le rap-
port ̂  qui se réduit à y^— e^ et que la fonc t ion Q^^Su^Ç'C^') — G / , . . . (

ttAi) "" *'

d i spa ra î t dans le second rapport "-̂  qui se rédui t à 7^— e^ Le rés idu
eAi

de ( . — ) ' est donc égal à 7^-— 7^, et l 'intégrale relative au lacet ( O Ç ^ j
est égale à — 277 \1 — i (7^— 7^).

Lesp+ y -i-r doubles kcels donnent , comme précédemment ,
; == p -h (7 + /•

3^^i y [^(.^)-^(,r,)].

L'ensemble des lacels relat ifs aux poin ts cri t iques (a) donne u n e
intégrale n u l l e ; car le calcul est i den t iquemen t le même que pour la
fonction 6(0^— G^), et l'on aura à évaluer une somme d o n n é e par la
formule (a5) , page 137 de l 'Ouvrage de M. Briot, avec la seule difïe-
renée que l ' intégrale de première espèce u^ est remplacée par l ' inté-
grale de seconde espèce ^(r). Cette somme se compose de deux parties
dont la seconde est nulle identiquement, les entiers n^ ayant les mêmes
valeurs que dans le cas de la fonction 8; la première est aussi nulle ,
parce que toutes les périodes normales d'indice impa i r de l'inté-
grakj^0 sont nulles. En divisant le résul ta t de l ' intégration par
27: \ / — i, on oblient les r équations qu'il s'agissait d'établir.

13. I l nous reste à démontrer les q équat ions intermédiaires qui
résultent de l 'évaluat ion suivant le même contour que précédemment
de la somme

. / s m — 1y iw^'-
/ -.. 0

II est clair que les iacels (OÇ^) donnen t une intégrale nulle, ainsi que
les lacets (OÇ^), (O-//70), à l 'exception des deux lacets pour lesquels
k = t.

Lesp + q + r doubles lacets donnent , sans diff iculté, l'intégrale
f^p^-ff+r

^^/=7 ^. [^(^;.)^(^)(.r,)'[.
/ =ï i
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Le résul tat relat if aux lacets (a) des points critiques algébriques n'est
encore nullement affecté par la présence des lacets précédents. L'en-
semble de tous ces lacets donne une intégrale nul le pour la même
raison que dans le cas de l ' intégrale de seconde espèce.

Le lacet (OÇ^), parcouru dans le sens négatif comme il l'est dans le
contour, donne 277 \/— i R(Ç^); le lacet (O-^) donne de même
— ^TT \1 •— i R^^) . Nous avons donc à chercher la valeur de
27iv^[RCT — R('^)], c'est-à-dire de

/—. Q^^^^^ ( ̂ w ) - G;-,... 1 e^ \u^(-r^ ) -G, ^]
( . 1 7 } ^V '^e^t^^^^^-G^Ti^I^^

D'après la loi de formation des fonctions e^, chacun des termes de
cette fonction contient une exponentielle où entrent comme exposants
les q intégrales de troisième espèce soit avec le signe 4-, soit avec le
signe —. Quand on fait x= ̂ ), y==.'^\ tous les termes pour lesquels
g ^ — i s'annulent; tous ceux pour lesquels ^=+.1 deviennent
infinis avec l 'exponentielle ^ . De même, quand on fai t x=r^\
y=r[^\ les termes pour lesquels ^ ==-+-1 s 'annulent ; ceux pour
lesquels ^= —-1 deviennent infinis avec e ^ . Le double rapport qui
figure sous le logarithme dans l 'expression (17) a une l imite finie que
l'on obtient en suppr imant l 'exponentielle e^ dans tous les termes
différents de xôro du rapport

a^}\f{.w ( y i ) } ^ G'.,. ..]
^3) ej^T7ï(Ç(^---G7;~7i'

^^)
et l 'exponentiel le e'"2 dans les termes différents de zéro du rapport

, ^ l̂!!]!̂ ^̂
'^ e^[^^(^^-G:,...]3 .

puis faisant le produi t des résultats. L' intégrale ^) entrant par tout ac-
compagnée de la constante — gc ou bien —- g\, on voit que l'on pourra
mettre en facteur <f2^ dans tous les termes du numérateur du rap-
port (18) et e"'1^ dans ceux du dénominateur. De la même façon, on
peut mettre ̂ ^ en facteur au numérateur du rapport (19) et éî8î au
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dénominateur. En faisant le produit, on aura à mul t ip l i e r le fac-
teur e^'r^^ par un rapport analogue à celui (le l 'expression ( 1 7 ) ,
mais où les exponentielles des différents termes ne contiennent plus ni
l ' intégrale ç^ ni les constantes^, g\. Nous conviendrons d ' indiquer la
suppression de ces facteurs par la lettre t, placée au-dessous de la carac-
tér is t ique ©J. Réunissons maintenant les fonctions qui renferment les
mêmes constantes, et nous/aurons a chercher la valeur du p rodu i t des
deux expressions suivantes

0^[^)(^))^G,,...:|

eIJ?^7^^

0^[^(/)(Ç(^_(,^...-|
/
H^j ̂ ^T l̂̂ ""?} '
/ 11 "

Nous allons voir que ces rapports sont égaux tous les deux a -+- ï ou
bien à — i , en faisant intervenir les constantes H/r qui, jusqu'à présent,
n'ont joué aucun rôle. Nous ferons d'abord la démonstration pour la
fonction ©w puis nous verrons que la loi de formation des fonc-
lioîis ©^) laisse entièrement subsister la même conséquence.

14. Considérons donc l'expression

/ , owr^(^)-G/,...ir^oj /.^^^^^^^ .

t

Un terme quelconque du numérateur répond à des valeurs données
arbitrairement aux s, sauf s^, qui est égal à — i; ce terme est le produit
de la fonction

( 2 l ) 0 [^ (ï^) — G,-4- £1 AK + . . . -+- s^i A^i,— Au •+• ̂ .l A,,,,̂  4- . . . + ̂  A^]

par une exponenlielle dont l'exposant est

( ^ ly^ m - ̂  + Hi] ̂ .. <-i-£^ [^'^ w ~. ̂  ̂  H,,,..,I - L ii, '/ \ } •a M . À
(as) <

( +.!̂ 1 (̂ i) ̂ t) ) _ ̂ ^ ̂  n^j 4-... + 0, [<^5 (Y,^))1- ̂ + H,]*
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Faisons correspondre à ce terme celui du dénominateur pour lequel
les c ont la même valeur, sauf ^ qui a nécessairement la va leur 4- î .
Ce ternie sera le produi t de la fonct ion

( •î3) 0[^1 (^) — G,4- -̂  Au 4-... 4- £,-1 A/ -i,/4- A,/-4- 3^1 A/4- i , / - h . . . - i - =<; À y / 1

par l 'exponentiel le dont l 'exposant est

1^(1) (^)) ̂  ̂  ̂  11,1 -h1. . . + ̂ :-1 |: r^ li (^) -- ̂  4- II/ ..,] 4- ^ IÏ,

( • î . . 1 ) <
( ^ ̂ tl [ ̂ i) ̂ l)) - ̂  + îÏ^i] 4-. . . + ̂  [.r^ (^ / ' ) -~ ̂ , 4- IM.
1 l-i -a

Les fonctions © de ces deux termes sont les mêmes, en vertu de la for-
m u l e ( î ) du n° 2. Cherchons main tenan t la différence des exposants (a 2)
et ( 2 4 ) . Les constantes g\, ..., g^^ • . . , gq disparaissent. La quan-
ti té H^, qu i ne dépend pas de E^ est la même pour les deux termes
et donne — Iî^ dans la différence. La quantité Hi a dans les deux ex-
posants des valeurs qui di f fèrent par le terme contenant ^; la diffé-
rence est — ^ LK, en sorte que l 'on trouvera dans la différence des

deux exposants •— -^ ^ L^. On en conclut que les termes H donnen t dans
la différence des exposants

—H'2i LK+. . .4- î/-.iL^î,<; 4- ^+iL^)-i^4~. . .4- ^LyJ — -H/ .

On sait ( n °4 ) que l'on peut permuter les indices des L, ce q u i permet
de réduire l'expression précédente à — 2ÏI^ Pour évaluer la par t ie
q u i provient des intégrales ^(Â), il faut remarquer que l'expression
(^(i^) — î^^) n'esi pas nécessairement égale à L/^, à cause des
lacets logarithmiques qu'on a eu à décrire dans le contour d'intégra-
tion. Nous poserons donc

p(^ (^(o) ̂  ç^^w') === L/,,4- 2//,^v^T,

f^ é tant un nombre ent ier . Nous trouverons ainsi, pour complé ter h
différence des deux exposants,

1- (s^ LI; 4- . . • 4- £< . . . î L^ -..i^ -4- ^4.1 ,î^4-i^ 4~ • . . 4- s// i^y^)

4- "r:^.— î (Si/^4-. . .+ s^....i/^..,i,/4- s/...,, i /<4-i ,<-^. . ./4•A•£///^.l*
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La première parenthèse donne 4Ho l8 seconde est un nombre entier
qui conserve évidemment la même parité pour tous les termes. Ainsi ,
à un terme quelconque du numérateur, dans le rapport (20), corres-
pond un terme égal dans le dénominateur , ou bien on retrouve au dé-
nominateur tous les termes du numérateur changés de signe.

Le même raisonnement s 'applique au rapport, qui se dédui t du rap-
port (20) en changeant G^ g-/, en G'^g'^ Les nombres entiers/ne dé-
pendent pas de ces constantes; les deux rapports seront donc égaux
tous les deux à -h î ou à — î .

Remarquons aussi qu'on aurait pu se dispenser de tenir compte des
lacets logarithmiques, puisqu 'on défini t ive il s'agit de trouver ce que
devient la fonction B aux points (Ç^, ^)), (^), -^), et qu 'el le n'est pas
altérée évidemment par les lacets (OÇ^), (Ov^). C'est ce que nous fe-
rons dans ce qui suit.

15. Considérons maintenant la fonction 6^. Dans l 'opération D^DO^,
il nous faut distinguer ici les termes que l'on obtient en prenant la
dérivée de chaque terme de la fonction e^ par rapport à l 'intégrale ^w-
D'après la signification du symbole Dç(i), on trouve ainsi le produi t du
terme primitif par ± ï-(—} ^ selon que ce terme répond à £.== ± î .

3 \^ UiX! j 'Q^)

Nous pourrons représenter l 'ensemble de ces termes par l'expression

Li^ /e(^^\
a \ clx j ^ } ^=.+-i ^=^i;

Quant aux autres termes fournis par l 'opération 0^)6^, nous les dési-
gnerons maintenant par le symbole A^eW, en sorte que la fonction
e^j sera

eSîi=(^^-^)ew+^f^), / e^) - ôw \+A^)C^.
2 \ dx )^\^^ t^^i}

II faut démontrer que le numérateur et le dénominateur du rapport

eiîi[^^(-,w)~G,...1( t )^ ' \ ^_________
e^[^(^)-G;,~.:]

sont égaux terme à terme.
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Occupons-nous d'abord de ropérat ionA^œô^. Prenons un lernie de
la fonction e^pour lequel ^ = = — 1 ; c'est le p rodu i t d 'une exponen-
t ie l le par une fonction ©; on peut y différentiel* soit la fonction ©, soit
une intégrale ç^, Je étant différent de t. Dans le premier cas, on trouve
le p rodui t de l 'exponentielle primitive par la somme des p dérivées
partiel les de cette fonc t ion e mul t ip l iées respect ivement par les déri-

fd{^\ i . . . s . . i * , • - ï rvees l —y— f ? c est-a-dire par les périodes a^-. Ayant suppr ime le îac-

tcur e"'2' "^et remplacé x et y pa r^^ , r/^, nous obt iendrons a ins i
p termes déterminés appar t enan t au numérateur du rappor t (^5). L'ex-
ponent ie l le commune à ces termes est de la forme ( 2 2 ) et les argu-
ments des dérivées partielles de la fonction 0 sont ceux de la fonc-
tion (2.1). Or, il existe dans Ici fonction ©(0 un autre terme qu i ne
diffère du premier que par le changement de ^== — i en £^.== 4" i; une
opération analogue à la précédente fourni ra p termes appar tenan t au
dénominateur d u r a p p o r t ( 2 5 ) . L 'exposantde l ' exponent ie l le commune
à ces termes est de la forme ( ^ 4 ) » ^ l68 dérivées partielles de la fonc-
t ion 6 ont pour arguments ceux de la fonction (^S). Ces deux séries de
p termes sont. les mêmes d'après le numéro précédent.

Dans le second cas, on différentie une in tégrale^; on r e p r o d u i t

( / /1 /' ) ''
a insi le terme primitif de la fonction B^ mul t ip l i ée par '̂ c—- \ ' '1 l l a dx /ç«)
Les deux termes de la fonction ô^, qui ne différent entre eux que par le
signe de £^, f o u r n i r o n t encore deux termes égaux.

Passons ma in tenan t . aux termes différents de ceux que l'on obt ien t
par l 'opération Aç'iL En remarquan t que p o u r ^ •===. ̂  tous les termes
deô^ pour lesquels s^== 4-1 s ' a n n u l e n t , on vol t q u ^ i l faudra écrire au
numéra teu r du rapport (25) l'expression

[ ^ i ) (^^^^^^^Vj ew[^(^)j~G,. . .

et au dénominateur

[»•(•)(^)-^+ï(S),.>]r^"!';('^"(•-•'••••'•
Les fonctions 6^ de ces deux expressions sont égales; q u a n t a leurs

Ànn. de i'Éc. Normale, y Série. Tome XÏ. — AVIUL 1882. •l4
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coefficients, ils sont égaux en vertu de la formule (5) du n° 3. Ainsi le
rapport (a5) est égal à -+- i .

Supposons que, ayant, formé les ternies fournis par l 'opérat ion A-^i» ,
on les soumelle à l 'opération ind iquée par le symbole A-^a), puis qu'on
fasse sur ces nouveaux termes l 'opération A^s), et ainsi de suite. Le
raisonnement qui précède 'montre que l'on arrivera dans tous les cas
à une fonct ion jouissant de cette propriété, qu'en faisant d 'une part
x = '^\ y == ^), et divisant tous les termes par é ^ ' " ~"8t\ et en fai-
sant d ' au t r e part oc = ̂ , y='^[\ puis d iv i san t tous les termes par
é1 ,7 ? l^s deux résul tats ob tenus sont égaux. La même propriété
subsiste pour les termes que l'on obtient en ef fec tuant cette série d'opé-
ra t ions sur les autres termes de B^, savoir«^

T ///P^ "\( ( ^ ( i ^ ^ ^ i Q t y ) ^ - . 1 - ! ^ — . ) / e^' — ew Vi l / a \ dx A^l^+i ^-i;

Car on obtiendra d 'abord, par la di f férent ia t ion de w^, les deux termes

(d^)^6w^ii^--G-•^
(^^r^^-^--^

puis deux expressions que l'on peut écrire

] ,pdi (.̂ ) ) - ̂  - ' ('^—^ \ Açw ew [ «(" w ) - G,, ...],
| A \^ (ÂiL- /Ç'^J /

^(1) ̂ ) ̂  ̂  + ̂  (^).̂ )J AK2) Qw E uw ̂ (l) ) - (^ • - '^

la lettre t placée sous le signe A indiquant toujours la suppression du
=fci((/o_.ç.)

facteur e &/> . Ces expressions sont égales, d'après ce qui a été d i t
plus haut . On en conclut immédiatement que les résultats trouvés
pour la fonction 6^J s'étendent à la fonction 6^, et successivement à
toutes les fonctions e^. En résumé, la valeur de l'intégrale (17) est
— 277^— i(^-" g t ) , ce qui démontre les q équations intermédiaires.

16. THEORÈMII; III. — La fonction 0^(^, y / n ^ k ) de p •^r q ^r r va-
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nables indépendantes est paire ou impaire suivant que le nombre r est
pair ou impair,

On sait que la fonct ion 6 de p variables indépendantes est paire.
I! résulte de la série qui définit cette fonction e que sa dérivée par t ie l le
par rappor t à l ' une des variables est impaire, qu'une nouvelle ditfé-
renl ie l le pa r t i e l l e d o n n e une fonction paire et ainsi de sui te . Cel te
r emarque rend la proposition évidente pour la fonction 6^. Considé-
rons ma in tenant la fonction ̂  définie par la somme

k=q
„ / —^ \ 1 2 ^-^Bk)

z6 '^z^-r /t=i
E \ / > = 1 /

Un terme quelconque s'obtient quand on donne aux s des valeurs
déterminées. En changeant dans ce terme le signe des u^ et des (^, i l
est aisé de voir que Pon obtient un autre terme de la fonction répon-
dant. à un changement de signe de tous les s dans le terme donné. On
a, en effet , la fonction 6 étant paire,

/ ^=^ \ / ^y \
© ( — ui-\- V ^A/./ ) •=- ^ ( ^ l ) — V £/-A/,/ j.

\ À- = i 4 Y À- = l /

Q u a n t à l 'exponentielle, elle devient, par le changement de signe
des .̂, / :=; ff A' -- q

-{ 2 £k^-+-{ ï Sk^h
, h = 1 h •- \t, ,

ce q u i rev ient bien au changement de signes de tous les £, pu i sque tous
les termes de H^ contiennent un s en facteur. Ainsi la fonction ô^ est
paire. On voit immédia tement que l 'opération D^co faite sur ô^ donne
une fonction i m p a i r e * . . . On en conclut le théorème énoncé pour la
fonction 6^ qui a, par rapport à ©w et aux variables w^ la même
composit ion que Q^') p^ rapport à 6 et à ces mêmes variables w/,.

17. THÉORÈME IV. — On peut déterminer les constantes G^ g'/,, y/,
de façon que la fonction ©^(^") — G/,^ — g^ w^— 7/J admette
p -)- q + r zéros donnés arbitrairement.
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Soient, (^,r/) p -4- q -4- r points arbi t ra i res . Si l ' on v e u t q u e ce
so ien t des zéros de la fbnc i ion , on devra avoir , d 'après les é q u a t i o n s
du théorème ÎÏ,

- si--\G, as «(/)(..^.)..-(;;,

/ - ;> 4- 7 •+• r

= ^ r(^(^)~!1),,
; = i

/ - / / -*- ' I -<- /y=/ / - ( - /7+ / -
-,-/, = ^ n.

/=!

Y// - ^ iT-(^(^)--E^

Supposons que l 'on a i t rcn ip incé les constantes p^r ces va leurs ; les
mul t ip l e s des périodes ne font que m u l t i p l i e r h f o n c t i o n pîir u n e
exponen t ie l l e sans clianger par conséquent ses zéros. Or, nous verrons
d a n s la seconde Partie que le système des p 4- q + r équa t ions du
théorème II, où l 'on regarde l es^y comme inconnues, n ' adme t q u ' u n e
s o l u t i o n , d'où l 'on conclut que les p +• q 4- r zéros de la fonct ion coïn-
c i d e n t avec les p 4- q -+- r zéros donnés . La fonc t ion p o u r r a s'écrire, a
une exponent ie l le près,

] - • • • / ? 4-7-t-/ '

^'(^) - V ^0(.r,)+C,.
./=!

/ - / M ^ . - t . . / -

H;?; r^(.,r) - V ^^•K-^)-4-^),,
. / = i
; :~ /? -)- r/ + /•

^'^(^)~- V n'^^^^+E//.
^J ' '/ =; i

18. THÉORÈME V. — La fonction de p 4" y 4- r variables indépen-
dantes

e^:
• / / -+-'7-^ /---1

S ,<('.(.^.)_.(:,,, î l»i y
^/ identiquement nulle.
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11 suffi t de remplacer dans la fonct ion (^6), qui admet? •+ q 4- r zéros
donnés, le point variable {oc, y} par l'un des p + q •+- r points donnés,
et de remarquer que la fonct ion ô^ est paire ou impaire.

19. THÉORÈME VI. — Pour que îa fonction de p-+- q -J- r — s va-
riables indépendantes ( x . ^ Y j )

[ 1 -^ 1 ) •+- <j + / ' - t / .- p +- a -4- / • - i / : p + q 4- / " — i

)̂ ^ ^ (^) - C^, ^ (^ (^) - !)„ ^ (^^ (.z, )..-.- E,
/ - Ï ^ /=! ;..!

s annule identiquement, il faut Cfue f/on ail

C^=C, D^î)^ E^E^

(^ar, dans l'hypothèse admise, en considérant un nouveau point
(^y.//^J/MY/iJ» lî.i fonction e^, dont les arguments sont

i p + t / T - r

^ i !^) - V ^^'(^^-i-C^
/ =• 1

/ /^4-7 1 / •

c^)^) „- y t?( / ' )(^)••i•"î ) /•»/ = i
/ - .• j ) + () ..(.. / •

wî ' } ( tz>)~ s (T'{^i(lly^"t•-E^

a d m e t les p 4- y 4- r zéros (^,yy). En comparan t ce résu l ta t avec les
équations qui d é t e r m i n e n t les zéros, on en conclut immédia tement les
relations cherchées.

Des courbes adjointes.

SO. Soient ç;/(<r,y), l'indice i var iant de i à p, des polynômps du,
degré m — 3 satisfaisant aux conditions relatives aux points cri t iques
de la courbe fondamentale F(.r,y) == o, ^/,(,r,y) et. ̂ (.r,y), l'indice k
variant de r à q et l'indice h de ï à r, des polynômes du degré m — a,
satisfaisant également aux conditions des points critiques. Appelons
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(y\7î^) le premier membre de l 'équation clé la droite jo ignan t les
deux points (^), Ç^), (^ ( / r ), ^/")), c'est-à-dire le déterminant

;r y i

^ ^ i ,
r^ r^ l

et (Ç^) le premier membre de l 'équation de" la tangente à la courbe
F(^ ,y )==o au po in t (Ç^, Ç^). Nous supposons que la courbe
d^.(<r,j)=o passe par les m—2 points où la d ro i te (^(/0, ^(/(1)) coupe
la courbe F(<y,j) = o, out re les deux po in t s qu i la d é t e r m i n e n t , et q u e
la courbe /^(^^y) = o passe par les m — 2 points où la tangente { f Ç i / l } )
rencontre la courbe outre le po in t de contaci. Soient enf in À/, fx/c ^t ^//
des constantes arbitraires. Considérons Féqua l ion

<„) ,̂,.(,,,)̂ ,̂ ^̂ ,,,.̂ ^=<,;
i=l À- = 1 h ̂  1

cette équat ion représente des courbes du degré m + q •+- r — 3, q u i
satisfont aux condit ions suivantes quelles que soient les constantes \^
[ij^ ^ : i° elles remplissent toutes les condi t ions re la t ives a u x p o i n t s cri-
t iques; a° elles passent par les m— 2 points où chaque dro i te {'^\ r^}
rencontre 1PÇx,y)=o en fa isant abs t rac t ion des deux points q u i la
dé t e rminen t , et par les m — 2 points d i f f é r en t s du p o i n t de con t î i c l
où chaque droite [m) rencontre la même courbe ; 3° elles passent
par les ^(q 4- r}[q 4- r — » ) points d^ in tc rsec t ion des y + r droi tes
prises deux à deux. Nous dirons, pour abréger, qu'une courbe est
adjointe quand elle satisfait à ces trois séries de condit ions, et nous
allons démontrer que l'équation (27) est l ' équa t ion générale des
courbes adjointes du degré m -+- q + r — 3. Une courbe de ce degré
est, en effet, déterminée par ^{m + q -+- r — 3) [m + q 4- r) condi-
tions. Le nombre A des condit ions relatives aux points c r i t iques
est ^(7^— î}{m— 2) — p. Les nombre des condit ions nécessaires pour
achever de dé terminer une courbe adjointe est donc

,} (m 4- q -4- r — 3 ) (w 4-- q + r ) — A — (m — îi) (<y -h r )

•"- K^ -+•r) (y "+-r — ï ) =^ •+- y -L"r — ' î
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c'est bien le nombre des paramètres arbitraires qui entrent dans l'é-
quat ion (27).

Supposons m a i n t e n a n t que l'on prenne sur la courbe F( tT ,y)==o
lesp-4-y 4 - r — ï points qui achèvent de déterminer une courbe ad-
jo in te ; nous al lons voir que celle courbe rencontre encore F(<r,j) ==o
en p -}- q -\- r — ï autres points qui se t rouvent ainsi dé te rminés par
les autres. En effet, le nombre des points c o m m u n s aux deux courbes
é q u i v a u t à m(m -+- q -+- r — 3). Les .po in ts cr i t iques donnent un n o m b r e
de points c o m m u n s qu i équ ivau t a aA. Le nombre des po in t s qui sont
dé te rminés par les autres est donc

m ( m + q 4- /• — 3 ) — ( m — ï ) ( m — ï )

-4- ïp — ( in — a ) ( q -4- /" ) — {p '+" c! "+" r — ,t ) ==p --1- <7 •4- r — J.

21. Désignons par Ça'-, b-} les p + q -h- r — ï po in t s qui servent à
dé te rminer une courbe ad jo in t e d u degré m 4- q 4- r — 3 e lpar (a/ , b j )
]es p + q + r — ï poin ts qui résultent des autres . Le théorème (FAbel
a p p l i q u é à une des intégrales de première espèce donne

/ = f ) - [ - ( ^ - r — l

^ i^W^^^î^r^

r, é tan t une constante indépendante des points (^ /»6y) quand on fait
varier d 'une façon cont inue la courbe a d j o i n t e <I»(.r,yJ == o.

Appl iquons maintenant le théorème d'Abel à une intégrale de troi-
sième espèce ^lî) et appelons W{x,y]=o l 'équation d 'une autre
courbe adjo in te déterminée par les p + q 4- r— ï points (ay, (i^) et
rencontrant encore F(^,j) == o aux points (ay, (3y), on aura

-- p -+- q "+• /' — l
V~\ <Ïï (e t / 1 ' - ' '{•[ • i l \ '.F ( Tiv " / Ti ' ' 1^(^W,^)^^W,r^)
^ ^)(^,) + ,W^,) - ,(Â.)(^)- <,(/.) (a,)] -(- log^^,;^^,,^;,,; = o

; =1

Or nous allons voir que la quant i té soumise au logarithme dans cette
expression est égale à l'unité. Supposons d'abord que p + q -4-r — ï
des points (ay,p}) coïncident respectivement avec les points (^/^})
de même indice. L'équation des courbes adjointes du degré
m - 4 " < 7 + r — 3 , passant par ces p + q •+" r — 2 points , renferme li-
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néairement un paramètre arbitraire et peut s'écrire <&-+- ^ ¥ = = 0 . Un
achevé de déterminer une courbe de ce faisceau, en la faisant passer
par un point de F(.y,r) = o. Remarquons ma in t enan t que la courbe
ne peut passer par le point (Ç^, ^/fj), sans passer en même temps par
le point (^'\ ^/t)) ; car elle rencontre déjà la droite (Ç^, ̂ w) aux m — -2
points qui appar t i ennen t à F(^* ,y)==o et, en outre, aux q + r — i
points où la droite (^(/i), ^(/t')) est rencontrée par les autres droites. Elle
ne peut donc passer par l'un des deux points en question, sans con-
tenir la droite q u i les joint. De là nous concluons que les valeurs
de k obtenues en écrivant, que la courbe passe par l 'un ou l 'autre des
deux points sont égales. La q u a n t i t é soumise au logari thme est alors
é^ale à l 'uni té , et le théorème d'Abel se t r a d u i t par l 'équation

j :;: i ) •+• ff 4- /• — î i •- p •+• <i -\~ i • — iy [y^ {dî ) + ^/fc'5 (^/ )] •=- y [r(l^ (^ ) •+- ^^ w ]-
;=î ;..2

Dans cette équat ion p 4- y - h r — 2 intégrales disparaissent comme
communes aux deux membres; mais la même équat ion a encore l ieu,
lorsque tous les points (Oy, ^-), {ap |3y) sont distincts. On peut , en
effet» passer de l'un des systèmes de points à l ' au t re système, par t ' in-
lermédiaire de courbes adjointes ayant toujours^? + q -+" r— .2 points
communs. Appelant A^ la somme des intégrales pour lesp 4- q + r— i
points ( a . , À - ) , et considérant le faisceau de courbes adjo in tes qui
passent par p -h q -+- r — 2 de ces points, nous appliquerons le théo-
rème précédent et remplacerons ainsi le point (a- , //y) que l'on avai t
laissé de côté par un des points ( a - , / 3 - ) sans changer là constante A/(.-
On considère ensuite un faisceau de courbes passant par le poin t
(a., 6.) déjà introduit et par p -4- q 4- r -— 3 des points ( a , , & , ) ; on
remplacera ainsi un point (a-, &,) par un nouveau po in t ( a - , ? - ) . En
faisant varier la courbe adjointe d'une façon continue, on aura donc

'"==/?+//•+/•— i"
^ [^)(a;.)^ç/W(^.)]=^,
/==!

A^. é tan t une constante indépendan te des points (a-, / / j ) qui servent à
déterminer la courbe.
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En appliquant le théorème d'Abel à une intégrale normale de se-
conde espèce, on a

i^p-^-q+r-i ! .

V [^)(^).+^)(^)~^(<)-^v^)(^)]=(-k^.)
/ i \ u'-v * ' •-' ' •

/==!

Le second membre de cette équation est nul, parce que la courbe ad-
jo in te ne peut passer par le point ( Ç^, Ç^') sans con ten i r la 'droite
(^Â)) tout entière, et par suite sans être tangente à F(.r,j)=o. On
verra, comme précédemment, que si l'on fait varier la courbe ad jo in t e
d'une façon continue, on aura

='./-H~^+ r--l

Y [^(a^+^Ha,)]^^
/•==i

2^ étani une constante indépendante des points qui servent a dé te r -
miner la courbe ad jo in te .

22. THÉORÈME VU. — Les constantes F/, A^, £/; introduites par la
considération des courbes adjointes ne diffèrent que par des multiples
des périodes du double des constantes fondamentales C^, D/c, EA.

La fonction de p -r q -+ r — i variables indépendantes (ay, b ' j )

~"j=.p^q^r~-i • /=;/?-(- r/. 4- /•-l }^.p^f/-^r-l

e^i \ «<^)(^)-,C/, > ^^(a})-.!),, ?; V ^)(^)-;C/, y ^(a',)^i)^ ^ ^(a,)~^

est ident iquement , nu l le , d'après le théorème V. En tenant compte des
relations données par le théorème d'Abel, il en est donc de même de
la suivante :

[,=//-,-,/4..r-.l • =/_^/-. . l =-4-/,__,-/-i

;̂ ~-V M(0(^).-t-rr-C,, -^ ^(a,)+^k-})^ -^ i^(ffy)+^-E/,
— ^i ^i

On a donc, en ver tu du théorème VI,

r /sSiC/, ^ESîsSh., ^ ^=sîiE/,.
^n/^ ^e r/':c. Monnaie, a** Série. Tome Xï, — AVRIL 1^82. i '>
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Corollaire. — Le théorème précédent donne pour la dé te rmina t ion
des constantes fondamentales les équations

.c ==• p

C, = i- F, -i~ nii TC \/--i -+- y fh^i^
s = 1

•s'= /^

{)/;,= U .̂+ A/.TrV^T-t" ^ /^A/,^

.y --1
A- = /^

E/,-== ^ s// -4- i y ^.s-ti/^

m,, IA, ^ él8111 ^^^ "olfih^8 entiers. Les constantes cherchées ne
peuvent êire déterminées qu'à des mul t ip l e s près des périodes; maison
ne peut pas choisir arbi trairement les entiers m^ "4, n^ Considérons

• une courbe ad jo in te du degré m + q -(- r — 3 dont les a(p -h q + r — i )
points d'intersection avec F {x, y ) == o soient confondus deux à deux.
On aura

j = r +//-+•/• i
^ «(')(«,)=.^r, ,
/ =-. i

7 ^-f'+fj •+•/•"•• 1

^ ^-)(ay)=iA,,
- /^ l

/^/ ' - t -^- t - / ' - 1y ^(^)= i î// .
;.•.-, 1

La fonction

[/ ï-;.- /> -i- ;/ 4- /• — i / =1 p +• fi + /' -1 7 "" // + y •^'' • i
e^j V /^(^) - C» ^ ^Â>)(^) ~ 1),, ^ (.^^(^; -- Ey,

/=:! " /=.! / • -1

• s 'annule ident iquement . On peut l'écrire

^KK—Co {^-D^ ^//-EÂ),
ou bien

( .ï,=,// , 1 s ^ p »^fi \
('.^) 6% —y/î^V^T—V/^a/^ —À^TCV/^ 'T—^/^A^, —i^

.S-^l .V-l A-...1 /
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el si cette fonction s 'annule, on aura, cTaprës le théorème VI, les véri-
tables valeurs des constantes fondamentales. Si dans la fonction (28)
on change le signe de tous les arguments, la fonc t ion sera multipliée
p^r^ ry. D'un autre côté, les arguments nouveaux ne diffèrent des
anciens que par des multiples des périodes, le rapport de la nouvelle
fonction a la fonction (28) sera, d'après le n° 7,' et réduction faite
de l 'exposant ,

_ / Â - = / y i=p \
^^—1( 2 £p^4- 2 w^ )

e v^1 i=l /,

et l 'on sera certain que le fonction (28) s 'annule si l 'on fait en sorte
que le coefficient de7 r \ /—i dans cette dernière exponentiel le soit d'une
parité différente de celle de r. Remarquons que l'on peut écrire sim-

A- ;= /y 1i -~ q

p le rnen tV^ au lieu deVe^; car la parité de ce dernier nombre
li = i 7 = 1

reste la même pour tous les systèmes de valeurs des/,, en sorte qu'on
pour ra les supposer tous égaux à 4- i. On en conclut f inalement qu'il
su f f i t de prendre des nombres entiers rendant impaire ou paire la

h = c/ i = p

sommeV^/c+Vw,^ suivant que rest pair ou impair.
Â^ L»&
k ^ 1 i= l

23. THÉORÈME VIII. — La/onction^, dont les arguments sont
;=p-h/7+r-l

u^^x) -h V' u^^j) —u^(^ —Ci,
7=1

/' s - p - J r C ) - ^ r — 1

^)(^)+ \ ç^)(^) __( ,^ ) (a )——D/ , ,

7=i
;=p-t"<74-r--l

(,p(A)(^)+ y (yW(^y)—W^(a )—E/ , ,

7=1

admet le zéro {a, ?) et p 4- q •4- r — \ autres zéros qui sont indépendants
du premier,

Faisons passer une courbe adjointe du degré m + q 4- r — 3 par les
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p .̂ - cf -4- r- i points {xj, y / ) , et appelons (^., y^) les /;>-+- y -+- r ~ r
a u t r e s points d ' intersect ion de cetle courbe avec F(^,j) -= o. On peut,
diaprés le théorème d'Abel, remplacer les arguments de la fonct ion
^ par ceux-ci :

^l"•W
/ ' ( / ) (^ ) ~ S </(/)( tzly) -^ ( / )(^) +€„;=i

/ == p •+• q ••^ /• - -1

^k} ( <lrl ) "" S ^'^^( ̂ ) ~p(/>>) ( a) + ̂
;==!

j •=. p+.q^.r—i„.>'/') (j-)_ y ^/o (.̂ .) _ „,(/.) (a) _. ̂

(•(; qui n-iontre qu'elle admet pour zéro le poiïit (a, ^), el, les
/? 4- q 4- /• — i points (^.,j}) qui sont indépendants de (a, ;3).

24. THEOREME IX. - Sotô^(I)(;r,^/)=o, y(;r,j)=o les équations
de deux courbes données du degré n, {a^, ^) les mn points d'intersection
de la première, (a/,j3/) les mn points d'intersection de la seconde avec
F(,r,y) == o, les deux-produits

0(17'
/ = m n ' . l ' Iv = n

ei?,'

/-/ ;-+•/74-/•

^ ^^(-^)-^^(a/)~C,,.. .

'/ :=/;~t-<y4"/'^

^ ^)(.r,)~^^)(a,)-C,..

=/)4-/y+,.

p == n lx^^)
A-l <ï'(a-y,,y,)

ne diffèrent que par une constante.

Considérons une des fonctions ©;^' du luiniéraleur qui répond à une
valeur déterminée de/. Regardons, pour un mon-ient. le point (se,,y,)
comme seul variable; la fonction admet le zéro (os/, pj elj9+ q -^ r— i
autres qui dépendent des points (.r̂ ), ... La fonction ©^ du numé-.»(?></')
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râleur qui répond à la même valeur de / admet le zéro (a^, ^) et
p -{- q 4- r — ï autres qu i sont les mêmes que pour la fonction précé-
dente . Le quot ient de ces deux fonct ions admet donc le seul zéro
(a/ , /3/) et le seul i n f i n i (a/,^). Supposons que l'on fasse varier le
chemin qu i c o n d u i t de l 'origine (^'o'yo) au point (a?,,,y.,); les inté-
grales des trois espèces augmentent de mul t ip les de leurs périodes et
p r e n n e n t les valeurs indiquées au n° 7; le quo t i en t des deux fonctions
6^ se reproduit m u l t i p l i é par l ' exponent ie l le

Y\.[^(a,)--^')(^)]

On en c o n c l u t que V considéré comme fonction de («r.i, y,,) seulement
admet les mn zéros (a^, p/), lesm/î i n f i n i s (a^, b^) et que par l ' addi t ion
des périodes elle se reprodui t mul t ip l iée par l ' exponent ie l le

< =: f) l = mn

2 ^ -2 [ ^ ( ^ — { ^ " i } ]
e 1 - 1 /-1

Or, si l'on passe de la courbe <I> == o à la courbe T == o par une variat ion
continue, on a, d'après le théorème d'AbeI,

/ :̂ : m n

V [^< /Ka/)-^ ( / )(^) ]=o,
/ •--ï 1

•nj» /A , ï/ \

et la fonct ion V(a^, y^ ) ne diffère de "/ly ^ qui a les mêmes zéros et* (,'-^1? ./i )
les mêmes in f in i s , que par un facteur i ndépendan t de (a^,y,i) ( ').

En regardant ma in tenan t les points (^ja)» (^3,^3), . . . successi-
vement comme seuls variables, on en c o n c l u t que la fonction V ne
diffère du produit P que par une constante. On aura donc

(09) ! ¥=:€:?.

La constante G s'obtient en supposant que les p+ q +r points (^y»y./;

( 1 ) BniOT, Théorie des'fonctions abcitcnnes,^. i54-
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coïncident avec l 'origine (^Jo) d^ intégrales abéliennes, ce qui
donne

_ -^ (,r.,, y,,)- ̂ ^^T-Ï e^r^^K^)^^/ . -•:!
L - ;iFT^7^y. 11 ©^C^^'K^) + c.. • • •:1

La seconde Partie, qui pa ra î i r a dans un prochain numéro, aura pour
objeî: l^pplicalion de ce qui précède à l 'intégralion d'un système
d 'équa t ions d i f fé ren t i e l l e s ana logue au système abélien.


