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PROPRIETES

ET

APPLICATIONS DE CERTAINES FONCTIONS

ANALOGUES A LA FONCTION o,

Par M. ELLIOT,

PROFESSEUR A LA FACULTE DES SCIENCES DE BESANGCON.

MM. Clebsch et Gordan ont résolu les premiers un systeme d’équa-
tions aux dérivées partielles analogue & celui qui définit les fonctions
abéliennes, mais ol entrent ¢ intégrales normales de troisieme espece,
au moyen d’une fonction qu’ils tirent de développements en série el
qu’ils désignent par 0% (*). Ils indiquent seulement en quelques mots
une méthode, qui n’est pas exempte de difficultés, pour passer par con-
tinuité du point double et de I'intégrale de troisieme espece infinie aux
deux branches de ce point double au point de rebroussement et & I'in-
tégrale de seconde espece correspondante.

Je me suis proposé de résoudre la méme question par une autre voie,
en étudiant directement les fonctions 8@ et en faisant entrer dans leur
composition des constantes telles, qu’on puisse leurappliquer les deux
théoremes fondamentaux découverts par Riemann pour la fonction
O[u(x) — G;]. Les intégrales normales de troisieme espece que je
considere sont supposées avoir pour points logarithmiques deux points
quelconques de la courbe fondamentale F(x, y) = o dont les lacels
entrent d’une fagon quelconque dans les différents circuits. Jadmets

(Y) Theorie der Abelschen Functionen, p. 237.
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seulement que ces points sont différents des points critiques et que la
droite qui les unit ne contient aucun de ces derniers.

Quand, dans le systeme des équations aux dérivées partielles, un cer-
tain nombre r d’entre elles sont relatives & des intégrales normales de
seconde espece, la forme analylique des fonctions que jappelle ©7
change considérablement. Leur développement explicite est compliqué;
mais les fonctions successives qui se rapportent aux valeurs 1, 2, 3, ...
de r se déduisent les unes des autres par uneloi fort simple, analogue a
celle qui donne la formation des polaires de différents ordres d’une
courbe. '

M. Briot a résolu d’'une fagon générale, et quelle que soit la nature
des points critiques, le probleme de I'inversion. Je suis exactement la
méme marche et renvoie, pour les notations et les calculs que je lui
emprunte, a sa Théorie des Fonctions abélicnnes.

Lemmes preliminaires.

1: Soient u, u®, ..., u® les p intégrales normales de premicre es-
pece relatives & une équation algébrique irréductible F(x, y) = o du
degré m, ¢, o, ..., ¢ g intégrales normales de troisieme espéce et
w®, ., w® rintégrales normales de seconde espece. On sait que
Pintégrale ¢ devient infinie en deux points analytiques (&0, &%),
(™, 4}") et peut &tre représentée, aux environs de ces points, par les
développements suivants :

- lOg (x - EUC)) - b/c""' b'/L(x o E“‘)) e
+log (@ —10) 4 cp 4 (@ — 0B 4. . .

by, by «.vs €y €, ... désignant des constantes. .

Une intégrale de seconde espece w ne devient infinie qu’en un seul
point analytique, qui est un pole (™, &\"), et se développe aux envi-
rons de ce point en une série de la forme

I '
———m - e/L-i—e,‘(x—-C"‘)) e,

e, €, ... 6tant des constantes.
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2. Les périodes normales d’'indice impair d’une intégrale u” sont
nulles, & I’exception d’une seule qui est égale & 27 —"1. Nous repré-
senterons les périodes normales d'indice pair par 2 z;;.

Une intégrale normale ¢* a toutes ses périodes normales d’indice
impair nulles. Les périodes normales d'indice pair sont données par
I'équation :

(1) 2 A == 1D (R — g0 (BURT),

Lintégrale u@ (%) est prise le long du chemin formé des lacets fonda-
mentaux de seconde espece conduisant de la racine initiale y, & la ra-
cine y,, avee laquelle commence le circuit unique qui contient le lacet
du point (™, &), chemin suivi des lacets relatifs aux points critiques
algébriques qui entrent dans ce circuit jusqu’a la droite O &%, décrite
une seule fois de O vers 7. Le lacet du point (9™, 4") entre dans un
circuit qui est ou non le méme que le précédent, et Vintégrale u/(4™)
a une signification analogue. L'intégrale ¢ admet en outre la période
polaire 27 /7. ‘

Une intégrale s a toutes ses périodes normales d’indice impair
nulles, et les périodes normales d’indice pair a,; sont données par ['é-
quation

[ du@n
(‘2) Apy == Az ):”,) :

Ces périodes sont algébriques; on les obtient en remplagant x et y par
les coordonnées ™, ¢ du pole dansles coefficients différentiels des
pintégrales normales de premiere espece.

3. Nous regarderons comme connus les théoremes traduits par les
¢quations suivantes :

(3) ‘.(/\')(»,‘(/."1) - ‘.fl.‘)(i’;'//kr’;) e (N (.,‘(/.-;) — ok (511‘.)7
e SN dae gt
. dyhy
5 R (o KDy e ol (ECRY) e .
() f‘ (") v )(.’ 7) = ‘ dr ) Zfltj'

La démonstration des formules (1), (2), (4), (5) résulte, par une marche

Ann. de ('Ec. Normale. 2¢ Série. Tome X1, — Minrs 1882. 11
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uniforme, de la considération de intégrale

le long du contour simple formé d’une droite O/ de longueur trés
grande, d’une circonférence de rayon O/, de la suite des lacets relatifs
tant aux points critiques algébriques qu’aux infinis des intégrales de
troisieme espece et aux podles des intégrales de seconde espiee, lous ces
lacets étant parcourus dans le sens négatif, et entin du rayon OL Les
lettres P et Q désignent, la premiere une intégrale de premiere ou de
sceconde espece, la seconde une intégrale d’une quelconque des trois
especes. L'indice [ signifie que les intégrales ont é1é prises le long de
la suite des lacels fondamentaux qui conduisent de la racine initiale
Yo & une racine quelconque y,, puis le long d’un chemin qui ne sort
plus de la partie du plan enveloppée par le contour précédent. Quant
a la relation (3), le genre de démonstration indiqué ne s’y applique
pas sans difficulté, & cause des lacets logarithmiques. Mais on peut la
vérifier en exprimant, comme 1'a fait M. Emmanuel (*), Vintégrale de
troisieme espece au moyen des fonctions ® par la formule

Ofw' () — ul (&) - 1]

(6) o) (2) =log K + log B () — w0 (E167y - 4y

Dans cette formule, K est une constante et z; désigne, pour abréger,

’expression
j=pot

D \ [83] ,
4 whia,

j=1

ol entrent les constantes fondamentales C; du probleme de Uinversion,
et p — 1 points arbitraires (2}, y;), ainsi que les chemins d'intégra-
tion de u”(x;). Le chemin qui mene de l'origine au point variable
{x,y) est aussi arbitraire. Au contraire, les chemins d’intégration
de u(n®), u® (&%) sont ceux qui ont été indiqués dans le numéro pré-
cédent. De plus, on peut prendre & l'origine une détermination quel-

(1) Thése pour le doctorat.
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conque du logarithme; cela revient & choisir convenablement la con-
stante K. Cette détermination ne peut changer que quand on décrit I'un
des lacets (O %), (0 4™). Remplacons dans la formule précédente ety
par %), ' puis par €4, £/, et retranchons les deux résultats obte-

nus; nous aurons
s’ ‘»(k)(.,(lc’)) . ‘»(/u)(’;'(l:’)‘)
(7) ? ] L 0w rW')——u”J(-r"”)—}—l]@[u”"' (EO0) — D (B4R - ¢4]

CO[u(' (D) — D (ERy ] @ O (B — 0D (4 0Fy 3]
et de la méme facon

S OO (1R)) — (R (Eth)
® (0 (o (h)Y g CE) (o (K" (i) /»' D) (ER)
L OLatD (R — wtD (1) 4 ¢/] 81 (g8 (& )+I]

(8)
‘ =log —— 4
( 20 [l (k) — D (B - g] O ”’°>) — D (W ]

Supposons que les intégrales o et ¢*) soient prises le long du chemin
du n°® 2, mais en ne décrivant pas les lacets loaamlhmlques qui se preé-
sentent lant dans les circuits que dans les lacets de seconde espice,
quand on les rameéne de la sphere sur le plan; les logarithmes qui
figurent dans les seconds membres des formules (7) et (8) auront alors
une méme détermination, savoir le logarithme du module augmenté du
produitde Pargument par 2xy"—1. Car, pour obtenir la formule (7), par
exemple, on a & retrancher deux résultats donnés par la formule (6),
et le multiple de 2 == disparait dans la différence. 1l sulfit done,
pour prouver I’égalité des premiers membres des équations (7) et (8),
de démontrer I' cgahlc des quantités soumises au logarithme dans les
seconds membres. Or, les quotients qui entrent (lans ces seconds
membres sont indépendants, comme les premiers, des p — 1 points ar-
bitraires (x;, ;). Désignons par (x;,y, ) les p— 1 points qui forment
le résidu d'une courbe du degré m — 3 satisfaisant aux conditions rela-
tives aux points critiques et passant parles p — 1 points (xz;, y;). Le
facteur
el (1 Ry e gl (1 R0y et === O [t (g W0y — ) () ¢

est ¢égal, d'apres le théoreme d’Abel,

~ j=p--1

&
O w!h (4 Ky — i) (k1) — 2 W'D () + G

=1
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En répétant le méme raisonnement pour les deux autres fucteurs, le
second quotient ne differe du premier que par la substitution des 2; aux
x;, ce qui ne change pas sa valeur. Posons, avec la restriction faite au
sujet des lacets logarithmiques,

Uk (5 (B)y — (k) (EED)) = L

on aura
L/;/cl-: Lk'/,;.

PREMIERE PARTIE.

Fonction &1,

4. Représentons par e, e, ..., &, ¢ quantités égales & ==1. Soit
un systeme de constantes définies par les équations suivantes :

-/lHj, :Gzl‘nw =gy L13 e i R El/Lll/!
GH, =2 Ly 3Ly .0 -2 Ly,

.’;H,I =y L,“ -+ 2, L,,.z Rt i L,,,, e

Considérons la fonction de la seule variable x,

i . Y[ . k=a Nof
QT (', kY T‘\ ) (u(" 4 Xogy :\/..,-) ¢ het
b\, k=1

Chaque terme est le produit d’une fonction o ordinaire par une expo-
nentielle. Il y a autant de termes que de groupes distincts de ¢ quantités
égales & £ 1, c'est-d-dire 27. Chaque terme est caractérisé par le sys-
teme de valeurs que Pon donne aux ¢, el & ce terme répond un systbme
déterminé de g constantes H. Par exemple, si g=1, il y a deux termes
seulement; toutes les constantes H sont nulles et ’on a

YT, L o oLt . ~ 1,00
X8 (u 1)"'( )) oy 6(‘”»’) —de A“.) e? . ‘9(’5(')—"' Ali)e 2

.



PROPRIETES ET APPLICATIONS DE CERTAINES FONCTIONS, ETC. 85

Si 'on remplace dans la fonction % les intégrales u®, ¢ par des
variables indépendantes w;, ¢4, elle devient une fonction holomorphe
de ces p + g variables indépendantes.

Fonction 6.

5. Nous définirons d’abord la fonction 6,y par I'égalité

0y =we +D,wme,

le symbole D, e désignant la dérivée de la fonction 6 par rapport a x,

ot 'on convncnt de remplacer les variables « et y par ", " dans les
dérigées des intégrales u seulement. La dérivée par rapport d a de la

fonction & est

i=p ) .

de O d0[uD(x)] du® (z)

dx ”Z Q) (1) dz
(=1

On aura done, par définition,

06JuwO (z)]
I)K“)@”Z 0 (@)

=1
Nous définirons de méme la fonction 64 qui renferme deux inté-
grales de seconde espece wt') et w®), par la relation

(9) Oy = w0 -+ Dy 0y,

en entendant par D26, la dérivée par rapport & 2 de la fouction 6,
avec la convention que U'on remplace @ ety par {®, ¥ dans les dérivées
des (ntégrales u et de 'intégrale ¢'"). On aura, d’apxcs cela,

9 N (lwc (1
Dy2)6(y) = @ Dy2) 0 -+ Dyt1iy) 0 -+ (771_-’—):"”6’

et, par suile,

, " iyt
Ay = w20 o ), (2)0 - w3 D010 - [)f(l)z('z;é') - (-w-»—- e
{ S 4 4 . da )t

ou bien, en remplacant les notations D par les termes qu’clles four-
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nissent,
j=p i=p
| o : (€]
Ogy == (D O - 1) Ay -—(L 4= 4p(®) y ay; (2{
= La Y dud e du't
(10) ‘ N =t -
N \ ]::l) ':I) ) . o
AN 00 fdwliy
+ Qo A G g ( dx /):“—‘1‘ :

j=1 i=1

Ce développement nous apprend que la fonction 64 ne change pas
si 'on permute les intégrales w(, @), ainsi que les périodes a,;, a,,
qui s’y rapportent. Le dernier terme seul ne se présente pas sous une
forme symétrique; mais, d’apres la formule (4) du n° 3, il ne change
pas par la permutation indiquée.

Posons de méme

(ll) @(3):“1’(:‘)@(2}4* YDZ(«T)("‘)(Q),

en ayant soin de remplacer x ety par {¥, > dans les dérivées des inté-
grales u®, qui deviendront ainsi des périodes de @™, et dans celles des
intégrales @, w. Observons d’abord que la fonction 6, est syme-
trique par rapport aux trois intégrales o), w®, o et aux périodes
qui 8’y rapportent: Il résulte, en effet, de ce qui précede que on peut
changer les intégrales !, o™ sans changer @, ¢t par suite @4. Pour
montrer que 'on peut permuter I'intégrale @™ avee 'une des deux
autres, @@ par exemple, il suffit de remarquer que si, dans la for-
mule (r1), on remplace 6 par sa valeur tirée de la formule (g), ou
arrivera & une expression qui auracen 6¢, la méme composition que
la fonction (10) en 6, et qui, par suile, sera symétrique par rapport
aux intégrales w, w®. En se servant de la relation (10), on forme
d’ailleurs sans difficulté Uexpression de 6, par rapport & @ et aux trois
intégrales de seconde espece. On trouve ainsi
Bz = w2 (30
(D) p(2) D:(::) 0 - pl2) wff"?_l)t(_l) 0 - s3] (1] ])zm 2)
- () .I)sz)g(s)@ -t w"f“l)z(:nzm 0 cvml)zcu_,‘/.;é

"y ()N ; i (30
e | e (1) O - (2 o
( dax ):(3)(”( ' 1)5(1)9) +<7;—)C(l)(“(z>e ~*"‘DZ’.“"’)

(1)
] ,(3) @ -~ )
+< iz Cm(w 2] F‘Dcme).
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La symétrie de la fonclion 0 est évidente en se rappelant la propriété
exprimée par la formule (4) dun® 3. En continuant de la méme fagon,
on formera une suite de fonctions; et 'une quelconque d’entre elles
aura pour expression

@(,.) = (I/‘(")eu._.]) -+ D:(l')@(,-_”.

On fera voir que 0, est symétrique par rapport aux différentes inté-
grales wen remarquant que la propriété est vraie pour 0, si on I'ad-
met pour O,_,. Car, d’une part, on pourra permuter entre eux les in-
dices 1,2, ..., r —1; ensuile on reconnaitra que 'on peut permuter
'indice 7 avec I'un des précédents, » — 1 par exemple, en exprimant
@, au moyen de la fonction 6,_,. Remarquons que la variable a
nentre dans la fonction 6, que par les intégrales u” servant d’argu-
ments a la fonction 0 et & ses dérivées partielles par rapport aux u® et
par les intégrales . Si 'on remplace ces intégrales par des variables
indépendantes w;, w,, la fonction 6, devient une fonction holomorphe
de ces p + rvariables.

Fonction @),

6. Nous définirons d’abord Ia fonction ®7 par la relation

D0 6% indique encore Ja dérivée de 6@ par rapporta a, ol 'on rem-
place @ et y par ¢, ¢\, mais seulement dans les dérivées des inté-
grales ut et dans celles des intégrales ¢, Ainsi, en particulier, ex-
pression de 0} esl

dx

: , 140 ) R e ot
- - 7.

dut® el

iz=p X . )
O DOl - Ay Lol Q8 (el — Ay =Ly
4“2“1"[ 00D+ Aui) 2!, 08 Pt M

e

On définira de méme la fonction 6 en posant

) e (%) QL) 2y 647
67 = w® el -+ I)Zmé)“/),



88 ELLIOT.
et d’une fagon générale

Ol = we(ll ) -+ Dy e ..,

D, e[ désigne toujours la dérivée par rapport & @ de la fonction
8@ avec la convention que I'on fait @ = £, y = {{” dans les dérivées
Adut)  dp®)  depth)
dx  dz B Tdz
Si 'on exprime la fonction 67 par rapport a la fonction 6% ct aux
différentes intégrales w, on obtient évidemment la méme formule
qu'en exprimant la fonction 6, par rapport a la fonction 6 et aux inté-
grales w®. Il en résulte que la fonction 6/7) est symétrique comme @,
par rapport aux intégrales w® et aux constantes qui s’y rapportent.
En regardantu®, o, w® comme des variables indépendantes, w;, vy, 9y,
la fonction 07 devient une fonction holomorphe de cesp + g + r va-
riables.

Etude de la fonction 6) (1) — G;, o8 — gy, ) — v, |

7. Lafonction 6;7 ne dépend de la variable « que parles intégrales des
trois especes. Supposons que I'on suive les dillérents chemins qui
menent de lorigine (w,, y,) & un point analytique (&, y); ces inté-
grales prennent les valeurs
J=p
W' 4 a1 4 2 2 Ny
J=1
j=p
plk) - 9.).;;1:\(/: -+ 2 2 A,
f=1
izp
1A g le/‘ﬂ/,j.

Jj=1

Le nombre entier %, dépend des lacets logarithmiques (024, (On)
qu'embrasse le chemin considéré. Nous allons montrer que la fonction

T X -
(-)(',‘7.)) [[‘(ll — (ji) (7(5) — Ty gp(h) .{/t_l

ol Gy, gi 74 désignent des constantes quelconques i une infinité de va-
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leurs que I'on obtient en multipliant 'une d’entre elles par 'exponen-
tielle ==¢ 7 en posant

f=p t=pj=p

3 . 1
J o= \ ni{et —Gy) + ‘> USRI
i==1 i=1 j=1

L’exponentielle est la méme que dans le cas de la fonction
o (e — G;) et, sauf le signe qui dépend, comme nous allons le voir, des
lacets logarithmiques, ne contient aucune trace des intégrales de sc-
conde et de troisieme espéce entrant dans la fonction 67

Considérons en premier lieu la fonction

@)(7)[u(i) o Gi; (k) — 6’7&‘]'

Un terme quelconque de cette fonction est le produit de

k=q

R N Wl
o wv ——(}L—{r— 22/“\/”-

kot

par I'exponentielle '
k=y

3 2 al® gl
¢ k=1 ,

les ¢ ayant des valeurs déterminées. Par le changement de chemin, la
fonction ® se reproduit multipliée par ’exponentielle
i=p k=g

eI = 3o N ek Ak

e i=1 k=1

I’exponentielle du terme considéré se reproduit multipliée par

i

k=q _ j=p A
S el empmy=1-+2 3 njA/rj>

e k=1 \ j=1

Le terme tout entier se reproduit donec multiplié par

_k=q
—J+my=1 3 ek
¢ k=1

Ir::[/

Remarquons que le nombre entier Z &xhx a la méme parité pour tous
k=1
Ann. de I’Ec. Normale. 2* Série. Tome XI. — Mans 1882. 12
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les termes de la fonction ©@; car si l'une des quantités e, ¢, par
exemple, prend la valeur + 1 au lieu de —1, en passant d’un terme &
un autre, la somme en question varie de 2},. Il en résulte que tous les

termes de la fonction 6@ se trouvent multipliés par une méme expo-

nentielle = e™.

Considérons maintenant la fonetion

O N[t — Gy 908 — gy ) — v, ]
e [",(l) _— Yl] 0q) [u(i) — Gi; k) — gw] —+ 1)4(.) ety [u(l') —_— Gl.’ ol Ky [.

Puisque la fonction 0% se reproduit multipliée par ¢’ quand on

change le chemin d’intégration, sa dérivée prend en un méme point
analytique une infinité de valeurs représentées par

i=p

(o) ()
4o detw o0 ”l_(lu
dz dx

i=1

Faisant la substitution & =¢®, y=1¢'" dans les dérivées des inté-
1
grales u®, ¢®, on en conclut que la fonction Dy 6@ prend, par le chan-
gement du chemin d’intégration, les valeurs
. - i=p
1
-+ o7 D'C(‘) 6 — e(9) Z n;a,; |-

i=1

D’un autre coté, I'intégrale wt') — 4, prend les valeurs

i=p

. ¥
i) — vy Z niay.

’ i=1

En ajoutant les deux résultats et remarquant que les signes - et — se
correspondent, on voit que les termes contenant les périodes a,; dispa-
raissent, et que 1’on retrouve le produit de la fonction 6! par Pexpo-
nentielle == ¢,

Le modede démonstration montre immédiatement que la méme pro-
priété s’applique a la fonction 67, car ayant

(r?

(12) Off) = (w(—1,.) oL, + Dymefl,),

si 'on admet que la propri¢té est vraie pour 6 , il en sera de méme

(r-1
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pour 0%, puisque, d’apres le caleul précédent, les périodes de 'inté-
grale @ disparaissent du résultat.

Infinis de la fonction 09 [u® — G, o — gy, w0 — 4,].

8. Les fonctions @ et leurs dérivées partielles qui entrent dans la
fonction 67, ayant pour arguments des intégrales de premiere espece
qui ne peuvent devenir infinies pour aucune valeur de la variable, la
fonetion /7 ne devient infinie qu’avec une des intégrales de scconde
ou de troisicme espice. Considérons d’abord un pole (57, £). L'inié-
grale ") — 7, se développe aux environs de ce pole suivant la sériec

(13) — — - o et (T =L )

J — :‘./‘)

(r—1

La founction ©” |, qui ne contient que les intégrales o, ..., w

élant finie aux eanvirons de ce pole, se développe par la formule de
Taylor suivant la série

1 - N el e . . (l p . . - .
(14) Oy, [t (g u,-,.-.]+<-r——C“')(;z;,-> oy O L@ (@ =g oo

"
On en conclut immédiatement que la fonction 6{7 devient infinie et se
développe en une série dont le premier terme est

-

O Tt (LN — Gy .

g e
Mais nous aurons besoin pour la suite de calculer en outre le second
terme du développement qui est la valeur 2 laquelle se réduit le reste
de la série pour & = £”. D’apres la formule (12), il faut d’abord cher-
cher le terme indépendant de 2 — & dansle produit des deux expres-
stons (13) et (14), puisy ajouter le premier terme du développement de
la fonction Dy 0? | . Ce premier terme s’obtient simplement en faisant

(r-4)*

=",y =¢"" dans la fonction représentée parle symbole Dy ; par

la définition de ce symbole, la fonction obtenue differe de la dérivée de
la fonction /7 | en ce qu’on doit y faire partiellement la substitution

(r-1

indiquée; en achevant d’opérer cette substitution partout ot x el y
, . . d \

restent encore, on tombe évidemment sur I’expression <Zl_) o7 L Ce
B tl; :
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terme disparait par réduction dans le terme indépendant de » — £“,

qul est ainsi
(€r—v,) O [ (£ — Gy, . ]

A cause de la symétrie, ce que nous venons de dire du développe-
ment de {7 aux environs du pole (7, ) s’applique & tous les autres
poles: Le développement met alors en évidence une fonction 0", qui
contient toutes les intégrales w™ — 7,, & I'exception de celle dont on

considere le pole.

9. La fonction 0 devient encore infinie avec une intégrale de troi-
sitme espece ¢®, cest-a-dire aux 2¢ points (£%, ), (w®, 4\"). Au
. ik . Lom . cpoe . '
point (8%, &%), T'exponenticlle e’ devient infinie, comme cela résulte
(n°1) du développement de 'intégrale ¢ ; on peut la regarder aux envi-

1
rons de ce point comme le produit de (z — &™) par une fonction finic

et développable, suivant les puissances entiéres posilives de o —&®.
. Ak X , . . .
L’exponenticllee’®  peutétreregardée, aux environs du méme point.
1
comme le produit d’une telle fonction par le facteur (x — %)z, et par
suite s’annule avec le facteur 22 — £%. En se reportant & la définition de la
fonction 6, on voit que la moitié des termes de cette fonction s’annu-
lent, savoir lous ceux pour lesquels e,= — 1. Les autres termes, pour
. . . . Lotk

lesquels ¢,= -+ 1, deviennent infinis avec 'exponentielle ez, etla
fonction %) pourra étre représentée elle-méme par le produit

o1
M('vli'—gtm‘) 27
M ¢étant une fonction finie et développable suivant les puissances en-
tieres positives de & — &™), _

On verra de la méme fagon que la fonction O devient infinie au
point (9, 9\") et peut se représenter, aux environs de ce point, par
expression

N
N(.l‘.,,. -,‘:’/n'l) '-"
la fonction N étant finie et développable suivant les puissances entieres

positives de & — »®. Mais les termes qui deviennent infinis sont ceux
pour lesquels ¢, = — 15 les autres s’annulent pour & = 9™, y = 4"
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Zeros de la fonction O [u® — G;, v — g, pt¥) — AR
10. Tmrorime 1. — La fonction O [u¥ — G, o™ — gy 0™ — 7]
admet p + q —+ r zéeros.

La fonction se reproduit, multipliée par une exponentielle, quand
on change le chemin qui va du pointinitial (a, y,) au point (=, y}.
On peut dene, sans modifier le nombre des zéros, astreindre la va-
riable & rester a I'intérieur du contour simple dont il a été question

dansle n° 3, et le nombre cherché sera le quotient par 2=y —1 de la
somme des intégrales

=m=—1 .

d1og®! [ ulf) — Gy o) — apy o0/t — )]
T=0 =

prises le long de ce contour.

Les m fonctions étant holomorphes & U'intérieur du contour, on voit
d’abord que le rayon O/, parcouru successivement dans deux sens dif-
férents, donne des intégrales qui se détruisent. Les mémes fonctions
étant finies pour une valeur infinie de «, on voit aussi que le grand
cercle du contour donne une intégrale nulle. 1l reste donce & chercher
ce que donnent les différents lacets, qui sont parcourus ici dans le sens
négatif.

Pour un lacet tel que OZ®, il suftit de tenir compte de la partie
donnée par le petit cercle; car, en appelant m’ et m deux points op-
posés sur le bord de gauche etsur le bord de droite de la coupure O£%),
la partie de D'intégrale relative a la droite O™ parcourue dans les
deux sens est

. ‘ i . ) : (f‘i‘)”/, Yot
(15) dlog (01, —- / dlog (e, = / dlog ——l—)—'"—
- o o T ' . (O ) m

Or, quand on passe du point 7’ au point 7z en suivant le lacet, la fonc-

tion 7 ne fait que changer de signe. Car les intégrales des trois

especes reprennent leur valeur, sauf ¢ qui augmente de 2my/— 15 tous
. . . e . ttk
les termes de la fonction contiennent en facteur soit ez, soite *
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9/.
et par suite se trouvent multipliés par — 1. Il est clair que, il s'a-
gissait de la fonction @, ol n’cntrent pas d’intégrales de troisieme
espece, cette fonction aurait Ia méme valeur sur Tes deux bords de Ia
coupure. Dans tous les cas, Vintégrale (15) cst nulle pour les deux
parties de la droite O£%. L’ mteoml(, relative au petit cercle du méme

lacet est (n°9) .
[ arogm— / .

8, & — g .

La premiére partie est nulle, puisque M est finie pour x=E£"; Ila
seconde est égale h my/— 1.

On verra de la méme fagon que les deux bords d'une coupure O%*
donnent une intégrale nulle, et que le petit cercle du lacet donne
ny—1. On trouve ainsi pour I'intégrale relative & I'ensemble des

2q lacets O&®, On™
amg\/—1.

Considérons un lacet 0™ relatif & un pole. La droite O™ donne &
Ialler et au retour des intégrales qui se détruisent, puisque toutes les
intégrales des Lrois especes, sans excepter w™, et par suite aussi la fonc-
tion ©7, reprennent leurs valeurs quand on passe du point m’ au point
m en suivant le lacet. I.’intégrale relative au petit cercle, déerit dans le
sens négatif, est égale & 2my—1; cela résulte immédiatement du
développement de la fonction /7 et de I'intégrale w® aux environs du

(r)
pole. Les r lacets polaires donnent ainsi pour I'intégrale

o

arr\ -1

Considérons enfin un lacet (a)relatif & un point critique. Le petit
cercle du lacet donne une intégrale nulle, puisque la fonction 07 reste
finie aux environs du point correspondant. Cherchons les valeurs de la
fonction sur les deux bords opposés de la coupure en m' et m. Appe-
lons uij;i, o"" . w;’?” les valeurs en m2 des intégrales des trois espeéces

quand on sunt le chemin composc des lacets fondamentaux de seconde
~espece conduisant de la racine initiale y, a la racine Ya,,,»avee laquelle

O 6+2

commence le circuil contenant le lacet binaire (a)5r**, chemin suivi
o+
des lacels composant la premiere partie de ce circuit jusqu’en m.
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Soient maintenant u;‘:’, v;f:”, W;f:" les valeurs de ces mémes intégrales
en m' quand on suit le chemin composé des lacets fondamentaux de
- seconde espece conduisant de la racine y, 4 la racine Ya,»avee laquelle
commence le circuit qui contient le lacet binaire (a)fr, suivi des
lacels qui composent la premiere partie de ce circuit juquu’en m'. Ces
valeurs, considérées deux a deux, étant celles des intégrales en un
méme point analytique, leur différence est une période de l'intégrale
correspondante. Mais nous avons vu (n° 7) que, quand on va du point
m’ au méme point analytique 72, en suivant un chemin quelconque, le
rapport des valeurs que prend la fonction © en 7’ et en m est une
exponentielle qui ne contient plus de traces des intégrales de seconde
et de troisieme espece. Supposons qu’on ait exprimé en fonction des
périodes normales la période de seconde espece de l'intégrale w(,
relative au cycle simple de seconde espéce qui contient le lacet
binaire (a')::“ ('),.on trouvera ainsi, pour le rapport des valeurs de la

)

fonction 6{” en m' et en m, I'exponenticlle
i=p . i=p J=p
— 2 o (ull) —C)\— = = mna,
+ e i=1 ( Fet ‘> ifl Jj=1 o

La différentielle du logarithme de ce rapport est

L=p

§ .
- n; (ll(“g-l—.l .

i=1

Yest le méme résultat que dans la recherche du nombre des zéros de
la fonction 6[u® — G;]; les nombres entiers n; ont les mémes valeurs,
et 'on est ramené & un calcul connu (*). Ajoutons seulement que les
lacets 0£®, O™, Og® n’ont aucune influence sur la partie relative
aux points critiques, puisque le coefficient différentiel reprend ala fin
d’un de ces lacets la valeur qu’il avait & ’entrée. L’ensemble des lacets
des points critiques donne donc l'intégrale

apm\/—1.
L.e nombre des zéros est doncp + g +r.

) Bnior, Théorie des fonctions abéliennes, p. 126.

(1
(2) Zbid., p. 127.
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(1. Taforiwe II. — Les p -+ q + r zcros de la fonction

O [eetD — Grjy o9 — gy ) — ]

salisfont aux équations

j=p+g+r
y W (z;) — G;=C, (i=1,2,...,p),
=
JEpAg
oW () —gr=Dp (K=1,2,...,9),
j=1
JEpAgAT
wh () —~yp=E, (h=1,2,...,71).
] =1

Les quantités C;, Dy, By, sont des constantes, et le signe == indique que
l'on doit ajouter aux seconds membres des mulliples quelconques des
periodes relatives aux intégrales qui figurent dans les premiers membres.

Constdérons la fonction de o

i (i (37 otk ! W) e f ]
R = log O [ utt) — Gy, ¢th) — Ly i —yy I
o O 1) Gy KT e ]

oit le numérateur du rapport qui est soumis au logarithme ne diflere
du dénominateur que par le changement des constantes G;, gy, 74 en
d’autres constantes quelconques G, g, 7,. Nous désignerons par
(2}, 5;) les p~+q +r zéros de la fonction 67 du numérateur. Les
deux fonetions 6,7 deviennent infinies pour les mémes valeurs de la
variable; leur rapport est fini pour ces valeurs. Il en résulte que la
fonction R ne devient infinie qu’aux points (z/, ¥}), (%}, ¥;), qui sont
des points critiques logarithmiques. Nous supposerons ces points
réunis deux & deux par des lacets doubles ('), et nous chercherons
d’abord la valeur de la somme des intégrales.
l=m-1

Z S Riduw)?,

1=0

(1) Brror, Théorie des fonctions abéliennes, p. 133.
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ol u® désigne I'une quelconque des intégrales de premiere espece, le
long du contour simple déja considéré précédemment.

La fonction R étant finie, ainsi que U'intégrale «® pour x infini, la
grande circonférence du contour donne une intégrale nulle. Chacune
des fonctions R, et u, étant monotrope dans I'intérieur du contour, la
droite O/, parcourue successivement dans les deux sens, donne des
intégrales qui se détruisent.

Les lacets (OE®), (04™), (05™) donnent tous une intégrale nulle;
car, pour les deux premiers, les deux fonctions.e{! reprennent sur le
bord de droite de la coupure correspondante une valeur égale et le
signe contraire 4 celle qu’ils avaient sur le bord de gauche (n°10).
S'il s’agit d’un lacet (0§™), les deux fonctions reprennent la méme
valeur sur les deux bords. Il en est de méme relativement & tous les
lacets pour la fonction @,,. Dans tous les cas, la fonction R. reprend Ia
méme valeur quand on passe d’un bord a 'autre de la coupure en
suivant le lacet. Quant au petit cercle du lacet, il donne une intégrale
nulle, puisque la fonction R et I'intégrale «® restent finies au point
correspondant.

Un des lacets doubles (x;, ;) donne pour Uintégrale (')

am [T [l () — W ()],

ct-l'intégrale fournie par les p + ¢ + r lacels analogues est

j =P
amy=T Y [w(a)) — (2]

j=1
Il faut maintenant évaluer la partie de I'intégrale relative aux lacets

des points critiques algébriques. Soit (@) un lacet sur lequel se per-
mutent p racines : ce lacet donne

=p e=p
=1

P:——.p a ? w '
- .
’ "ey__ - r_ ()
2 ' [) R;, dus! S /0 Ra, dugl = (Re,—Re ) duid)
p=1 ¢=

p=1

les indices «,, o, ayant la méme signification que dans le numéro

(1) Brioxr, Théorie des fonctions abéliennes, p. 136.
Ann. de I'Ec. Normale. 2° Série. Tome XI. — Mans 1882. 13
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précédent. La différence R, — R, , est le logarithme du quotient de
deux rapports que j'appelle pour un moment T’ et T. Le premier T” est
le quotient des valeurs que prend la fonction /7, dont les constantes
sont accentuées en deux points opposés 7’ et m de la coupure Oa; nous
avons vu (n” 10) que ce rapport est

i=p i=p j=p
) ! N 3
n,-(u,x?_M—G,)---« P }_, "y
‘ N

T'=ze

L

Le rapport T est de méme

by
) N7
[ S

Les deux signes de T" et T se correspondent; car ce signe dépend seule-
ment de la facon dont les lacets logarithmiques entrent dans les cireuis.
' T
Le rapport 7= est égal &

P=p

S o (Gi—)

it

On aura done, en profitant de la remarque faite par M. Briot (',

i

,1/’
N (G- Go).
21

R,—R,, =
¢ ¢ u
2
Cie résultat est identique & celui que on trouve dans le cas des fone—
tions M3 les nombres entiers 2; ont les mémes valeurs que dans ce cas
particulier. Nous en concluons que la partie relative 4 'ensemble des

lacets (a) est
w1 (G Gy)e

En divisant par 27y — 1, on obtient les p premigres équations qu’il
s'agissait d’établir. Par la suppression des coupures, on rétablit les,
périodes que compoite le signe == dans ces équations.

(Y) Loc. cit., p. 135.
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12. Passons i la démonstration des 7 dernieres relations. Elle résulte
de I'évaluation de la somme

l=m—1

Y )
Z R, divf

=0

le long du méme contour que ci-dessus. Les lacets (05"), (04®)
donnent encore une intégrale nulle. Il en est de méme des lacels
(0g™), a I'exception du lacet (0£“), dont le petit cercle donne une
intégrale différente de zéro. Or on a
detd I

== e
dx (a0 — L7 )2 ¢

I’intégrale relative au petit cercle parcouru dans le sens négatif est le
produit de —a2my'— 1 par le résidu, lequel s'obtient en faisant
xz=2§", y=2=¢" dans la dérivée de R. Mais, d’apres la définition de la
fonction R, on a

s d d :
(16) ((II{ = (l loge /[ wd—Gi,. .. ] — —1—1000“”[11(“—(;,, R
Les deux fonctions 67 deviennent infinies pour & =“. Appelons
pour un instant ®(x) une fonction qui devient infinie pour & = ¢ et
se développe suivant la série

oo
P(x)= T +ab+ S(x— L)+ .
on aura
dd(x) T
——“(‘.—— = s T+
dx (@ — Ly

et, par suite, en faisant le quotient des deux développements,

_il.]( (I)(IU)———-..,_____.[____*_:‘E_.}_
dz BNV =T g Ty T
It résulte de la que le terme — tm disparait dans le second membre

de’ equatlon(IG) Ce second membre se réduit, pour & =9, a la diffé-
rence des termes ——, qu’il s’agit maintenant d’obtenir. Or il résulte du
n° 8 que la fonction o7, [w2(¢") —Gj,...], ol entrent toutes les
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mtegmlce de seconde espece diflérentes de w!, disparait dans le rap-
port ?!C qui se réduita 7, — e, et que la fonction /7, [w?(£“) — Gy, ... |

. N 1L . , P , .
disparait dans le second rapport 3‘3 qui se réduit & 7, — e,. Le résidu
de (ZE)( est donc égal & 7, — 7., el Uintégrale relative au lacet (08“)

est égale & — 2m —1(7i— 7¢)-
Les p + g +r doubles lacets donnent, comme précédemment,

J=p+qg+r

27\ — il (2 with (2],
VI OY D) — e ()]

j=1

’ensemble des lacets relalifs aux points critiques (@) donne une
intégrale nulle; car le calcul est identiquement le méme que pour la
fonction @ (u? — G;), et 'on aura & évaluer une somme donnée par la
formule (25), page 137 de I'Ouvrage de M. Briot, avec la seule difl¢-
rence que lintégrale de premi‘er espece u est remplacée par Pinté-
grale de seconde espece w®. Cette somme se compose de deux parties
dont la seconde est nulle identiquement, les entiers n; ayantles mémes
valeurs que dans le cas de la fonction @; la premiere est aussi nulle,
parce que toutes les périodes normales d’indice impair de l'inté-
grale & sont nulles. En divisant le résultat de Pintégration par
2ny — 1, on obtient les 7 équations qu’il s’agissait &’ elabhr

13. 1l nous reste & démontrer les ¢ équations intermédiaires qui
résultent de I’évaluation suivant le méme contlour que précédemment
de la somme

= —A

? R,dv?.

1_0

I est clair que les lacets (05™) donnent une intégrale nulle, ainsi que
les lacets (O5™), (On™), & I'exception des deux lacets pour lesquels
k=1t
Les p + ¢ + r doubles lacets donnent, sans difficulté, I'intégrale
f=rdgr
amy/—1 Z [t (x)) — ¢'9 (2;)].
]=1
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Le résultat relatif aux lacets (@) des points critiques algébriques n’est
encore nullement affecté par la présence des lacets précédents. L'en-
semble de tous ces lacets donne une intégrale nulle pour la méme
raison que dans le cas de I'intégrale de seconde espece.

Le lacet (0£®), parcouru dans le sens négatif comme il Pest dans le
contour, donne 27w \/:TR(E“)); le lacet (09“) donne de méme
—any —1R(n®). Nous avons donc i chercher la valeur de
any — 1 [R(£9) — R(n@)], c’est-a-dire de
_ o QLI (HO) — G, T OB (1) — Gy ]

(17)  2my—tlog O [l (80) — Gy, -] O [ (407) — G, ]

D’apres la loi de formation des fonclions €7, chacun des termes de
cette fonction contient une exponentielle olt entrent comme exposants
les ¢ intégrales de troisieme espece soit avec le signe -+, soit avec le

signe —. Quand on fait x =&, y = g, tous les termes pour lesquels
g, = — 1 s'annulent; tous ceux pour lesquels ¢ =41 deviennent

. _'; (1) . .
infinis avec U'exponentielle ¢*" . De méme, quand on fait & = 4@,
y=nmu", les termes pour 1ebquels g, = - 1 s annulent' ceux pour
4
lesquels ¢, = — 1 devicnnent infinis avec ¢ 2 . Le double rapport qui
figure sous le logarithme dans l'expression (17) a une limite finie que
. . . Lo
I’on obtient en supprimant Pexponentielle ¢*” " dans tous les termes
différents de zéro du rapport

O th (E0) — Gl ]
(18) T 17 (B0 : ik
. O w9 (80) — Gy ]

. A . ,
et ’exponentielle e”2"  dans les termes différents de zéro du rapport

( L) (1) — Gy ]
1 R - <
o) BT () — G ]

puis faisant le produit des résultats. L’intégrale ¢® entrant partout ac-
compagnée de la constante — g, ou bien — g}, on voit que I’on pourra

g
mettre en facteur ¢ 2°¢ dJans tous les termes du numérateur du rap-
port (18) et d "3% dans ceux du dénominateur. De la méme fa(;on, on

yeut metire e"" en facteur au numérateur du rapport (19) et em au
p 9
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dénominateur. En faisant le produit, on aura & multiplier le fac-
teur ¢80 par un rapport analogué & celui de l'expression (17),
mais ol les exponentielles des différents termes ne contiennent plus ni
I'intégrale ¢ ni les constantes g, g,. Nous conviendrons d’indiquer la
suppression de ces facteurs par la lettre ¢, placée au-dessous de la carac-
téristique ©7. Réunissons maintenant les fonctions qui renferment les
mémes conslantes, et nousaurons a chercher la valeur du produit des

deux expressions suivantes

0! (1) — iy . ]
t

O (80) — Gy ]
14
O [ (£0) — G, ... ]

(?l‘(/';l.““)("t(“) - “,n s ‘.,

" Nous allons voir que ces rapports sont égaux tous les deux & + 1 ou
bien & —1, en faisant intervenir les constantes H, qui, jusqu’a présent,
n’ont joué aucun role. Nous ferons d’abord la démonstration pour la
fonction ©%, puis nous verrons que la loi de formation des fonc-
lions ©7) laisse entitrement subsister la méme conséquence.

14. Considérons donc I’expression

(",0) (;:)(-"I.I[(((i) (”:(“) - (} iy e ]

(.‘)l.’/;l”U/(El.l)) — Gy . N )
. L .

Un terme quelconque du numératear répond & des valeurs données
arbitrairement aux e, sauf ¢, qui est égal & —1; ce terme est le produit
de la fonction

(21) (‘9[(&(” ('f,([)) —_ Gl+ 2 A“' e R T At.—“"’" Au‘+ €141 ‘/\t-l T e Ey A,/,“]
par une exponentielle dont 'exposant est
£y - Efq p . R - 1
él"(” (n9) — g+ ] A= “","1 Lottt (000) — groey + Hpoy] — 5 1

(22) «

A LD (40) e Hag] Ao 2y [0 (100) — - T,



PROPRIETES ET APPLICATIONS DE CERTAINES FONCTIONS, ETC. 103
Faisons correspondre a ce terme celul du dénominateur pour lequel

les = ont la méme valeur, sauf ¢ qui a nécessairement la valeur -+ 1.
Ce terme sera le produit de Ia fonction

(23) (‘)[I(‘-"“y (’;’(1)) — G- Ay e A A s -f\l+x,i S SIS E \,/,-l

par'exponentielle dont 'exposant est
2 . . Syt . i
\ [t (50) — gy H ] e eV (B0) — g 4= 1 |-
(29) ¢ '

( e -t')‘o—l [‘»(zHJ (’;‘n,’l)) —_— érl+1+ ][l+l] ‘. ’g'/, [‘..{q; (qu ) — &y - ”:/]-

Les fonctions © de ces deux termes sont les mémes, en vertu de la for-
mule (1) du n® 2. Cherchons maintenant la différence des exposants (22)
et (24). Les constantes gy, ..., &w1s - -+, 8, disparaissent. La quan-
tit¢ H,, qui ne dépend pas de ¢, est la méme pour les deux termes
et donne — H, dans la différence. La quantité H, a dans les deux ex-
posants des valeurs qui different par le terme contenant ¢; la diffé-

I ) ¥ e
rence est — ~ L, en sorte que l'on trouvera dans la différence des

. .
deuxexposanls — ¢, L,.. On en conclut que les termes H donnent dans
1

la différence des exposants
— i I:El IJI‘ e i T A IJ(.:WI’[ T Ll-i—l,l ...+ 2q Jla(]t:I - ."v[.

On sait (n°4) que 'on peut permuter les indices des L, ce qui permet
de.réduire 'expression précédente & — 2H,. Pour évaluer la partie
qui provient des intégrales ¢, il faut remarquer que I’expression
oW () — M (D) n'est pas nécessairement égale & L, & cause des
lacets logarithmiques qu’on a eu d décrire dans le contour d’intégra-
tion. Nous poserons donc

¢

U (1 (0) — k) (B0) = Ly~ 2 fry =\ — 1,
/i €étant un nombre entier. Nous trouverons ainsi, pour compléter la
différence des deux exposants,

e Lyt L s Lo+ o5 L)

-4 7:\,’“-~~~|~ T Y R S R T T AL
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La premiere parenthese donne 4H,; la seconde est un nombre entier
qui conserve évidemment la méme parité pour tous les termes. Ainsi,
4 un terme quelconque du numérateur, dans le rapport (20), corres-
pond un terme égal dans le dénominateur, ou bien on retrouve au dé-
nominateur tous les termes du numérateur changés de signe.

Le méme raisonnement s’applique au rapport, qui se déduitdu rap-
port (20) en changeant G;, g en Gy, g4. Les nombres entiers / ne dé-
pendent pas de ces constantes; les deux rapports seront donc égaux
tous les deux & + 1 ou a — 1.

Remarquons aussi qu’on aurait pu se dispenser de tenir compte des
lacets logarithmiques, puisqu’en définitive 1l s’agit de trouver ce que
devient la fonction R aux points (59, £7), (), 1}'), et qu’elle n’est pas
altérée évidemment par les lacets (OE™), (0O4™). C’est ce que nous fe-
rons dans ce qui suit.

15. Considérons maintenant la fonction ;7. Dans I’opération Dy 6@,
il nous faut distinguer ici les termes que l'on obtient en prenant la
dérivée de chaque terme de la fonction 6% par rapport & 'intégrale o).
D’apres la signification du symbole Dyw, on trouve ainsi le produit du

' C el 1/ dptt) , .
-+ o — » ( —_— =
terme primitif par == 2( o >z<ﬂ’ selon que ce terme réponda e, = = 1.

Nous pourrons représenter I’ensemble de ces termes par U'expression

()
I f_l‘m> o — e\,
2 Cl.l«' c(‘) g1 4 =1

Quant aux autres termes fournis par P'opération D;we?, nous les dési-
gnerons maintenant par le symbole A;w6%, en sorte que la fonction

(@)
0.7 sera

1 [dpti™
07 = (wl) — v )0l 4 — (—f) 0l) — 6@ | 4- Ay 07,
r 2\ dx Jyo P

Il faut démontrer que le numérateur et le dénominateur du rapport
6 [al? (@) — G- . ]

(22) SRTwT &) — G ]

sont égaux terme a terme.
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Occupons-nous d’abord de 'opération Ayw 69@. Prenons un lerme de
la fonction 6% pour lequel ¢, = — 1: ¢’est le produit d’une exponen-
tielle par une fonction @; on peut y différentier soit la fonction o, soit
une intégrale ¢®, % étant différent de ¢. Dans le premier cas, on trouve
le produit de exponentielle primitive par la somme des p dérivées
partielles de cette fonction @ multipliées respectivement par les déri-

s (1 vest-a-dire par les périodes Ayant imé le fac-
vées (5 ),y cest-b-dire par les périodes a ;. Ayantsupprimé le f

teur ¢ 780 remplacé x et y par 4, ¢, nous obtiendrons ainsi
p termes déterminés appartenant au numérateur du rapport (25). L'ex-
ponentielle commune & ces termes est de la forme (22) et les argu-
ments des dérivées partielles de la fonction 6 sont ceux de la fone-
tion (21). Or, il existe dans la fonction 6@ un autre terme qui ne
differe du premier que par le changement de e, = — 1 en g, = + 1; une
opération analogue 4 la précédente fournira p termes appartenant au
dénominateur durapport (25). L’exposantde I'exponentielle commune
a ces termes est de la forme (24), et les dérivées partielles de la fonc-
tion 6 ont pour arguments ceux de la fonction (23 ). Ces deux séries de
p lermes sont les mémes d’apres le numéro précédent.

Dans le second cas, on différentie une intégrale v*; on reproduit

b

dx
Les deux termes de la fonction 0%, qui ne different entre eux que parle
signe de ¢, fourniront encore deux termes égaux.

Passons maintenant aux termes différents de ceux que I'on obtient
par I'opération Agv. En remarquant que pour x = 4" tous les termes
de o pour lesquels ¢, = + 1 s"annulent, on voit qu’il faudra écrire au
numérateur du rapport (25) I'expression

. e . ) Ty ey [dpthy
ainsi le terme primitif de la fonction ©% multipliée par 7’( ) -

(1) (o (2) LOAUN T it gt (0 ; :
W (l0) — vy — e (;)41 [wi(40) —Gp.]

2

et au dénominateur
I3

(,p“)(t(tf).,..s{ -+ 1 (—l‘if.)L ” (-}’.'[A[l[(ij(:(l)) R l_
? PP a\ de Ju ) S

Les fonctions 6 de ces deux expressions sont égales; quant i leurs
L .

Ann. de {"Ee, Normale. 2* Série. Tome XI. — Aviin 1882, 14
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coefficients, ils sont égaux en vertu de la formule (5) du n° 3. Ainsi le
rapport (25) est égal & + 1.

Supposons que, ayant formé les termes fournis par I’ opemtmn Ar‘l)
on les soumeltte & Popération indiquée par le symbole Ay, puis qu’on
fasse sur ces nouveaux termes opération Agw, et ainsi de suite. Le
raisonnement qui précéde montre que I'on arrivera dans tous les cas
a une fonction jouissant de cette propriété, qu’en faisant d’une part
x =49, y =17, et divisant tous les termes par ¢ =8 ot en fai-
sant d’autre part x = &9, y =&, puis divisant tous les termes par

Lol g . . . ol
=80 Yeg deux résultats obtenus sont égaux. La méme propriété

o
subsiste pour les termes que 'on obtient en effectuant cette série d’opé-

rations sur les autres termes de 07, savoir

dptt)
(s0t — )0“/1+ el — el Y,
c/L‘ () ;l:.m g, =

Car on obtiendra d’abord, par la différentiation de @'V, les deux termes

5 (1)
<d;r ) ( O [ w0 ((0) — Gy . ],
7 ¢ '

dzx
(%l-i)d O [ul)(50) —Gyy. .. ],
puis deux expressions que I'on peut écrire
[v("( 7 p— %(‘%;)Hj By 0 [ at? (400) — Gy ...,

o) (L) \ de\ ] Aty OO T 10 (£ G ’
W (’ )""{l ([:C o tz(z)) [((. (,‘ )~ l,',....l,

la lettre z placée sous le signe A indiquant toujours la suppression du

X w4 (g . , . s o zex 1t
facteur ¢ Ces expressions sont égales, d’apres ce qui a ¢té dit
plus haut. On en conclut immédiatement que les résultats trouvés
pour la fonction 6% s’étendent a la fonction @7, et successivement &

(1)
toutes les fonctions 0. En résumé, la valcur de Uintégrale (17) est

(ry*

— an\/—1(g, — gi), ce qui démontre les ¢ équations intermédiaires.

16. Tugorime INI. — La fonction 0 (u;, v, w),) de p + q +r va-
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riables indépendantes est paire ou impaire suivant que le nombre r est
pair ow impair.

On sait que la fonction © de p variables indépendantes est paire.
Il résulte de la série qui définit cette fonction 6 que sa dérivée partielle
par rapport a U'une des variables est impaire, qu’une nouvelle diffé-
rentielle partielle donne une fonction paire et ainsi de suite. Cette
remarque rend la proposition évidente pour la fonction @,,. Considé-
rons maintenant la fonction 0@ définie par la somme

k=gq 17 i

3 k=1 v

4ok - Hy)

Un terme quelconque s’obtient quand on donue aux ¢ des valeurs
déterminées. En changeant dans ce terme le signe des «; et des ¢, il
est ais¢ de voir que ['on obtient un autre terme de la fonction répon-
dant & un changement de signe de tous les ¢ dans le terme donné. On
a, en effet, la fonction 0 étant paire,

b= k=g
o —ﬁ .
<— ;- Z‘/. \A> =0 <l(“’ ~~ZE/{,’\/‘-,‘>.
= k=1

Quant & P'exponentielle, elle devient, par le changement de signe
des ¢,
k=q k=gq

-1 2 g+l X gl

e k=1 k=1

‘ ’
ce qui revient bien au changement de signes de tous les ¢, puisque tous
les termes de Hy contiennent un ¢ en f‘acteur Ainsi la fonction 6 est

k

paire. On voit immédiatement que I'opération Dy faite sur o donne
une fonction impaire.... On en conclut le théortme énoncé pour la
fonction 07 qui a, par rapport & 6% et aux variables w,, la méme

composition que 6, par rapporta © et 4 ces mémes variables .

17. Taeorime 1V. — On peut déterminer les constantes G;, gy ‘fx
de fagon que la fonction O (u”— G; o™ — gy, w™—7,) admeite
P+ q ~+ r zéros donnés arbitrairement.
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Soient (&x;,y;) p—+ g+ r points arbitraires. St I'on veut que ce
soient des zéros de la fonetion, on devra avoir, d’apres les équations
du théoreme II,

J=p4q+r
~ . X (i) Al
[ o (.I‘j)—»‘,,',
j=1
]':—_p-_|—q+r
& == ("-/")({T'j) —_— I)/,-,
=1
/‘:)quﬁ—l'
-
= (\'””(J.’j) —_— Iﬁ/,.
j=1

Supposons que I'on ait remplacé les constantes par ces valeurs; les
multiples des périodes ne font que multiplier Ia fonction par une
exponentielle sans changer par conséquent ses zéros. Or, nous verrons
dans la seconde Partie que le systeme des p + g + r ¢quations du
théoreme II, ol 'on regarde les 2; comme inconnues, n’admet gu’une
solution, d’oli 'on conelut que les p + ¢ + r zéros de la fonction coin-
cident avec les p + ¢ +r zéros donnés. La fonction pourra s’éerive,
une exponentielle pres,

. @
! /,A/'-&-//—}-I'
| . ~ . ,
(/(1‘(.),-) — Z “:l)(Jnj),,}« Gy
J]=1
JopA g
o . . R \
(26) O et () Z 0 ry) Dy,
=
jEpagar
() — . W () 4 By
-
i1
18. Tniorime V. — La fonction de p + q -+ r variables indépen-
danies
- S gt Jo g —1 Joopeg
. . 3 n . A . "
H./) 2 w'h (vTj) - (q‘, Z Ny (..l"/) e “/“, :\ gyrile (,I'./-) —— I‘,/,
. J=1 i=1 FE .

est identiguement nulle.
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Il suffit de remplacer dans la fonction (26), qui admet p -+ ¢ + rzéros
donnés, le point variable (2, y) par 'un des p + ¢ + r points donnés,
et de remarquer que la fonction 07 est paire ou impaire.

19. Tarorime VI. — Pour que la fonction de p+q-+r—1 va-
bl ; y
riables indépendantes (x;,y;)

=P A= Jepaar -1 Jooprtqar—t

e \ (1 Y \ ik b ' N e f o g’
A w't () — Gy, etk ey — DY, wl ey — B
e ]
EE =1 7=t -

- s'annule identiqguement, 1l faut que [’on ait
L= D=0, E,=E,.

Car, dans Uhypothese admise, en considérant un nouveau point
(Xpiyir Ypigir), 1a fonction 07, dont les arguments sont

r)?

joptgar
{ \ D i ol
w't ey — Z @' () A= G,y
/=1

Jopq
o . Vﬂ . 1 '
e () — N e () DY,
7
J P
| ¢ ,
Wi () — Z Wi (2,) 4 E),

=1

admet les p + ¢ + r zéros (z;, y;). En comparant ce résultat avee les
équations qui déterminent les zéros, on en conclut immédiatement les
relations cherchées.

Des courbes adjointes.

20. Soient ¢;(x,y), Uindice ¢ variant de 1 & p, des polynomes du
degré m — 3 satisfaisant aux conditions relatives aux points critiques
de la courbe fondamentale F(x, y) = o, ¢, (2, y) ct y,(x,y), U'indice £
variant de 1 4 ¢ et U'indice & de x ar, des polynomes du degré m — 2,
satisfaisant également aux conditions des points critiques. Appelons
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(], y®) le premier membre de I'équation de la droite joignant les
deux points (£, &), (4™, 4"), ¢est-a-dire le déterminant

€ N 1
E(&) E({r) 1,
SR (lﬂ-) I

et (¢™) le premier membre de I'équation de la tangente a la courbe
F(ax,y)=o0 au point ('c_;(’”,'g‘{”). Nous supposons que la courbe
Ui (@, y) = o passe par les m — 2 points o la droite (%, ™) coupe
la courbe F(a,y) = o, outre les deux points qui la déterminent, el que
la courbe y(2,y) = o passe par les m — 2 points ol la tangente (%)
rencontre la courbe outre le point de contact. Soient enfin A;, iy et vy,
des conslantes arbitraires. Considérons I’¢quation

i=p k=g _l, ) he=r
w(z, ¥y NG
(?47) 2)\L I( [’ )’) 'Jf"'}‘[ R TET ’(/‘_) :-(L)) l—z"h L—l(t(/l,)) =05
i=1 b= )

celte équation représente des courbes du degré m + ¢ + 7 — 3, qui
satisfont aux conditions suivantes quelles que soientles constantes 2,
s vy 2 1° elles remplissent toutes les conditions refatives aux points eri-
tiques; 2° elles passent par les m — 2 points ol chaque droite (E%, #™)
rencontre F(ax,y)= o0 en faisant abstraction des deux points qui la
déterminent, et par les m — 2 points différents du point de contact
ol chaque droite (™) rencontre la méme courbe 5 3° elles passent
par les (¢ +r)(¢g +r —1) points d’intersection des ¢ -+ r droites
prises deux a deux. Nous dirons, pour abréger, qu'une courbe cst
adjointe gquand elle satisfait & ces trois séries de conditions, et nous
allons démontrer que Péquation (27) est Péqualion générale des
courbes adjointes du degré m + ¢ +r — 3. Une courbe de ce degré
est, en effet, déterminée par ;(m +q+r— 3)(m—+ g +r) condi-
tions. Le nombre A des conditions relatives aux points critiques
est ;(m—1)(m — 2) — p. Les nombre des conditions nécessaires pour
achever de déterminer une courbe adjointe est donc

smtg+r=3)m+q+r)—A—(m—2)(g+r)
—i(g+rqg+r—0)=p-+qg-+r—1
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c¢’est bien le nombre des parametres arbitraires qui entrent dans 1'é-
quation (27).

Supposons maintenant que I'on prenne sur la courbe F(x,y)=o0
les p+ g +7r—1 points qui achevent de déterminer une courbe ad-
jointe; nous allons voir que cette courbe rencontre encore F(x, y) =0
¢n p -+ g -+ r—r1 autres points qui se (rouvent ainsi déterminés par
les autres. En effet, le nombre des points communs aux deux courbes
équivautd m(m + ¢ + r — 3). Les points critiques donnent un nombre
de points communs qui équivaut  2A. Le nombre des points qui sont
déterminés par les autres est done

m(m—+q~r—3)—(m—1)(m—=2)

H+op—(m—a)(qg-+r)—(p+qg+r—i1)=p-+qg-+r—i.

21. Désignons par (a}, b)) les p + ¢ +r — 1 points qui servent a
détermincer une courbe adjointe du degré m + g + r — 3 et par (a;, b; )
les p + ¢ + r — 1 points qui résultent des autres. Le théoreme d’Abel
appliqué 2 une des intégrales de premiére espece donne

J=p g e =1
Leli (@) 4wt (a;)] =Ty,

7=1

I'; étant une constante indépendante des points (@), b;) quand on fait
varier d’une facon continue la courbe adjointe @ (x,y)=o.
Appliquons maintenant le théoreme d’Abel & une intégrale de troi-
sieme cspece o et appelons ¥W(x,y)=o0 l'équation d’une autre
courbe adjointe déterminée par les p + ¢ + r—1 points (2, §) et
rencontrant encore F(z, y) = o aux points («;, f3;), on aura

= ) e ] e 11

[0 (a)) 4+ o8 (@;) — oF) (o)) — otB) (2;)] + log

DEM, B W, i)
(b("A(M’ 71‘41”') W(EM'}’ 5(1/“) =
=1 '
Or nous allons voir que la quantité soumise au logarithme dans cette
expression est égale & I'unité. Supposons d’abord que p +¢+4r — 2

. / .- . X . . o . ’ I
des points (a}, ;) coincident respectivement avec le's points (aj, b})
de méme indice. L’équation des courbes adjointes du degré
m+ g-+r—3, passant par ces p + ¢ -+ r — 2 poinls, renferme li-
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néairement un parametre arbitraire et peut s’écrire ¢+ £¥ =o. Un
acheve de déterminer une courbe de ce faisceau, en la faisant passer
par un point de F(x, y) = o. Remarquons maintenant que la courbe
ne peut passer par le point (£, £"), sans passer en méme temps par
le point (9™, v} ; car elle rencontre déja la droite (E¥, u™) aux m —
points qui appartiennent & F(x,y) = o0 et, en outre, aux ¢ +7r—1
points ott la droite (£®, ™) est rencontrée par les autres droites. Elle
ne peut done passer par I'un des deux points en question, sans con-
tenir la droite qui les joint. De la nous concluens que les valeurs
de % obtenues en écrivant que la courbe passe par U'un ou P'autre des
deux points sont égales. La quantité soumise au logarithme est alors
égale 4 Uunité, et le théoreme d’Abel se traduit par Péquation

J s g —1 J=pag 11
- . . . *° - X v
[0 () 4+ v a] = Y [ b
j=1 J=1

Dans cette équation p +- ¢ + r — 2 intégrales disparaissent comme
communes aux deux membres; mais la méme équation a encore lieu,
lorsque tous les points (a},&)), (&}, ;) sont distincts. On peut, en
effet, passer de I'un des systemes de points a Vautre systeme, par I'in-
termédiaire de courbes adjointes ayant toujours p -+ ¢ -+ r — 2 points
communs. Appelant A, la somme des intégrales pourlesp + ¢ -+ r—1
points (a, b} ), et considérant le faiscecau de courbes adjointes qui
passent par p + ¢ + r — 2 de ces points, nous appliquerons le théo-
reme précédent et remplacerons ainsi le point (a;, 07) que Uen avait
laissé de colé par un des points (e}, [3;) sans changer la constante A;.
On considere ensuite un faisceau de courbes passant par le point
(), B;) déja introduit et par p—+g¢-+r —3 des points (&), b;); on
remplacera ainsi un point (a}, b;) par un nouveau point (e, ;). En
faisant varier la courbe adjointe d’une fagcon continue, on aura done

TP A A 1=l

[{)(k) ( CZ;) - %) ([JJ)] = Ay,

J=1

Ay étant une conslante indépendante des points (a, b;) qui servent &
déterminer la courbe.
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En appliquant le théoreme d’Abel a une intégrale normale de sc-
conde espece, on a

j=p+g+r—1

V [ () + wh(a;) — wh (a)) — @) (2;)] = g log ki
« A - i T de ‘—d:)k"

1

1]

]

Le second membre de cette équation est nul, parce que la courbe ad-
jointe ne peut passer par le point (§™, g7} sans contenir la droite
(&™) tout entiere, et par suite sans élre tangente & F(x,y)=o0. On
verra, comme précédemment, que si I'on fait varier la conrbe adjointe
d’une facon conlinue, on aura

=pAgEr -1
2 [wth (d}) + wi (a;)] = <y,
=1
¢, étant une constante indépendante des points qui servent i déter-
miner la courbe adjointe.

22, Tu¥orime VII. — Les constantes V., Ay, ¢y, introduiles par la
considération des courbes adjointes ne difeérent que par des muliiples
des périodes du double des constantes fondamentales C;, Dy, By,

La fonction de p + ¢ + r — 1 variables indépendantes (a}, b))

JEpaeg A r—1 : J=ptqAr—1 j=p+g+r—1 -
X . ! . \ . . -
A Z u'd(ay) — Gy E o (a;) — Doy 2 i) — By
j=1 J=1 j=1

est identiquement nulle, d’apres le théortme V. En tenant compte des
relations données par le théoreme d’Abel, il en est donc de méme de
la suivante :

= A -t A e P e R i
\ Rl

o ~>_‘ w (@) + 1 Cy —}‘ () F =D =Y W (ag) B |

- j=1 i=1 T=1
On a done, en vertu du théoreme VI,

ri=2C, s=alby, 5=2E,

Ann, de U'Ee. Normale. a¢ Série. Tome XI. — Avriv 1882, 1)
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Corollaire. — Le théoreme précédent donne pour la détermination
des constantes fondamentales les équations

s=p
Co=14T;+ mymy/—1+ E Rl
§=1
s=p
Di=135,+ lpmy/—1+ E ne A g,
s=1
S::])
Po— 1. 1 P
l‘4/1 — l ch -+ Kl Ry,
§y=1

m;, M, g élant des nombres entiers. Les constantes cherchées ne
peuvent étre déterminées qu’a des multiples pres des périodes; mais on
ne peut pas choisir arbitrairement les entiers m;, %4, n,. Considérons
une courbe adjointe du degré m + ¢+ r— 3 dontles2(p + g +r—1)
points d'intersection avec I'(x, y) = o soient confondus deux a deux.
On aura
/LT/I+!/+I‘ 1
u® (a;)y =471,
j=1
JEpAtgr-
\ |
Z o) (a;) =1 Ay,
J=1
J= /r—i-.(/—'-/‘ 1

(@) =1z,

J=1
La fonction
E p-HL;H-—-l j= p+(/1+1'——1 v 1:.:/1-1~-£/j+l' 1
o) }“ w? () — G Z o () — Dy, Z W) K,
J =1 J=1 J1

s"annule identiquement. On peut Iécrire

AL, —C;, 18— Dyp Le—Ey),
ou bien

s p Ky )

) § . )
) (q) / p / 1 %
(08) Ot —mmy/—1— RgRjg, — Moy —1— neAjs, —14 Ngdps |,
. ERSS

s = s
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el si cetle fonction s’annule, on aura, d’apres le théoreme VI, les véri-
tables valeurs des constantes fondamentales. Si dans la fonction (28)
on change le signe de tous les arguments, la fonction sera multipliée
par (— 1)". D’un autre coté, les arguments nouveaux ne different des
anciens que par des multiples des périodes, le rapport de la nouvelle
fonction a4 la fonction (28) sera, d’aprés le n° 7, et réduction faite
de T'exposant,

k=1 i=1

o k=gq i=p
/=i = sﬂ\k—f-—.z min;
e bl

et Pon sera certain que le fonction (28) s’annule si 'on fait en sorte
que le coefficient de 7y/—1 dans cette derniere exponentielle soit d’une
parité différente de celle de r. Remarquons que 'on peut écrire sim-

k= ko=
~. : v . .
plement)‘l,r au lieu deEEﬂw; car la parité de ce dernier nombre
k=1 q=1

reste la méme pour tous les systemes de valeurs de ¢, en sorte qu'on
pourra les supposer tous égaux & + 1. On en conclut finalement qu’il
suffit de prendre des nombres entiers rendant impaire ou paire la

ko= i=p

1 . - - .

somme}dlk—i—zmini sulvant que rest pair ou 1mpaitr.
Feoest i=1

23. Tutorime VIII. — La fonction 67, dont les arguments sont

j=pH+g+r—1
wh(@) + ¥ (@) —u(x) —C,
j=t
JEpa=g-A-r—1
o) () + 2 o) (2,) — U9 (x) — D,
7=t
j=p+qg+r—1
W) () 4 2 W) (2;) — P (2) — By, .

j=t
admet le zéro («, ) et p + g -+ r — 1 autres zéros qui sont independants
die premier.

Faisons passer une courbe adjointe du degré m + g +-r—3 par les
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p +q+r—1 points (z;, y;), et appelons (&}, y;) les p+g+r—1
autres points d’intersection de cetle courbe avec F(«,y) = o. On peut,
d'apres le théoreme d’Abel, remplacer les arguments de la fonction
o7 par ceux-ci :

J=pge-r 1
W

W'D () — w@(zy) — wh(x) + G
=1
j=prqro1
S -1 ’
ek () — o) () — ol (a) 4 Dy,
i=1
/'::]J+(]+l'—1
i (e)—

W (x}) — ) (2) 4- By,
7=
ce qui montre qu'elle admet pour zéro le point («, 3

(o

(a, (3), el les
p -+ g+ r—1 points («,y;) quisontindépendants de («, (3).

24. Tarorime IX. — Sotent ®(x,y)= o, W(x, y) = o les ¢quations
de deuzx courbes données du degré n, (a;, b,) les mn points d’intersection

de la premiére, (o, [2,) les mn points d’tntersection de la seconde avec
F(x,y)= o0, les deux produuls

“jEpgr

(q) (i N e g0 (.

l'"mn(("’ u )(‘I’/) U’ )(_’1/) (‘17 e
S = 1.
JEptgA-r . =

=1 g \ (D () — 0 (o) — (

o W () — w0 (u) — Gy

i=1

= Pty

: Wz, ;)
) J— S S
P= _II_A]; s8] (‘],'J.’.}/j)

ne différent que par une constante.

Considérons une des fonctions 6% du numérateur qui répond a une
valeur déterminée de /. Regardons, pour un moment, le point (@,,y,)

comme seul variable; la fonclion admet le zéro (a, ) elp+ ¢ +r—1

autres qui dépendent des points (x,,,), ... La fonctio

n 67 du numé-
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rateur qui répond & la méme valeur de / admet le zéro (a, b, et
p—+ g -+ r—r1autres qui sont les mémes que pour la fonction précé-
dente. Le quotient de ces deux fonctions admet donc le seul zéro
(as [2;) et le seul infini (@, b,). Supposons que I'on fasse varier le
chemin qui conduit de Porigine (x,,y,) au point (z,,y,); les inté-
grales des trois especes augmentent de multiples de lTeurs périodes et
prennent les valeurs indiquées au n° 7; le quotient des deux fonctions
07" se reproduit multiplié par 'exponentielle
i=p

2w (W (o)) —u(a)]

(=1

On en conclut que V considéré comme fonction de (x,, y,) seulement
admet les mn zéros (a,, (2;), les mn infinis (a,, &,) et que par U'addition
des périodes elle se reproduit multipliée par 'exponentielle

i=p l=mn

S a3 [ai(z)—(@ia)]

L
=1 =1

c
Or, si I’on passe de la courbe @ = o a la courbe W = o par une varialion
continue, on a, d’apres le théoreme d’Abel,

l=mn
1 . o
2 [ () — wD(a;)] =0,

L=1

5 . - . oo W (2 . A ,

et la fonction V(x,, y,) ne differe de FEJ“—;‘;, qui a les mémes zéros et

1y )1
les mémes infinis, que par un facteur indépendant de (z,y,) (').

En regardant maintenant les points (x,)3), (%;,);), --. successi-

vement comme seuls variables, on en conclut que la fonction V ne

differe du produit P que par une constante. On aura donc
(29) V=CP.

La constante C s’obtient en supposant que les p + g 4 r points (x;, y;)

(1) Brror, Thcorie des fonctions abéliennes, p. 154.
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coincident avec I'origine (z,,y,) des intégrales abéliennes, ce qui

donne
= mn N i ) B
pgert OO (ay) + Cypy ]
O [w® (a;) + Cyy . -]

= i Dy, Yo i
W ey o)

La seconde Partie, qui paraitra dans un prochain numéro, aura pour
objet Iapplication de ce qui précede a Vintégration d’un systeme
d’équations différentielles analogue au systeme abélien.



