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MÉMOIRE SUR I/INTÉGRATION
DES

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

DU P R E M I E R O R D R E ,

PAR iM. J.-A. SERRET,
M E M B R E DE L ' INSTITUT, P R O F E S S E U R AU C O L L È G E D E F R A N C E

.ET A LA F A C U L T É DES S C I E N C E S DE P A R I S .

§ I-

1. Tous les géomètres connaissent les belles recherches de Cauchy et de Jacobi
sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre; les mé-
thodes remarquables auxquelles ces illustres savants ont été conduits résolvent la
question proposée de la manière la plus générale, et il semble qu'il n'y ait plus
rien à ajouter à l'analyse qu'ils ont développée.

Cependant la méthode de Jacobi et celle de Cauchy laissent subsister une diffi-
culté que mon savant confrère et ami M. Bertrand a signalée le premier {voir
t. XLV des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, p. d'y), et qui
résulte de ce que le procédé de démonstration employé cesse d'être admissible lors-
qu'une certaine quantité qui s'introduit dans les calculs devient infinie ou indéter-
minée. Or, ainsi que l'a fait remarquer M. Bertrand, cette circonstance se présente
dans le cas le plus général, et non pas seulement dans quelques cas exception-
nels. Pénétré de la valeur de cette objection, M. Ossian Bonnet a cherché à s'af-
frarichir des difficultés en question, et il a fait connaître une démonstration géomé-
trique du théorème de Jacobi pour le cas où le nombre des variables indépendantes
se réduit à deux (t. XLV des Comptes rendus de V Académie des Sciences, p- 581).

Mais le travail de M. Bonnet ne jette aucune lumière sur la portée véritable de
l'objection formulée par M. Bertrand, laquelle subsiste dans son entier.

Dans les explications qui vont suivre, je prendrai de préférence, pour point de
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départ, la méthode au développement de laquelle Cauchy a consacré la première
partie de son Mémoire [Exercices, d'Analyse et de Physique mathématique, t. II,
p. a38), et je traiterai d'abord le cas simple de deux variables indépendantes.

2. Soit
(i) F(.y,r^.p^)==o

réqnation' proposée., dans laquelle s. désigne une fonction inconnue des deux va-
riables indépendantes x et y et oùp et q représentent les dérivées partielles de z
par rapport à x et à y respectivement. Pour achever de déterminer la fonction
inconnue z^ nous supposerons qu'elle soit assujettie à se réduire, poura?== ^o, à
une fonction donnée mais arbitraire /(y) dey; dans la même hypothèse, on aura

^-^-.fW.

La méthode de Cauchy, fondée, comme celle d'Ampère, sur le changement, de
l'une des variables indépendantes, ramène le problème proposé au suivant :

Trouver quatre fonctions y, z, p, q des deux variables indépendantes se et y^ qui
satisfassent généralement aux deux équations

W
dz = pdsc -4- qdy,
F(^,y, '^ ,7^g)==o.

et qui) pour x === XQ, se réduisent respectivement ayo, -So» Pô» qo.
Nous faisons, pour abréger, ! ' ! ! !

(3) ^===./"(.n). go=/'(ro),

et .nous désignons par py une quantité déterminée par l'équation

(4) 1 ! "F(^o,yû,^,^o,go)==o. 1 1 1 ' . 1 • . 1 ^

Ce changement de variables! conduit, pour la ! détermination.-des quatre, incoû-
nues,:' à. quatre •équations1 simultanées aux : dérivées partielles ; mais, parce; que ces
équations .ne .renferment point la .variable y^, elles doivent ^ être,. traitées .comme
des équations1 différentielles ordinaires, 'et si l'on1 désigne par . ; . ,

. . 1 1 : 1 1 1 1 1 / 1 ; : • ' 1 1 , , : ; 1 ' ; . • 1 - 1 / 1 1 " Xû^ 4-'Y^'l+Z<i2,4-Tld^pl,l-^-Q^.I:l.l•lllll.l', :', ' 1 / ' : : 1 ' - 1 1 1 : 1 ' ^ 1 1 1 1 1 1 ••

la différentielle •totale "du. premier membre:.d'é: .l'équation'(1), .on;11 peut les.com-
prendre dans^la'formule unique 1 1 1 1 1 1 1 1 • 1 . 1 : 1 : . 1 1 : 1 ' : . 1 1 ' ; 1 1 1 ' . : - 1 - 1 ^ 1 ' : ; , 1 : : 1 : 1 1 1 , 1 . ; , 1 , 1 . , .̂.11 . .^' .

' ( ô ) 1 1 1 1 - 1 '. 1 - 1 ^ll\.^•^ll^..l;fe~...^--. .̂ . .. ;1-..^^1;.^_,-^ 1 1 1 . 1 1 : 1 1 1 1 1 1 ; 1 1 1 1 1 1 1 1 ; 1 1

: ' 1 1 1 " 1 :; ; - ^ P ^'Q ~^p^'Qq~~' X.+Zp~~ Y-hZg* . 1 1 1 ' . , 1 ; : :11 1 1 ' 1 1 : 1 . : ' 1 1 1 1 '
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On doit remarquer que l'une de ces équations est une conséquence du système
formé par les trois autres et par Técpiation (i) .

Au moyen des équations (5), on peut en général trouver des valeurs finies et
déterminées dej, s, p , q, qui se réduisent respectivement à y^, ZQ, p^ q^ pour
;r = OCQ ; soient

/ y==./;(^,7(,,2o,^u,go),
^ ^=./;(^,yo,-3o,po»gu),
1 p-=^fs(3c,y^Zo,p^q^,

(6)

\ ^==y;(^,yo^o,po,çû),

ces valeurs.Si l'on. élimine jy, z^ p^ q^ entre les deux premières équations .de
ce système et les équations (3) et (4)» on obtiendra' la valeur demandée de l 'in-
connue. z. . ! , ! ! . . ! !

Telle est, en résumé, la méthode donnée par Cauchy; mais l'analyse qui y con-
duit. exige que les valeurs de y, <s, p , ç, tirées des équations. (6), rendent, identique
récluation . . . , . .

. . dz d'y— q ^ ^ o.
"J'o "Jo

Pour établir que cette circonstance a toujours lieu, Cauchy pose

dz • d'y _ y^ _ q^ ̂  i,
et il obtient l'équation

p ^ + Z l = o ,
a '̂

dans laquelle nous supposons que y, z, p , q soient remplacées par leurs valeurs
tirées des formules (6). En intégrant cette équation, on trouve

, ï r^ j^ L — i p ^
roù.

. . 1 1 , f^z „.^'rî.<l ^-J p^r==ï^ ^ ; ,
ÎQ désignant la valeur que prend 1 pour x== x^ 'et 'co.rome1 on a évidemment

' • 1 - 1 1 1 1 1 : 1 1 : 1 1 ' 1 1 1 . 1 1 ' 1 1 ; 1 ;1 1 1 1 ' 1 1 1 • , 1 1 : 1 1 1 1 Jo^'O, ^ . • '• l ; i ; 1 1 ' 1 1 1 1 1 1 : 1 1 : l i l • l i l 1 1 :

oa, en, conclut généralement
1 == 0. 1 . 1 . 1 1 1 1 , 1 1 ! ^ ! !

l/objection que "nous avons à1 discuter .côûsîsN'^onc1 en'ce que'la1-conclusion de
annales scientifiques clé VÉwle 'Normale supérieure» Tome I Î Ï . 2,0
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Cauchy n'est plus admissible lorsque l'intégrale J ^dx cesse d'avoir une valeur

finie et déterminée* Cette circonstance pourra se présenter et se présentera effec-
tivement, si l'on attribue une forme déterminée convenable à la fonction ffy)
qui exprime la valeur de s dans l'hypothèse x == ^o; mais je dis que :

r^X '7
Si l'intégrale j - dx cesse d'avoir une valeur finie et déterminée pour une cer-

Jx^ p . ^ ! , - • 1 1 , ! . . . ! 1 1 1 . • 1 ' 1 1 1 1 1 1 1 ^ 1 1 ' 1 1

taine forme de la fonction f{y), les formules (6) deviennent illusoires et cessent de
fournir la solution du problême proposé; celle-ci est donnée, dans ce cas, -par l'in-
tégrale complète de Lagrange qui accompagne Vintégrale générale.

3. Considérons toujours ZQ comme une fonction indéterminée de y y et sup-
posons que po ai1 é16 remplacé partout par sa valeur tirée de l'équation (4). Alors
il est facile de voir que les expressions (6) de y et de z contiendront l'une et
l'autre q^ ou qu'elles seront toutes deux indépendantes de cette dérivée. Ce der-
nier cas ne peut évidemment se présenter que si l'équation proposée (i ) est linéaire
par rapport aux dérivées p et q; il ne saurait offrir en conséquence aucune diffi-
culté, et nous en ferons ici abstraction. Cela posé, si l'on désigne par

( 7 ) ' • 1 ! v==ol

l'équation obtenue par l'élimination de q^ entre les deux premières équations (6),
les quatre équations qui composent ce système (6) pourront être remplacées par
les quatre suivantes :

v=«. g^.s=».
dy dv dv dy '(o) —4- p — == o, '"—r- -+- cf -T-= o. ' •v y / dx r dz dy * dz

Ce théorème est bien connu, et pour l'établir il suffit de prendre la différen-
tielle totale de l'équation (7) oùjet s sont fonctions de x et de jo, ^odejo seule.
Après avoir remplacé dans cettedifférentielle dz^ par q^ây^ dz par pdœ -t- qdy,
et dy par sa valeur tirée de la première équation (6), il faudra égaler à zéro les
coefficients de dx et de dy^ et Ton obtiendra deux équations qui devront être
identiques en vertu des équations (6). L'une de ces deux équations contiendra
nécessairement la dérivée -̂ -°5 et l'identité dont nous venons de parler ne pourra1 ! ! ! ' ! 1 ; 1 1 ' 1 ! ! 1 1 ' ^ . ci^Q - ! - 1 1 1 1 ! ! ' ! ';1;'1 ; 1 ' 1 , 1 • : ! ! • ! , , ! . ! ' ! ! ! !

avoir lieu que si le coefficient de —îo s'annule. L'équation où figure cette dérivée
1 1 , 1 ! 1 1 1 1 1 . . , ^Vo . '' , . 11;",. 1 . 1 1 , 1 1 ! 1 1 1 , \ . „ , \

se décompose ainsi en deux autres» et l'on obtient de cette manière les trois équa-
tions qui, avec l'équation ( 7), constituentles deux systèmes (8) et (9).

Pour reconstruire l'équâdon proposée ( i )» il suffit évidemment d'éliminer y^
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el ZQ entre les équations (7) et (9); d'où il suit que la seule équation (7) satis-
fait à Féquation (i), si l'on y regarde yo et ZQ comme deux constantes arbitraires;
puisque les valeurs àe p et de y que l'on en tirera dans cette hypothèse seront les
mêmes que celles obtenues dans l'hypothèse où jo et z^ sont variables et assujetties
à la deuxième équation (8). Cette solution particulière qui accompagne toujours
une forme déterminée de l'intégrale générale est ce que Lagrange a nommé une
intégrale complète; nous allons voir dans quel cas elle peut nous donner la solu-
tion du problème proposé.

! . , ^ ' ' . • • ! r*sc '7 !

4. Cherchons d'abord a exprimer la valeur générale de j p dx en fonction des
Jx^ s-

quantités de l'intégrale. Pour cela, je supposerai, en vue d'abréger, que l'on ait
résolu l'équation (7) par rapport à ' z et que l'on en ait tiré la valeur z = M,
M étant une fonction donnée de oc, y, jo, ZQ q111 se réduit à ZQ pour x = x^ et
y =y^. Les équations (8) et (9) seront plus simplement

,,,, dm dm
( r o) • •^M, ^+^^=0 ,

dm dm
( ï ï ) f^~dx' ?=y

On peut obtenir la valeur de la différentielle totale dV du premier membre de
l'équation ( i ) , en ajoutant la différentielle de la première équation (10) et celles
des équations (i i), après les avoir multipliées par des facteurs convenables X, [i, v,
propres à faire disparaître dy^ et dzo. On a donc

( 1 2 )

dm d'^m d^m( „, /, dm d^m d^m \ ,
\ d¥ == ( 1 —— 4- {J.—,— + v j " , • dx\ \ dsc i d^ dxdyf

\ /. dm d^m dîm\ , . , , ,f +. ^ » + p , , -4- y -,— dy — \dz — RM? —• v dq,\ . \ dy l dxdy dy1 ) " 1

les facteurs À, ^, v devant satisfaire aux deux équations

, dM d^m . ,. ri^M1 1 , !- ! , ! , ^ ! ^ ,: 1 ! : , . ^ _« ,̂«|-..n ———-—.1-}- ^ ———,— =rr: 0,
dy-Q r dxdy^ dyd^

. dm ^M: d^m., , , . ^ ,, , . ,\ —! 4-. » ——-.— -4- v -_—— == o,
^o l dxdz. dvdz^

' Zet,1 par suite, la valeur de — p S e r a

d'M .^M ' 1 ..^M •c^M
Z_ À_ ( i ^ày^ dy-dzo 0^3^ ^T^Tff

'f-r-^^—.gM^'M 1 •^M1 ^M : '
.; . . . 1 ; 1 : , 1• 1 -• : 1 1 ' 1 ' ' 1^ 1 111;: - :i5̂  ;^^o11111111'11-1 ̂ o1 dyd^ 1 1 1

^o.
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^ , . ' 1 ! , . 7 ' ! .
Pour effectuer l'intégration de la différentielle — p <&, il .n'est pas nécessaire de
remplacer, dans l'expression précédente, y par sa valeur tirée de la seconde équa-
tion (ïo); on évite effectivement cette élimination en procédant comme il suit :
on peut. écrire , - .. /

o^M /dm d^m dm cim \ , ^M [ d m d^m dm d^î \ •
_ Z . _ _ d y dzp \ dz o dsc dy\ dr^ 'dsc dz^ j____dx dsy \ d^p dydzp dzp dy dz^ ) 'x
^ p < . ^ _ - - — — — ^ ^^ ^ ^M \ ' ~ — — — — . ,

dze \fl(fo dydzQ d2o dy'd^l

car les termes introduits dans le numérateur de cette expression sedétruisent mu-
tuellement. Cela posé, en difierentiant la deuxième équation (ïo), savoir :

w
\dj;l . _
7^MY-^.=°>
[dzj

dans l'hypothèse où y est fonction de œ seule, on trouve

(<m dlvl _ <m ^'M \ , _ fdM d'M. dM d'M. \ ,
\ ds. dxdy; dr. dxdzj ux - \dy~, dyds, ~ 'dz, ~Sydy,) y"'

1 1 1 7au moyen de quoi l'expression précédente de — p ûfccpeut s'écrire

1 , 1 ! ! • : : „ âM 1 1 1 1 : i , , dM 1 • 1 ' 1 1 1 1 : 1 1 1 ^ 1 1 : 1 : 1 1 1 1 : 1 1 1 1 1 1 : ' 1 : 1 ; ; 1 1 ' • ' 1 1 1 • 1 1 1 1 ' 1 ; 1 • 1 1 1 • 1 i i

(^ z^ ^log^ ^^ ^M
( * ̂  ; , ! -— ^ dx == —-—— dx -+• —-,—— dr ==; d log -,— •P dx dy J ° dzo

Comme la quantité M doit se réduire à Zy quand on MtîK^^y=:y^]lési clair
<iue ^- se réduira, dans la même hypothèse, a l'unité, et l'on aura, en intégrant
l'équation (i3),
(t4) - -^î^^
Telle est l'expression générale de rintégrale que nous avons a considérer*

r* X y

5, D'après ce résultât, l'intégrale i p dx ne peut devenir infime que si l'on
! : ! ! 'L '11 - ! . ! ! , ^o1;'1-^.,^ 1 , : 1 1 1 1 ' 1 1 , 1 1 1 ^ ^ 1 ' 1 ! ^

attribue à la fonction /(j) une valeur telle, que la dérivée dM devieniie nulle ou1 1 1 1 1 ; , i . , i , , . - i 1 ; . . , , i i i , : ! U^SQ
infinie, aprèsia substitution de la valeur de j-tirée de la deuxième équation (ïo);
mais il est évident que cette dernière équation devient alors illusoire, c'esU-dire
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qu'on D'ea saurait tirer pour y une valeur finie et déterminée se réduisant à jo
pour x == XQ\ puisque l'hypothèse x == XQ, y== y^ doit, par les conditions du pro-
blème, réduire^—à l'unité.

Mais de ce que l'équation
âM dM.^+^^-0

est impropre à fournir une valeur déterminée de y qui se réduise à YO pour
x = ̂ o, on doit conclure généralement que l'hypothèse x == XQ fait disparaître y
de son premier membre, et comme d'ailleurs celte équation est satisfaite par la
double hypothèse oc ==^o»J=Jo» il s'ensuit qu'elle a lieu identiquement, quel
que soit y, quand on suppose x ==^o. On voit enfin que si l'on fait x •==. x^ dans
l'équation

z — - M = = o,

le premier membre ne contiendra pasy^» puisque sa dérivée relative ày<, est iden-
tiquement nulle; et parce que cette équation est satisfaite quand on pose j== Vo,
z == ZQ ===y(y^), elle donnera généralement

^/•(y).

Ainsi, en résumé, dans le cas que nous considérons, où les formules générales ( ï o )
deviennent illusoires, la solution du problème tel qu'il a été pose est donnée par
l'intégrale complète'qui accompagne l'intégrale générale, •c'eat-à-dire par la pre-
mière équation ( îo) .

. 6- .Pour doniîer un exemple de l'analyse qui précède, je considérerai •l'équation

(i5) ' F ^ p ^ y — p z 4- aq •-^ o,

dans laquelle a désigne une constante donnée; on a ici

^^"^ ! S^Ç5 /111^,.-+-IQ^==W7, 1 X+Zp"——^,, Y+^g:

et

^£1.
P '" aq)

les équations •(•S) sont alors

- pâûc '_ g d'y_ dz' _! dp ̂  dq
aq 1 1 1 ! ps, '^' pqy • p2 1 o1



j5o . MÉMOIRE-SUBL I^TEGBATIOSr ,

et Fon en tire sans difficulté les formules suivantes :

- == î̂ —^ l̂̂ î ^^ ^ — jilj0^^ !̂-̂  ,
li J " ̂ fs7::::::^ ^o—Wo)2^2^^-"""^)

û<7o( 1 7 ) ' p -= -,—————30———————. q==q^
V(^ — go^o)^ 2^o(^--^o)

qui sont, pour ce cas particulier, les intégrales générales (6). On a ensuite

f Z , , ^—W°______.
( r8 ) -1. p^108^-^)-^^^
cette intégrale devient infime quel que soit se, si l'on a

dzo Zo
^^^o ou ^=^ ,

c'est-à-dire , , '
,1, Zo==aj^,, , 1 , ^ , , ^ . . , , ^ . ; , . , - .

a étant une constante arbitraire. Mais en employant cette valeur de Z y , nos for-
mules deviennent illusoires, car elles donnent, pour y et pour z, les valeurs

r=-\/^-^ z=^(^^),

qui sont indépendantes de jo. • , 1 : i ' ' ' ' . " . ,
Si l'on élimine qo entre les équations (16) pour former l'équation z === M, on

trouve ! , ' , : .

(.„ ̂  {..-^-^ -\/(5-)(—)[-2^-^—)] --̂
on vérifie aisément que l'équation

, - • dM • dM , - - . • ! ! 1 ! , ' ^.4- q^ ̂  =0! ' 1 1 . 1 : . . • . . , ! ! , . , dy-Q -1 ^ •2 dza 1 1 , ^ , 1 / , ,,. „ , : ^ 1 ' • . , ,

donne la valeur de y fourme parla première équation (16), et qu'après la substi-
tution11 de cette valeur on a ' ' : : • ! ! " [ i l i .

dM _,, _ / ^ o — ^ o y o : ., _ ,,
• , dz^ ^ ^(^,— q,y,y + 2âgo (^ — ^o),

ce qui OSÉ conforme aux résultats généraux obtenus plus haut,
Ëafin, si^ron prend /(y)==ay, et, par conséquent, Zo =aj^a élant une
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constante arbitraire, Inéquation (19) devient

(-20) ^=yL- ^(^-^)1 ^ y(5'~1) (^-^)^--2aa-{-~(^---^)J.

Si l'on considère jo et a comme deux constantes arbitraires, l'équation (20) satis-
fera à l'équation aux dérivées partielles ( i5 ) ; d'ailleurs elle se réduis: à z == ay
pour x == XQ ; elle donne donc la solution du problème proposé.

§ II.

7. Les résultats qui précèdent peuvent être étendus à toutes les équations
aux dérivées partielles du premier ordre, quel que soit le nombre des variables
indépendantes. C'est ce que je vais établir ici, en modifiant, pour la clarté de
l'exposition, les notations dont j'ai précédemment fait usage.

Soit x une fonction des n variables indépendantes x^ ^2,..., x^ et posons

âfr==p, âx^ ^pîdxî -)-... -^pndx'n;

si F [œ, x^, ^2,..., x^ p^ ^-••» Pn} désigne une fonction donnée des an-4- i
variables x, x^ x^,..., x^ p ^ , / ? a » - * * ? pn^

(i) F(,r, x^ ^2,.. . •»^«»pt? jp»î - • • • > P n ) ̂  0

sera le type général des équations aux dérivées partielles du premier ordre.
La fonction inconnue x n'est pas déterminée complètement par la condition

de satisfaire à l'équation ( 2 ) , mais elle le devient en général si on l'assujettii en
outre à se réduire à une fonction donnée

^==J(.yi,^,. ,.,^_,)

des n — t variables^, ^2,..., Xn^ lorsqu'on attribue à.^ la valeur particulière £/,;
alors si Von po'se , , : , / ; . , , . . , . , , . ,. :,'-, : . ! ! : . 1 1 1 1 ; ' 1 ^ 1 , /1 - 1 . 1 ,

r7Ç== TSJiâx^ 4- •GSîdûC-t -h . .. -^-TSn-idXn^, , ^ . . , ,

on aura en même temps

. ^ ! - . ! ^ 1 . '. 1 p.t-==='t)CTi,1 ' p;==%72,. . ., ptt—i == %—t1*

La méthode de Cauchy suppose le problèïne posé comme nous venons de le
faire et elle le ramène au suivant :
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Trwver -2 n fonctions x, x,, ̂ ,.-.^-0 ̂  P2,.^ ̂  des n variables indépen-
fiantes ̂  Ë,, c,,..., ̂  y^ satisfassent généralement aux deux équations

( dx == pifZr, -4- p2 ûfc 4- ... -+- pndxn,
[ 12 ; ( F ( X , ̂ i, X^ . . . , ̂ , pi, P., • • . , PU ) == 0,

et qui, pour y n = ̂  1?6 réduisent respectivement à

È? Ei» Ë2, • • • ? $/l-tî ^ï ^2? • . • i ^t-l, SJn.

Les fonctions Ç et sr,, ^ s » - - - . ^-i sont définies par les équations
( 3 ) S==./'(^^- • - > ^ - i ) » û^=cy,^ +w.^E2+.. .-4-OT«-I âf^-i ;

enfiîi ̂  est une quantité déterminée par l'équation

(4 ) , F ( £ » ^ t ̂ " • » ̂  c^^- • . ,5îJ==û.
Ce changement de variables conduit, pour la détermination des in inconnues,

à 2n équations simultanées aux dérivées partielles ; mais ces équations ne renfer-
ment point les variables indépendantes ^, ^•••» ^2-^ et ^ conséquence elles
doivent être traitées comme des équations différentielles ordinaires. On peut les
comprendre dans la "formule suivante : , !

,,., /f^i _ dxz _ __ (Lv, __ ____ ^JÈ^L-.._._..„...—..-,.'— ^ZlAPi— ~ — .....Z".,̂ ".,
1 1 0 1 ; ïr "' "Pr ~" " "̂  ~^' '~~~ p' P' '4"""P2 p^- •^ p" P« ~~ Xî -+• Xpi ~" " ' ' ~" X/, -+- Xp,5

en désignant par

X, (I^i -r- Xa dx.. -h -, . . -h X« ̂  -+- X^Z" -+- PI û̂  + P.. û ,̂ -+-...+ P/, f/p,

Sa différentielle totale dî du premier membre de l'équation (i). II faut remarquer
que l'équation (i) peut suppléer l'une des équations comprises dans la formule (51).

: Au moyen des équations (5) on peut en général trouver des valeurs finies et
déterminées de x,, ^2,..., ^-i. x , p , , p ^ . . . , p n qui se réduisent respectivement,
a ̂ , Is,..., ïn-^ ^ ̂  ̂ ••^ ̂ pour^==;^ : soient

• J'^:=©(^,£l,..., ^-l,,^:l^îî^>•..5,^), : Pt^^l^w, ̂ ,..., ̂ i,£,:^,...,CTn)^1 1 ,

; |^i^,Ot(^,.^t,...,Eo~i,^'CTi,.'*.ïCT/,$,^ , ................................ . ,

\ ........ ...- ,.. ...... ....... . . 1 : \ , ?„--,== ̂ -i(^n,£i,..., ̂ i.,£, ?37i,...,%),

1 ^-i===,9H^.i(.r/t, ^t,.*., ^«-i,^, STi,...,GÏ«), pn == 4;"(•y"» $ ' • • •? S"-l? $5 ^t»*-"?^"^ ,

œs valeurs. Si'l 'on.éiiffîine tes. variables ^,1..11.,,^£^^,,£, a?.,, .., ̂  entre les n pre-
mières équations de ce système, en faisant, usage des équations (3) et, (4) . o» ob-

1 1 1 tiendra la solution cherchée, de \réquatiQn'(i). ' ' \ , ! y 1 1 ! 1 : 1 1 1 l l i l i i 1 1 1

1 Mais cette analyse'exige que les valeurs de a^,, «ra,..., ̂ -o ̂  tirées des équa-
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lions (6), vérifient les n— r équations qu'on déduit de la suivante,

dx _ dx^ dx'î dx,^
~d\i ~pt ̂ ^^ ~dli p/l- ~dST'

en donnant à i toutes les valeurs i, ^, 3,..., [ n — i ) . Pour établir que cette circon-
stance a toujours lieu, il suffit de poser

dx dsci dxn-\ npj .̂ =^ .̂ -î- - • +^- -^r +1-
et l'on obtient facilement l'équation

-Q dTi ^rr^p^ — ^- XI/==o,P û
yn^

qui donne, par l'intégration,
r" x̂ dx.,T /̂ -l•'M Y — î V

log - =- - ̂  d'où T,= 0^ ^ " ,
H- J^ A - «

©g désignant la valeur que prend T^ pour ^==^; et comme on a évidemment
Q .̂ == o, on en conclut généralement Tf == o.

Toutefois la conclusion précédente n'est plus admissible, comme nous l'avons
£

" Xdé|à dit au n° 2, lorsque l'intégrale ^ d x n cesse d'avoir une valeur finie et
,„ jLn

déterminée, et cette circonstance se présentera en général, si l'on attribue une
forme déterminée convenable à la fonction /(^i, rg,..., Xn-^ qui exprime la
valeur de x dans l'hypothèse Xn = £„; mais je dis que :

f*X,^ ~V

Si l'intégrale j ,— doc^ cesse d'avoir une valeur finie et déterminée pour une
J^ Vn

certaine forme de la fonction f [oc ^, Xg, . . . , x^), les formules (6) deviennent illusoires
et cessent de fournir la solution du problème.proposé; celle-ci est donnée, dans ce cas,
par l'une des intégrales subsidiaires qui accompagnent chaque forme de l'intégrale
générale.

8. Considérons toujours la fonction f{x^x^.... x^) comme indéterminée et
supposons que l'on ait partout remplacé ^par sa valeur tirée de:l'équation (4).
Alors les expressions de <x1,,, ^2,..., ^-.i, a?, fournies par les n premières équa-
tions. (6), ne renfermeront.plus 'que n— i quantités sr, et il pourra se présenter
deux cas. .Ou bien Von pourra tirer de-'n -"- ï de 'ces équations les valeurs • de
zs-o ® 2 » * - - ? ^n^ï exprimées en fonction ÔQX^X^ ^2^...,^,^,^,..., ^-i» et en "les
portant dans la n1^, on aura une équation ne renfermant aucune des quantités ro".
Ou bien les n premières, équations (6) permettront seulement d'exprimer n—.^
des quantités ^,©'2,.. .\rSn^ en fonction des p.— î autres, ^ étant > ï , et, dans

Ânnaîes scientifiques de l'Écûîç Normale supérieure. Tome ÏII. 11
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ce cas, les mêmes1 équations (6). fduraiîm'nt ett ôxxtre, p'ap réiiîîimâtïô'h, p. équa-
tions entre les seules variables x, x ^ , œ'^..^ x^, ^£3, . . . , '^n-\- On voit facilement
que le cas de p. == n ne peut se présenter que si F équation proposée ( i ) est linéaire
par rapport aux dérivées.

Examinions:- d'atord le premier c^s, dans lequel les' équatio^é (6) ne peuveAf
donner qu'une équation unique

( 7 ) V(^,*rt,^,-^.^, ^ ^,. . . , , ^-,)==o, ou11 V=o,

entre les seules variables ̂ , a^,..., Ç, ^.... Dans ce cas, le déterminant

^(p, d ©2 d^n—f
_—_ 5 ———5. —_—— ^
uvsi uTSi (ïrSt

^9i ^92 ^9»-,
B == ^^2 C^ÎHa ' ^CTa

<^(pi /ÏCpa €l ^n-^t

\ ^^re-i ^?î7,i—( Cl^«-^i

est différent de zéro, et il en est de même des déteriïlinaîits B^ Da, . . , , D^i que
l'on déduit de D en remplaçant successivement y^, 9 2 » . . . ? fn-ï p^ ip.

Si l 'on prend la différentielle totale de l'équation (7) , qu'on y remplace dx
par' jr).i dx\ -4-^2 dx^ - { - . . + ̂  rf^/,, âÏ par sr^ û?'̂  -+- rz^ d^ -4- ...-!- sr^_i dÏ^^ et
rf.y^, â?a?^..., ^^-i par les valeurs tirées des équations (6), il faudra-égal er'à' zéro
les coefficients^ des différentielles restantes, et Fon aura ainsi

iî=fi—î 1 1 ! !

fdy dV\ ^ î dN dV\ d<ûi .
• , , te^^^j^lA^

f==:l

srvec1 n — î autres équations1 qui se" déduisent de la suivante :

ûW . . . ^V .'^ fd^ d^\ id'v>i d^, do, dvs, • d^, djsn-\^^^.^+^^^^^.^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ . . . ^ ^ . ^ ^ o ^
•i==l . \ 1 1 1 '.

eridon.nant.àj.les valeurs-i,: 2,...,, (/i — î). , , , , 1 . . ' , , , ' \
, Comme, cette dernière équation, doit devenir identique en vertu d-es équations (6j

et que celles-ci ,ne renferment pas les dérivées, dles•;folnctions•:^5•^:,• ̂ 2 , . . . , sr/^, ces
dérivées devront'disparaître d'elles-mêmes ; l'équation précédente se décomposera
donc.en,^ autres .dont/l'une sera , , ' ,;' ^ , . . . . : : 1 , ; ,• -' , , : , , , / ,

1 1 ! 1 1 , ' 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ' • , 1 ! l==W—l . 1 1 1 , ; ' 1 1 1 ' 1 1 1 1 1 , 1 1 1 1 i l

4T , , .û?V , ^ f.dV ^\ dV\ fd^ d(Di\ ^ 1 . .,, ,̂  .,^^^,^,^^^ , . .^.
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et dont les n — r autres s^abtiendrotît en donnant à j les valeurs i, 2,..., (n — i )
dans la suivante

^/^V ûfV\ J^_
2^ [dî^^'âï} â~wj~10'
i^i

En outre, comme !e déterminant D formé avec les dérivées —^ est différent dedïsjj
zéro, on a ara

c?Y ^V(8) ^^^.^o,

pour les valeurs i, 2, . . . , (^ — i) de ?; enfin, à cause des formules précédentes,
la même équation aura lieu également pour i = n, et l'on aura aussi

JV âf¥
(9) , ÎS}"4"^^ 1 , •

pour toutes les valeurs i, 2,..., (n •—• i) de/.
Il résulte de là que les n équations ( 7 ) et (9) peuvent remplacer les n prenîières

équations du système (6) et que les équations (8) sont elles-mêmes équivalentes
aux n dernières équations (6).

y'» X V

9. Il est facile maintenant d'exprimer l'inté^ale -—/ — dx^ en fonction desj^ r»
dérivées de V. Pour cela,, supposons qu'on ait résolu l'équation (7 ) par rapport
à œ et qu'on en ait tiré la valeur x == M, M étant une fonction donnée de ^,,
^ a , — » ̂ .n Ç» Ç^ ^•••» ^-i ; les équations ( 7 ) et (9) seront plus simplement

,̂ dm dm
( 1 0 ) , . ' , ''""^ 4I7'4"^"^=:'0?

el l'on aura
JM

i ï l ) pt ̂  •——'\ ' _ ' £?'.y; .

/Oii peut obtenir h différentielle totale d¥ du premier Mi<eMit>re de-Féqu^iw (i),
en ajoutant la different iel lede la première équation ( l o j et celle des équations ( i i j ,
après les avoir multipliées par des fa.cte.urs-X, À/propres à faire disparaître.^,
û?Ç(, . . . , (l^n-\' On a donc

o.) ^^yh/^^T^^-l^-w^-'i^^.A L ' ; ^ ^.•^J ±'
• 1 1 1 1 ^ 1 ! ! 1 1 - • ! , 1 , ! 1 1 ! •î î . ;
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les facteurs X, ^ devant satisfaire à. n équations dont l'une est

\ dm v . d'M( r 3) • ^'^^^d^dî^09
t=i

et dont les n — î autres se déduisent de la suivante :

i^=.n, ,, . dm v. d^M
( Ï 4 ) ^dj^^d^^0-

l:=l

en donnant ày les valeurs 1 , 2 , 3,..., (n — î) . D'après cela on a parla formule ( i % )
•V À 1

( î5 ) ! , — — dXn==- — ^-dXn,
A n ^n

et il ne reste plus qu'à exprimer le rappor te -en fonction de x^ et des varia-

bles auxiliaires Ç, S^...,.
Si l'on ajouteles équations ( ï 3 ) et ( î 4 ) après avoir multiplié la première parwy,

on aura, à cause de la seconde équation (10),

x^. / d^W ^M \( î b ) . 7 Ai)"^——77--l-?n/-î——.-„-)'== o;' ' ^ \dscidî,, j dscid^j
•i=.i.,

cette équation (16) tient lieu de n — ï équations distinctes, et il est évident que
celles-ci sont satisfaites en posant

?i, = dûS^ , ^2 ̂ ^ ̂ 2, • . . » Àn-t === d^n—t ? ^H :=": â '̂M »

^4, <&2,..., rf^_i étant les différentielles de a^, ^3,..., ^-< considérées comme
des fonctions de x^. définies par les n — i équations (9). L'équation ( i 5 ) devient
.alors

1 1 ' ^ ! , ! ! X , , __ 1 1 ! , 1 ; ! 1 , . 1

: , , . ,T~ UïVn —— — À ^ ,
! '. ! , - ! ! : , A n ! , !

et l'équ-ation ( ï3) donne ensuite
: - 1 ;: <' ' /, ^^-.y^^ ^ ,:'':/ ' : / ' ' /

. 1 , ' ' , ! . ^ / '/• ! —— / ~~ï———Tï» '""i"' î î 1 ' •dé, -Ad â(^,rf^ '
:. 1 1 1 1' ! , / is.1 ' ' - ! , . '1 , . . . , ! ! ! , ;, ! ! ! • 1 '

par conséquent
! - • 1 1 1 1 : 1 ' 1 1 . ' , , 1 1 . d m ' 1 1 ; 1 1 • 1 - 1 1 1 1 1 1 . 1 1 1 1 1

x . ^d}Q^, ., dm i

;• , • ; : .-p„^=2-^^^^^ \, .1 , ; ' : 1
, . 1 . 1 „ 1 1 . , t==i ! ! 1 ; ! ! 1 ! ^ , , : 1 1 , ! , !,
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enfin on aura par l'intégration
r^ x , , d-m

- j ^_log^,

car, M se réduisant à Ç pour x^ =£,,., , , Xn === ̂  -jv doit se réduire à l 'unité,
dans la même hypothèse.

' ! ! ! 1 /"t;r" x10. On voit que l'intégrale — | -rç dxn ne peut cesser d'être unie et déter-
J^ 1/*

minée que si l'on attribue à la fonction/(^.i, ^2,..., ^-i) une forme telle, que la
dérivée -T.-devienne nulle, infinie ou indéterminée après la substitution des valeurs
de^i , Xg,. . . , ^_< tirées des équations (9). Mais alors il est évident que l'on ne
saurait tirer de ces dernières équations des valeurs déterminées de x^ ^3,...,
Xn-i se réduisant respectivement a £ < , Ça,. . . , ïn-\ pour^==^, puisque l'hypo-
thèse Xi == Si, ^2 = Ça»— » ̂  == ̂  doit réduire -,^ à l'unité. Les formules générales
deviennent donc nécessairement illusoires, et la solution du problème proposé ne
peut être fournie que par "l'une des intégrales subsidiaires qui accompagnent
l'intégrale générale.

La seule équation oc === M satisfait évidemment à l'équation proposée ( r ) , si l'on
y regarde ^, Sa,..., ^-.i et par suite £=/(^, ^••» S^<) comme des constantes
arbitraires; elle constitue une intégrale complète. Dans l'intégrale générale les
quantités S, ^,... sont toutes variables, mais la différentielle de l'équation^= M
reste la même que dans le cas de Ç < , Ça , . . . constantes. On voit facilement que l'in-
tégrale complète peut reproduire non-seulement l'intégrale générale, mais plu-
sieurs autres intégrales subsidiaires moins étendues que celles-ci et qui, de même
que l'intégrale complète, ne sauraient être comprises dans l'intégrale générale. Il
est évident, en effet, que^si l'on considère n— i — p- des quantités Ç, par exemple
^ ^ ç ,,..., S^, comme des fonctions arbitraires clés p. autres,savoir Ç^^-1-^

, on satisfera à l'équation proposée par un système de p-+ i équations dont l'une•3^
sera

^ ( 1 ^ ) 1 , ; ! ^==M 1 , :

et dont les p. autres se déduiront de la suivante

, .. fdM dM\ ^/dM ^ dm\dÏjw . ^^^^^ri^^^^ , 1 . ; ,
, ^ ^ ^ , /=^-4-1 , ! . , : , , . , !' ^ . . '

en donnant à z les valeurs i , 2» . . . > (A.
Cela posé, si les équations (9) sont impropres à fournir des valeurs de x^
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.'2?2,..., x^^ qui se réduisent respectiveffîeiit à £,, Ç a » - - » ' j^-t pom?,^^1^» il est
évident que l'hypothèse .z^== $„ fera rentrer quelques-unes de ces équations dans
le système des autres, et il en résultera une ou,plusieurs équations identiques,
puisque les équations (9) sont toutes vérifiées quand on pose x\ == ^, ^-2== ^ a » * - - »
x,,

II peut arriver que l'hypothèse ^=== ^ transforme ainsi toyites les équations(q)
en identités; dans ce cas, toutes les auxiliaires ^, ^a,... , £^-i disparaissent de
ré(patioîr(r.7j .quand on y fait. x,,= ̂ , puisque les dérivées de M par rapport à
^, ^,..., ^_, sont alors nulles: et, comme celte équation p$fc saitisfaite qugnd on
pose simultanément .•r^==^..., ^==<^ et^=/(^, ^•••-» S/^), elle donnera
généraienierit 'x^f[sc^ a^,..., a^._i) pour a^= ^. Ainsi, dans le cas .que nous
considérons, la solution dii problème eçt fournie par l'intégrale complète qui
accompagne l'intégrale générale, et dans laquelle subsistent, n — i constantes arbi-
traireç ^, Sa,. . . ,^_,i .

Supposons en second lieu que les n —-1 équations (9) se réduisent pour^== ̂
à y- équations distinctes qui correspondent aux valeurs i , 2,..., p, de l'indice y. On
peut admettre que l'on ait tiré de ces équations les valeurs de ^, ëa,...:, S , et
qu'on âi't, substitué ces valeurs dans l 'équation x === M. Je dis alors que l'hypothèse
^ ==£„ fera disparaître de M toutes les auxiliaires restantes £ , i^ 2 » - - » ^-<-
Soit, en efÏei, Ê, l 'une de ces auxiliaires : après Ja suhstitulio.n dont. nous venons
de parler, toutes les équations (9) se transforment en identités, et (a même chos^
a lieu à régard de la dérivée de M'par rapport à ?/, car cette dérivée a pour expres-
sion

,^ , , . . /rf-M (im . ^/<ai ^ • dM\(ll,! { ~t^~ -+- rî7/ 1 " , . / " -4- ^ -,-.- -r. %-• —— | —— ,. . . . \^j ^1/ ^ \^S/ : , ^u^/ . "1 1 1 1 . ! ' ' • . , . ! ^^. • .

-j^ eA^nt ici Sa dérivée pâytiçslle de ̂  par rapport a ^ tirée des p. équations dis-
tinctes auxquelles se réduit le système (9') pour «x^ = ^. Toutes des auxiliaires ^
iii^pâr|ii:,^a'û.t de, l'équation oc = M quand on fait'x,, == S,,, il s'ensuit que,'dans cette
hypothèse, cette équation se réduite1^ =-f{oc^ a^,..., cr,^J, puisqu'elle doit
être vérifiée, quand on pose ̂  == s,, ^3 =£2,..., ^= Ç,, et ^^/"(S^,^...., ̂ ,).

Cela étant/établi, considérons la solution de l'équation ( i ) qui est fournie par
les équations (17) et (18) , et qui renferme n —• i •— ^ fonctions arbitraires de p. va-
riables. Il est évident, d'après ce qui précède,1 que 4'équation( 17) se réduira, pour
^/^ ^» el en vertu des équations ( ïS^ . à^ î ==/1(^,:^2,',.., .x^), car dans l^hypo-
ihèse ̂  ==,£„.te1 système des équations (i 8}' équivaut évidemment aux p. équations
.distiTictes .auxquelles ;se1 réduit le systèTOO^}. La' :sçlutioî|- 4u p^oblenpe ,p*o.posé
sera dpncdôQDée^nsce^ç^â.par,^ ç|çs équ^tlô,•ç^l(^7.) ê;t'(îï8i- ; ^ .
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il. Su^lJô'soi-ts' maftnteïïaM-qTiè le déteTmïnant D soit iWl;1 dws te c^s, on (tënt
au moyen des n premières équations f 6 ) former un certain nombre p. (supérieur
à î ) d'équations indépendantes des dérivées r^1, ^,.... Nous supposerons ces
équations résolues par rapport à S, £1, £3, . . . , £< / ._ ,» et nous les représenterons par

l ^(D,^, ^,, <y, , . . . , Xn, ^5 ^ - n î - - - î £"'-')î

^ = :̂ <1 (\r, ^i,- .y,... ., .r,,, Ë^, .̂'4- ! ï • ' • î ^-i) î
(i9)

|^i=^--i(^ ty" ^ , - . . , ^«, S/,» ^-h^

si l'on différentie ces'équ'ationB, q-ué ron rêmpîaée ^ ,

dx par pi J.̂ i + pï à'c's. -+-... + pndxn,

J^ par CTi^Si + OT--.<^^ -+-...-+- Wn-i ^Çn-i •>

qu'on- élîniiAë' ensulé dx;, ^^ ..., ^_p et que ^on retoplâce enàiï1 dx^
dsc ,.'.., àxn^ par te? valeurs 'tirées", îles équations ( '6) , on obtiendm une
équation résultante qui ne renfermera plus que les'n différentielles mdépeiidâîUes
dxn, dï^, ^§2,,.., ûfS^<; les coefficients,de ces n différentielles doivent donc être
nuls en vertu des équations (6). Mais comme ces équations ne renferment pas les
dérivées des variables CT^ CT,, . .^ celles-ci doivent disparaître d'elles-mêmes, et l'on
obtient en conséquence ^n — ^ équations au lieu'di'n. Les n — (£ premières se dé-
duisent de la suivante :

, ^: ^3), d^ . ^^-, : _
(20) ^^^-^~^--^,-.-^-^^^^^^^^
en donnant àj les valeurs p., p. -(- i , . . . , n — , i ; les n autres sont comprises dam

/ d^ d^\ 1 d(l\ r/cî), \ / d^ _. d^ , ^ _
^ (^^^^^-^te^^^')- ) " ' v 1

en donnant à î l es valeurs i , 2, '3 , . . . , n. . • , . , .̂
Les 2n équations (19), [ ( w ) , ( 2 1 ) peuvent1 évidemment, remplacer" les in équa-

tions. (6). Si l'on pose , , ! . . -

(22) , V I=^—/(< i )n l < i> . l l-•• .^~^ l^»^^t^-• .E"-•)^

Féquation V= o sera évidemment le1 rés'ulfât, de1 réIimCT'âtionde §,, i^'-^ ^^
entre les équations .(19), et l'on voit que l'équation ho") peut être représentée par
d— == o, d'où il suit que l'intégrale clïerchée.deTéquation Çï),sera le résultat' de
«Ç/ , 1 1 1 ^ 1 ' . , ! , ! 1 . ! ; ! ! ^ , ! ! 1 : ,
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l'élimination des variables Ç^, Ç^.,,..., ̂  entre les TÎ - p •+• ï équations

d-V 1 ^V ^V(23) , V=o, -F;——==o, -T.——=o,..., ———=.o.
«^a4-I "^4-2 , a^-<

12. Si l'on pose

^fd9 ,̂ ^^-i\
(2/H — ï -4- i2 { —r- — CTi ——- —. • • — ^»—i ——»—— | ==0»' " ' \ dx dx ^ I dx J

l'équation ( s r ) devient

, .. /./^ ,̂ ^-i\
(^) ^^Q^^-^^-...-^^__^-J=o,

l'indice î'devant toujours recevoir les valeurs ï , 2,..., n.
On reproduira la différentielle totale dî du premier membre de l'équation ( ï ) ,

en ajoutant les différentielles totales des n 4- ï équations f^4) ^ (^5), après les
avoir multipliées par des facteurs propres à faire disparaître les différentielles des
n variables z^,..., v _^ Ç , S ^_^- .» Ç»-< €t Û; on trouvera de cette manière

PU :::::::::: A»,,

et ! ! ! ! 1 1 1 ! 1 1 1 1 1 1

^ ,oP2^ ^^ ^^-i^X == Ài2 ( -7—: — Z^t , , — ... — ïïT,, , ———-p-——
\€/^ dx- //-""'1 d^ j

^^of d^ ^ ^€). _^ ^^^-r^ ,
^ i \ ̂ ' dxi l û?.c- ̂ / " ' ' ^ ~~I â?^? û? ,̂ /
î==l,

à.cause de l'équation ( 2 4 ) ? oa peut écrire11

bôV _ X _ ^logQ ^logû ^I0^1 / . p/"-" ^ ^''^^^•••^^""sr* , / ,
, Quant aux,, facteurs \ ^•,:ils-doivent satisfaire; i 0 ^ l'équation. „ / „ : , / ' :,

^ / . ! ' : '; ! . ! • ! ! . d^ ^ d^ ' . . d^ . - ! ! '!' ;. ' ! ! 1 1 1 1 1 : 1 1
( 2 7) 1 . À1--4-At-.--.-4-.,. .4-^--—=0; 1 ^ , 1

1 , ^ ! . ! , ^ ! cto! a^i 'J ,̂: ^ .'

3° aux p—-; i ^équations'qui se déduise^t'dBia'suivantfê11.:11111'11 1 1 1 . : 1 1 , 1 1 1 ' 1 1 1 1:\.

/ « o x 1 / 11 : : 1 1 ' ' ' ' : 1 1 ' 1 . 1 1 1 . <^ . d^, 1 1 . , - 1 1 . d^, • 1 1 ' ! . ! ! ' ^ 1 . , 1 1 1 ! - 1
(20) , , ^.^^-(.^-^—+.. .4 .^ - .^ :̂ o^1 1 1 1 1 : 1 1 1 - . :1 ': 1 -• '' 1 . 1 1 1 1 i . ' i i dx.^ 1 , 1 dx, 1 1 1 • 1 1 i • ' i i • éscn''/ / • l l i ^ 1 1 1 1 , '. ! - 1 1 - 1 • ! ! 1 :



. DES ÉQUATIOH"S A.UX OÉB.XVEES PARTIELLES DU PREMIER OBDRE. l6l

en donnant à i les valeurs i, a , . . . , p. — i ; 3° aux n — .̂ équations

i' \ f-^lî- _ ^ -^lî- _ -^ ^-^

(29) < .=»
(-(

'̂  , / d^ d'<S>, ^-.-h 2<Àl Y ̂ 7 ;̂ - ®' Jx^, ~ • • • ~~ ̂ ^ - ' "3ï7îIJ57i •"7———;"?""• — • • « —"~" V5 „ _ i " ~ 7 , j > ' " f —' ^?
dxidi, ^ dxid^, }

Findicej devant recevoir les valeurs pi, p. +1,..., {•n— i). Il est évident que les
équations (^7)» ('^8), (-29) sont satisfaites en posant

4

^==dXf ^=:dx^

les différentielles dx, dxi se rapportant au cas où Fon considère ce, x^..., ̂ _i
comme des fonctions de Xn déterminées par les équations (19) et (20).

L'équation (26) donne alors
X

— —d^n=dlogQ;y ii

d'ailleurs, il est évident, d'après l'équation (û4) et les équations (19),^ que Q se
réduit à l'unité pour.r, = Ci, ^2== ^^••^ ^/z=^» x ==&; on aura donc

(3o) - fa""x^=logQ.
Jr, i'«

L'intégrale contenue dans le premier membre de cette formule (3o) ne peut
cesser d'avoir une valeur finie et déterminée que si Q devient nulle, infinie ou in-
déterminée pour une certaine forme de la fonction/(.To a^,..., ^-<). Il est évi-
dent que, dans ce cas, les formules générales (6) deviennent illusoires, et l'on
reconnaîtra facilement, en suivant la marche que nous avons tracée, que la solution
du problème est donnée soit par l'équation unique Y = o, soit par l'une des inté-
grales plus étendues que l'on obtient en joignant à l'équation V== o celles qu'on
en déduit par la différentiation relative à quelques-unes des auxiliaires Ç. Si .̂,
^ -+-iî-^ Ç -i-y-i» P^ exemple, sont les auxiliaires dont il s'agit, on devra regar-
deries auxiliaires restantes Ç^^ ̂ +^ i ' — » ^-i comme des fonctions arbitraires
des premières.
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