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MEMOIRE SUR L'INTEGRATION

DES

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
DU PREMIER ORDRE,

Par M. J.-A. SERRET,

MEMBRE DE L’INSTXTUT, PROFESSEUR AU COLLEGE DE FRANGE
ET A LA FACULTE DES SCIENCES DE PARIS.

§ L

1. Tous les géometres connaissent les belles recherches de Cauchy et de Jacobi
sur 'intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre; les mé-
thodes remarquables auxquelles ces illustres savants ont été conduits résolvent la
question proposée de la manitre la plus générale, et il semble qu’il n’y ait plus
rien & ajouter & I'analyse qu’ils ont développée.

Cependant la méthode de Jacobi et celle de Cauchy laissent subsister une diffi-
culté que mon savant confrére et ami M. Bertrand a signalée le premier (wvoir
t. XLV des Comptes rendus des séances de I’ Académie des Sciences, p. 617), et qui
résulte de ce que le procédé de démonstration employé cesse d’étre admissible lors-
qu’une certaine quantité qui s'introduit dans les calculs devient infinie ou indéter-
minée. Or, ainsi que I’a fait remarquer M. Bertrand, cette circonstance se présente
dans le cas le plus général, et non-pas seulement dans quelques cas exception-
nels. Pénétré de la valeur de cette objection, M. Ossian Bonnet a cherché a s'af-
franchir des difficultés en question, etil a fait connaitre une démonstration géomé-
trique du théortme de Jacobi pour le cas oli le nombre des variables indépendantes
se réduit & deux (t. XLV des Comptes rendus de I Académie des Sciences, p. 581).

Mais le travail de M. Bonnet ne jette aucune lumiére sur la portée véritable de
'objection formulée par M. Bertrand, laquelle subsiste dans son entier.

Dans les explications qui vont suivre, je prendrai de préférence, pour point de
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départ, la méthode au développement de laquelle Cauchy a consacré la premitre

partie de son Mémoire (Exercices d’Analyse et de Physique maihémangue, t. 11,

p- 238), et je traiterai d’abord le cas simple de deux variables indépendantes.
2. Soit

(1) F(x,v,2,p,¢)=0

I’équation proposée, dans laquelle z désigne une fonction inconnue des deux va-
riables indépendantes x et y et olt p et ¢ représentent les dérivées partielles de z
par rapport & x et & y respectivement. Pour achever de déterminer la fonction
inconnue z, nous supposerons qu’elle soit assujettie & se réduire, pour & = %,, 2
une fonction donnée mais arbitraire f(y) de y; dans la méme hypothese, on aura
af(r) _ 4
1= =f(r):

La méthode de Cauchy, fondée, comme celle d’Ampéere, sur le changement de

I'une des variables indépendantes, ramene le probleme proposé au suivant :

Trouver quaitre fonctions y, sz, p, q des deux variables indépendantes x et y, qui
satisfassent généralement aux deux équations

dz = pdx + qdy,

{2) .
| ¥(z, ¥, p,q)=o.

el qui, pour x = x,, se réduisent respectivement & Yo, %o Por §o -
Nous faisons, pour abréger,

(3) H=f(r) @=[f" (0
et nous désignons par p, une quantité déterminée par 1’équation

(4) F (20, Yoy Boy Pos §o) = 0.

Ce changement de variables conduit, pour la détermination des quatre incon-
nues, & quatre équations simultanées aux dérivées partielles; mais, parce que ces
équations ne renferment point la variable y,, elles doivent étre traitées comme
des équations différentielles ordinaires, et si 'on désigne par

Xdz + Ydy +Zdz + Pdp + Qdy

la différentielle totale du premier membre de 1'équation (1), on peut les com-
prendre dans la formule unique

dz __dy dz . —dp  —dqg

(3) QT Pp+Qq X+zp Y+ig
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On doit remarquer que 'une de ces équations est une conséquence du systeme
formé par les trois autres et par I'équation (1). '

Au moyen des équations (5), on peut en général trouver des valeurs finies et
déterminées de y, z, p, ¢, qui se réduisent respectivement & y,, 2o, Pgs ¢o POUr
x = a,; solent
Cy=1(% ¥ 30 Pos Qo)s
S 2= (%, Yo, 20 o 00

P =S s(2, Yo, B0, Pos q0)s
Vg =Si(® 70 20 po ),

(6)

ces valeurs. Si Pon élimine y,, 2, po» ¢, entre les deux premieres équations de
ce systeme et les équations (3) et (4), on obtiendra la valear demandée de l'in-
connue z. '

Telle est, en résumé, la méthode donnée par Cauchy; mais Panalyse qui y con-
duit exige que les valeurs de y, z, p, ¢, tirées des équations (6), rendent identique
I’équation

(lz_ ﬁil Y
T Tan =

Pour établir que cette circonstance a toujours lieu, Cauchy pose

dz (' i}_ o
o dy T
et il obtient I'équation
dl

P— +Zl=o,
dx

dans laquelle nous supposons que y, z, p, ¢ soient remplacées par leurs valeurs
tirées des formules (6). En intégrant cette équalion on trouve
Zo
J ol
SR i

P
I=le * ,

I, désignant la valeur que prend I pour & = x,; et comme on a évidemment
I, = o,
on en conclut généralement

I=o.

I’objection que nous avons a discuter consiste donc en ce que la conclusion de
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. © g *Z .
Cauchy n’est plus admissible lorsque l’mtegralef p @ cesse d’avoir une valeur
Za

finie et déterminée. Cette circonstance pourra se présenter et se présentera effec-
tivement, si I'on attribue une forme déterminée convenable a la fonction f(y)
qui exprime la valeur de = dans ’hypothese x = x,; mais je dis que :

A zZ

Si lintégrale / P

,
taine forme de la fonction f(y), les formules (6) deviennent illusoires et cessent de
Journir la solution du probléme proposé; celle-ci est donnée, dans ce cas, par Uin-
tégrale complete de Lagrange qui accompagne Uintégrale géncrale.

3. Considérons toujours z, comme une fonction indéterminée de y, et sup-
posons que p, ait été remplacé partout par sa valeur tirée de 1’équation (4). Alors
il est facile de voir que les expressions (6) de y et de z contiendront I'une et
I'autre g,, ou qu’elles seront toutes deux indépendantes de cette dérivée. Ce der-
nier cas ne peut évidemment se présenter que si I’équation proposée (1) est linéaire
par rapport aux dérivées p et ¢; il ne saurait offrir en conséquence aucune diffi-
culté, et nous en ferons ici abstraction. Cela posé, si 'on désigne par

dx cesse d’avoir une valeur finie et déterminée pour une cer-

(n : V=o

I’équation obtenue par I’élimination de ¢, entre les deux premieres équations (6),
les quatre équations qui composent ce systeme (6) pourront étre remplacées par
les quatre suivantes :

dv dv
(8) V—O: Z{;;'('"Qt)d—zo—o’
(o) av __ v _ o av_ dV_
9 dz P& =% G TIGE T

Ce théoreme est bien connu, et pour I'établir il suffit de prendre la différen-
tielle totale de 1'équation (7) ol y et = sont fonctions de x et de y,, 2, de y, seule.
Aprés avoir remplacé dans cette différentielle dz, par g,dy,, dz par pdx -+~ gdy,
et dy par sa valeur tirée de la premiere équation (6), il faudra égaler a zéro les
coefficients de dz et de dy,, et I'on obtiendra deux équations qui devront étre
identiques en vertu des équations (6). L'une de ces deux équations contiendra

nécessairement la dérivée T;I:’ et I'identité dont nous venons de parler ne pourra
0 - .

avoir lieu que si le coefficient de Z—qu s'annule. L’équation o figure cette dérivée

0

se décompose ainsi en deux autres, et I'on obtient de cette maniere les trois équa-
tions qui, avec I'équation (7), constituent les deux systemes (8) et (g).
Pour reconstruire I'équation proposée (1), il suffit évidemment d’éliminer y,
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el z, enfre les équations (7) et (g); d’ou il suit que la seule équation (7) satis-
fait & 'équation (1), si 'on y regarde y, et z, comme deux constantes arbitraires;
puisque les valeurs de p et de ¢ que 'on en tirera dans cette hypothese seront les
mémes que celles obtenues dans I'hypothese ol y, et z, sont variables et assujetties
a la deuxieme équation (8). Cette solution particuliere qui accompagne toujours
‘une forme déterminée de l'intégrale générale est ce que Lagrange a nommé une
intégrale compléte; nous allons voir dans quel cas elle peut nous donner la solu-
tion du probleme proposé.

4. Cherchons d’abord a exprimer la valeur générale de f x% dz en fonction des
Lo
quantités de l'intégrale. Pour cela, je supposerai, en vue d’abréger, que l'on ait
résolu I’équation (7) par rapport & z et que I'on en ait tiré la valeur z = M,
M étant une fonction donnée de =z, y, y,, 3, qui se réduit & z, pour & = x, et
y = ¥,. Les équations (8) et (g) seront plus simplement

dM dM
(ro0) z=M, -c—iﬁ-i—qu-;i—zn-_.o,
__dM _daM
(r1) P=z 1= 4

On peut obtenir la valeur de la différentielle totale dF du premier membre de
I’équation (1), en ajoutant la différentielle de la premiere équation (10) et celles
des équations (11), apres les avoir multipliées par des facteurs convenables %, ., v,
propres a faire disparaitre dy, et dz,. On a donc

dM ‘M d*M

? ( dM &M d°M
-+ A

(12)
_dy +HW+V———) dy — \dz — pdp — vdyq,

dy?

les facteurs 1, p., v devant satisfaire aux deux équations

pAM N
) ¢ dz dy, dydy, '
7 d._M -+ _ﬂ -+ ¥ .LE_M._ - 0
‘dz, " Y dzdz, dydz, 7’
o ‘ Z
et, par suite, la valeur de — 5 sera

M d*M  d&*M d*M
A __ dzdy, dyds, dxzdz, dydy,
g dM d'M  dM d*M

30.
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Pour effectuer I'intégration de la différentielle — g das, il n'est pas nécessaire de

remplacer, dans 'expression précédente, y par sa valeur tirée de la seconde équa-
tion (ro0); on évite effectivement cette élimination en procédant comme il suit :

on peut écrire
M (dM &M dM dM )\ o M (dM &M dM dﬂM) =
Ly, drds, (E dxdy, dy, dzdz, ) dxdz.,(dyo dydz, dz, dydz,
= dM <a’M &M dM d=M>

P
dz, _(E dydz, T dz, dydy.,

car les termes introduits dans le numérateur de cette expression se détruisent mu-
tuellement. Cela posé, en différentiant la deuxieme équation (10), savoir :

(%)
(%)

dans I'hypothese ot y est fonction de « seule, on trouve

+ ¢y, =0,

(@ﬂ_dM_t_iz_Mﬁ _/dM &M dM dM )\,
dz, d'z'd)"n (—i:’}—”:d.z‘dzo =\ T T T T ;

. . o Z -
au moyen de quoi I'expression précédente de — p dx peut s’écrire

z ’ﬂog% 4106(2“ M
(x3) -—Fdx: = dx -+ & dy:dlog?iz-

Comme la quantité M doit se réduire & z, quand on fait x = x,, ¥ = ¥,, il est clair
dM L1 N R T ) s

que --se réduira, dans la méme hypothese, 2 'unité, et I'on aura, en intégrant

Uéquation (13),

(14) —-f %dx:long

dz,’
Telle est I'expression générale de I'intégrale que nous avons a considérer.
x
- 5. D’apres ce résultat, I'intégrale f g dx ne peut devenir infinie que si I'on
1'0

attribue A la fonction /() une valeur telle, que la dérivée % devienne nulle ou
0

‘infinie, apres la substitution de la valeur de y tirée de la deuxieme équation (10);
mais il est évident que cette dernitre équation devient alors illusoire, ¢’est-a-dire
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qu’on n’en saurait tirer pour y une valeur finie et déterminée se réduisant 2 y,
pour & = x,; puisque I'hypothese @ = z,, y = ¥, doit, par les conditions du pro-

a 'unité.

bleme, réduire (éM
Za

Mais de ce que I'équation

AL,
&y, dz,

est impropre a fournir une valeur déterminée de y qui se réduise 2 y, pour
x = %,, on doit conclure généralement que ’hypothese = =, fait disparaitre y
de son premier membre, et comme d’ailleurs cette équation est satisfaite par la
double hypothése x = x,, y = y¥,, il s’ensuit qu’elle a lieu identiquement, quel
que soit y, quand on suppose x = x,. On voit enfin que si on fait x = x, dans
I’équation

z—M=o,

le premier membre ne contiendra pas y,, puisque sa dérivée relative a y, est iden-
tiquement nulle; et parce que cette équation est satisfaite quand on pose y = y,,
z = z,=f(y,), elle donnera généralement

z=f(y)-

-

Ainsi, en résumé, dans le cas que nous considérons, ot les formules générales (ro)
deviennent illusoires, la solution du probleme tel qu’il a été posé est donnée par
'intégrale complete qui accompagne U'intégrale générale, c’est-d-dire par la pre-
miere équation (ro0).

6. Pour donner un exemple de I'analyse qui précede, je considérerai 'équation
(15) I'=pgy—pz+aqg=o,

dans laquelle @ désigne une constante donnée; on a ici

l)_"fj'—'%g’ 9:}—:}5, Pp-(—Qq:pqy, X+Zpr::;_..1)2, Y_;_Zq.-::o,
et
Z_p,
P~ ag’

les équations (5) sont alors

—pdx _gqdy _ds _dp_ dgq
OIS I e— — g

aq Pz pyr po
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et on en tire sans difficulté les formules suivantes :

\/(Z(,——— (Ior»)’+2a¢10(x—-xo)’ \/(zo_ quO)z -+ 2aQO(x_’ x,)

P = o -
V(% — qoio P+ 2ags (@ — @)

(16) y= ¥o(Z— o)) — a{x — ) e zo(z.,—-q,,y.)—l—aqn(x——x,)’

{17) v (= 4o

qui sont, pour ce cas particulier, les intégrales générales (6). On a ensuite

“Z Bo— oo
18 ——f =dx =log — ;
o) %y P g\/(zo—qoyo)*+ 2(1(]»(.2-—.%))
cette intégrale devient infinie quel que soit «, si 'on a

z —o ou F_25,
P dre 7
¢'est-h~dire

By = oY
o étant une constante arbitraire. Mais en employant cette valeur de z,, os for-
mules deviennent illusoires, car elles donnent, pour y et pour z, les valeurs

! y= (x—-—xo z._\/—(x-—x‘,),

qui sont indépendantes de y,.

Si Pon élimine g, entre les équations (16) pour former I'équation z =M, on
trouve

(19) z:% [zo—ugo-(x——x,)] + \/(%~1)(z—x,)[—2a;—:+5‘;—; (m—~x,)] = M;

on vérifie aisément que I'équation

dM dM

dy, T dz, =0

donne la valeur de y fournie par la premiére équation (16) et qu'apres la substi-
tution de cette valeur on a *

dM_ 20— qu Yo

*

dz V(s — qupf +2aqi(z — )

ce qui est conforme aux résultats généraux obtenus plus haut.
Enfin, si on prend f(y) =ay, et, par conséquent, z, = ay,,  élant une
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constante arbitraire, I’équation (19) devient

(20) z:y[a——%(x—~xu)] -+ \/(%——1) (2 — ) [—zax-{-%(x——-xq)J-

Si I'on considere y, et o comme deux constantes arbitraires, I’équation (20) satis-
fera 3 1'équation aux dérivées partielles (15); d’ailleurs elle se réduit & z = «y
pour x = x,; elle donne donc la solution du probléme proposé.

§ I

7. Les résultats qui précedent peuvent étre étendus i toutes les équations
aux dérivées partielles du premier ordre, quel que soit le nombre des variables
indépendantes. C'est ce que je vais établir ici, en modifiant, pour la clarté de
’exposition, les notations dont j’ai précédemment fait usage.

Soit & une fonction des » variables indépendantes x,, x.,..., z, et posons

dz = p,dz, + p:dx, + . .. + padz.;

si F (%, @, Zsy..rs Tny Piy Pase--r Pr) désigne une fonction donnée des 27 + i
variables , @, Zs,..., Zpy Prs Pas-+s Pus

(1) F(x,xl,.Z"_-,...,x'mpl’ph"'117"):0

sera le type général des équations aux dérivées partielles du premier ordre.
La fonction inconnue « n’est pas déterminée complétement par la condition
de satisfaire & 'équation (1), mais elle le devient en général si on lassujettit en

3
&

outre A se réduire 4 une fonction donnée
E=f(x, Xy .., Zuo)

des n — ¢ variables z,, 2, ..., 2,_, lorsqu’on attribue & x, la valeur particuliere £,;
alors si 'on pose
df =w dzx + @ dz, + .. . + @y A0y,

on aura en méme temps
Pi=® Pr=Wo-sey Pt = Wn—t+

La méthode de Cauchy suppose le probleme posé comme nous venons de le
faire et elle le ramene au suivant :
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Trouver 2n fonclions &, Xy, Taseess Lnys Prs Pasecs P des n variables indeépen-
dantes X, £,y Eayers Eney qui salisfassent généralement aux deux équations

‘ dZ':dexn+p2dx2+---+Pndxn)
( F(x)xhx'.'y---yxnypl:p:‘:"'vp")':o’

&)

et qui, pour x, = &,, se réduisent respeclivement a
VBB B B By v ey Buety e
Les fonctions £ et @,, @.,..., w,_, sont définies par les équations
{3) Ee=flE, by ), dE=wdi +wdbia+ ... +w di;
enfin =, est une quantité déterminée par I’équation
4 . . F(6, L s b ®,®:. - -, @) = O.
Ce changement de variables conduit, pour la détermination des 2n inconnues,
4 2n équations simultanées aux dérivées partielles; mais ces équations ne renfer-
ment point les variables indépendantes £,, £,,..., £,_,, et en conséquence elles

doivent étre traitées comme des équations différentielles ordinaires. On peut les
comprendre dans la formule suivante :

oy Az dxs dz, dzx — dp,

3 j— j— — j—

PP T T T T P p Pt P X Xp T X, + Xp,

en désignant par
Xidz, + Xodz+ . 4+ X, do, 4+ Xdx + Pidp +P.dp. + ... + Padp,

la différentielle totale dF du premier membre de I’équation (1). Il faut remarquer
que I’équation (1) peut suppléer 'une des équations comprises dans la formule (5).

Au moyen des équations (5) on peut en général trouver des valeurs finies et
déterminées de @, Xyy.eey Tpuoys Xy Pis Pas--s Pr qui se réduisent respectivement
a4z, Zayeiey Epery &, @, By ..., @, POUr X, = £, @ solent

daw

= ? Xy Cu-'-y én-—-i, Gy Wiyees 73"}7 o= Q!J\ (xrly En,---; .’:n—-l’ E_, Wiysees Wa )y
S =0 (Xny Biseres Enmty By @iseres W)y e e, e
) ............................. Pr—i= “P“-“ (Zas Eryeres :r:_,‘__,, 'E:, Wiyeeey Wn)s

P — (Fn--x(xm Giysseey ::u-—\’ Gy Wiyensy 7»"51:), P = L[J“(xn, E,--., in._u, E_, Wigeeny U"},

ces valeurs. Si U'on élimine les variables Z,,..., £,_,, &, =, .., w, entre les n pre-
mieres équations de ce systeme, en faisant usage des équations (3) et (4), on ob-
tiendra la solution cherchée de I’équation (1).

Mais cette analyse exige que les valeurs de a,, x,,..., x,_,, &, tirces des équa-
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tions (6), vérifient les » — 1 équations qu’on déduit de la suivante,

iif . dxl —+ idiz + -+ dxn—l
dEi =P _(Ei Pe dE: e Pn—t _—_dgi 9

en donnant a ¢ toutes les valeurs 1, 2, 3,..., (n — 1). Pour établir que cette circon-
stance a toujours lieu, il suffit de poser

dz _  dx, dz,_ T,
d—zi——Pl-ggi-!-----*—pn-x—dE—i’F is

et 'on obtient facilement I’équation

(l Ti

P.— + XT.=o,
dz,
qui donne, par I'intégration,
f‘rra _X r
T: 2, X _ P Ty
= — 5y n "o i =W & "
log o, . dz, dou T.=0;e s

©; désignant la valeur que prend T; pour x, =&,; et comme on a évidemment
®; = o, on en conclut généralement T, = o.

Toutefois la conclusion précédente n’est plus admissible, comme nous I'avons
¥, X
. P,
déterminée, et cette circonstance se présentera en général, si l'on attribue une
forme déterminée convenable a la fonction f(w, *s,..., X,—y) qui exprime la
valeur de « dans ’hypothese x, = &,; mais je dis que :

déja dit au n° 2, lorsque l’intégrale] dx, cesse d’avoir une valeur finie et

. “n X . . . , .
St lintégrale / p- @z, cesse d’avoir une valeur finie et délerminée pour une

%‘,, n
certaine forme de la_fonction f(2,, xy,..., ,_,), les formules (6) degiennent illusoires

et cessent de fournir la solution du probléme proposé; celle-ct est donnée, dans ce cas,
par lune des intégrales subsidiaires qui accompagnent chaque forme de lintégrale
generale. .

8. Considérons toujours la fonction f(x,, 2s,..., 2p_y) cOmMe indéterminée et
supposons que I’on ait partout remplacé =, par sa valeur tirée de ’équation (4).
Alors les expressions de @, @,..., Z,—, &, fournies par les n premiéres équa-
tions (6), ne renfermeront plus que n — 1 quantités =, et il pourra se présenter
deux cas. Ou bien l'on pourra tirer de n —1 de ces équations les valeurs de
@y, Bayenn, By, eXprimées en fonction de x, 2y, Layeves Tuy & Evsenns Eumys €t en les
portant dans la 7™, on aura une équation ne renfermant aucune des quantités .
Ou bien les n premieres équations (6) permettront seulement d’exprimer n — p.
des quantités @, @,,..., m,_, en fonction des . — 1 autres, p. étant > 1, et, dans

Annales scientifiques de UEcole Normale supérieure. Tome 1IL 21
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ce cas, les mémes équations (6) fourniront en outre, par P'élimination, p équas
tions entre les seules variables x, x,, x.,..., ,, €. &,,..., &,_,. On voit facilement
que le cas de p. = n ne peut se présenter que siP'équation proposée (1) est linéaire
par rapport aux dérivées.

Examinons d’abord le premier cas, dans lequel les équations (6) ne peuvent
donner qu'une équation unique

(7) V(x)‘rnxh'-~’xn3£7£l’-'~,£n—|):0, ou V:O,
entre les seules variables @, x,,..., &, &,.... Dans ce cas, le déterminant

d O d (2 d Cp—i

(i——u.s,v’ dw,’ dw,
do, d o, dui
D= |dm dw: do. '

est différent de zéro, et il en est de méme des déterminants Dy, D,,..., D,_, que
Pon déduit de D en remplacant successivement @, ¢a,..., @n—y par ¢.

Si 'on prend la différentielle totale de l'équation (7), qu'on y remplace dx
par p,da,+ pydr,+ . .+ p,de,, di par &, dE, + wodi 4+ ...+ B, dE,_, et
dxz,, dx,,..., dz,_, par les valeurs tirées des équations (6), il faudra égaler & zéro
les coefficients des différentielles restantes, et 'on aura ainsi

CARNA ‘Z""i((zxf AV do, .
\Gm )t 2\ ) =

=1

avec n — 1 autres équations qui se déduisent de la suivante :

dv+ 12 (l\[ dCD, (lcp, ({04 dw, . ([g;,v s’ .
/E“ Ty dE (]x (l%‘ (dc T di dm‘, 72; A, —([Ej ) -

en donnant a ; les valeurs 1, 2,..., (n —1).

Comme cette derniere équation doit devenir identique en vertu des équations (6)
el que celles-ci ne renferment pas les dérivées des fonctions m,, my,. ., -, C€S
derivées devront disparaitre d’elles-mémes; I’équation précédente se décomposera
donc en n autres dont l'une sera

i==n—1

dv dV dV\ /de: | de)\ _
‘TF;—F -i—Z( ‘d.z> <-—~l+ E)--o,.
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et dont les » — 1 autres s'obtiendront en donnant a j les valeurs 1, 2,..., (» — 1)
dans la suivante

i=n—1

AV | dV\ dg _
3 (G +rg) =

i=1

En outre, comme le déterminant D formé avec les dérivées 73 est différent de
@
76ro, ON aura

'A% dVv
(8) 7124—[).-(73; —=o,

pour les valeurs 1, 2,..., (r — 1) de i; enfin, & cause des formules précédentes,
la méme équation aura lieu également pour i = n, et 'on aura aussi

o) v dv _
9 ‘Ej—‘_ml—(—[g_o’

pour toutes les valeurs 1, 2,..., (n — 1) dej.

Il résulte de la que les n équations (7) et (9) peuvent remplacer les » premicres
équations du systeme (6) et que les équations (8) sont elles-mémes équivalentes
aux n dernieres équations (6).

X

9. Il estfacile maintenant d’exprimer 'intégrale —J P dzx,, en fonction des
E" n

dérivées de V. Pour cela, supposons qu’on ait résolu I’équation (7, par rapport
a x et qu'on en ait tiré la valeur 2 =M, M étant une fonction donnée de x,.
Zayeos Loy &y Eyy Enyenny Epmy ;s les équations (7) et (g) seront plus simplement

(10) x =M, ;Z,].“ -+ % ([d]\; =0,
et Pon aura

, M

(I 1 ) » !'},- fanend (l'.,;',-

On peut obtenir la différenticlle totale dF dupremier membre de I'équation (1),
en ajoutant la différentielle de la premiere équation (ro)et celle des équations (11,
apres les avoir multipliées par des facteurs A, &, propres a faire disparaitre dg,
dt,,..., d&,_,. On a donc

je=n - =n
B | (/ M &M ] V.
2 = ), R j " hGX — Zidpi,
(12) dF } S ZA, Tridn; dzj— hdz 21 p
j=t i =

21.
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les facteurs X, ); devant satisfaire & » équations dont I'une est

d\I
(13) Z),d d;

=1

et dont les » — 1 autres se déduisent de la suivante:

, dM <. &M
(14) A 7E, 2 garaE, = °

i=1

en donnant  jles valeurs 1, 2, 3,..., (n — 1). D’apres cela on a parla formule (12)

(15) —j—g- dx,,:— A

—dz,
n 7\" "

=]

et il ne reste plus qu'a exprimer le rapport% en fonction de z, et des varia-

T
bles auxiliaires &, &,....
Si I'on ajouteles équations (13) et (r4) aprés avoir multiplié la premiére par =,
on aura, i cause de la seconde équation (10),

) &M
(6] 21 (dx,dg, + dx,dg> o

cette équation (16) tient lieu de » — 1 équations distinctes, et il est évident que
celles-ci sont satisfaites en posant

A= dxx ) ho= dxn N My = dxn—x 3 b= d.l',,,

dx,, do,,..., dz,_, étant les différentielles de «,, z.,..., x,_, considérées comme
des fonctions de x, définies par les n — 1 équations (g). L’équation (15) devient
alors
X
-— -IT,; dx‘,, —_— 1,
et 'équation (13) donne ensuite

"2 dx,dg"”"

=1
par conséquent
dM
= dlog —+
X dt M
'—’Ij"'.dxn Z“dxl—dlc,g_d_{

i=1
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enfin on aura par I'intégration

ll X
—~f a’x,,_log di

. dM

car, M se réduisant 2 & pour @, ==&,,..,, &, = %,, TE

doit se réduire a l'unité,
dans la- méme hypothese.

x, :
10. On voit que l'intégrale — f % dx, ne peut cesser d’étre finie et déter-
&

minée que si 'on attribue & la fonction f (x,, @,,..., 2,-,) une forme telle, que la
dérivée & —g—  devienne nulle, infinie ouindéterminée apres la substitution des valeurs

de zy, x,,..., x,_, tirées des équations (9). Mais alors il est évident que I'on ne
saurait tirer de ces dernieres équations des valeurs déterminées de x,, «,,...,
Z,—, se réduisant respectivement a %,, &,,..., £,_, pour x,=§&,, puisque I'hypo-

these @, = &,, xy = &,,..., x, = £, doit réduire ddg a'unité. Les formules générales

deviennent donc nécessairement illusoires, et la solution du probleme proposé ne
peut étre fournie que par l'une des intégrales subsidiaires qui accompagnent
Iintégrale générale.

La seule équation # = M satisfait évidemment & I’équation proposée (1), si 'on
y regarde £, &,,..., &, et par suite £ = f(,, &,,,.., £,—,) comme des constantes
arbitraires; elle constitue une intégrale complele Dans l'intégrale générale les
quantités &, &,,... sont toutes variables, mais la différentielle de I'équationa = M
reste 1a méme que dans le cas de £,, &,,... constantes. On voit facilement que 1'in-
tégrale complete peut reproduire non-seulement 'intégrale générale, mais plu-
sieurs autres intégrales subsidiaires moins étendues que celles-ci et qui, de méme
que 'intégrale complete, ne sauraient étre comprises dans I'intégrale générale. Il
est évident, en effet, que si I'on considere » — 1 — p des quantités &, par exemple
EAI_H, E.,,..*.zw-’ £,—1, comme des fonctions arbitraires des w autres, savoir &,, &,,...,
£,, on satisfera & I'équation proposée par un systeme de p. + 1 équations dont 'une
sera '
(17) r=M

et dont les p. autres se déduiront de la suivante

bz
aM M dM  dM\dE; _
e (7 = d'aa)*Z(Ta =g )7 =
J=pl
en donnant 4 i les valeurs 1, 2,..., p.
Cela posé, si les équations (g) sont impropres & fournir des valeurs de z,,
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Zy,.... Tpy qui se réduisent respectivement a &, &y,..., &y poOUr @, =&, il est
évident que I'hypothese x, = %, fera rentrer quelques-unes de ces équations dans
le systeme des autres, et il en résultera une ou plusieurs équations identiques,
puisque les équations () sont toutes vérifiées quand on pose x, =&, x, =&,,...,
x,=5,.

Il peut arriver que I'hypothese x, = %, transforme ainsi toutes les équations(g)
en identités; dans ce cas, toutes les auxiliaires &,, Z,,..., &,_, disparaissent de
U'égquation (17) quand on y fait 2, = £,, punisque les dérivées de M par rapport a
Zie Zaeeens '5,,_‘ sont alors nulles- et, comme celte équation est satisfaite quand on
pose simultanément ax, =%,,..., 2, =&, et m—f/ iy £ayeens Eney), elle donnera
généralement z = fn.:v,, Zgye-er Tyey) POUT 2, = %,. Ainsi, dans le cas que nous
(‘Ol)ﬂde[’()‘ﬂb, la solution du probleme est fournie par lintégrale complete qui
ace ompanne l’mtegrale générale, et dans laquelle subsistent n — 1 constantes arbi-

traives %, 5,2,.

? ttr Sa—ie

Supposons en second lieu que les » — 1 équations (g) se réduisent pour x, =£,
3 1 equations distinctes qui correspondent aux valeurs 1, 2,..., p. de I'indice j. On
peut admetire que 'on ait tiré de ces équations les valeurs de &, &,..., £,. et
qu’on ait substitué ces valeurs dans I'équation = M. Je dis alors que I’ hvpothese
x, =£, fera disparaitre de M toutes les auxiliaires restantes £

o1’ i,,_._zv'--’ CSn—1-

Soit, en effet, £; 'une de ces auxiliaires : apres la suhsuwtlon dont nous venpns

de parler, toutes les équations (g) se transforment en identités, et la méme chose

alieu & Pégard de la dérivée de M par rapport & %, car cette dérivée a pour expres-

sion

<dM M ,_;‘ <¢/;ﬂ ‘ ([‘\'1) dE,
Sz

. G' —_— ] - 3 - @i; P T
df aé it ({E ' ¢} d%;

=1
—zw étant el la dérivée partielle de &; par rapport & £; ‘tirée des p. équations dis-
tinctes auxquelles se réduit le systeme (g) pour x, = %,. Toutes les auxiliaires £
disparaissant de 'équation x = M quand on fait «, = £,, il s’ensuit que, dans cette
hypothese, cette équation se l'éduit ax=f(x, X4..., ,_,), puisquelle doit
étre vérifiee quand onpose @, = %,, x, = &,,..., x, =&, el w = f (&, Eyeenny Epy )
Cela étant établi, considérons la solution de I'équation (1) qui est fournie par
les équations (17) et (18), et gqui renferme n — 1 — pfonctions arbitraires de p. va-
riqbles Il est évident, d’apres ce qui précede, que I'équation (17) se réduira, pour
wy=2E&,, ct en vertu des equatlons (18), am _.f(x“ Zs,..., &, ), car dans I'hypo-
these x, = £, le systeme des équations (18} équivaut évidemment aux p équations
distinctes auxquelles se réduit le systeme (g). La solution du probleme proposé
erz done donnée dans ce cas par le systeme des équations (17 e (18.
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11. Supposofis maintenadt queé le déterminant D soit avl; dans ée cas, on peut
au moyen des n premibres équations (6) former un certain nombre p (supérieur
a 1) d’équations indépendantes des dérivées =, m,,.... Nous supposerons ces
équations résolues par rapport 2 £, £,, £,,..., £, _, el nous les représenterons par

o—1

E:(I)i(x, iy Xy ooy Zny El’-’ E,a-{—l""’ Z_n—l}s

'I:Q)(.x, iy Lowev.y Ziy EM, Z,U._,_.a---) E.uv-l}’

(19)

.gl,.-l::q)‘,,___,(x, Xy Zage o oa Tuy E,, EF"'""" 5"*‘,"

si 'on différentie ces équations, que l'on remplace

dz par pdz + pode.+.. .+ pudz,,
dt par wdE +wdb 4. . A+ e Ay

qu'on élimine ensuite dw,. da,. ..., da’,_, et que Uon remplace enfin dz,,
dx/H_l, wees do,_y par lé§ valeurs tirées des équations (6), on obtiendra une
équation résultante qui ne renfermera plus que les » différentielles indépendantes
dx,, d&,, d%,,,.., d%,_,; les coefficients de ces n différentielles doivent donc étre
nuls en vertu des équations (6). Mais comme ces équations ne renferment pas les
dérivées des variables @, @....., celles-ci doivent disparaitre d’elles-mémes, et I'on
obtient en conséquence 2n — . équations au lieu dé . Les » — [ premieres se dé-

duisent de la suivante :

dd (Z(I).___ rl:l),_ - ‘l(ﬁy_. .
(20) 75 O T CE T T T e

en donnant A J les valeurs g, p. -+ 1,..., n — 1; les z autres sont comprises dans

) (42 4 p20) g (12, 0) Du—v ) P\,
(_(le Pidz T \dz, Pz )T T e Pz )“ ’
en donnant & ¢ les valeurs 1, 2, 3,..., n.

Les 2n équations (19), (20), (21) peuvent évidemment remplacer les 27 équa-

tions (6). Sil’on pose
(22) V:(j) —“./‘,((-l)i’ Cp:w caey (D/I-"—" Z,U." E‘,,_..*‘.]’ T E""“)’

équation V= o sera évidemment le résultat de I’élimination de &, Zs..., €,
entre les équations (19), et I’on voit que I’équation (20) peut étre représentée par
dv

TE = d’ot il suit que U'intégrale cherchée de ’équation (1) seva le résultat de
J
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I’élimination des variables ‘g/‘, Eprreees £,_, entre les n — p. —+ 1 équations

.4 av av A
{23) Y=o, ;l—g,u_;:—o’ m-__o,..., _—din_l-o'
12. Silon pose
dd dd, do,

(24) ~I+Q(%—w;%—...—m#_l (:’a: '):o;
I'équation (21) devient

do do, do, _,
(25) ]’i‘l“&)([‘[—xi—wl‘?{“‘z—--‘-m#_l—w -=o,

'indice ¢ devant toujours recevoir les valeurs 1, 2,..., n.

On reproduira la différentielle totale dF du premier membre de I'équation (1),
en ajoutant les différentielles totales des » +1 équations (24) et (25), apres les
avoir multipliées par des facteurs propres a faire disparaitre les différentielles des
n variables =,,..., B, gﬂ, 2:_’#_“,..., E,_, et Q; on trouvera de cette maniere

PII=)\YE, v
el
&*® d*®, o,
X—)\Q({W—BIW'—"'”UM—I dxz
< a0 210 i, _,
+2 k0 — I 1)
_Z (dx dz:  ° dr dw; Cr=1 Uz dz; )
=1
3 cause de l’équationl(z4), on peut écrire
. X dlogQ . dlogQ . dlogQ
6 - 5" )'n: . ht L \ ~ .
(26) P, 2 T I + dz.

Quant aux facteurs 2, %;, ils doivent satisfaire : 1° & I'équation

5{9-‘-7\(@—’:-...—&-7\,,@:0;
dz dz,

(27) 2 To

2°aux p— 1 équations qui se déduisent de la suivante :

(o8) L 49 a9, 4o,

T N T g, =
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en donnant a7 les valeurs 1, 2,..., . — 13 3° aux n — p. équations

!

[ (a2 d*®, a*®,_,
\ dzdt;,  ®'dzdg T e dzdg;

(29) ( i=n
L3 A.( e de e, \_ |
‘\dz:dt;  ©'dzdt;, T =1 dzmdg )T

i=1

'indice j devant recevoir les valeurs p, p. +1,..., (—1). Il est évident que les
équations (27), (28), (29) sont satisfaites en posant

A= dx, )q: dx;,

les différentielles dx, dx; se rapportant au cas ol 'on considere =, xy,..., &,
comme des fonctions de x,, déterminées par les équations (19) et (20).
L’équation (26) donne alors

d’ailleurs, il est évident, d’apres I'équation (24) et les équations (19),” que Q se
réduit a U'unité pour x, =&,, 2, = &,,..., ®, = &,,  =£; on aura donc

(30) mX

R

dz,=1og Q.

L’intégrale contenue dans le premier membre de cette formule (30) ne peut
cesser d’avoir une valeur finie et déterminée que si Q devient nulle, infinie ou in-
déterminée pour une certaine forme de la fonction f (@, ®a5.eey @py). Il €st évi-
dent que, dans ce cas, les formules générales (6) deviennent illusoires, et I'on
reconnaitra facilement, en suivant la marche que nousavons tracée, que la solution
du probleme est donnée soit par I’équation unique V = o, soit par l'une des inté-
grales plus étendues que 1’on obtient en joignant & I’équation V= o celles qu'on
en déduit par la différentiation relative & quelques-unes des auxiliaires &. Si £,
g e g, +,—y» par exemple, sont les auxiliaires dont il s’agit, on devra regar-
derles auxiliaires restantes &
des premitres.

pots? By p o0 Enmy COMME des fonctions arbitraires
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