L. SAUVAGE

Sur les propriétés des fonctions définies par un systéme
d’équations différentielles linéaires et homogenes a une ou
plusieurs variables indépendantes

Annales scientifiques de I’E.N.S. 2¢ série, tome 11 (1882), p. 33-78
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1882_2 11__ 33 0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1882, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales scientifiques de 'E.N.S. » (http://www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1882_2_11__33_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR LES

PROPRIETES DES FONCTIONS

DEFINIES

PAR UN SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES. LINEAIRES ET HOMOGENES
A UNE OU PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES,

Par M. L. SAUVAGE,

ANCIEN ELEVE DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

INTRODUCTION.

1. Le Mémoire que M. Fuchs a-publié en 1866 sur les équations
différentielles linéaires et homogenes d’ordre quelconque renferme les
principes fondamentaux de la théorie de ces équations. Je me suis
proposé d’étendre cette théorie a des systemes d’équations différen—
tielles & une ou plusieurs variables indépendantes.

Deux Chapitres sont consacrés aux propriétés fondamentales des
solutions d’un systeme d’équations aux différentielles totales de la
forme .

(1) (Z,)/i: (ail,)'l G Ye e [li/z)’/z) (lxl et (lilyi -+ Z:‘zh Bt e ol Zz'n}’n)dxp,

ol i=1,2,...,n, dans les régions du plan ol les coefficients
a, b, ..., I sont des fonctions analytiques des p variables indépen-
dantes z,, 2y, ..., 2.

Dans la troisieme Partie, on s’occupe des équations différentielles

Ann. de U'Ec. Normale. 2¢ Série. Tome XI. — FEvRIER 1882, 5



34 L. SAUVAGE

linéaires et homogines & une scule variable mdépendante. Apres
Iapplication & ces systemes des propriétés générales déja connues par
ce qui précede, on donne les formes que peuvent prendre les éléments
d'un systeme fondamental de solutions dans le domaine d'un point
singulier isolé (*).

9. Jo ferai usage des définitions suivantes, tirées d'un Mémoire de
M. Weierstrass (?).

Un point (E,, &,, ..., £,) est]’ensemble des valeurs @, = &,, =&, ...,
x,=E&,. '

La valeur d’une fonction au point (&,,%,,...,&,) est la valeur que
prend cette fonction pour x, = £&,, ..., x,=&.

Le domaine & d'un point (£,,,,...,&,) est 'ensemble de tous les
points (x,, &y, ..., z,) lels que les modules des différences @; —
soient moindres que le nombre positif 9. -

Une fonction uniforme est dite régulicre au point (£, &y, ...,5,), si
elle est développable en une série, convergente dans un domaine de ce
point, de la forme

EA

i (‘1.1 - el )r' ("172— Eﬂ)llg' LI ('1"/» 5/')1.’”,

les nombres 7, ry, ..., r, variant de zéro  l'infini par des valeurs
entiéres, et Ar...r, veprésentant un cocfficient constant.
Dans les définitions précédentes, on remplace, par convenlion, une

. , . I . . . N
différence x;— &; par - quand &; devient infini.
I3

2Ny

Si une fonction uniforme n’est pas réguliére auw point (%, &, ..., £,),
on dit que ce point est singulier.

M. Weierstrass a indiqué, dans le Mémoire précédemment cité, la
classification des points singuliers des fonctions analytiques uniformes.

(1) oir la Thése de M. Tannery, et le Mémoire de M. Fuchs au Journal de Crelle, t. 66,
p- 121,
(2) Journal de Crelle, t. 89, p. 1.
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CHAPITRE 1.

3. La définition des fonctions qui satisfont & un systeme d’équations
aux différentielles totales i p variables indépendantes repose sur le théo-
reme suivant, donné par M. Bouquet (*).

Soit un systeme de 7 équations aux différentielles totales & p varia-
bles indépendantes

dy;/=Xudr + ... +X;dr, (i=1,2,...,n),

dans lesquelles les coefficients différentiels X;; sont des fonctions
analytiques des p -+ n quantités @,, @y, ..., Ly Vis - .Yy salisfaisant
identiquement, en vertu des équalions proposées, aux conditions
d’intégralité

n n
A v Vj 2 V‘j
Dz, Xz —I—Z X;’rﬂ Dl}‘y- XD, X+ Z X,'.'/z: 1)‘)’;’,X,-/,,
g=1

g=1

5

les indices 4 et £ variant de 1 & p, et 'indice ¢ de 1 & n; si les coeffi-
cients différentiels X;; sont holomorphes pour toutes les valeurs des
différences a; — &; dont les modules sont inférieurs ou égaux a p,, et
pour toutes les valeurs des différences y;— »; dont les modules sont
inférieurs ou égaux a r;, on peut tirer des équations proposées, par un
caleul de proche en proche, des séries convergentes pour toutes les
valeurs des quantités «; — &; dont les modules sont plus petits qu’un
nombre p’ qu’on peut fixer; et les fonctions holomorphes représentées
par ces séries satisferont aux équations proposées, et prendront les
valeurs n,, 12, . - ., 0, lorsque les variables x,, 2., ..., 2, prendront
les valeurs &,, &,, ..., . ’

(1) Bulletin des Scicnces mathématiques, t. 111, p. 265.
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%. Appliquons ce théoreme aux systemes d’équations de la forme
(1) dy;/=(any;+ ... + az‘n)"u)d-r'l - (li'l)'i“f" e li,z,}’rz)(l'l"l)y

(i=1,2,...,n), ou les coefficients a, b, ...l sont des fonclions
analyliques des variables indépendantes @y, @3, ..., %, satisfaisant
identiquement, en vertu des équations proposées, aux conditions
d’intégrabilité.

Si les coefficients a, b, ..., I restent holomorphes pour toutes les
valeurs des différences x; — £; dont les modules sont inférieurs & p, les
coefficients différentiels Xy seront holomorphes dans les mémes condi-
tions, et quels que soient les modules des différences v, — w; les
valeurs u; étant prises arbitrairement. .

En employant les définitions de M. Weierstrass, nous énoncerons le
théoreme suivant :

Si les coefficients a; des équaﬁons (1) sont des fonclions rédgulicres
au point (&,,8%,, ..., &), il existe n fonctions y,, y,, .... y, salis-
faisant aux équations proposées, réguliéres en ce point (%,,%,,...,%,),
et prenant en ce point des valeurs arbitrairement choisies ,, 9., . .. , 1,

5. Définissons maintenant une solution du systeme (1). Imaginons
que les variables indépendantes suivent, avec¢ des marches détermindes,
des chemins déterminés, de sorte que, en tous les points (&,,&,, ... ,£,)
successivement, les fonctions a, b, ..., I soient régulieres. 1l existe un
domaine du point de départ (x,,x.,,...,2, ) ou les fonctions
a,b,..., [ sont représentées par des séries convergentes, procédant
suivant les puissances entiéres, positives et croissantes des différences
Ly — Xyyy Xy— Lyyy -+, X, — Xp,. Falsons suivre aux variables indé-
pendantes leurs chemins avec les marclies assignées sans les faire
sortir des cercles qui composent le domaine du point de départ. Soit
(%,9y Xyay ... XZpy) le point auquel on s’arréte. Il existe, dans le
domaine considéré, n fonctions y,, y., ..., ¥,, satisfaisant aux équa-

~ tions proposées. Elles onl au point (x,, @5, ..., 2,) des valeurs
arbitraires v,(, My, - .., u,,, et arrivent au point (x,,, 2, ey )
avec des” valeurs bien déterminées 0, Mya, ..., . Le point
(g - s XTpe) M'est pas un point singulier des coefficients a, b, ..., £
Il existe, pour ce point, un domaine composé de cercles, a Uintérieur
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desquels les variables indépendantes, partant du point(z, s, 22y ..., Zps),
peuvent suivre de nouveau une portion de leurs chemins d’apres les
marches assignées. Soit (&3, @s;, ..., &, ) le point auquel on s’arréte
dans ce domaine. Les fonctions y,, ¥s ..., ¥, partant du point
(@190 @05 ..., Tpe) avee les valeurs w5, 5., ..., 0,0, arriveront au
point (g, Tag, ..., Z,,) avec des valeursbien déterminées 1,5, 9a5s -+.»
n,5. On traitera le point (x5, s, ..., 2,;) comme les deux points
précédents, et, en avancant ainsi de proche en proche, on arrivera,
avec des valeurs toujours déterminées, et variant d’'une maniere
continue, a un point (X,, X,, ..., X,).

Cela posé, remarquons que les domaines successifs sont formés de
cercles qui empietent les uns sur les autres. Prenons arbitrairement
un point («,, ..., «,,) dans la région commune aux domaines des
deux points (., ..., Zp), (@45, ..., Zp); puis prenons un point
(@5 -+, &,,) dans la région commune aux demaines des deux points
(Zyas « s Xpa)y (Tyge ooy yg)s ele,

Fig. 1.

3 J 5 ; « . Y .’ “@) ) y
..101gnc.)ns.lcpou?l (415 -.o @py) AU point (2, ..., «,,) par un che-
min grbllrau'e pris dans le domaine du point (x,,, ..., x,,); joignons

i ’ . 7 . .
le poine (@9 - +vv @,,) au point (x,. .., ) par un chemin arbi-
traire pris dans le domaine du point (x,,, ..., %,,), etc. Continuons

ainsi jusqu’a un point (X, X,, .... X,). Je dis qu’on peut substituer
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aux chemins primitifs les nouveaux chemins qui relient le point
(@41 ooy @y ) au point (X, Xy, ooy X))

En eﬁet on peut évidemment substituer aux chemins nouveaux
les chemins obtenus en allant du point (x,,, ..., @, ) au poinl
(' , &), du point (@, ..., @) au point (s ... Zp)> du
POInt (@5, -.. s Tpy) AU point (&, ..., a,,), du pouzt VY
au point (&' ., @, ), de ce point aupomt(acm, ces x,,‘) de eelui-ci
au point (@, ..., @), .... Or le chemin primitif qui va du pownt
(2415 oony @py) AU poOInL (X4, « .., &p,) et le nouveau chemin qui relic
ces deux mémes points en passant par le point (x,,, ..., &) con-
duisent aux wmémes valeurs des fonctions y,, ¥,, ..., ¥, au point
(@1as oo ), car les trois points (@, ..., Zp)s (Xiay ooy Tpo)s
(s oo asm) sont dans le méme domaine. Partant mnintcnunt du
point (g, ..., Zp,) commun a deux domaines, on arvivera au point
(@450 « .., @) commun & deux autres domaines avec les mémes valeurs
des fonctions y,, ¥s ..., ¥»- On peut done, en avancant de proche en
proche, atteindre le point commun (X,, X,, ..., X,) aux deux chemins
et, en ce point, les fonctions y,, ¥., ..., ¥, auront les mémes valeurs
pour ces deux chemins.

Il résulte de 12 que, connaissant les valeurs initiales des fonctions
Yis Yoy <o Yo @U point (x,, x,, ..., z,), on peul obtenir des valeurs
de ces fonclions qui soient les mémes en un autre point (X,, X,, ..., X,),
en faisant varier, d’une maniére continue, les variables indépendantes
d’une infinité de manieres différentes entre le point (x, &, ..., xp)
et le point (X, X,, ..., X,).

Etant donnés des chemins et des marches déterminés, on pourra
done déformer les chemins d’une maniere continue, et, sur des che-
mins donnés, altérer les marches d’une maniere continue pour arri-
ver aux mémes valeurs des fonctions y,, y,, ..., ¥, en un point
(X, ..., X,), pourvu que les déformations de chemins et les altéra-
tions de marches restent comprises entre certaines limites.

Il est évident d’abord qu’on ne peut déformer les chemins qu’entre
certaines limites; nous allons montrer qu’il en est de méme pour les
marches sur des chemins donnés, en formant un exemple, tel que
deux combinaisons différentes de marches sur les mémes chemins con-
duisent & des valeurs différentes d’une fonction.

199

1;’ ..
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Considérons la fonction trés simple 5 = Vo — y -+ 1, oll @ et y sont

deux variables indépendantes. Elle est une intégrale de I’équation &
différentielle totale

T I
ds = ;(—;—_—3’—_;—1—): dax — Py —
Posons & — y = ¢, de sorte qu’on aura s = y/z + 1. Prenons pour va-
leurs initiales # = o, ¥ = o, 5z =1, et faisons varier « ety sur des che-
mins définis de la manitre suivante.
Pour le chemin de y, nous prenons, dans le plan des y, la partie de
I'axe des valeurs réelles comprise entre o et 1.
Pour le chemin de @, nous prenons, dans le plan des , trois demi-
circonférences reliant le point = o au point x == 1. La variable «,
partant de Porigine, décrit la demi-circonférence OA (fig. 2), dont le

Fig. o.

L ) . 1 . , .
diametre a une longueur 1 — ¢, comprise entre -elr. Puis « déerit la

demi-circonférence AB dont le diametre est plus grand que ¢; enfin Ia
troisieme demi-circonférence sert d ramener x du point B au point C,
olt I'on a@ = 1. La demi-circonférence AB n’est pas dans la méme ré-
gion du plan que les deux autres demi-circonférences, de sorte que le
chemin OABC entoure le pointw = — 1.

Cela posé, choisissons les marches suivantes :

1°y reste nul, et « décrit tout le chemin OABC;

2° x reste égal & 1, et y déerit tout son chemin.

Cherchons, dans ces conditions, la variation de ¢. D’abord on a ¢ = «,
et ¢ décrit, dans le plan des ¢, le méme chemin que 2 dansle plan des .
On arrive i la valeur z = 1. Ensuite on a z== 1 — y, et, quand y varie
deoa 1, ¢varie de 1 & o. Il résulte de la que finalement ¢z a décrit un
chemin fermé allant de o & o et entourant le point z = — 1. Le radical
qui avait pour valeur primilive 5 = 1 aura donc pour valeur finale

S - I.
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Choisissons, au contraire, les marches suivantes :

1°yvarie de 0 & 1 — ¢, et x reste nul;

2° y reste égal A 1 — ¢, et & déerit tout le chemin OABC;

3° xreste égal A 1, ety varieder — ¢ a 1.

Dans le premier cas, on a ¢= —y, et ¢ varie de 0 & — (1 —¢).
Daus le second cas, onaz = ax — (1 — ¢), et fvariede — (1 — ¢) hesur
un chemin superposable & celul que déerit . Soit O’A’B’(Y le chemin

Fig. 3.
T
/~ N
[~ )
AR AT

que décrit z; O étant I'origine dans le plan des¢, on a en valeur abso-

lue (fig. 3
ﬁg ) 00 =1—¢, ON' =2(1—¢), OC =-=.

Le point £ = — 1 est entre O’ et A’, car on a
00'<<1<< OA',

d’apres le choix qu’on a fait de ¢ entre o et . :

Dans le troisieme cas, on a = 1 —y, el ¢ varic de ¢ & o. Il résulte
de la que finalement z a décrit un chemin fermé, allant de o en o, et
n’entourant pas le point £ =-— 1. Le radical, parti avee la valeur z = 1,
revient donc a celte valeur sans avoir changé de signe.

Ainsi, sans avoir changé autre chose que les marches des variables,
on a changé la valeur de la fonction z au pointw =1, y = 1.

6. Nous appellerons solution du systeme d’équations (1) un groupe
de n fonetions y,, ¥., .., ¥u définies d’apres les regles précédentes.

Si nous considérons ensemble plusieurs solutions, nous admettrons
toujours que les variables indé¢pendantes z,, «,, ..., z, ont les mémes
marches sur les mémes chemins pour toutes les solutions. Les solu-
tions considérées ensemble ne différeront donc que par les valeurs ini-
tiales de leurs éléments.

Nous appellerons systéme de solutions I'ensemble de n solutions des
équations proposées.
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Soit D le déterminant

Yo Yar R

Jiz Ya
Yin Yan -+ Yan

d’un systeme de solutions représentées par les » groupes de fonctions
YiisYais - Yuis (=1, 2, ..., n); nous dirons que le systeme est fon-
damental sile déterminant D n’est pas nul.

La considération des systemes fondamentaux de solutions étant la
base de la théorie, nous démontrerons d’abord qu’il existe des systemes
fondamentaux, en nous appuyant sur le théoreme suivant :

7. Le déterminantD d’un systéme quelconque de solutions satisfait a la

relation
dlogD = X(g8y+ Guat -+ - +&un) dyy

ou la leitre g doit étre remplacée successivement par les lettres a, b, .. ., {,
lorsque Uindice k prend les valeurs successives 1, 2, ..., p.

On a

k=p
Y 9 logD
dlogD = 2 day.
2 e X' f;
k=1
Or,
dlogP 1 0P
()»JUA - .D ().LL
ab
Calculons =— nous aurons
()J"/c
oy;
i=n )"H ()'_Z.I!' DVIII
D __2 k
()xk ——_
i=1 (),Vin
.)/“l ()"/L J’nn

Mais on a, en général,

J 1
6{? = gaYite oo Sin Yo

Ann. de I’ Ec. Normale. 2¢ Série. Tome XI. — FEvREr 1882, 6
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g représentant successivement les lettres a, b, ..., ., lorsque Uindice
k varie de 1 A p. On a done

0y )
Y ') ; © Y B ) )
oz . U’}f“ e ‘_«))-“J.“-—l—-..ml—-gm Jlll ooy ‘) nl l ‘
e O i D.
‘ ())’iu Y ,.TUL "I' 8‘52 Vln—}‘---”l‘ .gin,)'nn LR ,,V/uz ]
Yin sy Ynn - v
oxy.
On a, par suite,
oD
2D (g4 gt gan) D
Pyl CATRE £ = &un) Dy
d’olr
k=n
NIy z
— X A - PP S '(,. ; 1"/;
D & _‘(!_711 ™ :»zm) ’
k=1
¢’est-2-dire enfin
dlogD) =X(g1u ...+ nn) d2 )0

Dans cette relation, le premier membre est une différentielle exacte;
le second doit étre de méme une différentielle exacte. En intégrant, on
pourra mettre le déterminant D sous la forme

D = Cef*ut g l/il],’

C étant une constante.

8. Il est maintenant aisé de démontrer qu’il existe une infinité de
systemes fondamentaux de solutions des équations (1). En effet, si I'on
se donne des valeurs initiales des n* fonctions y, telles que le déter-
minant D ne soit pas nul, la constante C ne sera pas nulle, et le déter-
minant D restera différent de zéro, tant que les variables n’atteindront
pas un systeme de valeurs constituant un point singulier des fonctions
a,b,...,l. Or, nous avons écarté les points singuliers dans la définition
des fonctions y. :

9. Toute solution du systéme d’dquations (1) peut s'obtenir par des
combinaisons linéaires et homogeénes a coefficients constants des éléments
d’un systéme fondamental quelconque de solutions.
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-
]

En effet, soit un systeme quelconque de solutions

Yii Yais -y Yni (I==1,2,...,1);

posons
Y= Cl Yi—+ C‘.)[,Viz +..ot Cn,ﬂVz'n, (( =1,2, ..., 72),

C,,Cs, ..., C, étant des constantes arbitraires; il est facile de vérifier
que les fonctions Y constituent une solution du systeme d’équa-
tions (1).

Toute solution du systeme d’équations (1) peut réciproquement se
mettre sous la forme précédente, pourvu que le systeme de solutions
d’otr 'on part soit fondamental.

En effet, soit

.}/l,n-i—i; :V:z,tH-‘l’ ] :,Vn.,n+1

" une solution quelconque du systeme d’équations (1). Cherchons & dé-
terminer des fonctions C,, Cy, ..., C,, %, telles que Ion ait

Ciyu+Coyvi+...4+CuyVint2Vipe=0 (i==1,2,....n0).

On prendra A arbitrairement, et on aura a résoudre un systeme d’équa-
tions 4 n inconnues C,, C,, ..., C,. Ce systeme est du premier degré; le
déterminant des coefficients des inconnues est différent de zéro, puisque
¢’est le déterminant d’un systeme de solutions supposé fondamental.
Les inconnues C,, C,, ..., C, prendront donc des valeurs -déterminées.

. C; (y . \
Je dis que les rapports 5* se réduiront tous & des constantes. En effet,

en différentiant totalement, on a
:yfi dC1 e e '?/i/z dcn +)’1‘,n+1 d)\ -+ Cj (l:yil Ik o Cn [lyi1L+ )‘ [Z)’i,n-n = 0.
Or, le systeme proposé permettant d’éliminer dy;, on a

Codyy +ooit Crdyin+ 2 Ay ins
=Cy [(anyi ot @inynr) Ay oot (L J1g oot lin ) dzcp] ...
+ Cp[( @y Yin—t et Qin Ynn) dz, et (b yin et lin Y an) dz,)
= (@i Y1, mt oot Qins Vo) Ay~ oo (Liy Y1 mer oo Lin Yy nse) Az
=au (Cy oot Cp¥in + 2 V1 nan) dzey ... = 0.
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Nous avons donc simultanément
M Ci+... = Yin Cn -+ ¥i,n+1 h==o (l: To 2,000 ’Z)‘
Y dCy—+. . 4 Vi dCp = Vi dh =0 (i==1,2,....7).
Ces deux systemes d’équations déterminent les mémes valeurs propor-
tionnelles des inconnues, en prenant pour inconnues d’une part C,, C,,

..., C, et ), et, d’autre part, dC,, dC,, ..., dX; il faut donc que I'on
ait

dC, _ dC, _  _ dC, _ d)
"C}' m— -F‘_: pomnasi C”' o )\ 5
ou encore _
(/(‘#> IO,
ke
ou enfin

C;
< == consl.

\

Si done on prend X égal & — 1, on aura les relations

Viner=Ciyvn 4. .+ Cpyin (E==1,02,...,n0),

linéaires et homogenes a coefficients constants, qu’il s’agissait d’obtenir.

10. Supposons que I’on ait un systeme de solutions non fondamen-
tal, il existera entre ses éléments des relations linéaires et homogtnes
A4 coefficients constants de la forme

Ciya-+...+Coym=0 (i=1,2,...,n).
On le démontrera par une méthode analogue a celle employée dans le

paragraphe précédent.

11. Entre les éléments de » + 1 solutions du systeme d’équations (1),
il existe toujours un systeme de relations linéaires et homogenes a
coefficients constants de Ja forme

Coyn+..+Cuym=o0 (i=1,2,...,n).

C’est un autre énoncé du théoreme du § 9.
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12. Entre les éléments d'un systeme fondamental de solutions, il
ne peut exister aucun systeme de relations de Ia forme

Ciyu—+...+Coym=o0 (i=1,2,...,n),

ou de la forme

Cl,)’ii‘i‘- Ce Cn.}"ni: o (I==1,2,...,n).

En effet, le déterminant de ces équations homogenes du premier degré
en C,, Gy, ..., C, ne peut étre nul, et on ne peut satisfaire a ces équa-
tions qu’en prenant G, =C, = ... =(,=o.

Mais il faut bien remarquer qu’une de ces relations peut avoir lieu
isolément. Par exemple, le systeme d’équations

dy, 1
J 1o
dr ax v
dy, 2 - 2r
=2 = ) - ——— )
dor 2t a2 ?

Or, la relation y,, + ¥,, = o a lieu identiquement, quoique le systeme
de solutions soit fondamental.

13. Silon substitue aux éléments d’un systeme fondamental de so-
lutions d’autres éléments déterminés par les relations linéaires a coeffi-
cients constants

Yh/.':(-‘/ul,}'/u_i"'--+C/.m.y/uz (h=1,2,...,n; k=1,2,...,n),

on obtient un nouveau systeme fondamental, & condition que le déter-
minant des constantes de la substitution soit différent de zéro.

En effet, soit P le déterminant des fonctions Y, soit Q celui des fone-
tions y, soit R celui des constantes, on a identiquement

P=0Q.R.
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Or, Q et R sont, par hypothese, différents de zéro, et par suite P est

différent de zéro, et les fonctions Y forment un systeme fondamental.
14. Substituons 2 des éléments d’un systeme fondamental d’autres

éléments déterminés par les relations a coefficients constan(s

Yue=Cuym-+.. .+ Crg¥ g

pour toutes les valeurs de £de 1 & g, et pour toutes les valeurs de /2 de
14 n, nous aurons le tableau

,

‘“. BT Yl,L'" ,3'17;{4—1, ev ey ,_'leH
a 7

Yo, oo Ygu Yugrns <o o5 Yune

Les éléments de ce tableau forment encore un systeme fondamental
de solutions, si le déterminant des constantes de Ia substitution est
différent de zéro. En effet, le déterminant des constantes peut §’éerire

Cip vvo Gy o .. o0
“.e d
C{:l . C“, O O
’
0 O 1 O
0 e (6] O “. I

et la question est ramenée & la précédente.

15. Silon connait une solution du systeme d’équations (1), on peut
ramener l'intégration de ce systeme a celle d’un autre systeme de méme
forme ayant une inconnue de moins.

Soient w,, u,, ..., u, les éléments de la solution connue. 1l peut
en exister qui soient nuls. Admettons que les éléments u,,,, u,,,, ...,
u, soient identiquement nuls, sans qu’il en soit de méme pour les ¢1¢-
ments u,, Uy, «.., Us.

Substituons aux fonctionsy,, ¥,, ..., ¥ d’autres fonctions Gis Qo «ees
gs déterminées par les relations

Yre=ungr (h==1,2,...,8).
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Les s premieres équations du systeme (1) deviendront

Up dq& +qn dup =(apr Uy gy oo+ CpsUsGs + Aposig Vsag =+ Qig ) dx,
et (L @y e lps s Gs == Lo Vs =-oe o= lhnyn)dx,

(A=1,2, ...,8).
R ls d L dx, ...+ 9t dx,. Ces équations pren-
emplacons du,, par g oz, v q P

dront la forme

dgp = (%py s+« = Fhs @s = Znysit YVsar o oo Tan Vo) AT 4.
-+ ()*/1.1(]1 e s+ )\/L,5+1}’.s'+1 I o 7\/1,/;.)"n) (l;L‘/,.

Nous avons, en outre, les » — s équations
AY s = (Qoiteys Ur @1 o o= Qs p,s Us s == Aol st Vst o o= Corpon Yn) dy
et Lo Uy @i Lo g e s == Lot st Yswr S eei = Loteon V) devy,
. (k=1,2, ...,0t—3).
Si nous remplagons y, 4 par ¢.. nous aurons un systeme d’équa-
tions de méme forme que le systeme (1). Nous ’écrirons
(2) dg;i= (% .-+ 2nqn)de; 4. . A= (hy gy 4. 4 hinqn) da,
(i=1,2, ..., n).
Les conditions d’intégrabilité doivent étre satisfaites.
Vérifions-le, par exemple, pour I’équation qui donne dg,. Les coel-

ficients différentiels de du, et dw, sont deux coefficients quelconques.
Prouvons que I'on a

9 Gl gy .o Qs+ a st —F g 24y

dx, | u gy ... 1sUsqs L+l Ys+1 e o= QpYn— ()—;‘1 )

d |1 ( duy\|
=— = ({,uq et st s Al gy Vg == — g, — ) -

0&'1 lul \ 11 l{/l -+ 1s .\([.s -+ 1,8+1 )/a+1 -+ [111.‘)’/: ’//1. ().‘L’[) |

En développant le calcul, nous aurons

du,
dxy

duy

J 0 .
uy -&r—p(a“za,ql e Ay Y n) — Uy 9z, ((]1 > —(pw gy Ly oz

duy duy
gt 2L
dxy dx,

J 0 Ju
— :l(l—o—z(l“lﬂql—l—.. -+ ll”.)’/L)'-—“l()_‘l:<(/l ;ﬁi)
du; du,

— (l it b ) S8 — g, 2 2,
S Oy da, dx,
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Or, on a :
Ungdn=Yn (/‘ =1,2,...,8)

sk =Yser (E=1,2, ..., n—5),

et, & cause de 'intégrabilité des équations du systéme (1), on a
_q—‘ (A yy+...+ Uy V)= ‘g—(lu)’l +.. lm)’u)-
dx, E

I1 vient donc
dq; du, 0* uy dq1 duy

Uy === == = Uy ] =
! ()xp d#l'[ 7 04’71 ()-.’l"/) ()..L'l ().’lr",)

Ay duy d*u, dqy duy

Im Uy S —— o Uy e - Ul —— =
! 0;!‘1 dLL‘I, 7 ().L‘p ()-11'1 ()LL'/) ()"-"‘l

c’est-a-dire une identité.
Remarquons maintenant que le systeme (2) admet la solution
qr=1 (h=1,2,...,%),

gs+r=0 (k=1,2,...,n—35).

Nous devrons donc avoir entre les coefficients I’ensemble des relations

Iy + )\i2+- =X

(t=1,2, ...,n).

En tenant compte de ces conditions, le systeme (2) devient
dgi="[an(ga— q1) .« == 2y (Gs— 1) = i giet Qo1 oo o= Rn ] ity 4 ...
[P (ga—q1) iR (Gs— 1) + Aot Yot oo+ hingn | dazy,
(i=1,2,...,n).
Posons maintenant
sp=gp—qr (h=2,3,...,5),
Syl = ( s+ (k==1,2, ..., n—3s),

et retranchons la premiére équation des s — 1 suivantes. Nous obtien-
drons un systeme dela forme
(3) dsi=(Anse+...-+ Bppsp)drey+. ..~ (Lu sy ...+ L, 3,) e,

(6=2,3,...,n),
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anquel il faudra joindre I'équation
(4) dygi=(233 ...+ %, 3,) A2 +...+ (*282—+. ..+ hinSn) dTp.

Supposons que nous ayons obtenu une solution quelconque Z,,
Zs .., ¢, du systeme (3). Nous pourrons tirer g, de I'équation (4) en
effectuant des quadratures, puisque les conditions d’intégrabilité sont
satisfaites.

Soit Q une solution de cette équation, nous aurons

qh———-gh“l—Q (/L::z,?,,...,s),

Gs+t = L5 i (k=1,2, ..., n—s).

Nous en déduirons la solution du systeme (1)

.}’l :ul 09
'V/z:uh(th—*_Q) (/L——_—g: 3,..58),
Vs ="Csrr (k=1,2,...,n—35).

Nous sommes donc ramenés a la résolution du systeme (3), de méme
forme que le systeme (1), mais ol le nombre des fonctions inconnues
est diminué d’une unité.

16. Etant donné un systeme fondamental de solutions du systeme (3),
le systéeme de solutions correspondant des équations (1) est aussi fonda-
mental.

En effet, soit A le déterminant des solutions

t—ziyzsl’”";ni (522,‘3’,"',”‘)

du systeme d’équations (3). Supposons A différent de zéro, et par
suite ce systeme de solutions fondamental.

L’équation (4) donne, pour chaque solution s &ayy - .., Gu des
équations (3), une fonction Q;, et I'on peut former un systeme de
solutions des équations (1). Les éléments de ce systeme forment le
tableau g

Uy, u,, cey Uy, 0, R
QL+ Q) o, u(Le -+ Qy), Lotz = - -5 Cnas

Uy Qn—u s ( Can+ Qn—i), ey g (Lot Qn—t )s ts—i—l,n, <ves Bane
Ann. de U'Ec. Normale. 2° Série. Tome XI. — Fivrier 1882, 7
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Je dis que ce systeme de solutions est fondamental. En eflet, s'il ne
Pétait pas, on pourrait établir entre ses éléments des relations a coeffi-
cients constants de la forme

,C:J’u ~t- Cz)'iz“l" cee Gn,}’i}l.: o (i=1,2,...n )

On aurait d’abord

Creg+Cott; Q=+ ... +Crte, Quey=o,
ou
Ci+CQu+...+CrQpy=0.

On aurait ensuite

Cottn+ Catt (Cpa+ Qi oo = Cpter(Cpn+ Quoy) =0,
ou, en (enant compte de la relation précédente,
() Colpa+ .. +Coln=0 (h==2,3,...,5).
Enfin on aurait

(b) Colsptpt oo +=Cploprn=0 (k=1,2,...,00—5).

L’ensemble des relations (a) et (b) exprimerait que le systeme de
solutions des équations (3) n’est pas fondamental, ce qui est contraire
a I'hypothese.

17. Nous avons mainlenant une marche & suivre pour former un
systeme fondamental de solutions des équations (1). Soit une solution
Uy, Uy, ..., t, du systeme (1). Formons un premier systeme auxiliaire
d’équations ne renfermant que n» — 1 inconnues. Soit une solution
Vay V5, -+ ¥, de ce systeme. Au moyen de cette solution, passons & un
deuxieme systeme auxiliaire d’équations ne renfermant que n— 2
inconnues.

Au moyen d’une solution de ce nouveau systeme, passons de
méme 2 un systeme ne renfermant que » — 3 inconnues, et continuons
ainsi jusqu’a ce que nous arrivions a un dernier systeme réduit i une
seule équation renfermant une seule inconnue. Soit

dw=w((Fidxr,~+ ... +F,dx,)
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cette équation. Elle donne

(= CellFy day4=. . +Fpday b’

C étant une constante arbitraire, car la parenthese doit étre une diffé-
tielle exacte. Cette valeur de w, n’étant pas identiquement nulle, forme
un systeme fondamental de solutions du dernier systeme auxiliaire.
Elle fournira, apres une intégration, une nouvelle solution de I'avant-
dernier systeme auxiliaire. On aura alors deux solutions de ce systeme,
et elles forment un systeme fondamental. Ce systeme fondamental
permettra ensuite de former, apres deux quadratures, deux solations
nouvelles du systeme auxiliaire précédent. Avec la solution déja
connue, on aura trois solutions de ce systeme d’équations, et ces trois
solutions formeront un systeme fondamental. En remontant ainsi de
proche en proche, on obtiendra finalement un systeme fondamental
de solutions des équations ().

Le nombre total des intégrations & cffectuer dans la suite de ce
caleul est

I-+=2...+n—I1= M—-ﬂ'

2

18. 1l existe une relation simple entre les expressions des détermi-
nants des systemes fondamentaux dans les systemes d’équations (1) et
(3). Soit D un déterminant relatif au systeme (1), soit A un détermi-
nant relatif au systeme (3 ) En négligeant les facteurs constants, qui ne
sont pas nuls, puisque D et A doivent étre différents de zéro, on a

— b4 P s 1.
D = eS3gu+r gt diog,

A—c¢e 2 (Gag ..+ G,,,,nl,r,,..

« Or, on a, par définition,

G Y 1 Ju;
YT — 1 = i — — s
i = "ii (10 = &ii 1w, 0z (1is

pour les valeurs 1, 2, ..., s de I'indice 7, et
Gu=gu

pour les valeurs s +1, s + 2,...,n de cet indice.
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On a done, par exemple,

1 Juy i _’),'f_)
Aot Ay, = (an Ak @pn ) — (B e 2y5) — R TR N
Mais on a
1 duy
5(12—|—. R Ays = — Uy == »«a“—l— ;2‘1 -(ﬁ;.
On a done
( 1 Quy L ()u‘{)_

Ap .o+ Ay, = (g = eoo~ Upp) — \;I.—; 0x, ™ ———()vl’x ,

On aura donc
=y
. . I
2 (Gag e oot Grp) dap =2 (g1~ -+ an) drp -~ ¥ - du,
r

it
cf, par suite,
iy

T
Y — du;

A= ef:(,'(n A= gan g ¢ / =1

ol
' A —De—logluus.. 1y,
ou enfin

. D

T ug . . U

Comme premiére conséquence, imaginons qu’on donne d’abord le
déterminant D, et qu’on dirige le caleul précédent de maniere a obte-
nir le déterminant A. On voit que A ne pourra étre nul que si D est nul,
ou que si le produit u, u,...u, devient infini. Or, aucune de ces deux
hypotheses ne peut se réaliser en un point (x,,x,, ..., &,) qui n’est
" pas singulier. On peut donc dire qu’a un déterminant D d’un systeme
fondamental de solutions du systeme (r) correspond un déterminant A
d’un systeme fondamental de solutions du systeme (3), et cette pro-
priété peut évidemment s’étendre aux systemes d’équations auxiliaires
successifs. '

Comme autre conséquence, on peut mettre le déterminant D sous la
forme d’un produit de fonctions. En effet, soient A,, A,, ..., A, les
déterminants des systemes fondamentaux de solutions des équations
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auxiliaires successives. On a

D=A uju,...u,,

En multipliant, membre & membre, on a
D=ujtty.. . Up9305...0p... 6%,

Ces dernieres formules supposent que tous les éléments des solutions
successives sont différents de zéro; on les modifierait facilement dans
le cas contraire. .

CHAPITRE II.

16. Conservons les hypotheses faites dans le Chapitre précédent;
¢’est-d-dire supposons que, dans les portions T, T,, ..., T, du plan li-
mitées par des contours simples, les variables indépendantes z, «,, .. .,
x, aient des marches désignées sur des chemins désignés, de sorte
qu’a aucun moment le pornt (x,, 2,, ..., a,) ne soit.un point singulier
des coefficicnts a, b, ...,/ des équations (1). Admettons, en outre, que
les coefficients a, b, ..., { soient uniformes dans les régions considé-
rées, et par suite reprennent les mémes valeurs, quand les variables
indépendantes déterminent de nouveau le méme point (x,, x,, ..., x,).

Nous avons vu qu’ane solution du systeme d’équations (1) se com-
pose de n fonctions y,, yu, -.., Y., régulicres en tous les points
(2, 24, ..., x,) que I'on considere.

Si les variables reviennent en méme temps a leurs valeurs primitives, -
les  intégrales y,, y., ..., ¥, auront pris des valeurs nouvelles, difl¢-
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rentes ou non des anciennes. Nous nous proposons d’étudier les rela-
tions qui lient ces deux groupes de valeurs des intégrales y,, ¥.s s Ve

17. Représentons par yu (i =1,2,..., 5k =1,2, ..., n) un élé-
ment quelconque d’un systeme fondamental de solutions des équa-
tions (1), et considérons les éléments de ce systeme lorsque les va-
riables, ayant d’abord des valeurs initiales z,, @, ..., 2. déerivent
des chemins fermés et reviennent ensemble a leurs valeurs initiales.
Ces éléments partiront des valeurs initiales 4, et prendront & la fin des
valeurs nouvelles que nous représenterons par Y. Sil’on considere
les fonctions qui, dans le mouvement des variables a,, ., ..., 2,
_partent d’abord des valeurs Y, on sait qu’on peut les exprimer linéai-
rement au moyen des fonctions y.

Done, siles variables indépendantes repiennent ensemble a leurs valeurs
initiales, les nouvelles valeurs Y, des éléments d’un systéme fondamental
de solutions sont kices aux ancicnnes y; par des relations linéaires et
homogénes a coefficients constants de la forme

(5) Yir=Cuyu+...+Cinym ((=1,2,...,n; k=21,2,...,n).

Le déterminant des constantes est différent de zéro; car les fonctions
Y, forment un systeme fondamental, et il fant qu’on puisse exprimer
les fonctions y,; au moyen des fonctions Y.

18. Nous allons maintenant déterminer les formes les plus simples
que 'on puisse donner aux relations (5). Nous montrerons d’abord
quon peut déterminer des constantes g,, s, ..., gar telles que les

fonctions
W= S Y e Y ((=1,2,...,0)

prennent, apres un tour des variables, des valeurs nouvelles U,, U,,
..., U, lides aux premieres valeurs par des relations de la forme

U= wuy,

ol » représente une constante. Chaque élément de la solution #,, u,,
.., u, des équalions (1) se reproduira donc multiplié par une constante
w, la méme pour tous les ¢léments de la solution.
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Il faut que U'on ait

Ui:,g‘,r1Yi1+ e +gnYin
= (0115’1 + ...+ Cnign))’il -+ ... _!"'(Cmgl I Cnngn),}'in-

Identifions cette expression avec

Ui=ovu= O Yt .. 08 Yins

nous aurons

Cingi+...+(Crp—w)gr=0.

Pour que ces équations soient compatibles, il faut que o vérifie I'équa-
tion

C“——w Cgl “e (,.‘1,“
G Cor— w C
12 492 e ing
A(w)= ! =z 0.
C]u (J:}n P C,,,,,——-b)

Cette équation donnera n valeurs de o, distinctes ou non. Chacune des
acines distinetes permettra de déterminer des valeurs proportionnelles
de g1, g2r -+ -5 &u» et par suite de former des solufions dont les éléments
se reproduisent multipliés par un facteur constant.

19. Nous donnerons a I’équation en w le nom d’éguation fondamen-
tale. Les racines de cette équation ne dépendent pas du choix du
systeme fondamental de solutions. Pour le démontrer, nous suivrons la
marche donnée par M. Hamburger (').

Représentons par y; et 1 les éléments de deux systemes fondamen-
taux de solutions, et soient Y, et H;: les nouvelles valeurs de ces
éléments. Nous devrons avoir les deux systemes de relations & coeffi-
cients constan(s

Yio=lyu~ oo+ banYin,
W= g = . oo == RgaTiins

(i=1,0,...,n; k=1,2,...,n),

(Y) Journal de Crelle, t. 76, p. 115,
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et les équations fondamentales correspondantes seront

l“'—'w oo l,”
P(w): ...... e e - 0,
li‘n ven lpp—uw
N
hypg—w Iont
H(w)=| «---.. — 0.
hin e App—w

Les déterminants P(o) et IT(0) ne seront pas nuls, si 'on suppose que
les systemes de solutions sont fondamentaux.

Exprimons les éléments v, en fonction des éléments y;. Les relations
sont a coefficients constants et de la forme

ik == Cm}’z‘z S P C/m,)’im
et nous en tirons
Hy=0CuYu+...+ Crnline

Il résulte de 13, en développant les deux expressions de Hy,
Hy=(Crilyy+. ..+ Crnlp))yu -+ oot (Cra by =+ oo+ Crnlnn) Yins
Hi=0uChu+. o2 Cr) Y+ oo~ gt Chn=t o oot 2ien Cont) Viue

En identifiant les coefficients des mémes éléments, on 4
Crilyr. o4 Crnlpi== X3y Gyt o o= Do Gy g g
Cela posé, appelons Q le déterminant

C“ A :in.

Cn1 e Cnn
et, puisque ce déterminant est différent de zéro, formons les produits
Q.P(w) et I(w).Q, nous aurons identiquement

Q.P(o)=0()Q =

Al Al
aypn—Cpo ... Gpp—Cphpw

c’est-a-dire que les équations P(w) = 0, l(w) = 0 ont les mémes coef-
ficients et par suite les mémes racines.
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20. Nous venons de voir qu'on peut choisir- un certain nombre de
solutions telles que les relations entre les anciennes et les nouvelles
valeurs prennent une forme simple. Supposons que I’équation en o ait
n racines distinctes, o,, v., ..., 0, Il existera »* fonctions u;, telles

que l'on ait

U.i/,f: Wpllife
Ces fonctions u; forment un systeme fondamental de solutions. On
peutle démontrer directement, mais cela ressort de I’étude plus géné-
rale que nous allons faire.

21. Nous nous proposons de montrer qu’a toute racine o, d’un
ordre de multiplicité p., de I'équation fondamentale, se rattache un
groupe de p. solutions dont les éléments se comportent simplement dans
le mouvement des variables indépendantes, et que, si I’équation en o
a s racines distinctes, on peut former, au moyen de s groupes, un sys-
teme fondamental de solutions.

Nous démontrerons d’abord que si, pour une valeur de o, tous les
déterminants mineurs de P(w) sont nuls jusqu’a ceux du degrév— 1
exclusivement, il en est de méme dang I (w).

Représentons les mineurs du degrév de P, 10, Q, R par pys, =3, ¢y
rys» v et O désignant deux combinaisons quelconques des nombres 1,

2, ..., nprisvayv. (BAaLTzZER.)
n(n—i)...(n—v-r)
T.2...v )

Les relations R=Q.P(») =1I(»).Q entrainent les relations

Le nombre de ces combinaisons est ¢ =

P8 T o Py e e Pie TR T 8 T e o Toye e

(Caveny, Journal de U'Ecole Polytechnique, XVII® Cahier).
Si tous les déterminants p,; s’annulent, on aura ry; = o pour toutes
les valeurs qu'on peut donner a 7 et & 0, et, par suite, on obtiendra le

systeme d’équations
Ty 11 o o Ty (e =20,

Ty ey == oo Tue (foe == O

Mais le déterminant 2¢,,, ¢s., ..., g €st une puissance de Q (Frankz,
Journal de Crelle, Bd. 61, p. 350), et n’est pas nul; tous les détermi-

Ann. de I’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome X1, — Fivrier 1882, 8
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nants m,,, ..., 7y doivent élre nuls séparément ot pour toutes les
valeurs qu’on peut donner & .

Tous les déterminants du degré v — 1 dans II(w) ne sont pas nuls,
sans quoi on pourrait démontrer que ceux du degré v — 1 dans P (o)
sont tous nuls, ce que nous ne supposons pas.

22. Considérons maintenant les deux systemes d’équations

. e e o
/1/1,31 Rk [/1/1,-'1'11 =W,

et
)»11 P SRR L YT S el D R

Ma&1 -t g &n =" 0 &y,

et supposons que les conditions équivalentes P(w)==0 et IT(m)=o0
soient satisfaites. Il y aura autant d’équations qui dépendront des autres
dans le premier systeme que dans le second. Carla condition nécessaire
et suffisante pour que » — v + 1 équations d’un systeme, et seulement
ce nombre, dépendent des autres, est que tous les déterminants mi-
neurs s’annulent jusqu’a ceux du degrév inclusivement, condition satis-
faite de la méme maniere dans les deux systemes précédents.

Considérons alors le seul systéme en/,,, Z,,, ..., L,,, €t supposons
P(w,)=o0. Le nombre des équations qui dépendent des autres est in—
dépendant du systeme fondamental de solutions. Soit v le nombre de
ces équations.

On peut exprimer gy, g, ..., g, en fonctions linéaires et homogenes
de v constantes arbitraires. Par suite, toutes les solutions

i ({=1,9,...,n),

qui satisfont aux relations U; = o, u; seront composées de fonctions
linéaires et homogenes des éléments de v d’entre elles, linéairement
indépendantes. Soient w;,, ., ..., u;, ces v solutions; substituons-les
aux solutions ¥, ¥iss --+» Y& du systeme fondamental primitif. Nous
aurons le systeme

Wip (l==1y0, .. ),

Yie (k==v--1,v 402, ..., n),



PROPRIETES DES FONCTIONS DEFINIES PAR UN SYSTEME D EQUATIONS, ETC. 59

qu’on peut supposer fondamental. En effet, pour former lesv solutions
U, ..., Uy linéairement indépendantes, on prendra arbitrairement les
valeurs de v désignées des quantités gy, g2, ..., g,- On peut supposer
que ces quantités sont g, g2, -.., 8v» €t, les v systemes de valeurs de
ces quantités g,;, gajs ---» v (J=1,2, ..., v) devant étre tels que
leur déterminant ne soit pas nul, on pourra substituer, quelles que
soient les valeurs que l'on caleule pour g,.,, gv.s, --., 84 le systeme
U, ¥ 2 systeme primitif, sans que le nouveau systeme cesse d’étre
fondamental.
On a maintenant les relations

Uy = oy uyy,

-
Liv — Wy Uy,
’ ' r , .
Y=l bty +. o lypr, i+ l~;+1,v+1,V1‘,v+1 I lv-)—l,n}’i/n

(@)
7 !
Y=l ugy ..o+ Loyt [;,,-A-H.Yi;vvu “+ i+ Lon Yins

et I’équation fondamentale prend la forme
P(o)=(w-—w )P (o)=0,

en posant

U ll
vl y-p T W s 2yl

! ’
w1400 [nn"" w

L’équation (v — o,)"P’(v) =0 a les mémes coefficients que I’équation
fondamentale primitive.

Soit p. le degré de multiplicité de la racine o,. Deux cas se présente-
ront. On pourra avoir p.=v. Alors u;, ..., u; seront toutes les solu-
tions distinctes correspondant & la racine o,; nous dirons qu’elles
forment v solutions simples, en appelant solution simple toute solution
dont les éléments se reproduisent multipliés par un facteur constant.

On pourra avoir p>v; alors o, sera racine de P'(»)= 0. Repré-
sentons par g, g - - -» & 168 inconnues du systeme d’équations

’ U . R ! — N

Gt bty o o= Gl = Gl oy,
G ’ \ oo —

Kot bowrn e gl = gy
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Considérons la solution des équations (1)
= .‘_'7";1—-1 Yiyv+l R 5"::,)'1'/:-

Elle est linéairement indépendante des solutions ug, tp, ...y 4,
puisque les solutions w;, yu; forment un systeme fondamental. Multi-
plions les dernitres équations (@) par g, ..., g, ajoutons les ré-
sultats, nous aurons les relations y

V[i:'. Wy 47— '-f'i( Uipgy oo oy Uiy )y

ol ¢, est la caractéristique d’une fonction linéaire et homogene des
éléments u;,, ..., u; des v premieres solutions; g, satisfait, comme
ces éléments eux-mémes, a la relation’

b wy .

\
S'ily a, dans le systeme d’équations en g, ..., g, v équations qui
dépendent des autres, il existera v* solutions ¢;, 99, «.., vy linéaire-
ment indépendantes, et telles que I'on ait

Vie=wp 0= @iy ooy i) (Keen, 0, o000 )

Toutes les solutions satisfaisant aux wmémes relations s’exprimeront
de plus linéairement au moyen de fonctions homogeénes de

Ujyy vy Uiy gy ooy Cife

Il ne peut y avoir entre ¢, ..., g,y aucune relation linéaire et ho-
mogene A coefficients constants, sans quoi l'on pourrait former une
fonction linéaire et homogene avec ¢y, ..., ¢,y satisfaisant & la rela-
tion U;,= o, uy, et le nombre des solutions distinctes correspondant i
celte relation serait plus grand que v, ce qui est contraire & I’hypo-
these. De la résulte que v est au plus égal a v, puisque, entre v + 1
fonction 7;, il existe nécessairement une relation linéaire et homo-
gene.

Deux nouveaux cas peuvent maintenant se présenter. Soit v +- v’ = .
On peut former p. solutions correspondant & la racine o, de la ma-
niere suivanle.
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Prenons d’abord les 2v" solutions

Vit, Yils

qui sont associées deux a deux de maniére a satisfaire aux relations
Vie=w; ¢ip= iy Pre= ;2

puis prenons v — v’ autres solutions simples, dont les éléments soient
des fonctions linéaires et homogenes de u;,, ..., u; n’ayant aucune
relation linéaire et homogene entre elles, ou avec ¢;, ..., ¢;.

Sans nuire a la généralité, on peut représenter les solutions
ey Qi PAT Uy, ..., Wy et les v — v autres solutions simples par

Ciy -
., Uy, et 'on obtient ainsi les v -+ v’ solutions

Ljpys o s

Wity wovy Uity Upfpyy « ooy Upy

ity ooy Vil

Nous dirons que les deux solutions uy, vy, qui sont associées pour
satisfaire aux relations ’

Vie=wy 0y iy, U= o, sy

forment un groupe binaire. Les v + " solutions se composent alors
de v' groupes binaires et de v —v" solutions simples.

Soientv + v'< .. On peut substituer aux solutions y; .., « .+, Yivay
les solutions ¢, ¢;0, - ., ¥y, €t OD aura, entre les éléments du nouveau

systeme de solutions, qu’on peut supposer fondamental, les relations

i /.
Vipe= o0+ (h=1,2,...,9"),
7 i ]
Yi/.': lk‘l Uyt .. l)u-; -+ l/c,'/+1 (ST I o [/c,v-{-v' $ 0
] , " . e o/ :
e Lyt et Yoaet s o o o= Len Ya (k==v +y'41,...,0).

s’ Uyp=wiuyy (f==1,2,...,v),
()

L’équation fondamentale prend la forme
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en posant

" )
l~;+~:’+1,v+~/+1 —w ... ln,v+~:’+1

" ) i
lysstit,n coe o

Puisqu’on a vy +v' < p, @, est encore racine de P’(w) = o0, et on peut
délerminer des quantités g’ .., ..., g, par les relations

o /ll o [” ’ T ’ w
PO AT Y A R A R I S el LR R

"l g i o
Syttt 1 [-:-i—v'—f-l,n . e S lu,n = &nwr-

Si 'on multiplie les dernigres équations (4) par g .., -, &> OL VOIl
que la solution ‘

" . M.,
W= ol Vit e o S Vin

satisfait aux relations

Wiz wy b Wi (tigy ey Wiy Sins ooy Vit ),

en représentant par ¥, une fonction linéaire et homogtne a coefficients
constants. La solution w; est linéairement indépendante des solutions
u,«f, Cins

Sil ya dans le systeme d’¢quations en g, ..., g v" équations
qui dépendent des autres, il y auray” solutions w;(, ..., w,» linéairce-
ment indépendantes et satisfaisant aux relations

Wm0y Ot Wi (tigy ooy Uy Cigy e vy o) (k= ay 0y 00,0,
Toute solution satisfaisant & des relations analogues pourra s’expri-
mer en fonction linéaire et homogene de wy, ..., wur, i, «ovy Gy,

Uiy, ..., Uy Botree les fonctions ¥y, ..., Wy, il ne peut exister aucune
relation de la forme

, ©

aYy o b= f( Uy, o, ),

ol f représente une fonction linéaire et homogene a coefficients con-
stants, car il existerait une fonction linéaire et homogene de w;,, ...,
g7 qui, n’étant pas une expression linéaire des solutions u;, et v,
jouirait des propriétés des éléments ¢y, ce qui est impossible i cause
des hypotheses. De la résulte que v” est au plus égal & v/, puisque, par
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I’élimination de ¢;,, ..., ¢,y des expressions ¢, on pourrait former une
relation
by = (W ey 1),

Soit v + v' + v" = p.. Représentons les fonctions ¢;y, ..., Ysr par
Virs «evs Vi, €L prenons v’ — v” solutions ¢ (A =v"+ 1, ..., v”), n’ayant
aucune relation linéaire et homogene entre elles, ou avec ¢y, .... ¢yo.
Nous pourrons former p. solutions correspondant & la racine o, de Ia
maniere suivante.

Prenons d’abord les 3v” solutions

Wiy Vi s

Wty Qs Ui,
qui sont associées trois par trois, de manieére a satisfaire aux relations
Win=w Wi+ Ciny Yiem=wy 0y ity U= o, uy.
Prenons ensuite les 2(v' — v") solutions

Cily i lag,
ity Wiy

qui sont associées deux par deux, de maniere & satisfaire aux relations
VI-].-: 0y i Uiy UM.:: Wy Ujpe

Enfin prenons v — v solutions simples u;r.y ..., 1t;. Nous dirons que

les trois solutions &, v, 1, associées de maniere a satisfaire aux re-

lations o

Wir=oy Wi+ iy Vie= o0+ Wi U= w1y,

forment un groupe ternaire. Lesv —+ v + v”= p. solulions se compo-

sent de v” groupes ternaires, de v'— v” groupes binaires, et de v — v’ so-

lutions simples. ,
Le raisonnement s’appliquera tant que la somme des nombres v

n’atteindra pas p.; on peut donc énoncer le théoreme suivant :

Sott ©, une racine de l’équation fondamentale P(w) = o. Soil p. son
degré de muluplicité. Déduisons successivement, de la maniére qu’on vient
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de voir, des systémes d'équations linéaires et homogénes les uns des
autres. Soit v le nombre des équations qui dépendent des autres dans 'un
de ce sysiéme. Quel que soit le systéme fondamental de solutions d’od U'on
parte : A

1° Le calcul donnera une suite de nombres v, v, ..., v?, dont la
-somme atteindra ., et chacun d’eux sera au plus égal au précédent ;

2° On pourra jformer p. solutions correspondant & la racine »,, ces
solutions s associant entre elles de maniére a former :

w) eroupes de h 41 solutions,

WOl b eroupes de i solutions,

v " groapes de o solutions,

et enfin
v ' solutions simples;

3° Pour un groupe renfermant m solutions, on aura les relations
Y= Wy ¥it1s Y= Wy Yist Vity -y Yim—= O Yim =t Vi 1

On voit bien que le nombre des solutions est 1, car 'on a identi-
quement

(A 1)90) 2 R (00— g ) e e B (3 e ) e (e ) ey ey

23. En épuisant le degré p. de la racine »,, on pourra former un
systeme fondamental de solutions
wip (h=1x,2,...,p),

Yie (k=mp-r1,p49, ..., n0),
satisfaisant a2 des relations de la forme

Ui/L: Wy llipg == Wy lliy—+ . .o~ Op, Jomt Uy oy~ Oy Uy,

P Al ™~
Y[k — (Ilcl Ujp~t oo = ('/.':L ”’i;x‘*’ G/t,;ﬁ.»ﬂ,'}'i,:& T B A o G/m.) iny

les quantités w étant des constantes, qui peuvent étre nulles i I'excep-
tion de w, .
L’équation en « prend la forme



PROPRIETES DES FONCTIONS DEFINIES PAR UN SYSTEME D’EQUATIONS, ETC. 65

en posant

G — w G
Hu-1,p+1 t L X, p+1

L’équation P®(w)==0 a pour racines les racines w,, @, ... de
I'équation P(w) = o dislinctes de w,, et chacune au méme degré de
multiplicilé que P(w) = o. Posons alors

Ujpieg = My Ugy oo o= D Vin,

et déterminons m,, m,, ..., m, par les conditions

(g — 03) My @y Myt oo Gy, My e Gy, =0,
(w— )y oo Gy 0 My Ao Gamy, =0,

(Gp.m.u g Wy ) Py Gy et Mn O,
.......................................... ,

G, n Mysr e (G = 0y )0, == 0

Pour résoudre ce systeme, on déterminera d’abord les valeurs
proporlionnelles de m, .. ..., m,, et 'on calculera ensuite et succes-
sivement my,, my_, ..., m,. '

Si p des équations en m,,,, ..., m, dépendent des autres, on pourra
former p solutions #; .y, ..., ;,,, linéairement indépendantes, salis-
faisant aux relations

Uiprrm=wytt;pn (k=1,2,...,6).

Au moyen de ces solutions, on pourra former un systeme fondamental

de solutions
Uin (./L'—’:I"Zv "':V‘+.P)7

Yie (A=p-+p-+1,...,n0),

dans lequel les solutions z;, seront particularisées.

En partant de ce systeme fondamental, et par des raisonnements
analogues aux précédents, on pourra former des systemes fondamen-
taux de plus en'plus particuliers.

Ann. de "Ec. Normale. 2°Série. Tome XI. — Frvrien 1882, 9
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Done, sotent w,, @y, ..., o, loules les racines distinctes de I’ équation
fondamentale, et X, ), .. ., A leurs degres respectifs de muluplicité, on
pourra former. un systéme fondamental de solutions des équations (1) au
moyen de s groupes de solutions, renfermant respeclivement Ay, by, ..y %
solutions, chacun de ces s groupes correspondant & une racine distincte
de U'équation fondamentale, et se décomposant en sous-groupes salis/ai-
sant au premier théoréme.

24. Revenons & la théorie générale. Nous savons que les ¢éléments
d’un systeme fondamental de solutions des équations (1) & coefficients
uniformes prennent des valeurs nouvelles, lices aux anciennes par des
relations linéaires et homogenes & coefficients constants, lorsque les
variables décrivent des chemins fermés, et reviennent ensemble i leurs
valeurs initiales. Cette propriété est caractéristique de ces éléments.

Soit, en effet, D le déterminant, supposé diflérent de zéro de r* fone-
tions yu(i=1,2,...,n;k=1,2,...,n), de p variables indépen-
dantes ,, @,, ..., x,, réguliéres en tous les points (x,, &y, ..., 2,
sauf en des points singuliers, lorsque les variables indépendantes restent
dans des régions respectives du plan & contours simples. Supposons
que les variables décrivent des chemins fermés tels qu'a aucun moment
le point (x,,2,, ..., ,) ne soit un point singulier, et reviennent
ensemble a leurs valeurs initiales. Si les n? fonctions prennent des
valeurs nouvelles liées aux anciennes par des relations linéaires et
homogenes a coefficients constants, telles que les relations (5), ces
fonctions forment un systeme fondamental de solutions d'un systeme
d’équations de la forme (1), dont les coefficients @, b, ..., [ sont
uniformes, et n’ont pas d’autres points singuliers que les points singu-
liers des fonctions.

Nous démontrerons cette proposition en formant un systeme d’équa-
lions tel que (1) auquel satisfassent les n solutions yx, Yar .-»
Yux (k=1,2,...,n). Nous aurons, en général, en représentant par
Gitr Bira +--» &Gin les coefficients de 1'une quelconque des équations
aux dérivées partielles, les relations

Yk ,
(*)‘%;=é’uyzk+-‘--+gm,}’nk (k=1,2,...,n).
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Nous tirons de ces relalions

” 0y i y
Y- dy, R
D. g‘,'p: )
, (),)"in ,
.7'1n m Yan

ce qui permettra de calculer tous les coefficients a, b, ..., { des équa-
tions (1), puisque D est supposé différent de zéro.

Les conditions d’'intégrabilité seront identiquement satisfaites. En
effet, supposons calculées les fonctions @, &, ..., [, nous aurons iden-
tiquement

S = &uYik+-- .+ &Fin)in-

Les fonctions y; satisfont donc identiquement aux relations

Ay = "(auyix=+. ..+ @ppyui)dry-+...+ Ly yip-=. .= lnVar)dr,

(i=1,92,...,n; k=1,2,...,n),

et, dans les seconds membres, les conditions d’intégrabilité doivent étre
satisfaites. L'une de ces conditions est

P) _ _ 0, o
d—x;(“li }’1k+- . -“+'alnu'Vnk) -_ (_)-.—Z‘:( 111.)’1/.--*-- e bln}'ul.:)
ou
dctyy ()b‘ll da, 0015
(oE, Vg )Y\ G T )9“
()}’1,': ()Vlﬁ' ()yn/: 0}’,;1-
=b —a, Y Yok Yk,
211 o 2231 0 t “+ bin 0z, Uin 0,
OV ik J
Eliminons les dérivées partielles )y” et ()Zj’“, nous aurons une rela-

tion de la forme
Ai)’1/c+-~-+ An,)’n/c:():

o A, A,, ..., A, sont des fonctions exprimées au moyen des coeffi-
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cients @, b, ..., Letde leurs dérivées partielles. La relation précédente
est vraie pour £=1, 2, ..., n. On a donc

f\l.)"ll ot Ay Yur =0,

A Vin+ooo = A0l

Or le déterminant D estdifférent de zéro; on doit donc avoir A, =o, ...,
A,=o identiquement, ¢’est-a-dire que les conditions d’intégrabilité
sont satisfaites identiquement dans le systeme d’équations (1), que
'on a construit.

Les coefficients a, b, ..., { sont exprimés par le rapport de deux dé-
terminants. Le dénominateur du rapport est toujours D; Je numératear
est le résultat obtenu en remplacant dans D les ¢léments d’une colonne
par les dérivées partielles des fonctions yy. Les éléments des deux dé-
terminants prennent des valeurs nouvelles liées aux anciennes par des
relations linéaires et homogenes a coefficients constants de la forme (5),
quand les variables indépendantes ont déerit leurs chemins fermés. Les
constantes sont les mémes pour les éléments homologues des deux déter-
minants qui forment le rapport. Les deux termes du rapport sont done
multipliés par le méme déterminant de constantes. Done le rapport ne
change pas, et par suite les coefficients @, b, ..., Z sont des fonctions
uniformes.

Il résulte du calcul des coefficients @, b, . .., £ qu’ils ne peuvent avoir
d’autres points singuliers que ceux des fonctions y;, elles-mémes.

Enfin, le déterminant D étant différent de zéro, les fonctions yy
forment un systeme fondamental de solutions du systeme d’équations
aux différentielles totales que I'on a obtenu.

25. Prenons pour exemple, comme le fait M. Tannery, dans le
cas d’une seule variable indépendante, une équation algébrique
fly, @y, 2y, ..., 2,) = o, rationnelle et entitre, du degré noen y. Cette
équation définit 7 fonctions y,,, Y120 ..., ¥4, qui sont régulidres en tous
les points (x,, x,, ..., x,) du plan, sauf en des points ot deux des ra-
cines deviennent égales. Si les variables décrivent des chemins fer-

“més, ces n fonctions prennent des valeurs nouvelles lides aux anciennes



PROPRIETES DES FONGTIONS DEFINIES PAR UN SYSTEME D' EQUATIONS, ETC. (59

par des relations linéaires et homogenes a coefficients constants. En
effet, en un point (z,, 2,, ..., x,), 'une de ces fonctions doit rester la
méme, ou étre remplacée par I'une des autres, quand les variables
sont revenues ensemble au point (w,, x,, ..., x,), apres avoir décrit
des chemins fermés. Cela résnlte de ce que I’équation algébrique ne
peut fournir que » fonctions y différentes. Les fonctions y,y, ¥yas - - ..
¥ sont.donc liées par les relations de la forme (5) les plus simples.

Les dérivées de ces fonctions par rapport a I'une quelconque des
variables indépendantes séront des fonctions satisfaisant aux mémes
conditions que ces fonctions elles-mémes. Représentons ces dérivées
l)ﬂl‘_)’g,, 229 'r,y‘_’/z' '

Les dérivées des fonctions ya(, ¥aas « .., ¥2, par rapport a 'une quel-
conque des variablesindépendantes sont encore des fonctions jouissant
des mémes propriétés que les fonctions y,,, ¥,s, -1 ¥in-

On pourra répéter cette conclusion & chaque dérivation par rapport
a 'une quelconque des variables indépendantes. Posons alors

J1==2)
y dy
el
o2 Oy
- ()2.},
YT 0, ().r@7
............ ,
()n—l v
Yn=—="= -

< +F
0Ly 0L . 0l

en laissantindéterminés les indices des dérivations successives. Déter—
minons y par la relation algébrique rationnelle et entiére

Sy @y, 2y ..., 2p,) =0,

du degré n en y. Les n* fonctions que I'on obtient ainsi satisfont 4 un
systeme d’équations tel que (1), lorsque leur déterminant n’est pas
nul. '

26. Formons ce systeme dans le cas ol le coefficient de y* dans
Sy, 2, 2y, ..., 2,) = 0 est 'unité.
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On a,-par définition,

dvi AY: .
d”i:j}idl‘x+'--+ d—;@—'—dw,, (i=1,2,...,n).
1 P

. . . Ay
Formons séparément chaque coefficient 0—;’
k

Soit ¢(zy, @, ..., x,) = o le résultat de 'élimination de y, entre les
deux équations

”v_,

f(’ia Lyy Xgy v ey a"p) =0, ().,)_'1 -
On aura identiquement
af
v=Af+ B
7 f 0),.1 4
A et B étant deux polyndmes entiers et rationnels en y,, 2, @y, ..., 2,
de degrés respectifs au plus » — 2 et »— 1 par rapport & y,. Nous
avons donc identiquement

Af 0wy } af

O 0y Oy
ou
Y 9/
LA B Jicy B dey,
DEE B a T e

avy

Au moyen de I’équation
S (1, Ty, Ly oo, Ep) =0,

on peut réduire les puissances supérieures de y, au plus & I'expo-
sant » — 1, et I’on aura
: dy: _ Py
dx. @

2

P, étant un polynome entier et rationnel en y,, x,, x,, ..., 2, conte-
nant y, au plusau degrén — 1.
On aura ensuite

APy, 0 Py P,
0z 0zg ~ day ¢ o

P, étant un polynome de méme nature que P,.
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On aura des résultats analogues pour les dérivées partielles succes-
sives de y,, et 'on pourra poser

ay: - Py

-

el
dx/; <7

P, étant un polynome de méme nature que P, et P,.
Mais les définitions donnent les relations
P, P2 . P .

Yo —>s Y= -r:)—‘_,-'; ey Ya— _—mlh—l’
O [

2

on a donc n équations, entre lesquelles on peut éliminer y7, ¥y, ... ¥\ '
¢’est-a-dire n — 1 quantités.
Le résultat de I’élimination est de la forme

Ay

Qo S + Qi Q= 0.
. ‘I\.
' o ¥a des coef
ce qui montre que - est de la forme g,v, ...+ g,¥, des coeffi-
A

cients difféventicls des équations (1).
On voil ici immédiatement que g; est une fonction uniforme, comme -
fonction rationnelle de x,, 2., ..., x,.

CHAPITRE III.

27. Appliquons les résultats obtenus dans les deux Chapitres précé-
dents aux systemes d’équations & une seule variable indépendante.

Dans le cas général, nous avons fait varier les variables indépen-
dantes de sorte que, pour aucun groupe de valeurs de ces variables,
on n’obtienne un point singulier des coefficients a, b, ..., [. Celanous
a amené & désigner non seulement les chemins tracés par les variables,
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mais encore les marches suivies par les variables. Nous n’aurons plus
maintenant qu’'une seule variable indépendante; il suffira, quelle que
soit 1a marche choisie pour elle, que cette variable suive un chemin
ne contenant aucun point singulier.

Les systemes d’équations qui nous occuperont mainienant peuvent
se mettre sous la forme

16) ‘!L' =AYt Ay, (=102, ..., ).
da ¢ ST

Nous supposerons que les coelficients a;; sont des fonctions uniformes
dans une portion du plan limitée par un contour simple, ou méme
dans tout le plan, et continues en tous les points de cette région, sauf
en des points singuliers isolés. La variation continue de @, d’un
point &, & un point X, sur un chemin qui ne passe par aucun point
singulier, détermine n fonctions y,,ys, ..., ¥, uniformes dans toute
région du plan qui ne contient aucun point singulier ¢t continues en
tous les points du chemin. Ces fonctions satisfont au systeme d’équa-
tions (6), et peuvent prendre au point x des valeurs u,, n,, ..., 1, ar-
bitrairement choisies.

Les n fonctions y,, ¥a, ..., ¥, qui sont égales & vy, 4,, ..., 1, pour
xr =2z, forment une solution.

Le déterminant d’un systéme fondamental de solutions a pour ex-
pression

= (:cf(rl,' L !~fl",,)tl.1"

(i étant une constante différente de zéro.

Sil’on fait tourner la variable autour d’un point singulier, les élé-
ments d’'un systeme fondamental de solutions prendront des valeurs
nouvelles.liées aux anciennes par les relations (5), linéaires et homo-
genes & coefficients constants, et le déterminant de ces coefficients sera
différent de zéro.

Il existera, parmi les systemes fondamentaux, un systeme dont les
¢léments auront une variation simple, lorsque la variable fera le tour
d’un point singulier.

Soient n* fonctions yu(¢=1,2,"..,n; k=1,2,..., n) de x con-
tinues, sauf en des points singuliers isolés, et uniformes dans toute
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région du plan A contour simple ne renfermant aucun point singulier;
si, lorsque la variable fait le tour d’un point singulier, les nouvelles
valeurs Y,, sont liées aux anciennes valeurs Y pav les relations (5),
et si le déterminant de ces fonctions ne s’annule qu’aux points sin-
guliers, ces »2 fonctions forment un systeme fondamental de solutions
d’un systeme d’équations différentielles tel que (6), a coefficients uni-
formes dans tout le plan.

23. On sait qu'on peut ramener a lintégration d’un systeme ’é-
quations de la forme (6) I'intégration de I’équation différentielle Ii-
néaire et homogene d’ordre n,

dn'«y dn—1 Ly
gan = Qg+ Qu .
Il suffit de poser
a’n——/cy
Aok =k (h=1,2, ..., n—1)
el
Y :byn ;

on obtient le systeme d’équations

[ dy .
‘ \ dul'i — Qlyl"l""‘_"‘ Qn)’rn
(7) 1
( D k=2,3 )
— =Yk (k=2,3,..., n).

Réciproquement, le systeme (7) se ramene a I'équation différenticlle
par la substitution inverse.
Le déterminant d’un systeme de solutions du systeme d’équations (7)

a la forme
dy, dn=1y,

I dx dxn—1
Doe=|... ... e e
i dyn dr-ty,

O R

S’il est différent de zéro, les n fonetions y,, ¥,, ..., y,sont linéairement

Adnn, de VEc. Normale. 2¢ Série. Tome XI. — Mars 1882. 10
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indépendantes. On les appelle intégrales de ['équation difjéreniielle
d’ordre n, et 'ensemble de ces n intégrales forme un sysiéme fonda-
mental d’intégrales de cette équation différentielle.
Ona ‘
. D = Ce/Udr,
C étant une conslante. .
Soient » fonctions y,, ¥, -- ., ¥, linéairement indépendantes. Siles
nouvelles valeurs de ces fonctions, quand la variable a fait le tour d’un
point singulier, sont liées aux anciennes par des relations linéaires el
homogenes a coefficients constants de la forme

Yi=Chyioo o= Cin Yo,

ces fonctions forment un systeme fondamental d'intégrales d’une équa-
tion différentielle d’ordre n, lin¢aire et homogene, a coefficients uni-
formes.

29. Soit donnéun systeme fondamental de solutions du systeme d'é-
quations (6). Dans le voisinage d’un point singulier, les nouvelles va-
leurs Y, sont liées aux anciennes y; par les relations (5). Si les
fonetions y;y, ..., ¥iu qui ont le premier indice commun ne sont liées
par aucune relation linéaire et homogene a coefficients constants, ces
n fonctions forment un systeme fondamental d’intégrales d’une ¢qua-
tion différentielle’ d’ordre n. 8'il en est autrement, on peut ramencr
ces fonctions & étre en moindre nombre, et celles qui resteront satis-
feront a une équation différentielle d*ordre moindre que n.

On voit ainsi que 'on peut obtenir séparément, par des équations
différentielles linéaires et homogenes d’un ordre au plus égal i n, les
fonctions yy, y,» «-., ¥, qui sont définies simultanément par le sys-
teme (6). Ce résultat est bien connu.

30. Soient y,, ysy ..., yn m fonclions de a satisfaisant, pour un
point situé & 'origine, aux conditions

Y = oy,
Y, = WYy -t ¥y,
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PROPRIETES DES FONCTIONS DEFINIES PAR UN SYSTEME D'EQUATIONS, ETC.
Posons‘——lﬁ% = u, de sorte que » augmente de 1 quand la variable
2™\ —1 .

a fait le tour de I’origine. Soit f(u)une fonction entiere du degré m —
formée arbitrairement avec u et des coefficients Aq, A, ..., A,_, uni-
formes dans le domaine de 1’origine. On pourra donner aux fonctions

Yiy Yoy ooy Ym los formes
Ym = (Z"'/'( w),
Ym—1 = x"wA [ (1),

i = axlem A, f(u),
avec
Sy =Ag+Aju—+...+Ayyumt,
en définissant dans ces expressions r par la relation e2TIV=1 = 4 et en
représentant par A, f(u) la différence d’ordre % de /() par rapport &
I'accroissement 1 de z. On voit que A, fu)=1.2...(m —1)A,_,

ne contient pas u, et que y, est la seule des fonctions v qui ne con-

tienne pas de logarithmes.
D’abord, les expressions précédentes salisfont aux relations impo-

sées. En effet, on a

Yoo =& 00 f(u 4 1) = 2" o 8 f(1) -+ Sy [ (1) ] = © Yt + Ykt
Ensuite, on peut toujours donner aux fonctions y,, ya, ..., ¥ les

formes précédentes. En effet, y, 2~ est une fonction uniforme dans le

domaine de I’origine, et on peut la représenter par w™* A, _, f(u); on

tire de 12
yi=x o™ tA, o f(u).

On peut poser ensuite

y2 — gy -2 xr:’
)
d’olr
Yz — wm=1pr7.

Si I'on veut satisfaire & la relation Y, = oy, +y,, on posera

L=+ Ay f(10).



76 L. SAUVAGE.

Bn représentant par [¢]' ce que devient une expression g, ¢t remar-
quant que l'on a

Sy S = By fe 1) — 8y f Q) = [ Xy JC0) ] e S f L0,

on voit qu’on a .
[3 - A/u——;’,/l(_ u )](: S Am i 2/( s

'z — A, flu)est donc une fonction uniforme de x.
‘Dans le domaine de U'origine, on peut poser simplement

SR Qs ,/( ”),

en réunissant cetle fonction uniforme au terme indépendant de «
dans A,,_, f(u).

On a ainsi
Vemmw® Rt A, L, f(u).

On remontera ainsi de proche en proche.

La suite des expressions précédentes montre que Uélémenty,,, qui
contient la plus haute puissance de logz, renferme les m fonetions
uniformes de o dans le domaine de 'origine, qui entrent dans le groupe
des expressions ¥, ¥s, s Y- .

Les relations entre les coefficients des puissances de « dans les dif-
férents éléments du groupe sont mises en évidence par la forme des
expressions précédentes. Leur nombre est

m(m 1) — (m—1)
2 . B o

31. Considérons les solutions du systeme d’équations (6), quand Ix
variable fait le tour d'un point singulier situé a I'origine. L’équation
fondamentale relative & ce point singulier peut avoir toutes ses racines
distinctes. Soient o,, w,, ..., v, ces racines. Il existera un systeme fon-
damental de solutions dont les éléments pourront se mettre sous Ia

forme
Yae=2x%ey (I=1,2,...,n, k==1,2,...,1n),

en posant w, = e*™*/=1, ¢i en représentant par g, une fonction uni-
forme dans le domaine de I'origine.
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32. L’équation fondamentale peut avoir des racines multiples. On
peut alors former un systeme fondamental, composé de’groupes de so-
lutions correspondant aux racines distinctes.

Considérons 1'un de ces groupes correspondant & une racine . On
pourra décomposer ce groupe en sous-groupes dans chacun desquels
on aura

Y1'l AT

b 2 =WV -+ Yits

r .
Y im = W)Y im -+ Yim—1+

D’apres un paragraphe précédent, on pourra donner aux.solutions
les formes
Yim = tl/‘t( w),

Yi,me—y — .17"0).\_/',-( w),

Ya=x'w" A, o fi(w).

33. Si le point singulier est au point %o sur la sphere, soit o une
racine de I’équation fondamentale, posons ‘ ’

I
re= -——H
anty/—1logw

une solution prendra la forme

—_— -
.)/1 =z Y1

Yo =2 0y,

Dis Pas -+ -» 7, étant dans le domaine du point = des fonctions uni-
formes et conlinues qui ne sont pas toutes nulles i la fois.

Sil'équation fondamentale admet des racines multiples, on modificra
facilement de méme les formes données précédemment pour un point
singulier & I'origine.
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3%. On remarquera que, si ’on connait une solution du systéeme (6)

de la forme ,
= ;Z’?"(t{r,_l -+ @ra log.x' et R sl VY ]O{_’,""VLY"),

= 27 (fhy 4 Oy loga ~+. ..+ Oy logh 1),

les n éléments a" ¢y, ..., "0y, forment aussi une solution du sys-
teme (6). En effet, on le vérifie en remplacant dans les équations (6)
YisYas -+-s ¥u par leurs expressions connues et en égalant & zéro le
coefficient de log' . .

On remarquera encore que les propriétés que nous venons d’étudier
s’appliquent aux solulions des systemes d’équations aux différentielles
totales, lorsqu’une seule des variables indépendantes varie. Les fone-
tions @ sont alors des doubles séries en @, dont les coefficients dé-
pendent des valeurs fixes des autres variables indépendantes.



