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SUK LES

PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS

PAR UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. LINÉAIRES ET HOMOGÈNES

A UNE OU PLUSIEURS VARIABLES INDÉPENDANTES,

PAR M. L. SAUVAGE;
• A N C I E N ÉÏ .ÈVE DE L ' É C O L E N O R M A L E S U P É R I E U R E .

INTRODUCTION.

1. Le Mémoire que M. Fuchs a publié en 1866 sur les équations
différentiejles linéaires et homogènes d'ordre quelconque renferme les
principes fondamen taux de la théorie de ces équations. Je me suis
proposé d 'étendre cette théorie à des systèmes d'équations différen-
tiel les à une ou plusieurs variables indépendantes.

Deux Chapitres sont consacrés aux propriétés fondamentales des
solutions d 'un système d'équations aux différentielles totales de la
forme .
(i) dyi-==. (a^i + 0,272 -h... 4- ci^fn} doc^ -h... + (^yi -h ̂ 72 +...-+- l^y^ dœ^

où / = = i , 2, . . . , n, dans les régions du plan où les coefficients
a, & , . . . , l sont des fonctions analytiques des? variables indépen-
dantes x^ ^2, , . . , oc p .

Dans la troisième Partie, on s'occupe des équations différentielles
Ami, de l'Éc, Normale. 2e Série. Tome XI. — FIÎVRIER 1882. 5
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l inéai res et homogènes à une seule var iable indépendan te . Apres
l'application à ces systèmes des propriétés générales déjà connues par
ce qui précède, on donne les formes que p e u v e n t prendre les éléments
d'un système fondamental de solutions dans le domaine d'un point
singulier isolé ( ^ ) .

2. Je ferai usage des définitions suivantes, tirées d'un Mémoire de
M. Weierstrass ( 2 ) .

Uûpoini{'^, Ça, ..., ̂ p) est l'ensemble des valeurs ^1=^, ^=Ça< " ^
Xp= c,p.

La valeur d'une fonction au point (^, Ç^- • ? Ï p ) ̂  ^ v^ear ̂
prend cette fonction pour -r, == £ ^ , . . . , ^p== ' £ p .

Le domaine à d'un point (S^Sa» ' - -, ^p) ̂  l 'ensemble de tous les
points [x^ x^ . . . , X p } lels que les modules des différences oc—'c,
soient moindres que le nombre positif ô.

Une fonction uniforme est dite régulière au point (Çp £ 3 , . . . , Çp), si
elle est développable en une série, convergente dans un domaine de ce
point, de la forme

v A ( y ? \^\('T — ^ V'" ( •r — ? V^A A,., ,..^... ,v ( .̂  i — ç i ; H. .̂  2 — -»2,/ ^ • - • \ "l' p ^ p ) ' ?

les nombres T\, r^, . . . , r^ Vririant de zéro à l ' in t in i par des valeurs
entières, et .Arr....r, représentant un coefficient constant.

Dans les définitions précédentes, on remplace, par convention, une
différence Xi— '̂ par — q u a n d £^ devient i n f i n i .

Xi

Si une fonction uniforme n'est pas régulière au point (Si, Ç a , . . - , ' è p ) ,
on dit que ce point est singulier.

M. Weierstrass a indiqué, dans le Mémoire précédemment cité, la
classification des points singuliers des fonctions analytiques uniformes,

(1) Foir la Thèse de M. Tannery, et le Mémoire de M. Fuchs au Journal de Crdie^ l, 6(î,
p. ï ^ i .

( i î) Journal de C'relie, t. 89, p. î .
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CHAPITRE I.

3. La définition des fonctions qui sat isfont à un système d 'équations
aux différentielles totales à/? variables indépendantes repose sur le théo-
rème suivant, donné par M. Bouquet (1).

Soit un système de n équations aux différentielles totales à p varia-
bles indépendantes

dj't= X/i A-i -1-- . . . + X/^ dxp ( i = i, a, . .. , n \

dans lesquelles les coefficients différentiels X//^ sont des fonctions
analyt iques des p "+- n quan t i t é s x ^ , x ^ , . . . , o c p . y ^ , . . . ,j,^, satisfaisant
identiquement, en vertu des équat ions proposées, aux condit ions
d'intégralité // //

1)^X,/,+V X^1),.,,,X;/,= D.,,.,,X,/,+V X^.D^X,/,,
S == 1 8 = 1

les indices h et k variant de i à p , et l ' indice / de i à n; si les coeffi-
cients différentiels X^ sont holomorphes pour toutes les valeurs des
différences x^— «^ dont les modules sont inférieurs ou égaux à p ^ et
pour toutes les valeurs des différences j^~- 7^ don t les modules sont
inférieurs ou égaux à r^ on peut tirer des équations proposées, par un
calcul de proche en proche, des séries convergentes pour toutes les
valeurs des quantités ̂ -~ ^ dont les modules sont plus petits qu 'un
nombre p ' qu'on peut fixer; et les fonctions holomorphes représentées
par ces séries satisferont aux équat ions proposées, et prendront les
valeurs '^, îps» • f • ^ '^11. lorsque les variables x^ x^ . . . , oc y prendront
les valeurs ë,, £3? • • " ' ^ p '

( 1 ) Bulletin des Scic/îCGS m/H/iematiqueSy t. III, p. '265.
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4. Appliquons ce théorème aux systèmes d'équations de la forme

( i ) dy,-= ( a,i ri -+- . . . -+- ain^n ) dx^ +. . . -+-( lufi -r- ... -4- ti^fn} dx^

^ ̂  i , ^ , . . . , n}, où les coefficients a, 5, . . . . / sont des fonctions
analytiques des variables indépendantes œ ^ x ^ ^ ^ o C p satisfaisant
identiquement, en vertu des équations proposées, aux conditions
d'intégrabilité.

Si les coefficients a, b, .. . , / restent holomorphes pour toutes les
valeurs des différences oc,— S, dont les modules sont inférieurs à p , les
coefficients différentiels X^ seront holomorphes dans les mêmes condi-
tions, et quels que soient les modules des différences YI — ^-» 1<^
valeurs r^ é tant prises arbitrairement.

En employant les définitions de M. Weierstrass, nous énoncerons le
théorème suivant :

Si les coefficients a^ des équations ( i ) sont des fonctions régulières
au point (^,^ ..., ^)? il existe n fonctions y^ y^ . . . , y,^ satis-
faisant aux équations proposées,, régulières en ce point (^, Ea» - • • » ^)?
et prenant en ce point des valeurs arbitrairement choisies */h» ^2» • - • ^n-

5. Définissons maintenant une solution du système ( i ) . Imaginons
que les variables indépendantes suivent, avec des marches déterminées,
des chemins déterminés, de sorte que, en tous les points (^, ^» - • » ̂ )
successivement, les fonctions a, &, ... ,7 soient régulières. 11 existe un
domaine du point de départ (a?n, .^, . . . , ̂ i) où les fonctions
a, & , . . . , l sont représentées par des séries convergentes^ procédant
suivant les puissances entières, positives et croissantes des différences
^ — ^n» ^2—^21» - - * » ôCp— ocp^ Faisons suivre aux variables indé-
pendantes leurs chemins avec les mardies assignées sans les faire
sortir des cercles qui composent le domaine du point de départ. Soit
(^^» ^a» • • - »^a) 1e point auquel on s'arrête. Il existe, dans le
domaine considéré, n fonctions y^ y^, - - » y/?» satisfaisant aux équa-
tions proposées. Elles ont au point (^^a^p . . . ,^^) des valeurs
arbitraires T^n ^ 2 0 - • • » ^ m » et ^rivent au point [x^^ x^ . , . , .r^)
avec des valeurs bien déterminées 73^ "'?22» • " • ? ^/^* Le point
(<r^, . . . , ̂ ^) n'est pas un point singulier des coefficients a, & , . . . , / .
Il existe, pour ce poin t» un domaine composé de cercles, à l'intérieur
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desquels les variables indépendantes, pa r tan t du point [oc ̂ ,cc^, ...,^2)»
peuvent suivre de nouveau une por t ion de leurs chemins d'après les
marches assignées. Soit (^(3,^33, ...,;x^) le point auquel on s'arrête
dans ce domaine. 'Les fonctions j,, y^ . . . , y,^, partant du point
(<^2»^22? • • • ' a?p2) ^vec les valeurs ^2, ^ 2 2 7 • - • » ^ /za» arriveront au
point (^3,^23, . . . , ̂ 3) avec des valeurs^ien déterminées-^3, ^33, ...,
^,/3. On traitera le point (^-13, ^as» • • • » ^3) comme les deux points
précédents^ et, en avançant ainsi de proche en proche, on arrivera,
avec des valeurs toujours déterminées, et variant d'une manière
continue, à un point (Xo X.a, ..., X^).

Cela posé, remarquons que les domaines successifs sont Ibn'nés de
cercles qui empiètent les uns sur les autres. Prenons arbitrairement
un point {oc\^, • • • y ^ â ) dans la région commune aux domaines des
deux points (^n, ...,^J, (^2? . - . » tx>/^); puis prenons un point
(a/^, . . . , ^^) dans la région commune aux domaines des deux points
(^'^, . . . , Xp^)<) (^13» " • • '» ^ p ' ï ) ' > etc.

Fîg. i.

//

Joignons le point (^, . . . , x^} au point (<y^, . . , , x^} par un che-
min arbitraire pris dans le domaine du point (.r^, .. . , a^); joignons
le point [x\^ . . . , ̂ J au point {x1^. . . , ;z^) par un chemin arbi-
traire pris dans le domaine du point (.r^» ' — 1 ^ ? ^ ) ^ etc- Continuons
ainsi jusqu'à un point (X i , X^ . . . . X^). Je dis qu'on peut substituer
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aux chemins primitifs les nouveaux chemins qui rel ient le point
(^, . . . , scp^ ) au point ( X , , X,>, . . . , X^).

En effet, on peut évidemment substituer aux chemins nouveaux
les chemins obtenus en a l lant du point (^,1, . . ., sCp^} 'm point
[x\^ . . . , ^,J, du point (a/^, . . . , .z^) au point (.^, . . , x ^ ) , du
point (^, ... , Xp^} au point {oc\^ . . . , ̂ J, du point {x\^ . . . , ̂ J
au point (^.p . . . , ^J» de ce point wpoint{x^, . . . , ^3)» <^ celui-ci
au pom/ {x\^ . . . , ̂ J, .... Or le chemin pr imit i f qu i va du point
[x^, . . . , ^p^ ) au point (^^, . . . » oCp^} et le nouveau chemin qui relie
ces deux mêmes points en passant par le point (^^ • • • ' ^2) con""
duisent aux mêmes valeurs des fonctions y^ y^, . . . , y ^ au point
(^2, . . . ,^) , car les trois points (^ ,, . . . , Xp^}, (^.,2, . . . , ̂ ),
(^^, . . . , a / ^ ) sont dans le même domaine . Par tant ma in tenan t du
point [^12, . . . ? '^2) commun à deux domaines, on arrivera au point
[x^, . . . , Xp^ commun à deux autres domaines avec les mêmes valeurs
des fonctions ji, y^ . . . ,y /< . On peut donc, en avançan t do proche en
proche, atteindre le point commun (X^ Xa, . . . , X^) aux deux chemins
et, en ce point, les fonctions^, ja» • t -»J^ au ron t les mêmes valeurs
pour ces deux chemins.

Il résulte de là que, connaissant les valeurs initiales des fonctions
y^ v^, . . . , y^ au point (^, x^, . . . , x?)^ on peut obtenir des valeurs
de ces fonctions qui soient les mêmes en un ^nire point (X^ X^ . . . , X n L
en faisant varier, d ^ u n e manière continue, les variables indépendantes
d 'une inf in i té de manières différentes ent re le point (.-^, <r^ . . . , ^)
et \e point• {X^ X^, , . . , Xp).

Étant donnés des chemins et des marches déterminés, on pourra
donc déformer les chemins d/une manière continue, et, sur des che-
mins donnés, altérer les marches d'une manière continue pour arri-
ver aux mêmes valeurs des fonctions y^ y^, . . . , y^ en un point
( X < , . . . , X/,), pourvu que les déformations de chemins et les altéra-
tions de marches restent comprises entre certaines limites.

Il est évident d'abord qu'on ne peut déformer les chemins qu'entre
certaines limites; nous allons montrer qu ' i l en est de même pour les
marches ,sur des chemins donnés, en formant un exemple, tel que
deux combinaisons différentes de inarches sur les mêmes chemins con-
duisent à des valeurs différentes d'une fonction.
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Considérons la fonct ion très simple z == \jx — j + i, où ^ et y sont
deux variables i ndépendan te s . Elle est une intégrale de l 'équation à
dif férent ie l le tota le

d^ •==. —————-z dx -- ——————- ^ dy.2 ( x — y 4" i ) a ( .v — y + i )

Posons ^ "—y-== ^, de sorte qu'on aura z == \jt -{•- i. Prenons pour va-
leurs initiales ̂  --= o, y == o, ^ == t , et faisons varier x etj sur des che-
mins définis de la manière suivante.

Pour le chemin dey, nous prenons, dans le plan desr, la partie de
l'axe des valeurs réelles comprise ent re o et i.

Pour le chemin de x, nous prenons, dans le plan des y-, trois demi-
circonférences rel iant le point x= o au point x =^- i . La variables,
pa r t an t de l 'or igine, décrit la demi-circonférence OA (fîg. a), d o n t le

Fi(î. a. ,

diamètre a une longueur ! — ê, comprise entre 7 et ï. Puis oo décrit la
demi-circonférence AB dont le diamètre est plus grand que 5; enfin la
troisième demi-circonférence sert à ramener oc du point B au point C,
où l'on a x == i. La demi-circonférence AB n'est pas dans la même ré-
gion du plan que les deux autres demi-circonférences, de sorte que le
chemin OABC entoure le po in t oc = — i.

Cela posé, choisissons les marches suivantes :
ï°y reste n u l , et x décrit tout le chemin OABC;
2° oc reste égal a i, et y décrit tout son chemin.
Cherchons, dansées condi t ipns , la variation de l. D'abord on a t == x,

et t décrit/dans le plan des t, le même chemin que «r dans le plan des<z*.
On arrive à la valeur t ̂  i. Ensuite on a l = i —y, et, quand y var ie
de o à i, t varie de i à o. Il résulte de là que f ina l emen t t a décrit un
chemin fermé allant de o à o et entourant le point î -= — i. Le radical
qui avait pour valeur p r imi t ive z == i aura donc pour valeur finale
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Choisissons, au contraire, les marches suivantes :
i°j varie de o à ï — £, etx reste n u l ;
2°y reste égal à i — <?, et x décrit tout le chemin OABC;
3° x reste égal à i , et y varie de i — s à ï .
Dans le premier cas, on a t= —y, et t varie de o à — ( t — f i ) .

Dans le second cas, on. a t ••== x- — (i — s), et avarie de — (i — s) à s sur
un chemin superposable à celui que décrit x. Soit O'A^'C/ le chemin

Fiff .3.

que décrit t\ 0 étant l'origine dans le plan des^, on a en valeur abso-
lue (fig. 3) oo' == ï — e , ! o^ = a ( ï — s ), ocy = s.

Le point t -==. — ï est entre 0' et A', car on a

OO^KÛA',

d'après le choix qu'on a fait de s entre o et ^.
Dans le troisième cas, on a t === j —j, et t varie de s à o. Il résulte

de là que f inalement t a décrit u n chemin fermé, a l l a n t de o en o, et
n 'en tourant pî'is le point t ===—-• ï . Le radical, parti avec la valeur z .-=." ï;,
revient donc à cette valeur sans avoir changé de signe.

Ainsi, sans avoir changé autre chose que les inarches des variables,
on a changé la valeur d e l à fonction z au point x' == x , y == ï ,

6. Nous appellerons solution du système d'équations ( ï ) un groupe
de n fonctions yi.ja, . . . , y^ définies d'après les règles précédentes.

Si nous considérons ensemble plusieurs solutions, nous admettrons
toujours que les variables indépendantes x^, oc^ . . . , x^ ont les mêmes
marches sur les mêmes chemins pour toutes les solutions. Les solu-
tions considérées ensemble ne différeront donc que par les valeurs ini-
tiales de leurs éléments.

Nous appellerons système de solutions l 'ensemble de n solutions des
équations proposées.
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Soit D le déterminant

J'il 721 " • • } ' n i

7î2 7a2 • • • 7/zâ

y'in y^ït • * • y nn

d'un système de solutions représentées par les n groupes de foDClions
yi^J'20 ^ • • ? y / i z » { i = = î y 2, . . . ,7i) ; nous dirons que le système est ^fon-
damental si le déterminant D n'est pas nul.

La considération des systèmes fondamentaux de solutions étant la
base de la théorie, nous démontrerons d'abord qu'il existe des systèmes
fondamentaux, en nous appuyant sur le théorème suivant :

7. Le déterminante d'un système quelconque de solutions satisfait à la
relation

diogï) =^ ^(^'11 -h û'2â+ • • • -4-^) dûc^

où la lettre g' doit être remplacée successivement par les lettres a,b, ...,/,
lorsque l'indice k prend les valeurs successives i, 2, ., ̂ p.

On a
A- = p

7 1 T. Y à logi) ,d logi) = > ••-—— dx^
Zj O^k

Or,
<HogP _ i àP

àa;h ~~" D 3'̂ '

^1)Calculons ——? nous aurons
C.2'/,

J!)
<}̂ /,. "

(==:/?=s
t s=l

711

7i/.

ày^
àx^

àfiit.
àxf,

* • * 7^.1

• • • ynn

Mais on a^ en générale

.'• /' „—— (.y . 1 / 1 L. /y •V

-^- — & n J'i i • ' < • b ̂ / 7^'?

^?/z^. de l ' É c . Normale* a" Série. Tome XI. — FÉVKIER 1882.
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^représentant successivement les lettres a ,6 , . . . , / , lorsque l'indice
k varie de i à p. On a donc

àv/iy 1 1 - ^ - y 1 1 1

<)r^
à^/,-

On a, par suite,

d'où

c'est-à-dire enfin

fi 1 • • • 8'il fi l -+"... -4- gitz yn i . . , fn 1

,y if t. • • • ^'/â j^i/& ̂  " • •'"^ é^'/^ .y/^» "• * * y tin
^'in *" "T"""" *" .y"^

<'AZ'/t.

ô'D
àx/,

:'i ( Ô'1! i + Û32 + . . . "1- ^'^^ ) 1),

/, == /?

^ ̂  ^A = y (ff^ -h... "h ̂ /^, ) clxk,
/*•=!

^1).

^ lûgl) ̂  S (^n -i- . . . + ̂ , ) dx^

Dans cette relation, le premier membre est une différentielle exacte;
le second doit être de même une différentiel le exacte. Eu intégrant, on
pourra mettre le déterminant D sous la forme

]} ==: C €^ ^11+'' • •"l•^"») (/^

C étant une constante.

8. Il est maintenant aisé de démontrer qu'il existe une minuté de
systèmes fondamentaux de solutions des équations (i). En effet, si l'on
se donne des valeurs initiales des n2 fonctions y, telles que le déter-
minant D ne soit pas nul, la constante C ne sera pas nulle, et le déter-
minant D restera différent de zéro, tant que les variables n'atteindront
pas un système de valeurs constituant un point singulier des fonctions
a, b y . . . , /. Or, nous avons écarté les points singuliers dans la déf in i t ion
des fonctions y .

9. Toute solution du système d'équations (i) peut s^ obtenir par des
combinaisons linéaires et homogènes à coefficients constants des éléments
d'un système fondamental quelconque de solutions.
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En effet, soit un système quelconque de solutions

Vi i y^h ..., ytu ( i =-1, ̂ . . •, îz ) ;
posons

Y/ -= Ci y n -4- Ça r,2 +... -4- C/, y,,, ( /' = T , a, . .., n ),

Ci, Ç a , . . . » C^ étant des constantes arbitraires; il est facile de vérifier
que les fonctions Y constituent une solution du système d'équa-
tions (i).

Toute solution du système d'équations (i) peut réciproquemeM se
mettre sous la forme précédente, pourvu que le système de solutions
d'où l'on part soit fondamental.

En effet, soit
.yi,rt,-t-lî ^2,»-t-l? • • • ? J''n,n-+-î

une solution quelconque du système d'équations ( i) . Cherchons à dé-
terminer des fonctions C ^ , Ça, . . . , C/,,?^ telles que l'on ait

C,ij/i4-C2,y/2-+".. .-l-C^y//,-h Aj/^i-=o (?'=;i, 9,, .. .. //,).

On prendra À arbitrairement, et on aura à résoudre un système d'équa-
tions à n inconnues C^ Ça, ..., C^. Ce système est du premier degré ; le
déterminant des coefficients des inconnues est différent de zéro, puisque
c'est le déterminant d'un système de solutions supposé fondamental.
Les inconnues C^ C^, - . . , C,̂  prendront donc des valeurs déterminées.

p.
Je dis que les rapports y se réduiront tous à des constantes. En effet,

en différentiant totalement, on a

y h ̂ Cî +... -4- y in dC,, + j/>-n d\ •+- Ci <y,i -+-. .. + Cn elym -+- \ cly^i == o.

Or, le système proposé permettant d'éliminer dy^, on a

Ci dy^ +...4- Cn etyin 4- X dy^^

=Ci [(^•ijn +...+ c^y^) c^-4-...+ (laVil +...-4- ̂ Jni) dx^ 4-...

•+-C^[(a,iyi^-+-...+ a^yntt) dx^ -+-...+ ( l i i y in •+-...4- lin.ynn) ̂ p]

+ ̂  [( î.rî +i •+-...-+- a^,y/,,^i) ̂ i -h...+ (4vi,^M "h...-h ̂ .y,,,/,4-i) ̂ ]

• :::::: < î (Cijn 4-...-+- C^yi,^ + Xji,/z4-i ) (Az'i -(-... =: o.
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Nous avons donc simultanément

r,i Ci4-...-^J^ C/,+r/,^i ^-=û (?=ï ,2 , . . . ,^ ) ,

y^ ̂  -+.... 4- r/,, dCn, -1- r/,/^-1 ̂  •= o ( ̂  i, a,.. .. n).

Ces deux systèmes d'équations déterminent les mêmes valeurs propor-
tionnelles des inconnues, en prenant pour inconnues d'une part C^, C,,
. . . , C// et ). et, d'autre part, dC,, dC,, . . . , d\; il faut donc que l'on
ÎUl

dC, __ d{\ _ _ dCn _ d\
Ci Ça '-J"'

ou encore
^V'

ou enfin
—' "--: consî.À

Si donc on prend X égal à — T., on aura les relations

Vf, /,.,-i = Ci y/i 4 - . . . +1 Cn y,n. (^= T , a , . . . , /z ),

linéaires et homogènes à coefficients constants, qu'il s'agissait d'obtenir.

10. Supposons que l'on ait un système, de solutions non fondamen-
ta l , il existera entre ses éléments des relations linéaires et homogènes
à coefficients constants de la forme

Ciyn^^.'^.C^yin^o (z=ï,,2y ... ,n).

Où le démontrera par une méthode analogue à celle employée dans le
paragraphe précédent.

11. Entre les éléments de n -h i solutions du système d'équations (i:),
il existe toujours un système de relations linéaires et homogènes à
coefficients constants de la forme

Ci 7/1 + . . . + G afin -^ 0 ( < = Ï , î>., . . . , H ).

C'est un autre énoncé du théorème du § 9.
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12. Entre les éléments d 'un système fondamental de suintions, il
ne peut exister aucun système de relations de la forme

Cir/i -r-... •+- C,,y^ =o ( i-= i, 2,..., n),

ou de la forme
Ci ru -l-... -h C,,r,,/ ==o ( 1-=: î, 2,..., /Q.

En effet, le déterminant de ces équations homogènes du premier degré
en C,, C^ . . . » C^ ne peut être nul , et on ne peut satisfaire à ces équa-
tions qu'en prenant Ci == Ça = = . . . = = G^ === o.

Mais il faut bien remarquer qu'une de ces relations peut avoir lieu
isolément. Par exemple, le système d'équations

dy'i _ T
^":~-^rlî

ri y.-, 9, ^..r
^- -=--- 7- î.-^ 4- 7-^^

admet le système fondamental de solutions

ji.i=,r, jâi-=ï,

y^-=z—x, y^-=.i^.

Or, la relation y^ +712=0 a lieu identiquement, quoique le système
de solutions soit fondamental.

13. Si l'on substitue aux éléments d'un système fondamental de so-
lutions d'autres éléments déterminés par les relations linéaires à coeffi-
cients constants

Y/,/,-=CÂ-IJ/<,I-+-. . --^-Chnyhii (À =1, 2, . . . . /À; /<•-=!, S, . . . , n),

on obtient un nouveau système fondamental, à condition que le déter-
minant des constantes de la substitution soit différent de zéro.

En effet, soi tP le déterminant des fonctions Y, soit Q celui des fonc-
tions^ soit E. celui des constantes, on a identiquement

P=Q.B.
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Or, Q et R sont, par hypothèse, différents de zéro, et par suite P est.
différent de zéro, et les fonctions Y forment un système fondamental .

14. Substituons à des éléments d'un système fondamental d'autres
éléments déterminés par les relations à coefficients constants

Y/^. == C/cif/ti 4-...-{- C^y/̂ ,.,

pour toutes les valeurs de k de i à g, et pour toutes les valeurs de h de
i à n^ nous aurons le tableau

*ii* • • • ? j IA"? ••yi,)!?"-Mî • • • î ,y'n??

Y. Y i/ 'v
• • ^ A (%''"> ./ /î,A''-H? • • " ? .7 /^'

Les éléments de ce tableau, forment encore un système fondamenta l
de solutions, si le déterminant des constantes (le la substitution est
différent de zéro. En effet, le déterminant des constantes peut s'écrire

Cii . . . Ci^. o . . . o

C^i ... C .̂ o ..
0 . . . 0 1 . . .

et la question est ramenée à la précédente.

15. Si Fon connaît une solution du système d'équations ( i ) , on peut
ramener l'intégration de ce système à celle d'un autre système de même
forme ayant une inconnue de moins.

Soient u^ u^ .. ., u,i les éléments de la solution connue. II peut
en exister qui soient nuls. Admettons que les éléments u^, u^, '....
Un soient identiquement nuls, sans qu'il en soit de même pour les élé-
ments U^ U^, . . ., Us.

Substituons aux fonctions^, y,, ..., y, d'autres fonctions y,, ̂ , ...,
qs déterminées par les relations

y/, "= u/, cfi, ( h == i, 2, ,,., .s-).
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Les s premières équations du système ( î ) deviendront

Uf, dqf, 4- qh du/, = {a/^ u^ ̂  4- . . . 4- €(.f,s u^ q^ +• a^^i J.s'+i -4- . . . -1- cij^y^ ) dx^

4-...4-- (l/,i ihqi +-...-h//^^.^4- 4,.s-+-iJ.s-4-i-+-•••+ 4/îr,,)^7>

(À==I,2, . ..,.S-).

Remplaçons du^ par ^^-dx^ 4-.. .4- —i rf^p. Ces équations preiî"ÛX •\ (ÎOC p ~
dront la forme

dq/, == ( a/,^ ̂ i -4-... -t- ^hs qs -^ a/^+i v^i 4- . . . -t- a/,^ y,, ) dx^ +. . .

+ (^Al q\ -H • < . -1- ̂ ^- •+- ^A^'-t-lJ.y+l 4- ... -4- ^A^J'/O ̂ 'y,.

Nous avons, en outre;» les n — s équations

dys^k ̂  ( ^A-4"Â-,1 UT q\ •+• • • • 4- ^A'+.A-,^ ^6- ^À- H- <^4-/..-,A--H JA-4-1 4- . . , 4- ^+Â-,^./^ ) < '̂l

+...4-75+-/.,i ̂ i ̂ i 4-...4- 4+./,,,- ^^A- -^ ^•-i-Â-,.^î JA-+I 4-...4- 4+-Â-,»J'^) ̂ .̂

(Â'== Ï, 9, . . ., I l — .ï).

Si nous remplaçons y^ par r/^., nous aurons un système d'équa-
tions de même forme que le système ( î ) . Nous l'écrirons
( 3 ) dq, -==: ( a,i c / i 4- . . . 4- a,,, ̂ ) ̂ i 4- . . . 4- ( \^ g^ 4- . . -^ \^ q^ ) J ,̂.̂

(^"=1, 3, . . ., ^).

Les conditions d'intégrabilité doivent être satisfaites.
Vérifions-le, par exemple, pour l'équation qui donne dq^ Les coef-

ficients différentiels de clx^ et dxp sont deux coefficients quelconques.
Prouvons que l'on a

à r î / ,-}// \""
à^~ \~u~. \ al1 ul qi ̂  ' ' * + aïs usqs + al^ï ̂ -i + • • • + ̂ ayn, — qi ——P L •'• \ 0,'JC'^ j

:= w, [^ ( î l i ul 71 + • • •+ lls ̂ ^ï + ll's-l-l y^ + • • • + i^yn - y» ̂ )
En développant le calcul, nous aurons

". ̂  (^ ̂  ̂  +...+a^) - „ ̂  (^ ̂ ) - (/„ «, ̂  -^ ... .4- ,,,̂ ) ̂ 1

-^^fe—À^——^- -^)-^À(^Ê)
-(^.^...-.^)^-^^



48 t.. SAUVAGE.

Or, on a
^^=>'A (/< ̂  ̂  '̂  • - •^'^

<7À-+À "-= J^^ (/t-' -= i, ̂  . • •, ^ •— ^ ),

et, à cause de l'infcégrabilité des équations du système ( i ) , on a

j^r (^iiji + • • • ••+• ^i/^y/O "= ̂ r ( Wi4- - • • -1- ^^y^) '

11 vient donc
agi àui y Uî . ()qi à^i

ai^ à^ + ( t i q ï à^J^, ̂  ul à^ ̂

^ ^ ^L ^1 + „ ̂  ̂ ,.̂  + „, ̂  ̂1 àx^ àxp 1 /1 à.ffpà^î àx^ à^z

c'est-à-dire une ideûtilé.
Remarquons maintenant que le système (2 ) admet la solution

^•=1 ( A = : I , 2, . . . , , < > ) ,
<:;,^= o (/c= i,, à, .. ., n — A") .

Nous devrons donc avoir entre les coefficients l'ensemble des relations
a^ -+" a,2 + . . . -h a .̂ =:; 0,

X, i - t -X,2+ . • . -+ 1 -A^==0
( î = : i , 2 , . . ., ^).

En tenant compte de ces conditions, le système (2 ) devient

(^r,==[a^(^2—?i) +. . •4-a^(^—^i)+a^^i^.i.i+1. . ̂ ^in.q^da^ •+1...
•+" [^iî(9î "—<7i)4-...4- ^^(go- — <yt ) 4" )̂ 4-i ^A'-H "h-.. * + )̂ ,ï ^/rt ] da^,

( ^ = : I , 2 , . . . , ^ ) .
Posons maintenant

z / ^ q / , — q ^ ( À = = 2 , 3 , . . . , À " ) ,
,̂.+/,. == qs^.k (k = î y 2, . . ., n — A-),

et retranchons la première équation des s — i suivantes* Nous obtien-
drons un système delà forme

( 3 ) <;fc/ == ( A^ ^2 + * • • -i" A^-,i ^/A ) ̂ i + • - • -+•- ( •L/:â ^a 4-. . . -I" L/rt ^n ) dx^
(/=:2, 3, . . . , /t),
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auquel il faudra joindre l'équation

(4) ^i=:(ai2.^4-. . .+a^^)(^-+-.... 4-- (\^s^-^. . .+ X^,,) dx-p.

Supposons que nous ayons obtenu une solution quelconque *C^
^3, ..., ^ du système (3). Nous pourrons tirer q^ de l'équation (4) en
effectuant des quadratures, puisque les conditions d'intégrabilité sont
satisfaites.

Soit Q une solution de cette équat ion, nous aurons

^-=^-t-Q (7z==3,3 , . . . , ,s1),
qs-r-k == ^s-\-k ( /c = l, 2, . . ., n -— s).

Nous en déduirons la solution du système ( i )

j i=^iQ,
y/,== ^(S/,-+-Q) (A =2, 3, .. . , .y) ,

J^4-A- == ^-(-/r (/€-=!, 2, . . , , /ï — .S- ).

Nous sommes donc ramenés à la résolution du système (3), de même
forme que le système ( i ) , mais où le nombre des fonctions inconnues
est d iminué d'une unité.

16. Étant donné un système fondamenta l de solut ions du système (3),
le système de solut ions correspondant des équat ions ( î ) est aussi fonda-
mental .

En effet, soit A le déterminant des solutions

^ Sâ/y • • - , S/u' (<== a, 3 , . . . , / ? / )

du système d'équations (3) . Supposons A différent (le zéro, et par
su i te ce système de solut ions f o n d a m e n t a l .

L'équation (4) donne, pour chaque so lu t ion Ça,, Ç^, ... , .̂ des
équations (3), une fonction Q,, et l 'on peut former un système de
solut ions des équat ions ( » ) . Les é léments de ce système forment le
tableau

^l? u^ • . • ? Us) 0, . . ., 0,

^iQi, ^(^^Qi.), ...,^(^+Qj, ç^,...,ç/^
* • * * * ' " " " * * * * ' ' ' ' " * * ' " * " ' * ' ' * * * * ' * * * * * • • * • ?

^i (L-̂  ih ( ̂  -+- Q^i ),. . ., a, ( Ç,,, •+- Q^-i ), Ç,4-i,^ -.., Ç^^.
^/z/ï. ̂  Ï'Éc. Normale. 3° Série. Tome XI. — FJÉVKIER 1882. n
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Je dis que ce système de solutions est fondamental. En efïet, s'il ne
l'était pas, on pourrait établir entre ses éléments des relations à coeffi-
cients constants de la forme

.CiJ.i 4- G^i, 4- . . . 4- Cn.yin.^- 0 (^ 1^ • • • n1'

On aurait d'abord

Ci u^ 4- GS, /./.! Qi 4- . . . 4- C/^i Q/,-i = o,
ou

Ci + C^Qi 4-... 4" C/.Q/,-,,-i == o.
On aurait ensuite

CiUh "h Ça Uh ( Ç//-2 + Q i ) -+- • • • + c/^/^ ( ̂  "•i" Q /A~ ] ) ̂  oï

ou, en tenant compte de la relation précédente,

(a) Whï-^r ... 4- C//C^== o (/z= %, 3,. .., .v).

Enfin on aurait
( b ) 62 Î,+À,2 + • - 4- C,, ̂ +/^ = <-> ( k = I: î 2 . • • • > //- — fî ) "

L'ensemble des relations (a) et (6) exprimerait que le système de
solutions des équations (3) n'est pas fondamenta l , ce qui est contraire
à l'hypothèse.

17. Nous avons main tenan t une inarche à suivre pour former un
système fondamental de solutions des équations ( ï ) . Soit une solution
u^ u^, ..., u^ du système ( r ) . Formons un premier sysième auxil iaire
d'équations ne renfermant que n — \ inconnues. Soit une solution
^2» ^a» •- » ^ àe ce système. Au moyen de cette solution, passons à un
deuxième système auxiliaire d'équations ne renfermant que n— 2
inconnues,

Au „ moyen d'une solution de ce nouveau système, passons de
même à un système ne renfermant que n— 3 inconnues, et continuons
ainsi jusqu'à ce que nous arrivions à un dernier système réduit à une
seule équation renfermant une seule inconnue. Soit

' d\v := ̂ (Fi dx^ 4- ... 4- ̂  pdxp )
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cette équation. Elle donne

(P =Ce^Fl ̂ "t - + " • • • • -<-F/' ̂ 'f»

G étant une constante arbitraire, car la parenthèse doit être une diffé-
tielle exacie. Cette valeur de w, n 'étant pas i d e n t i q u e m e n t nulle, forme
un système fondamental de so lu t ions du dernier système auxil iaire.
Elle fournira , après une intégration, une nouvelle solution de l'avant-
dernier système auxil iaire . On aura alors deux solutions de ce système,
et elles forment un système fondamental . Ce système fondamenta l
permettra ensuite de former, après deux quadratures, deux solut ions
nouvel les du système auxi l i a i re précédent. Avec la solution déjà
connue, on aura trois solutions de ce système d 'équations, et ces trois
solutions formeront un système fondamental . En remontant ainsi de
proche en proche, on obt iendra f ina lement un système fondamental
de solutions des équations (i).

Le nombre to ta l des intégrations à effectuer dans la suite de ce
ca lcu l est

ri ( //. — i. )

18. Il existe une r e l a t i on simple entre les expressions des détermi-
nants des systèmes fondamentaux dans les systèmes d 'équat ions ( î ) et
(3). Soit D un dé te rminant relatif au système ( î ) , soit A un détermi-
nant relatif au système (3).-En négligeant les facteurs constants, qui ne
sont pas nuls , puisque D et A doivent être différents de zéro, on a

I.) =± e^s^'-'-^ê^^^k,

A ==: (?^ s '^a -+•• • .+ Gnn} <f.r^

t Or, on a, par d é f i n i t i o n ,
^ î à ii,
(T/^T^T1^=:^"-^^•"-^^

pour les valeurs î , 2, . . . , s de l ' indice ?, et

G^'== g a

pour les valeurs s -+- » , s + 3 , . . . , n de cet indice.
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On a donc , par exemple,
/ l (){f^ î àu^

•A^+...^A^=(^+...+^0-(^+...+^)-(^^+...+^^

Mais on a
i oui

a^+. . .+ ̂ -=. - ̂  = - On-h ̂  ̂ '

On a donc
, / l <î^i 1 .̂A

A,,+. ..+A,,,-= r^n^...+ a^) - ̂  ̂  +...+ ̂  j^)'

On aura donc
lt=.V

^ (' Gaa -4- ... + Gnn ) dXk .= S ( g^ + . . . -+- ffnn ) ̂ /.- — ̂  ̂  ̂ ^ ̂

c^', par suite,
/•*i==-.v

^ S ^ ^
. J r=l_ Pf^ll -«-•-••+"^«n'^/i- ^ J r=":l '

011

on enfin

^ ;-„ ]") ̂ .- lopri/fi ̂  , . , //,,i,

I)

U^ U.^. . . Us

Comme prennère conséquence, imaginons qu^on donne d'abord le
dé te rminan t D, et qu'on dirige le calcul précèdent de manière à obte-
nir le déterminant A. On voit que A ne pourra être nul que si D est îiul,
ou que si le produit u^u^. . . U y devient inf ini . Or, aucune de ces deux
hypothèses ne peut se réaliser en un point [x^oo^, .,., cCp) qui n'est
pas singulier. On peut donc dire qu'à un déterminant D d'un système
fondamental de solutions du système ( r ) correspond un déterminant A
d'un système fondamental de solutions du système (3), et celte pro-
priété peut é v i d e m m e n t s'étendre aux systèmes d'équations auxil iaires
successifs.

Comme au:tre conséquence, on peut mettre le déterminant I) sous la
forme d'un produit de fonctions. En effet/soient A ^ , A y , . . . , A^y les
déterminants des systèmes fondamentaux de solut ions des équations
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auxiliaires successives. On a

D :=: A u^ u^.. . Un,

D = Ai (̂  ^ 3 . . . ç^,

A^ = (..P.

En m u l t i p l i a n t , membre à membre, on a

I) == ^,1 r^â. . . //„ ('a ç^. . . (^ . . . w,

Ces dernières formules supposent que tous les éléments des solut ions
successives sont différents de zéro; on les modif ierai t fac i lement , dans
le cas contraire.

CHAPITRE II.

16. Conservons les hypothèses faites dans le Chapi t re précédent;
c'est-à-dire supposons que, dans les portions T\, T^, . . . , Tp du plan li-
mitées par des contours simples, les variables indépendan le s x^ x^ . . . ,
Xp aient des marches désignées sur des chemins désignés, de sorte
qu'à aucun m o m e n t le point {x^ x^ . . . , ûCp) ne soiLun po in t singulier
des coefficients a, 6, . . . , /des équat ions ( i ) . Admettons, en ousre, que
les coefficients a, h, .... / so ien t uniformes dans les régions considé-
rées, et par suite reprennent les mêmes valeurs, q u a n d les variables
indépendantes déterminent de nouveau le même/x)^ (oc^ x^ . . . , ̂ ,).

Nous avons vu qu'une solut ion du système d'équations ( i ) se com-
pose de n fonctions y , , y^ - . . , y / / , régulières en tous les points
(^a?2, . . . , x^} que l'on considère.

Si les variables reviennent en même temps à leurs valeurs primitives,
les-intégrales j^.ja, . . . , y,, auront pris des valeurs nouvelles, diffc-
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rentes ou non des anciennes. Nous nous proposons d ' é tud ie r les rela-
tions q u i l i en t ces deux groupes de valeurs des intégrales j^,^,. ..,,y^

17. Représentons par y^ [i =. i, 2, . . . , n; k == i , %, . . . ,n} un élé-
ment quelconque d ' u n système fondamental de solutions des équa-
tions (i), et considérons les éléments de ce système lorsque les va-
riables, ayant d'abord des valeurs in i t i a l e s x^ x^ ..,,^, décrivent
des chemins fermés et reviennent ensemble à leurs valeurs in i t ia les .
Ces éléments part iront des valeurs inilialesy//^ et prendront à la fin des
valeurs nouvelles que nous représenterons par Y^« Si l'on considère
les fonctions qui , dans le mouvement des variables x^x.^ . . . , x^,
.partent d'abord des valeurs Y//, on sait qu'on peut les expr imer l i n é a i -
rement îm moyen des fonct ions y//,..

Donc, siles variables indépendantes reviennent ensemble à leurs valeurs
initiales, les nouvelles valeurs Yy/y des éléments^ d'un système fondarnentai
de solutions sont liées aux anciennes ĵ . par clés relations linéaires et
homogènes à coefficients constants de la/orme

(5) Y^-=:C^.rn4-.. . -4-C^J^ (^=:ï, a,. . ., n; k == i,%, . . ., n).

Le dé t e rminan t des constanles est différent de %éro; car les fonct ions
Y/A- forment un système fondamental , et i l f au t qu 'on puisse (^primer
les fonctions^, au moyen des fonct ions Y//,.

18. Nous a l lons maintenant dé terminer les formes les p lus s imp le s
que l 'on puisse donner aux re la t ions (5) . Nous montrerons d'abord
qu'on peut déterminer des constantes g^ g^, , . . , g^ telles que les
fonctions

^ ==" Siyh •+- • - • •+• ffnyitt ( /* == ï , 2 , . . . , /Q
prennent, après un tour des variables, des valeurs nouvelles \î^, l)^
..., U/; liées aux premières valeurs par des relations de la forme "

U/=^n

où ^ représente une constante. Chaque élément de la solution u^ u.^
..., u,^ des équations ( i ) se reproduira donc mul t ip l ié par une constante
œ, la même pour tous les éléments de la solution.
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II faut que l'on ait

U,=^Y^+. . .
= (Cii ̂ -4-..

4-^Y^
• -+- Cm^J 7^14- . . . 4~ (C^-i 4- ... 4- C/,/^).;^

Identifions cette expression avec

u,== o) •u.,= ̂ ff^yu 4-... 4- co^j//,,,
nous aurons

( Ci i — lo ) ̂ i 4- ... 4- CmS'n = 0,

^Ifî fi 1 "T" • • • •(G^—oj)éY:=:o.

Pour que ces équations soient compatibles, il f au t que G) vérifie l'équa-
tion

C n — c o Cgi . . . C^

G là Cââ— <0 • • • Criî^)=

^lu

Cette équat ion donnera n valeurs de 0, distinctes ou non. Chacune des
racines distinctes permettra de dé terminer des valeurs proportionnelles
de g\ » g^ - • ? ^//» et par su i te de former des solutions dont les éléments
se reproduisent multipliés par un facteur constant.

19. Nous donnerons à l 'équation en oo le nom ^ équation fondamen-
tale, Les racines de cette équation ne dépendent pas du choix du
système fondamental de solut ions. Pour le démontrer , nous suivrons la
marche donnée par M. Hamburger ( 1 ) .

Représentons parj,/, et "̂  les éléments de deux systèmes fondamen-
taux de solutions, et soient Y^. et H^ les nouvelles valeurs de ces
éléments. Nous devrons avoir les deux systèmes de relations à coeffi-
cients constants

Ytk'= 4i.//i 4- . . . 4" Iknyiin

Ïï^-^, À/,.i'/)/i 4- . . . 4- A/,^T^

( < = T , '2, ., ., n; /c=:^ 2, . . ., n),

Journal de C relie y t. 76, p. 1 1 5 .
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et les équations fondamentales correspondantes seront

P(O) ) :

^
n ( œ ) = ^

Les déterminants P(o) et n(o) ne seront pas nuls, si Fon suppose que
les systèmes de solut ions sont fondamentaux.

Exprimons les éléments -^y, en fonction des éléments y,/,. Les relations
sont à coefficients constants et de la forme

r^/,=: CA-IV^ 4- . . . 4" C/^7/^,

et nous en tirons
• H^= C/,i Y/i 4- . . . 4~ C^nfin.

Il •résulte de là, en développant les deux expressions de H^
H^== (CA«I In + . . . + C .̂,, ̂ i )^i + . . .4- ((;/,i l^ 4- . . , 4" C/^ lnn)f^

îîi/c -= (^i Cn 4-... -h ).̂  C,,i)j^ 4-... 4- (>^ C^ -h. . . 4- )^ (^/^.r/^

En ident i f ian t les coefficients des mêmes éléments, on a
C^ ̂ 4-. . . 4" C^ ^ -̂ := X/^ C^- 4-'... 4" 1/cn ̂ ni ':1""": ('"^•,(.

Cela posé, appelons Q le dé te rminant

^ni • - • Cn

et, puisque ce déterminant est différent de zéro, formons les produi ts
Q.P(œ) e t I I (œ) ,Q, nous aurons identiquement

Q . P ( œ ) = = I ï ( ^ ) Q =
a^—C^o,) ... a i^—C^o)

•--.:R(tu),
^ i /^—C/n^ ... a»,,—Cnn.— ^/j!,^^

c'est-à-dire que les équations P(œ) = o, n(c,.) == o ont les mêmes coef-
ficients et par suite les mêmes racines.
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20. Nous venons de voir qu'on peut choisir un certain nombre de
solutions telles que les relations entre les anciennes et les nouvelles
valeurs prennent une forme simple. Supposons que l'équation en o> ait
n racines distinctes, coo o^, ..., œ,/. Il existera n2 fonctions u^ telles
que l'on ait

II /•/,"= O)/^/.,.

Ces fonctions u^. forment un système fondamental de solutions. On
peut le démontrer directement, mais cela ressort de l 'é tude plus géné-
rale que nous allons faire.

21. Nous nous proposons de montrer qu^à toute racine o>, d 'un
ordre de multiplicité ^, de l'équation fondamentale, se rat tache un
groupe de y. solutions dontleséléments se comportent s implement dans
le mouvement des variables indépendantes, et que, si l 'équation en o>
a s racines distinctes, on peut former, au moyen de .? groupes, un sys-
tème fondamental de solutions.

Nous démontrerons d'abord que si, pour une valeur de o>, tous les
déterminants mineurs de P(co) sont nuls jusqu'à ceux du de^ré v — r
exclusivement, il en est de même dans Iï(co).

Représentons les mineurs du degré v de P, H, Q, B. par p^, 7^$, y^ç,
r^, y et S désignant deux combinaisons quelconques des nombres i,
3, ..., n prisv à v. (BALTZEB..)

y T - i i . . ,, n(n — i ). . .( n — v ~|- r )Le nombre de ces combinaisons est c== ————-—-—————"
î .2 . . . v .

Les relations R=Q.P(^ ) = = n ( ^ > ) . Q entraînent les relations

/•^ ~ ̂ 7?$i -1- ...--}- q^'/^c -^ ̂ i ̂ i -i- • . • 4- ̂ . q^.

(CAJJCHY, Journal de l'École Polytechnique^ XVIIe Cahier).
Si tous les déterminants p^ s'annulent, on aura r^= o pour toutes

les valeurs qu'on peut donner à y et à 5, et, par suite, on obtiendra le
système d'équations

^ri ^1.1 -h" • • •+ ̂ v^/v' ̂  0»

^Yl '7^1 •"!•" • • • + ̂ c ^ca ':=: <'>•

Mais le déterminant 2q^,, q^, . .* , q^ est une puissance de Q (FRANKE,
Journal de Crelle, Bd. 61, p. 35o), et n'est pas nu l ; tous les déterrni-

Ann. de l'Ec. Normale, a® Série. Tome XI. — FÉVIUEH i88a, 3
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nants ?r^, . , . , n^ doivent être nu l s séparément et, pour toutes les
valeurs qu'on peut donner à y.

Tous les déterminants du degré v—î dans l ï (cx) ) ne sont pas nuls,
sans quoi on pourrait démontrer que ceux du degré ^ — i dans P ( & ) )
sont tous nuls, ce que nous ne supposons pas.

22. Considérons maintenant les deux systèmes d'équations
/i .1 '̂i -+-. . . -4- l,i.i g\ ^= (o.^'i,
• • • • • . . . . . . . . . . . . . < . . , . y

hn g\ -+- • • • -4- ffiiîffn "̂:- ft),"?'//»

et
^ l l^ ' l -4-. • •-+- ̂ nî^ï ̂  (•^•i,

y,^^'^ ».̂  ^ ^ ^ ,.,,)„.,. X,/,/.î,' '//•—f•>^>,/,

et supposons que les conditions équivalentes P ( w ) = = o et n ( ^ ) ) = = o
soient satisfaites. Il y aura autant d'équations qui dépendront des autres
dans le premier système que dans le second. Caria condition nécessaire
et suffisante pour que n—^+î équations d'un système, et seulement
ce nombre, dépendent des autres, est que tous les déterminants mi-
neurs s 'annulent jusqu'à ceux du degré v inclusivement, condit ion satis-
faite de la même manière dans les deux systèmes précédents.

Considérons alors le seul système en^ ,^ , , ...,4^ et supposons
P(r^) == o. Le nombre des équations qui dépendent des autres est in-
dépendant du système fondamenta l de solutions. Soit v le nombre de
ces équations.

On peut exprimera, g.^ ..., g^ en fonctions linéaires et homogènes
de ^ constantes arbitraires. Par suite, toutes les solutions

r///, (/"-=:?, ̂  .. ̂ n),

qui satisfont aux relations "U^== ̂  ̂  seront composées de fonctions
linéaires et homogènes des éléments de v d'entre elles, linéairement
indépendantes. Soient u^, u^ ..., u^ ces v solutions; substituons-les
aux solutions y,,, y^ .,., ̂  du système fondamental p r imi t i f . Nous
aurons le système

1 1 ih ! {h-^i, 9., ,,. , ,v),

)'//,, ( /•• ::-:v 4-. i y ^ 4- ̂  . . ., n),
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qu'on peut supposer fondamental. En effet, pour former les \* solutions
u,^ .... ^linéairement indépendantes, on prendra arbitrairement les
valeurs de v désignées des quanti tés^, g\, ..., g^. On peut supposer
que ces quantités sont g^ g^ ..., g^ et, les v systèmes de valeurs de
ces quantités g ^ , g^j, . - . , g^ {j === i, 2, • • • , ^ ) devant être tels que
leur déterminant ne soit pas nul, on pourra substituer, quelles que
soient les valeurs que Fon calcule pour g-^+i, g\,+.^ ..., ̂ , le système
^•A»J/Â au système primitif, sans que le nouveau système cesse d'être
fondamental.

On a maintenant les relations

U/i == ^i un,
U/. = COi ^/v,

(a) ^ Yï,v+-i ̂  ̂ -n,i ^/i 4- . . . -i- C+.i,v ^h + ^i,v+i,r/,..-n 4- . . . -h ^-(-1,/îJ//^

Y/ == ^zi "/i -i- . . . -4- /̂ . ^•/•y 4- ^,v+-i.7/,v-n -h . . . •4- l'ti n. yin 9

et l'équation fondamentale prend la forme

en posant

P^o)^

P ( co ) ••=. ( co —- co i y P ' ( <o ) -"= o,

^4-^'/-|-1 t.'.) • • • ^ / < , v 4 " l

^4-1, ̂  - • • ^'nn— OJ

L'équation (co — oj^ ^ P^(co) === o a les mêmes coefficients que l'équation
fondamentale pr imi t ive»

Soit a le degré de multiplicité de la racine o^. Deux cas se présente-
ront. On pourra avoir ^==v. Alors u^, ..., u^ seront toutes les solu-
tions distinctes correspondant à la racine o^; nous dirons qu'elles
forment ^ solutions simples, en appelant solution simple toute solution
dont les éléments se reproduisent multipliés par un facteur constant.

On pourra avoir ^->y; alors cx^ sera racine de P ' ( c x > ) = = o . Repré-
sentons par ̂ i, g[^ ..., g'n les inconnues du système d'équations

^4-1 ^4-^v4-i 4- • • • 4~ ^'n {'11,^1 == ÀVi-l ̂ i»

^•^^ l^+ï^t 4- . . . 4- ffn In, il. ^ ̂ 'n^r
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Considérons la solution des équations ( i )

t^- -:r: ̂ .̂ (-.i .y^v^-i •"+••... 4- ^ny'in.

Elle est linéairement indépendante des solutions i^,u^,... ,^,
puisque les solutions u^y^ forment un système fondamenta l . Mul t i -
pl ions les dernières équations (a) par g,^ ...,^, ajoutons les ré-
sultats, nous aurons les relations

> M-t-l * * " * 7 fc> lî <f

/

v,

où é p i est la caractéristique d 'une fonction linéaire et homogène des
éléments ^,...,^ des v prennères solutions; y/ satisfait, comme
ces éléments eux-mêmes, a la relat ion'

S'il y a, dans le système d'équations en g^, . . . , g^ V équat ions qu i
dépendent des autres, il existera ^ solutions ^, ^ '2 , , . , , p^/ linéaire-
ment indépeûdaiites, et telles que Fon ait

V^;== a»i ^u, 4" o//,( t(u, . . ., tiin ) ( A' — 1 , ^, . . . » '/ ).

Toutes les solutions satisfaisant a u x mômes relations s^exprimeront
déplus l inéa i rement au moyen de fonctions homogènes de

^ l [ 9 • • ' î ^ ny ^) iîî • ' • ) ^'/'•/*

II ne peu ty^ avoir entre ç'^, ..,., (p^y aucune /relation linéaire et "ho-
mogène à coefficients constants, sans quoi l'on pourrait former une
fonction linéaire et homogène avec ç^, . , . , ̂  satisfaisant à la rela-
tion U^.== c^ u'^ et le nombre des solutions distinctes correspondant à
cette relation serait plus grand que v, ce qui est contraire à l'hypo-
thèse. De là résulte que v' est au plus égal à Vy puisque, entre v 4- r
fonction y,, il existe nécessairement une relation l inéaire et homo-
gène.

Deux nouveaux cas peuvent maintenant se présenter. Soit v "+• î/ == a,
On peut former p. solutions correspondant à la racine c^ de la ma-
nière suivante.
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Prenons d'abord les 2i/ solutions

qui sont associées deux à deux de manière à satisfaire aux relations

V//,-== coi (.^/,4- ^•/,» ^/v,-^ 0)1 f?^,,

puis prenons ^ — i / autres solutions simples, dont les éléments soient
des fonctions linéaires et homogènes de u^, . . . ,^v n'ayant aucune
relation linéaire et homogène entre elles, ou avec y / i , . . . , y^r.

Sans nuire à la généralité, on peut représenter les solutions
fn ' - • ? fiV P^ ui\^ * - * » ui>/ e^ les v — "y' autres solutions simples par
z//y-n, . . . » ̂ , et l'on obtient ainsi les v + v' solutions

// , / i , . . ., ^^'./y ^/'•/-i-i? • • " ? ^/y»

i^i, . . ., r^.

Nous dirons que les deux solutions i^/,,^, qui sont associées pour
satisfaire aux relations

V\y,=: (QI <^/,4- ////,, SJ^/,== œi ^//,

forment un groupe binaire. Les v -h- ^/ solutions se composent alors
de ^/ groupes binaires et de y — v' solutions simples.

Soient v + T/< fi. On peut substituer aux solutions j^-i, • . .»y^+^
les solutions ç^^, ^-2, • . . , ^-v, et on aura, entre les éléments du nouveau
système de solutions, qu'on peut supposer fondamental , les relations

1 U^=COi^ (/= 1 , 2 , . . . , ^ ) ,

V//,:=co^/,-t- ^,7, ( A = . î , a, .. .^/),
( c? ) '

j Y^. = Zl-i ^M 4- . . . 4- &v u-^ -h &,v4-i ^'/i + — • + %,'/+•/ ^//
( 4- &,.+../-nJvW+i +• - • + %/^^ ( Â> == v + '/ + J ? ( • • ? /^ )•

L'équation fondamentale prend la forme

P ( co ) "-= ( eu — coi )V4 w P^ ( oj ) = 0,



62 L. SAUVAGE.

en posant
/,/4»v/4-4^-p/-l-l——c!) • • • ^//,V-+-'/-M

/// y'/
^-1-./4,^^. . . . l - ^ ^ O J

P

Puisqu'on a y -4- î/ < ^,, ^i est encore racine de P^co) == o, et on peut
déterminer des quan t i t é s g^.^, . . . , g^ par les relations

// /'/ // /// //
^.^-./^I ^4,.,/4.i^..p/.+.j; --1-- . . . -f- ^'f^.llll^•^l'-\-[ ^^ ^•'v.+.-/-H ^l-i

À^+^-+ i C^•</-^-l,/^. . -h . . . -h- ̂ , ̂ ,^ ==-: ^^ùJ.i.

Si l'on multiplie les dernières équations ( & ) par ̂ ,,^,, . . . » ̂ , ou voit
que la solution

: • (r/ -'•= .^e4--/-hi yf,v-i-/.+1, -î-- • • • "4- y'n.yin.

satisfait aux relations

W/=-: coi (^+ ̂ ( / / . / i , . . . , ^/v, <^i , • . . , i^vQ,

en représentant par T^une fonction linéaire et homogène à coedicienis
constants. La solution w, est linéairement indépendante des solutions
Uif^^

S'il y a dans le système d'équations en gi^, . . . , g^ '// équatioîïs
qui dépendent des autres, il y aura ̂  solutions w^, . . . , ^// linéaire-
ment indépendantes et satisfaisant aux relations

W'/A^: <0i (,'̂ + .̂/,( u^ ..., u^ ( • ,1 , . . ., i'^) (k :=: f, -^ ... ; ̂  j.

Toute solution satisfaisant à des relations analogues pourra s'expri-
mer en fonction linéaire et homogène de ^-^ ...,^y/, ^,, . , . , ^y,
u^, ..., î^,. Entre les fonctions ¥,/, .... ¥,v/, il ne peut exister aucune
relation de la forme

a^.^ +... -+-1^^ =:y ( u^,..., ^^ ),

où/représente une fonelion linéaire et homogène à coefficients con-
stants, car il existerait une fonction linéaire et homogène de w^,
^'î^qm, n'étant pas une expression linéaire des solutions u^ et <^
jouirai t des propriétés des éléments ^, ce qui est impossible à cause
des hypothèses. De là résulte que ̂  est au plus égal à v\ puisque, par
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l 'élimination de (^, . . . , ^p/ des expressions .̂, on pourrait former une
relation

a ̂ /:i 4-. . . 4- t ̂ /.// =--=:/ ( //./•i, . . ., u^ ).

Soit v -+• i/ + ^ " = p-. Représentons les fonctions 4^? • • • » ^i^ par
^•i» • • • » ̂  et prenons y '— v" solutions ^(/^ = i/-+" i , ..., i/7), n 'ayant
aucune relation linéaire et homogène entre elles, ou avec t^, .... ^/y/.
Nous pourrons formera solutions correspondant à la racine ^, de la
manière suivante.

Prenons d'abord les 3^ solutions

^/i? ^^'i? ^ / i î

tï'/,//, ï^.//. ^/,//,

qui sont associées trois par trois, de manière à satisfaire a u x relations

W//, = (Oi ÏP//, -+- ^/A^ VÎA- == ̂ i ('/•/.• 4- ïf.f/,, U"//,, ̂  (,̂  /^.^.

Prenons ensuite les sÇv' — "y") solutions

^•^-Mî ^/•,^4-l5

qui sont associées deux par deux, de manière à satisfaire aux relations

V//,=cOir^-4-Z///,., U//,=ri()^/,.

Enfin prenons v — y' solutions simples ^/_n ..., u^. Nous dirons que
les trois solutions w^ ^n^ ^i^ associées de manière à satisfaire aux re-
la t ions ' •

W//,= (Oi ÏP^. + t1//., V//,= 0)i ('//.• 4- ^.//,, U//, ==. COi ^,//,,

forment un groupe ternaire. Lesv + v'-4- i/^ p- solutions se compo-
sent de V groupes ternaires, de T/— v" groupes binaires, et de v —r ' so-
lut ions simples.

Le raisonnement s 'appliquera tant que la somme des nombres v
n'atteindra pas p.; on peut donc énoncer le théorème suivant :

Sou &)^ une racine de V équation fondamentale P(o)) = e. Soit u SOP
degré de multiplicité. Déduisons successivement, de la manière au on ment
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de voir^ des systèmes d'équations linéaires et homogènes les uns des
autres. Soit v le nombre des équations qui dépendent des autres dans l'un
de ce système. Quel que soit le système fondamental de solutions d'au l'on
parte :

i° Le calcul donnera une suite de nombres v? î/, ..., v^ dont la
somme atteindra p., et chacun d'eux sera au plus égal au précédent;

2° 0n pourra former [L solutions correspondant à la racine o,, ces
solutions s'associant entre elles de manière à former :

^(?.) ^Toupe^ de \ -h i solutions,

^•-•'i)—^ ^'roupes de / solutions^

'/— '// ^f'oupes de '>- solutions^
et enfin

\» ••— v' soi ut 10 fis simples ;

3° Pour un groupe renfermant m solutions, on aura les relations

Y^-i = o^y^, Y^ ==:. (oij/g -4- y/i, . . . y Y////, •=: w^yiw •-1- Yi,w - i •

On voit bien que le nombre des solutions est p., car l'on a identi-
quement

(), -4_ r),a) 4, }, (,a~i) _ ^3 ) + . . . .+ 3 .(V ̂  ̂ ) + ̂  (./ «, ̂ ) .,..,̂  , _ ̂  ̂ , ^^

23. En épuisant le degré .̂ de la racine co, , on pourra former un
système fondamental de solutions

Ui/, ( h ^ l , 2 , , . . , , ^),

j'if^ ( k ^r, (À ̂  î., p. 4- a, . , . y /A ),

satisfaisant à des relations de la forme

[J//,=: o)/^ /^ ~j~ (o/^ u^ --h . . . 4- (»>/^/,,,,i ///,//,..,,i + (QI ^^/^

Y^ = GÂ.I ll.^ + . , . 4- G/^ ̂ /^ 4- (^,.,..H.r,,i.4..i -+- . . . + (i/^ /„,

les quantités 0 étant des constantes, qui peuvent être nulles à l'excep-
tion de cor

L'équation en w prend la forme

. ! P ( 0,) ) -= ( <,) — W, ̂  P (K-) ( (,o ) ̂  o,



PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS DÉFINIES PAR UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS, ETC. 65

en posant
VX'a-j-l,{ji4-l—— tl> « • • , ^.ï//,p.+-.l

G^-^l,/?. • • • ^nn — ct>

P^) (œ)==-

L'équation p w ( o ) ) = . = o a pour racines les racines 0)2» û > 3 » • • * ^
l'équation P(c<) ) == o distinctes de c^, et chacune au même degré de
mul t ip l ic i îé que P(co) == o. Posons alors

^/,M-1 = w i ^fi +. . . -h m.n}'in,

et déterminons W ( , m^, .. ., w^ par les conditions

( .o j i— 0)3) 7 /Z i -ho)à iW.â+- • •-+" (^^+"l,lms^+-l 1 -+-. . .-+• G' / / iW/; ""̂  o,

( ̂  ^ —— c»^ ) //•< 2 -}- . . .4" O'p.4- ̂  3 /// ;A-i-i . "h . . . -+- (î // 2 W ̂  == <..•>,

^ [A 4-1 , a +-1 ""•- (-') 2 ) //? [ ' . •I-1 ^•l"1" * • - •"•1~ ^ // , 1'- -4-1 // / // ^ (-> »C C

GK.+-I,/^^I<..H --!•-- « • -i- i^nfl—— W^)m^=^ 0.

Pour résoudre ce système, on déterminera d'abord les valeurs
proporlionnelles de m^, . . ., m^ et l'on calculera ensuite et succes-
sivement m? 772^, . . ., m^

Si p des équations en m^^ . . . , m^ dépendent des autres, on pourra
former p solutions ^-^o . . . , ^p.+-p linéairement indépendantes, satis-
faisant aux relations

(J .̂.̂ :~= coa Ki^-./o (k •=-1, a, . . ., p).

Au moyen de ces solutions, on pourra former un système fondamental
de solutions

//,//, (A:=i, 3, . . ., p.4--.p),

ra. (Â'=:ix+ p -4-ï, ..., n),

dans lequel les solutions u^ seront particularisées»
En partant de ce système fondamental, et par des raisonnements

analogues aux précédents, on pourra former des systèmes fondamen-
taux de plus en'plus particuliers.
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()(; L. SAUVAGE.

Donc, soient ^, û^ • • • • » (t).? Toutes les racines distincies de l'équation
fondamentale, et ^, )„,, . . . , X, W.? degrés respectifs de multiplicité, on
pourra former, un système fondamental de solutions des équations ( i ) au
moyen de s groupes de solutions, renfermant respectivement )^, L, . . . , /^
solutions, chacun de ces s groupes correspondant à une racine distincte
de F équation fondamentale, et se décomposant en sous-groupes satisfai-
sant au premier théorème.

24. Revenons à la théorie générale. Nous savons que les éléments
d 'un système fondamental de solutions (les équations ( i ) à coefficients
uniformes prennent des valeurs nouvelles, liées aux anciennes par des
relations linéaires et homogènes à coefficients constants , lorsque les
variables décrivent des chemins fermés, et reviennent ensemble a leurs
valeurs initiales. Cette propriété est caractérist ique de ces é léments .

Soit, en effet, D le déterminant, supposé dif lércot de zéro de r^ fonc-
tions y^ ( ï== i , 2, ..., n\ /c== i , ^ , - . . , ^ ) , de p variables indépen-
dantes x^ x.^ . . . , Xy, régulières en tous les points {x^ ^ a , , , . , oCy).
sauf en des points singuliers, lorsque les variables indépendantes restent
dans des régions respectives du plan à contours simples. Supposons
que les variables décrivent des chemins fermés tels qu'à aucun moïï ïont
le point [x^œ^ . . . , Xp) ne soit un point singulier, et reviennent
ensemble à leurs valeurs initiales. Si les n2 fonctions prennent des
valeurs nouvelles liées aux anciennes par des relations linéaires et
homogènes a coefficients constants, telles que les relations (5) , ces
fonctions forment un système fondamental de solutions d'un système
d'équations de la forme (i), dont les coefficients a, &, . * * , l sont
uniformes, et n'ont pas d^antres points singuliers que les points singu-
liers des fonctions.

Nous démontrerons cette proposition en formant un système (Inéqua-
tions tel que ( i ) auquel satisfassent les n solutions j^, y^ . . » ,
y^ (k= i , ; 2 , . . . , n ) . Nous aurons, en général, en représentant par
gi^ g i î ' ï • • • » gin 1̂  coefficients de l'une quelconque des équations
aux dérivées partielles, les relations

^f == ̂ lll^u~h• : • 4" Sir^y^ . (/C = I, 2, . . ., H).
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Nous tirons de ces relations

y ^1
} n ; • • ^ " • • } n l

B.^-=
afin

àjc/f

ce qui permettra de calculer tous les coefficients < % , & , . . . , / des équa-
tions ( i ) , puisque D est supposé différent de zéro.

Les conditions d'intégrabilité seront ident iquement satisfaites. En
effet, supposons calculées les fonctions a, b, . * . , / , nous aurons iden-
t iquement

àvik
•Y—— == 8'Hyik +...-+• ginYi n'
(/»<:• /t

Les fonctions y^ satisfont donc identiquement aux relations

dy ̂ .= ( âî,,iji/, -h. . . -}- <^//,y,,/,) dx^ +...+( ̂ •iji /, +. . . + I m y n k } ̂ 'p

( Z = = : I , 2, . . ., /z; /r=r= ï , 2, . . ., /À'),

et, dans les seconds membres, les conditions d'mtégrabîlité doivent être
satisfaites. L'une de ces condit ions est

j^- (ÛWU--+-. • • -h ̂ i/zj/^-) == ̂ r ( ̂ njiÂ-+. • . -t- binyn^)

ou
/rMM-^ ^^H^ L- -1 /^l" 6)^^^^^ ^jj^^...+^^-- ^-^y^

^r^ ^r/?.Â' ^.y^/.- ^riÂ'./, ^./i^ ,y << /1A ' / <<//?. k v j n k
•b l i ̂  ~all-^- ̂  t "+ ̂ .7^ - ̂ . ̂ ^"

Éliminons les dérivées partielles ^£A< et (^, nous aurons une rela-
0X-'j OvC^

tion de la forme
Ai j-i/, +... -+- A^y/,/, == ô, • , •

où A ^ , As, ..., A^ sont des fonctions exprimées au moyen des coeffi"
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cientsa , &, . . . , / e t de leurs dérivées partielles. La re la t ion précédente
est vraie p o u r ^ = = 1 , 2 , ..., n. On a donc

Ai jn+ . . . + A ^ r / , i - = = o ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . < . . )
A 1 .YI rt -1-" . . . "h A /,J"/< n ̂  O-

Or le déterminant D esl différent de zéro; on doi t donc avoir A.< •==o, ...,
A//,==o iden t iquement , c'est-à-dire que les condit ions d ' in tégrab i l i t é
sont satisfaites iden t iquemen t dans le système d 'équa t ions ( î ) , que
l'on a cons t ru i t .

Les coefficients a, & , . . . , / sont exprimés par le rappor t de deux dé-
terminants. Lie d é n o m i n a t e u r du rappor t est toujours!); le n u m é r a t e u r
est le résultat ob tenu en remplaçant dansi ) les éléments d ' u n e co lonne
par les dérivées partielles des fondions j^. Les éléments des (Jeux dé-
terminants prennent des valeurs nouvelles liées aux anciennes par des
relations linéaires et homogènes à coefficients constants de la forme f 5 ) ,
quand les variables indépendan tes ont décrit leurs chemins fermés. Les
constantes sont les mêmes pour les éléments homologues des deux déler-
minants qui forment le rappor t . Les deux termes du rapport sont donc
mul t ip l iés par le même dé te rminan t de constantes. Donc le rapport ne
change pas, et par suite les coefficients a, & . . . , , / sont des fonctions
uniformes.

Il résulte du calcul des coefficients a, b, ..., /qu ' i l s ne peuven t avoir
d'autres points singuliers que ceux des fonctionsy^ elles-mêmes*

Enfin,, le déterminant D étant d i f férent de zéro, les fonctions y^
forment nn système fondamental de solutions du système d'équations
aux différentielles totales que l'on a obtenu.

25. Prenons pour exemple, comme le fait AL Tannery, dans le
cas d'une seule variable indépendante , une équat ion îils'éhriquiî
f(y^ x^ x^ ..., Xp} r= o, rat ionnel le et entière, du de^ré n en y. CeU(*
équation définit n fonctions j,,, y, 3, ..., y^ qui sont régulières*en tous
les points (<z?,,, x^ . ..,^) du plan, sauf en des points oh deux des ra-
cines deviennent égales. Si les variables décrivent des chemins fer-

• mes, ces n fonctions prennent des valeurs nouvelles liées a u x anciennes
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par des relations linéaires et homogènes à coefficients constants. En
effet, en un point (a^, x^, ..., Xp)^ l'une de ces fonctions doit rester la
même, ou être remplacée par l 'une des autres, quand les variables
sont revenues ensemble au point [ x ^ x ^ , , . . ,^^) , après avoi r décrit
des chemins fermés. Cela résul te de ce que l 'équation algébrique ne
peut fournir que n fonctions y différentes. Les fonctions ju, j<a, . . . ,
r^ sont,donc liées par les relations de la forme (5) les plus simples.

Les dérivées de ces fonctions par rappor t à l ' u n e que lconque des
variables indépendantes seront des fonctions satisfaisant aux mêmes
cond i t i ons que ces fonctions elles-mêmes. Représentons ces dérivées
parya^Vaa» . . .»72/^

Les dérivées des fonctionsy^y^» • • • » y^n par rapport à l ' une quel-
conque des variables indépendantes sontencore des fonctions jou issan t
des mêmes propriétés que les fonctions jn,y^, ...,j^.

On pourra répéter cette conclusion a chaque dérivat ion par rappor t
à l 'une que lconque des variables indépendantes. Posons alors

J'i^J^
,. ^ à.yj.,_^,

y y

y^~"àx^

^-ly

- fi ^^...rf..^'

en laissant indéterminés les indices des dérivations successives. Déter-
minonsy par la relation algébrique rationnelle et entière

/(y,^i,..ra .. .,,-r^)=o,

du degrés eny. Les n2 fonctions que l'on obtient ainsi satisfont à un
système d'équations tel que ( ï ) , lorsque leur déterminant n'est pas
nul .

26. Formons ce système dans le cas où le coefficient de y dans
/(y, x^ x^ * . . , Xp) === o est l 'unité.
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On a, par définition,

, ày, y ^)>'/ , / . .^,=^^4-...+^^ (.==1,.,...^).

Formons séparément chaque coefficient—?-'
Soit <p(^ ,a?2> — . , ̂ ) == o le résultat de réi imination dey^ entre les

deux équations
/(jl. ̂ l? ^2? . • • > ^/>) =- 0, ^- = 0.

On aura identiquement
,=A/4-B^,

A et B étant deux polynômes entiers et rationnels on y ^ , x ^ , ^2, . . . , .r»,
de degrés .respectifs au plus n—2 et n — x par rappori à y < . Nous
avons donc identiquement

' ALÉZi ^AL -o
^}"1 rf^'a à^y. ' " " " " lil î

OU

B-^- B-^
'̂)'i _^ ' ôx^ _ àxu.

àx^ "̂  àf "^ ^-«..ï "".—~"
^'i

Au moyen de Inéquat ion

/(ji, ^i,^?* • .,^)==.o,

on peut réduire les puissances supérieures de y, au plus à l 'expo-
sant n — î , et l'on aura

^^^
^a " Sp 7

P/ étant un polynôme entier et rat ionnel (m y^ x ^ , ,r^ . . , , ,x. conte-
nant j, au plus au degré n — î .

On aura ensuite
J^z— =; JL ̂ i — j 1^
<)̂ a ÔX^ ()X^. fp tt*2 î

PS étant un polynôme de même nature que P^
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On aura des résultats analogues pour les dérivées partielles succes-
sives dey^, et l'on pourra poser

^i^!^,
àxjc ^i ?

P//, étant un polynôme de même nature que P^ et Pa.
Mais les définit ions donnent les relations

,. - p! ,. P2 • , P.-lj 2 - — — . ^3:=^ ,...,^= ;
i i »

on a donc n équations, ent re lesquelles on peut éliminera, y\, . . . , y ^ ' \
c'est-à-dire n— i quanti tés.

Le résultat de l 'élimination est de la forme

Oo^+Q,rt+...+Q,,y^o.

ce qui montre que J^ est de la forme ^ ,y ,+ . . . -^^y^ des coeffi-
cients différentiels des équations ( i ) .

On voit ici imméd ia t emen t que g, est une fonction un i fo rme , comme
fonction rationnelle de x ^ , x^ . . . , x,.

CHAPITRE m.

27. Appliquons les résultats obtenus dans les deux Cliapiires précc-
<lents aux systèmes d'équations à une seule variable indépendante.

Dans le cas général, nous avons fait varier les variables indépen-
dantes de sorte que, pour aucun groupe de valeurs de ces variables,
on n'obtienne un point singulier des coefficients a, b, . . . , l . Cela nous
a amené à désigner non seulement les chemins tracés par les variables.
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mais enco-re les marches suivies par les variables. Nous n 'aurons plus
maintenant qu'une seule variable indépendante ; il suffira, quelle que
soit la marche choisie pou r elle, que cette variable suive un chemin
ne contenant aucun po in t singulier.

Les systèmes d 'équat ions qui nous occuperont ma in tenan t peuvent
se mettre sous fa forme

d'y •( 6 ) — •== a,i j'i -4-. . . -4- auy^ , ( i=-i. a, ..., n-).

Nous supposerons que les coeff ic ients a^ sont des fonctions uniformes
dans une por t ion du plan l i m i t é e par un contour simple, ou inémr
dans t ou t le p lan , et con t inues en tous les po in t s de cette région, sauf
en des points singuliers isolés. La v a r i a t i o n con t inue de ,r, d 'un
point x^ à un point X, sur un chemin qu i ne passe par a u c u n point
singulier, détermine n fonctions yi ,y2» - " - ? y / ^ uni formes dans toute
région du plan qui ne contient aucun point singulier et continues en
tous les points du chemin. Ces fonctions satisfont au système (Péqua"
fions (6), et peuvent prendre au point x des valeurs ̂ , i^, .,., ̂  ar-
bi t ra i rement choisies.

Les n fonct ions j, ,y2» • • • » y / ^ <pi sontégales à ^,,r^ . .., '/^ pour
x = x^ forment une solution.

Le dé te rminan t d'un système fondamental de solutions a pour ex-
pression

D^C^^^»4---'41-^"^^',

C étant une constante différente de zéro.
Si l'on fait toarnerla variable autour (Fun point singulier, les élé-

ments d'un système fondamenta l de solutions prendront des valeurs
nouvellesJTiées aux anciennes par les relat ions (5), linéaires et homo-
gènes à coefficients constants, et le dé te rminan t de ces coefficients sera
différent de zéro.

Il existera, parmi les systèmes fondamentaux , un système dont les
éléments auront une variation simple, lorsque la variable fera le tour
d'un point singulier.

Soient n2 fonctions y^( î=== i , i,\ .1., ri\ k == ï , a, .. » , n) de ' x con-
tinues, sauf en des points singuliers isolés, et uniformes dans toute
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région du plan à contour simple ne renfermant aucun point singulier;
si, lorsque la variable fait le tour d 'un point singulier, les nouvelles
valeurs Y/A sont liées aux anciennes valeurs y^ par les relations ( Ô ) ,
et si le dé t e rminan t de ces fonct ions ne s 'annule qu ' aux po in t s ' s in -
guliers, ces /r fonct ions forment un système f o n d a m e n t a l de solut ions
d 'un système d'équations différentielles lel que (6), à coefficients u n i -
formes dans tout le p lan .

23. On sait qu'on peut ramener à l ' intégrat ion d 'un système d'é-
quat ions de la forme (6) l ' in tégrat ion de l 'équation différentiel le l i -
néaire et homogène d'ordre n/

d^y ,-. ^-ly „^.-Qi^+..-+Q.r.

1 1 suffît de poser

^-/Cy

^/^I -.j/, (A:==.i,2, . . ., n— r )

el
j^r/z;

on obt ien t le système d'équations

(^ ^Qtji+.-.+Q.j.,
/
l dyk --y^i ( /c==2, 3, .. ., /z) .cix

Réciproquement, le système (7) se ramène à l 'équat ion différentiel le
par la substitution inverse.

Le dé t e rminan t d 'un système de solutions du système d'équations f 7 )
a la forme

dy^ d^-^r^
,/i

7^

dy^
clx

Ctyn

clx

d^
dx^-1

d^-
dx1^

~t.-y^

•\Yn

,/i ^ " * dx^-^
D = . . . . . . . ... . . . . . . .

S'il est d i f férent de zéro;lesn fonctionsy^j^ ... ,y^sont l inéai rement
Ann. de l ' É c . Normale, 2e Série. Tome XI.— MARS 1882. ïû
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indépendantes. On les appelle intégrales de l'équation différentielle
d'ordre n, et l 'ensemble de ces n intégrales forme un système fonda-
mental d'intégrales de cette équa t ion d i f fé ren t ie l l e .

on a
D:=C^^, '

C étant une constante.
Soient n fonctions y^ y^, .. *,j,^ l i néa i r emen t indépendantes . Si les

nouvelles valeurs de ces fonctions, quand la variable a fai t le tour d'un
po in t singulier, sont liées aux anciennes par des relat ions l inéaires et
homogènes à coefficients constants de la forme

Y, :-= C/i Vi -}-.. . 4- €///,//(,

ces fonctions forment un système fondamental d'intégrales d 'une équa-
tion différentielle d'ordre n, l i n é a i r e et homogène, à coefficients u n i -
formes.

29. Soit donnéun système fondamental de 'solutions du système d'é-
quations (6). Dans le voisinage d'un point singulier» les nouvelles va-
leurs Y;/, sont liées aux anciennes y^ par les relations (5). Si les
fonctions j^, . . . , y^ qui ont le premier indice commun ne sont liées
par aucune re la t ion linéaire et homogène à coefficients constants, ces
n fonctions forment un système fondamen ta l d'intégrales d 'une équa-
t ion d i f fé ren t ie l l e d'ordre n. S'il en est au t r emen t , on peut ramener
ces fonctions à être en moindre nombre, et celles qui resteront satis-
feront à une é q u a t i o n différentielle d'ordre moindre que n.

On voit ainsi que l 'on peut obtenir séparément, par des éqiuuions
différentielles linéaires et homogènes d'un ordre au plus égal à n, les
fonctions y,, y^ ...,j^ qui sont définies simultanément par le sys-
tème(6) . Ce résultat est bien connu ,

30. Soient y^,y^ ... ,y^ m fonctions de x satisfaisant, pour un
point situé à l'origine, aux conditions

YI "r:o>ji,

Y'a =-:• wjâ+J'i,

Y^=: w^m^Jw-i"
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posons -1°̂ ^ = u, de sorte que u augmente de r quand la variable
2 7: \j—— 1

;r fait le tour de l'origine. Soit/(a) une fonction entière du degré m — ï
formée arbitrairement avec u et des coefficients Ao, A« . . . » A,^ uni-
formes dans le domaine de l'origine. On pourra donner aux fonctions
y, ,y_>, ... ,y^ les formes

y m ^.z^y^//),
y,/^l ^^'COA/O),

ym-f^^'^^kfW^

. . * . . < . . . . . . . . • » « . . 5

yi •^X^^-^m-.ifW,

avec
/( ̂  ) =-= A.o ~i- Ai ^ -+-... + A^i ^^w-l,

en définissant dans ce*s expressions r par la relation e2^'^""'1 = w, ci en
représentant par ^f{u) la différence d'ordre k de/(u) par rappor t à
l'accroissement i de u. On voit que A^_|/(M) ==== i .2 . . . (m — ï j A^.,..i
ne contient pas i^, et que y, est la seule des fonctions y qu i ne con-
tienne pas de logarithmes.

D'abord, les expressions précédentes satisfont aux relations impo-
sées. En effet, on a

Y,,,-/, = x^^Lkf^u -+-!)= x''^1 [A/,/(^) -h A/,M/(^):| =: u)y^A- ̂ j^-.-i.

Ensuite, on peut toujours donner aux fonctions y^ya» . . . ,y^ les
formes précédentes. En effet, y^oo^ est-une fonction uniforme dans le
domaine de l'origine, et on peut la représenter par o/7^ A^_^/(^j; on
tire de là

y^=x}'^m~~î^^f(u).

On peut poser ensuite
y^o)^"2^'^

d'où
Y^o^-^Z.

Si ron veut satisfaire à la relation Y^ ==== wy^ +y<, on posera

Z==^-hA^J'(^).
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En représentant par fy]7 ce que dev i en t , une expression <p, cl m'mu'-
q u a n t que l'on a

•^«-1 /( îf ) •=- ^m-ï /( ({ + î ) — ^.-2 /( ̂  ) ̂  l^w -a /( ^ )r "• •" ^m , ./'( // ),

on voit qu'on a
[z — S^ ,,.,̂  /( u )]' -=: z — A/,/ ..„ à „/'( f( ) ;

•^ — A^_2/(^)"'est donc une fonction unifornie de. x.
Dans le domaine de l 'or igine, on peut; poser simpletïieni

^"=A,^/(^),

en réunissant cette fonction uniforme au terme indépendant de u,
(hnsà^f(u).

On a ainsi
.n^^^^^n.^fin)^

On remontera ainsi de proche en proche.
La suite des expressions précédentes m o n t r e que l 'élémentj ' /// , ( [ n i

contient la plus haute puissance de log^1, renferme les m fonct ions
uniformes de x dans le domaine de l 'origine, qui entrent dans le groupe
des expressions^, j,, ..., y^.

Les relations entre les coefficients des puissances de u dans les dif-
férents éléments du groupe sont mises en évidence par h forme des
expressions précédentes. Leur nombre est

îlt̂ izLil ^ • - - - m ( - i l n """ ' )
a ^ , .'"*fn ~" •~-~1-1-^:11:"—— •

31. Considérons les solutions du système d'équations (6), quand hs
variable fait le tour d'un point singulier situé à l'origine. L 'équat ion
fondamentale relative à ce poin t singulier peut avoir toutes ses racines
distinctes. Soient œ^ 002, ..., o^ ces racines. II existera un système fon-
damental de solutions dont les éléments pourront se mettre sous In
forme

y^ =: x/k^ih (i-^ î, a, . .., n, k = î, 2, . .., n),

en posant <^ = ̂ W^, et en représentant par y^ une fonct ion uni"
forme dans ledomaine de IWigine.
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32. L'équat ion fondamentale peut avoir des racines mul t ip le s . On
peut alors former un système f o n d a m e n t a l , composé de "groupes de so-
l u t i o n s correspondant a u x racines distinctes.

Considérons l 'un de ces groupes correspondant a une racine co. On
pourra décomposer ce groupe en sous-groupes dans chacun desquels
on aura

V / i = ^,r/i,
Y/a "=(oj/â-r-.y,i,

^un. ̂  ̂ J'im •+• ,>'/,///. -r

D'après un paragraphe précédent, on pourra donner aux . so lu t ions
les formes

yim-^^'fiW,

j'/^-.i-= .r^A //(«),

:Vî,m-k •== ̂ '^'A/,/^ II),

Yi^^^-^n^fidf),

33. Si le p o i n t singulier est au po in t co sur la sphère, soit <o une
racine de l 'équation fondamen ta l e , posons

r
27t^/—1 lOgO/

une solu t ion prendra la forme

Ji, ==^^•1,
ja -== ^~~1' ^î,

yn
c p , , ç / 2 , . . . , ç^ étant dans le domaine du poin t co des fonc t ions un i -
formes et continues qui ne sont pas toutes nul les à la fois.

Si l 'équation fondamentale admet des racines multiples, on modifiera
facilement de même les formes données précédemment pour un point
singulier à l'origine.
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34. On remarquera que, si l'on connaît une solut ion du système ( ( ) )
de la forme

y^ = ^•(^-M -4- cp/,2 log-.r -+- . . . -l- ̂  log"'--11 ^"),

y^ == ^•(8).i -1- 0^ Iog.r + . . . -h 0-a log1 1 ̂ ),

les ^ éléments ^(pu, . .^^•ôn forment aussi une so lu t ion du sys-
tème (6 ) . En effet, on le vérifie en remplaçant dans les équat ions ( G )
^ i » Va» • — » .V/z P^11 l^"118 expressions connues et en égalant à zéro le
coefficient (1 e lo^"1^.

On remarquera encore que les propriétés que nous venons d 'é tud ier
s 'appliquent aux solutions des systèmes d'équations aux différentielles
totales, lorsqu'une seule des variables indépendantes varie. Les fonc-
tions <p sont alors des doubles séries en oc, dont les coeff icients dé-
pendent des valeurs fixes des autres variables indépendantes.


