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SUR LES SURFACES ORTHO&ONALES,

PAR M. G. DARBOUX,
A N C I E N É L È V E DE L ' É C O L E N O R M A L E S U P É R I E U R E .

PARTIE.
ÉTUDE iyUN SYSTÈME REMARQUABLE DE COORDONNÉES ORTHOGONALES.

S I . — Définition de ce système.
v «/ v

1. Le système de coordonnées orthogonales que nous éludions dans cette pre-
mière partie de notre travail est formé des surfaces dont l'équation en coordon-
nées rectilignes est ! ,

4^y ; t—a2 id'^—î^ ^ïP—c'1 ,
( i ) ( ̂  -l- f 4- z^Y-^r ax^ -4- by^ + c^ •^ dï ̂  ~—^ ̂  •+• -y. ^" T "+" "T^TT" 'ï? ̂  0 ?

ou hieii
^^^.^^4^,^4^^,4_^^,^,

'Si on considère a, b, c\ d comme des constantes et X comme ua paramètre va-
riable, cette équation représente un système de surfaces.

1,1 y a trois surfaces du système passant en un point donné de l'espace. En effe t ,
siron exprime que l'équation ( x ) est vérifiée par les coordonnées d'un point déter-
mmé,kparamètre 1 sera déterminé par une équation du; troisième degré. 1,1 y
aura donc trois surfaces passant par un point quelconque de l'espace, et comme

- réquation'eni a ses trois racines1 réelles, ces trois surfaces seront réelles, ! 1 1 •
Donnons a i dans l'équation^) deux valeurs différentes/nous aurons deux,

surfaces, l^âi montré dans un travail antérieur 'H, et Fon vérifie bien facilement,

(* ) Ànnat^ •wîntifiqw.^ de l9 École norf Mie'supérieure, t. U. , 1 1 ,
^mï'de$ scientifique à« l'Êco^ Normale supérieure» Ïom^ lit. , 1 , . - " \ 1 1 — 'H, , 1 ,
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que ces deux surfaces se coupent à angle droit. Donc les trois surfaces qui passent
en un point quelconque de l'espace s'y coupent à angle droit.

Supposons a > 6> c. ' l'équation en X.qui détermine les: surfaces passant, par
un point donné aura ses trois racines réelles comprises, la première entre — a et
— & ; la deuxième entre — b et — c, et la troisième entre — c et 4- co , ou eMre
« a et — oo . On peut donc iiviser- les surfaces du système on trois classes cor-
respondant : la première, aux valeurs de À comprises entre — a et -- A ; la
deuxième, aux valeurs de A comprises entre — b et — c; la dernière, aux valeurs
de À non comprises dans ces deux intervalles. Il passe une surface (le chaque
classe, et une seule, par toutpoint de l'espace, et deux surfaces de classe différersie
se coupent a angle droit suivant une ligne réelle.

2. Le système précédent a donc la plus grande analogie avec le système ortho-
gonal formé des surfaces 'du second degré, qu'on divise de même cri trois classes
•formées: la première,, des ellipsoïdes, et les deux autres (Fhyperholoïdes a une
nappe et à deux nappes.

Cette analogie s'explique facilement. En faisant d === co dans l 'équatio'n ( i ) , on
obtient l 'équation 1

x2 . , j2 ^ i^^ +^^ ̂ ^^ 4- :̂::o;

c'est le système orthogonal formé des surfaces du second ordre. Ainsi, notre sys-
tème du quatrième, ordre comprend,comme cas particulier/le système îles sur-
faces homofocales du second degré, et, comme lui, il est formé de trois classes de
surfaces comprises dans la inême équation. C'est un système orthogonal à hi fois
triple et un. Tous les autres systèmes orthogonaux connus sont formés de trois
séries de surfaces différentes. Si les trois systèmes sont algébrique^ les suriïeen
ïie sont pas du même degré comme dans les, systèmes découverts et ét.udK^ par
M.J.-A. Serret ( ¥ ) . Quelquefois même l'un des systèmes est dgéhrique et les

/autres/sont transcendants. La propriété que nous signalons met donc à pari les
deux-systèmes orthogonaux'formés des surfaces du quatrième'et du, deuxièiïie,
ordre. ^ ' , : , , , :' \ , ! ,

. ^ A, tout système orthogonal/correspond un système, de coordoïl.nées.orfchogonafes.
Lessurfaces du second degré ont conduit aux coordonnées eîliptiqiies.'Le "sysième
que .nous, étudions conduit à de nouvelles coordonnées orthogonales.,Ce sont ces

/coordonnées.'que nous allons étudier,;1 elleâ comprennent,, comïito'ca^paî-liciilier
les côordoiinées elliptiques. , - ' ' / ,/ ' : ; ' , : ,: ''/ , :

(*) Mémoire sur, les surfaces orthogonales, \hurnal'de Mat/térnat^, t, XÎI.
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^ II» — ^Formules ^fondamentales claïu V'étude du s'YStèïne orthogonal.

3. Soient x, y , z les coordonnées d'un point de'l'espace; l'équation que déter-
minera X sera

F ( :r, y\ z ) ==: ( .y2 4- y2 -4- s2 )2 4- asc'1 -4- &f2 -4- c^ 4- rf2

4 (/.ï — </2 4^ — A2 ,4 <^ — c'^ ,
4- ."•..---—— .r;̂  4. ———.-" ^ -h —•T- -3 == °«a "(-- À 6 4- A " c -t- À

Désig'iio'ûS par p, P(, p.a les trois racines de .cette équation en \. Nous allons
d'abord chercher l'expression de x, y, z en fonction de p, pi, pa.

Posons

( 2 ) M = {x- 4- j^ 4- ̂  )' -4- cW 4- ^":t 4- c/s2 4- d^ ;

on a, d'après les principes de rAlgèbre élémentaire,

;M(À.-p)(Â-p,)0.-p.) .( 3 ) ^ 1 ( ̂  ^ y , , ) ,,, ,.,.,̂ ^

Da'îlS ceite formule nous pouvons regarder x, y, s» p, p i , pa coraïne des constantes
et 1 comme la seule variable; si nous décomposons le second membre en fractions
simples, nous tnmvoîis

V ( , . ., .. „„,.,„.„. M V M ( a ± Pj.î^^M^^ÊJ -1~-.I, ( ̂  ^ y ^ ^ ) ,„., M. ~ ̂  ••ll•••wl•-l---^-__„^) ( ̂  __ ^ ) ,/, .̂ >.

Estions les (îoefficients (.le-"111"1"- daîis les deux membres, nous obtenons

M ( ^ 4 - p ) ( a 4 - p , ) ( a 4 - p . ) .
( 4 ) ( ̂  - 4 ̂  ) ̂ - -..-.-—^^^^^ .

on aurait des formules semblables qui damneraient^, z\ Donc, pour avoir ̂ ,r, s
en i'bnctioîi de p, ̂ ^,, il î^y a plos qu'à trouver 1-expression de M en fonction
de& irnêmfôs quantités. 1 ; lil 1 , !

;1 4. Ouïrefaous celte expressiott -de ,M en p. ̂  p,. Si dans réquaikm (^)^ii reiïi»
place ^,1 y, ^p'ar leurs1 val.e'lirs'-en fonetioïL de M1 etde^, pn pa. ^ '̂̂  obtient, mw
éqiîiiti on du. second degré qui fait .connaître l'inconaue M, , ; ,
1 . On ta d'abord1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ^ 1 , 1 1 . -1 ! ! 1 1 1 , ! , i ^ i ! ! ! 1 - 1 1 1

. , . ,^(a-4"p)(a4-p.) ( /24-p î ), 1 ^ • ^+r^^:::=M2^r^^^^^ 1 ,

• La somme coîitenue daî^ le second membre se compose de trois termes qui se
, 1 , ^ ; ! ! i ! , ' 1 ! 1 1 ,. 1 ' , ! t ï ^
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déduiront du premier par la permutation circulaire des lettres a, b, c; mais on
peut simplifier ce second membre. Pour cela, il n'y a qu'à considérer la fraction

(a?-+.p)(^-^pi)(^-4-p3
( x ï — ^ d ' t ) { ^ — a } { x — b ) { ' 3 c — c )

Si on la décompose en fractions simples de la forme ——75 la somme des numéra-
teurs sera nulle ; écrivant cette identité, on a

V (^ -+ -p ) ( ^ -< -P>) ( ^^ -P^ ) _ _ ._j(iL̂ lJiĴ ^
2é (a-2 — 4 d2 ) ( a — b ) ( a — c) ̂  ^d^d — a]{sd —/;)"(" 2 J^c)

( i d — p ) ( a d —Pil.i,2^ ,̂̂ ? .̂
' 4^(2^-4- û)(2â?-4- &)(%J-+" cj

Soit, pour abréger,

— (p~^••2^)(p»~^•< a^)(p2+2 J ) — ^2 ̂ n£K? ̂ r" pi ) (a^ '"" p'2 )w ~- Wîd-a)^d--b)(^d-c) ' n '"' 4 J("2 ̂  -4- a )""( 2 3"î TT( a3'"Tc)î

on a
( 5 ) ^2 + y2 •+• 22 === M ( n — m ].

On trouve par des considérations semblables

(6) a^?2 + ^y'+c^^^r: M [ ( x — a r f ( w - + - ^ ) ] »

et par suite l'équation que déterminera M sera

( 7 ) W(n—my-^M(i— idm— ïdn)-+-d^-^'M.,

d'où ron déduit
4^M==--

(^/^md^^P/z)2

, ^ 5. M a deux valeurs î ce fait peut être expliqué : à un système de. valeurs p, p^ p^
correspondent deux points. En. effet, toute droite partant du , centre coupe me
quelconque des surfaces en.deux points, dont le produit des distances à l'origine
est égal au? 2 ("').Les surfaces qui: ont, un point commun passent aussi par an
autre point réciproque du. premier.1 Les deux valeurs de, M correspondent à ces
deux points.

6.Nous allons maintenant - établir quelques formules,qui nous conduiront à

(*) La transformation pat1 rayons vecteurs réciproques ne fait donc que changer l'une des nappes de ia
sarfacedans l'antre. M.11 Moutarde proposé d'appeler anall^matîqws les surfaces qm ne changent •\m par
ceUe'transfbrmatiûn*1:'1 1 1 1 1 : 1- : ; 1 : 1 ; ' •1 1 1 , ; '1 :1 ' ' 1 1 ! 1 1 1 ' 1' ^ 1 1 1 : 1 1 1 1 1 1 ' ':' 1 1 : ^ 1 , 1 ; : 1 1 , 1 1 1 1 1 ^ 1 1 , 1 1 / 1 , 1 1
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l'expression de la distance de deux points infiniment voisins dans le système des.
coordonnées curvilignes. Soit

F(^,y,.s,7i)==o

l'équation de l'une des surfaces du système. On a

c/F , . . a^. 4-4^2
— == ( x2 + y2 -4- z2} 4^ -{- ———'— ix,
d^ J " a 4- À

et par suite
1 [Y^V^ ̂ Y^wniL^y + w ^ " 1 ^ / J
^^(S)^4(.^r^.2)^4(.^r^^s-^^..

--[("-^y-4"]-11-4^5^-
==(^-4^)^^

ainsi on a

Hë)'̂ -^-
Cette équation nous sera utile. On en déduit en effet

/dry i cf^V-ii7^4^.
(9) „ b^ ^TJÎ^^^dï) "" ^

\^ / â^^
Posons

(10) ^^^^^^H^+Hïrfp; +H^pî ;^

d'après les formules relatives aux surfaces orthogonales, on a •

r / d p Y fd^Y , / r f p Y rt^2^4^2^(„ ïp-(i) ^(^) ̂ yj-h^^
|_ <A J -!==)»>

mais, pouf À == p, l'équation (3) nous donne

/rfF"\ :M(p_-p')(P—£îi_. 1

\^ ̂ ^ (T+"«) (T'ï̂ Tp +c)'
il suffit de différentiel- par rapport au seul l'acteur X - p qui s'annule pour A == p.
La formule (i i) nous donne maintenant sans difficulté la valeur de H; nous aurons
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de même les valeurs de H,, Hg et nous obtiendrons la formule

( î 2 } À2 == Û^ 4- <r2 -{-û^

=M fCP^^Pl) ̂  ̂  ̂ Z^^^ ,p ̂ . LP^^^ ^ 1
L +(p) ^ ( P - ) ^^ J

^ ( p ) = 4 ( p 4 - ^ ) ( p + 6 ) ( p - 4 - c ) ( p — — 4 ^ ) '

7. On voit que l'expression de ds2 a la plus grande analogie avec celle qu'on
obtient avec les coordonnées elliptiques. Mais la présence du facteur M, qui , dans
le cas des coordonnées elliptiques, est remplacé par une constanle, ne permet, pas
d'étendre au nouveau système de 'coordonnées bien des méthodes, par exemple
celles qui conduisent aux lignes géodésiques dans les surfaces du second degré.

Les coordonnées elliptiques sont employées avec succès dans bien des questions,
parce quelles dérivent de surfaces isothermes, et, d'après le beau tiîéori 'n'Kî de
M. Lamé, les surfaces du second degré sont les seules qui puissent, former a f a fois
uîi système orthogonal, et isotherme.

8. Dans son Mémoire sur les surfaces isothermes el orthogonales, M;. BiTl'ramI
a, donné les conditions pour qu'on système de surfaces orthogonales soit isoliimne.
La première condition, c'est que les lignes de , courbure, de chacune des surfaces
du système puissent la découper en carrés infiniroent petits. Cette condit ion, (;jiii
n'a pas lieu pour tous les systèmes orthogonaux, est satisfaite pour cdui que nous
étudions.

En effet, si 1,'on fait ^2== const., on, aura

Posons

on aura

*.̂ p-p,,[̂ .̂
Wï^ i'\lt^-"s•

ds2 =:: W ( d^ ^- â^),

et cetfcefonne de ds1 met en évidence la,propriété que nous vouions établir .
Ainsi: îa première des deux conditions d'isothcrffiie est vérifiée par noire sys-

tème. Je, montrerai .dans la dernière Partie de ce Mémoire que .ce système est le seul
qui vérifie cette première condition. Eu d'autres termes, .c'est le seul pour lequel
ehaque.surfâce puisse être divisée en carrés infiniment petits, par ses lignes de
courbure.On aura- ainsi un complémesit.du beau résultat de 'È. .Lamé,
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§ III. — Applications. .— Détermination d'un système particulier
de lignes géodésiques sur les surfaces du système.

9. Le système de coordonnées curvilignes que BOUS venons d'étudier servira
en premier lieu dans Fétude intéressante des surfaces qui le constituent.

Nous avons vu que sur ces surfaces le cis2 prend la forme

ds2^ ^(du2 -+-â^2).

On peut donc intégrer ici l'équation

ih2 =:: o == 'A ( du^ -h civ2 ) ;
on a

U -^r V ^— i =: C , U — V \j— ï == C'.

Ces deux, équations déterminent sur la surface un double système de lignes 'imagi-
naires. Ces lignes peuvent être regardées comme des lignes géodésiques; eu chaque
point leur plan o'sculateur est normal à la surface.

En effet, les tan^6'01^8 aux courbes que nous considérons sont parallèles aux
généra irices du cône,

.̂4. j'y 4. ̂  :̂ ; o,

et les pb,ns os(.;ulafceu,rs de ces courbes sont les plans tangents au cône suivant les
arêtes correspondantes. Pour avoir les directions des tangentes en un point 0 de
la suri'îlce, il finit couper Se cône par un plan parallèle au plan tangent en 0. Ce
plais coupera, le cône suivant deux génératrices iiïjiag'inaires'qui seront les directions
cherchées. Les plans lan^ents au cône suivant ces deux génératrices sont normaux.
îMï plan de section, car ils vont passer par le diamètre coîij'ugué à ce plan qui est
toujours la'perpendiculaire au plan. Donc, sur la surface, le plan osculateur passe
par la normale.

Ainsi, en intégrant l 'équation
d^ =-= o,

un aura une intégrale particulière, avec une constante, arbitraire de l'équation des
!i^nc& ^éodésiques. Mais on ne sail pas intégrer s u r , toutes les surfaces l'équa-
tion1 1 1 , ! ! 1 1 1 ! ! ! ! 1 1 1 , ! ! ! , 1 1 1 ,

, , ! ! ! ! .ds^ ::=.o1, 1 1 1 .

ce qui revient à-dire qu'on ne sait pas ramener sur une surface quelconque ds21 à la
forme / ! ! 1 1 1 1 1 : ! ! ! ! ! l l i 1 ! , !

ds9'^ ̂ dxdy\
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Dans les surfaces que nous étudions on a

..=M(p-p,P-?^-.£——-^].'L4(p), 'HP.
si l'on fait (à2 = o, il vient

^•+E^-
/^±^i—w -~v w

/̂ "̂ Mlp.)N'iS^N^^-
IV. — Nouveaux systèmes de surfaces orthogonales.

10. Considérons d'une manière générale tous les systèmes de coordonnées ortho-
gonales qui conduisent à l'expression suivante de ds2,

(,3| .,=Mp-^-^^^'^-îi^-^^^^-^7^^|-

Cette forme comprend comme cas particulier la forme ( l a ) ; les raisonnements
que nous allons faire s'appliqueront dans tous les cas au moins au système ortho-
gonal des surfaces du quatrième ordre.

On peut étendre à,tous ces systèmes les considérations dont M. William Iloberte ^ A
a fait usage pour les coordonnées elliptiques ( 4 ) , et déterminer ainsi de nozmmiP v

systèmes orthogonaux.
Soient deux surfaces dont on donne les équations différentielles,

(4)
( P û?p-{- Q ^pi4-R^p2==o,

( F-Jp+Q^pi+IVJp^o.

Les normales à ces surfaces font avec les normales aux trois surfaces^, ^, p^ des
angles dont les cosinus sont proportionnels à

p../ ? (P ) , o , / ^)R./ZISTI"''Vtp-p^fp-p.) ' ^V(9^9)^-p^ Vtp.-pxp.-pr)1

pourlapreraièresurface,età

^ jizspnz. _ ^ — ^ ^ .^ ̂  ^^^ .̂.
: v (p - p.up - p.) v y (p.- p)(pt-.p,)' " V(p.- pRp^^l'

( ̂  /o^w^ de Crelle, t. LXH.
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pour la seconde. Par suite, la condition d'orthogonalité des deux surfaces est

( 1 5 ) —1^^^^^ ^ ̂ W^i_. + R^X(P^)
( p — p l ) ( p — p , ) ( p , — p ) ( p , — p 3 ) (p,_p)(p^_pj

Cette condition est satisfaite pour deux quelconques des trois surfaces qui ont pour
équations :

[^SE^^^^ ^ f.̂ '̂ EilÎ ^1 + f^^^^^E^^ a,/ ^(p-ï)-^ J , __ j V / (P . - -A)Y(P. )^"^^^^^ J ^p.~A)+(p.) J v/(p,-»À)x(p.)

f^^ f̂ p'y[p îi[̂ ^ f̂ ^ îl̂ E^ =-- p1 6 ) ,/ ^p'^/Ty^p) J —^^^^ • j .^^^^^^

f^py[P^^ r,^^^^ f^^l^^S^-y
- / - ^^rr^^^) j ^(p.-Fy^p.) . J ' \/(p.-A')x(p.)

Prenons par exemple les deux premières; la condition d'orthogonalité devient

,..̂ ...,..,..2::i.i.,. .„.,,.. ,̂ .....,̂ ,£'r:A.,,,-,-,- 4........l.ï̂ rLl,-— ̂  o
( p — pa) (p—p, ) ( p t — p K p . — p a ) (p,— ?.)(?,— p.)

ci elle esl i.dentiquenleBt satisfaite quel que soit A.
Si ron considère a, jS, y conirne des paramètres variables, les équations (16) re-

présentent un. systèrne orthog'onal. h, h\ hf sont trois constantes arbitraires; elles
doi^nt être inégales pour que nos trois systèmes orthogonaux ne. se réduisent pas

^<J^ux. On peut môme leur donner des valeurs infinies, à la condition de rempla-
cer les binômes comme p — A, ^ — À, p y — A, par une constante quelconque.

On peut, écrire" d'une rnanière abrégée les équations des trois surfaces du sys-
tèîiie ( ï6 1 ) . ,lîn ('net, si ron po^'

- f^PMfEEÎ^^^^^^^^^^^„,„.„.! - ^ . S J ^^(p.)</9fp)
( î 1 ) ^ ̂ ^^^^ ^ Kp^ri^

^^^^ ...,,_ —^^^ ^ ^

les équations (16) peuvent s'écrire

/ o, ^ ^-,6 dB -y 1 1

^8^ 1 : , •13^" l" la- 1^-IP- ^•"17*1- 1 1 1 - !

1 , H. Dans le système'des surfaces du quatrième ordre, on a
! .. i^(^i)^^^)^^(^)^^(^—A^)(yii^ia)^ •4- &)(^ -r-c).1 - .: , ,,

Annales scientifiques de rÉCffk Normale supérieure. Tome III* 1 . , , 1 ^
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Oïl pourra disposer de À, À', ff de différentes manières, par exemple, faire

h =r — a, h' == — &, /^== — <?;

dans ce cas les intégrations indiquées dans les équations ( î 6 ) pourront être efïec"
tuées, mais je n'insiste pas sur ces cas particuliers, qu i^ne présentent m grande
difficulté, ni grand intérêt, et j'arrive à une conséquence plus importante.

§ V. — Lignes géodésiques des surfaces du second degré. — IntégraMon
des équations abéliennes par les coordonnées elliptiques.

là. Considérons le cas des coordonnées elliptiques. M est constant. Faisons
/?,==o; , c'est-à-dire, dans les équations (i.6), remplaçons par l'unité, les binômes
( p — A ) , (^ 1— A), ( p a — À). Nous aurons le système triple orthogonal

rvip-r^)(p-^^, fviipir̂ ^^ i^^^.^£1=.̂ ^
J ^/(p(p) J v^tp.) -• ^yip")

i / . . ^ — ^ ^ ^ ^^ ^ ^
(I^)iJV^^v^+JVp7-^^^

r /p— ii" _^p_ ç ^^ ^^ ^ ^ /^'^ p̂̂ .,.,.,,. y
jVp -^ v^)^ jVp,-/,/ ^/^^ JVr^-A'^p,)^^

D'après les formules bien connues relatives aux systèmes orthogonau'x^ on a !

/ d U y fd^Y f d V y^)+(^)+^^
/ : '1 . ^ ?(P) f^iy^ _i^L—.-f^v1^11:.—^^^^^^^ f^Y.( p, — p ) ( p, — p ) \ ^p y ( p, --- p )"( p7— p. ) W p, / (p., — p ) ( p, — p, ) \ d p., ) >

Appliquons cette formule.aii premier de nos systèmes, nous aurons

' 7^\24-^y+ ( ̂ Y^ (Prî 'llP^̂  ̂  (Pi- A/ ) ̂ ~ A// ) . ( P^~ hf ) ( P^w Â// )...... ,WA-^^^V^'/1 \ d z ) 1 1 1 (p—?,:),( p — p , ) 1 (p,_p^(p,^p")" '"(?:_:'?'')'(?,,-.,,'?,)"

Le premie^de nos1 systèmes est donc formé de surfaces parallèles, e t , ,par suile, les
deux autres systèmes sont formés1 des'surfaces développables q-ui1 coupent les sur-
faces parallèles suivant leurs lignes, de courbure* Ces surfaces déve'iopptibleî-î ^e
coupent suivant dès-droites tangentes aux deux surfaces. , ! :

.1 , ..: ; , 1 . . 1 1 1 ',:,,[:,,,1-/111, , ' pr^,^,,',?^^.. ;_ .1 ;1 : ,1 ; .', , : . : , 1 1 1 '11,- 1 1 1 , 1 : 1

, En'.e^fÏet, prenons:!^ deuxième des équations' (19)'; cette équation repé&(mte,jnw
.menons de'l.e :voir„ll-uï]lellls•xlrfece. dével^opplâble.lllPou,r''lp ==; 'V,. 'la ^direction 'du. plan
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tangent est déterminée par l'équation ' . •
dp ==-- o.

Ainsi cette surface est tangente à la surface
p^A/7 .

Les génératrices rectilignes sont, donc tangentes aux deux surfaces
p^Â' , p ^ A ^ ,

et par suite les arêtes de rebroussent ent, des deux systèmes de surfaces développa"
b Se s Roni sur les surfaces

p==^ , ^h".

I.i résulte de ce qui précède deux conséquences.
iTîtbord les deux dernières équations f iq), qu'on peut écrire

/ r............ ..AL........ .....,„..,.,..:. ,4.. r.,-..^^..---,...^^^^^^^^^^ ^ r^_^^^^^^^^^ ^.i^.
Jj^p-.^Kp-A^yfp) Jv(p>- ^Kp.-rMp,) J v/(p,-^')^"P)9"(p,) ^-/T

^ "' 1 1 f. .,,.,.,..,,...-.,.....Ĵ P.,.....,..................̂  4, f.,,-,...,-....^..,,,,.,^1^?'......__ ^ fL., 1 ^^^ ^^--y^
1 J ̂ plll'll.-l-l^/)(pl"ll-i"^i)lïpl(lpll) 'J ̂ (7;:::Î ^̂ ^ J ̂ rï)^^/^^ r- A^

représentent une droite. Or, ces équations sont les équations ahéliennes à trois
variables. Ainsi on peut intégrer par la géométrie les équations abéliennes f ^ j .
En second lieuy les arêtes de re,l)roussei:nent sont Ses lignes géodésiquesdes surfaces
du second degré* Par (ixemple, sur la surface

p^,

i^équallou d\iîic ligne géodési<jue est

M
^^,...^ . ........ ,̂ ..̂ ,̂.,........,

;,-A-/)-^(p7)</0 ' +J V(p;--^7(p7)rfp! = î"
h ' ' et À étant deux constantes arbitraires.

^ V i. — Intégration des équations abéliennes par le 6'ystème des surfaces
du quatrième, ordre,

13. Revenons 'aux systèmes les plus généraux, .compris dans la (brine (ï3), et.

( * ) M. Liouvilfe a employé la Mécanique (hins son beau Mémoire .wr qiielquvx c(u particulieri, où /e.v
f'quatiorifi du. w,<Mwme,'n.t (Vun point rn(Héncl pf'.iwîfiî. ^intéycr. Mais clarsa une Note sur un théorèrnô cii*
M- Chnsles [.f mimai .de. MfUhématiqw^ i85î), i i 1 1 annonce qu'on peut se dispenser dp recourir1 à, la Mér'a"
.nSq'ue f^^proîïîet.'iîn ariNiHjuL ^ecrofe^ n^a pas éléfubîié.11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 : 1 1 1

1 1 1 1 " 1 ' • 1 1 1 1 1 1 1 iS. .
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soient les deux équations différentielles

^--^^l^^^^^^
| V / (p—/ i ) ç (p ) ^ (p i—^ l+ tP 1 ) ^—^X

(20) j. __^__^^^^
î^7^T)9(p) </(p,.-/i ) + ( ? • ) v^-^xtP^

' Ces deux équations représentent une ligne; leurs intégrales générales s'expri-
ment de la manière suivante :

{_. P^__ + r__PL^__ + f-^Jâ^— = consL,
J ^p.-A)^?) J ^/(p,-./^(p,) J ^/(p,-^)yjp,)

r__JP__ ^ f--̂ =A== + f__^£-—- = consl.
J < / (p -A)9 (p ) J \ / (p>-A)+(p. ) J /(p.---A)x(^)

Mais ces intégrales contiennent des transcendantes qu'on ne peut pas cxpriffîer
en termes finis. Ainsi, dans le cas des surfaces du quatrième ordre, les polynômes
,sous les radicaux sont du sixième degré, et les équations (M)) sont les équations
abéliennes les plus générales à trois variables. Nous allons donner un moyen de
trouver, les intégrales des équations (20) en termes finis, et l'on aurfi ainsi ime
nouvelle démonstration géométrique du théorème (FAbel pour les équations à
trois variables.

On déduit des équations (20)
dç rfpt d^i

^ p - fi ) 9 \ p ) ̂  ̂  p, -'fy]7(p7) ̂  v/(pi::rĵ ^ ^
Rt — p-, Ra -- p p — p,

Si l'on appelle d(j, da^ da-^ les projections de l'élément de courbe sur les nor-
males aux trois surfaces û, p^ p ^ , on aura

ce qui donne

, ^^VM^^APT^^^^
v?(p )

da , dvi 1 dff-ï
\ / " ( p—À) [p ,—p , ) V(p7—/î)(p3--"p) ^^^"jj^^^^^^

et par suite
( ' î î ) ' '; : , do-' 4--Ï-/Œ; 4- dv\ =o.

Cette, dernière-équation nous montre'que les tangentesà' la .courbe cherchée aoni
parallèles aux génératrices du cône

1 , ^ , , , , ! . !,. ': 1 1 ; 1 , ^ ̂ .yî ̂  ̂ ^ Q^.^ 1 ,

û'âilIeurs.si^nous^Tetranchons membre1 à. •membre ;1e^ deux équations (20),
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après avoir multiplié la seconde par A, nous aurons
109

(.2) ^^4-^^^,+î/^^=o, '
V y ( p ) ^(p,) ^/X(P.)

ou, en intégrant,

f./E^ ^p -, fi/^ Jp. + fi/^ ̂  = ...j v ?(P) ' j v +(pi) ' j v x(p^) • '
Cette équation représente une surface sur laquelle doit se trouver notre courbe.
Cette surface est développable, car on a

fdu.y fdu.Y fdp\1
_L. i _)_ ( _L i -i- _L 1 — o

\dx') ' \dyj • \c/z)~ f

et les génératrices de cette surface développable sont parallèles à celles du cône

^î +^4- z2 =o.

La courbe devra se trouver sur cette surface et être tangente aux génératrices; ce
sera donc ou bieo une génératrice ou bien l'arête de rebroussement de la surface.

Les génératrices répondent à la solution générale des équations (ao); les arêtes
de rebrousse'meïit, aux solutions singulières* Pour définir complètement les sur-
faces développables ̂  il suffit de remarquer qu'elles ont leur arête de rebrousse-
ment sur la surface

p == À.

Les droites sont tangentes a cette surface; leur équation ne contiendra donc que
deux constantes arbitraires,

14. Nous sommes conduits par ce qui précède à chercher les systèmes ortho-
gonaux compris dans la fb rme( ï3) ; , car ces systèmes nous en donneront d'autres
immédiatement» et, de plus, ils pourront nous conduire à l'intégration d'équations
analogues aux équations abéliennes. J'entreprendrai cette recherche dans la troi-
sième Partie de ce Mémoire; il résultera, de cette recherche que le système des
surfaces du, quatrième ordre est le seul qui soit compris dans la forme ( ï3) .
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D E U X I È M E PARTIE,
RECHERCHES SUR LES SURFACES ORTHOGONALES EN GÉNÉRAL

§ VII. — Réduction du problème à la résolution d'une équation aux déri-
vées partielles à trois variables indépendantes.

i5. M. Ossian Bonnet a montré le premier,,, dans une comm/unicalioii faite
en 1862 à l'Académie des Sciences, que le problème, de la détermmation des sys-
tèmes orthogonaux se ramène à ' l a résolution d'une ^équation aux dérivées par-
tielles du troisième ordre; en sorte que le problème serait immédiatement résolu,

' si on pouvait obtenir l'intégrale générale de cette équation. Ce résultat a une
grande importance, parce qu'il indique e£ précise l'ordre de difficulté du pro-
blème. C'est ainsi que l'on a fait un grand pas dans la recherche des surfaces
applicables les unes-sur les autres, quand on a montré que le problème se réduit
à l'intégration d'une équation du second ordre.

•Je'me propose d'établir ici le résultat dû à M. Bonnet, en suivant une marche
différente delà sienne.

Je coînmeacerai par rappeler le célèbre théorème' de M. Charles Dup in , qui a
été le point de départ des recherches sur les surfaces orthogonales. On rérKmee
ordinairement ainsi : , '

Quand on a trois systèmes de surfaces se coupant à angle droit, deux sur/ac^
quelconques appartenant à deux systèmes différents se coupent .sitwant leurs lignes
de courbure. 1 ; , . ! 1 ! , , . , , !

;; Ce théorème11 est contenu dans le suivant.; 1

.: Pour que deux systèmes formés de surfaces orthogonales soient. anh<) go nauxù
:^,^^i^^,y^^^^ya^^rrf^^ les lignes d9 intmeeUon^ des mrfacm
ffppar&emnt aux deux systèmes soient des'lignes dei courbure' des'.-surfaces.. 1 ' . ^ '1

'.Pourénoncer ce théorème d'une -œamère'complète, il faut,ajoater au •théorèœe
de M... Dupinle théorème suivant : : "

Quand deux systèmes de surfaces orthogonales 'se'coupent wiwnt 'les lignes de
,co^r&^ :̂,̂ ^^c ,̂ il existe un troisième ̂ lême. ortho-gonal cwxdeux^pre^
' mien,.'' ' •- / 1 : 1 1 . ; 1 , 1 1 : . • , 1 , 1 1 ^ ! ^ 1 -1 1 ! -1 , , . ! ^ ! 1 . 1 : 1 ^ ; ! 1 , 1 : ' ; , 1 1 " 1 1 ' 1 : . 1 : 1 1 1 , 1 1 1 1 : , 1 - ^ 1 1 1 1 lè'1

,, ; Considéroûs .trois1, systèmes orthogonaux :d<mt|es •équatioas. en ^'coordoririée^
rectangulaires soient .'; - i - '/ 1 : : ! '.

.:•; 1 1 1 ' 1 1 1 1 ' , 1 ' ^ .•^1^ /^^^(^r^^'y^^^^y^1)^ : ' 1 \ : 1 : 1 1 : 1 , 1 1 , 1 1 - . \ ^ '
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•on doit avoir identiquement !

1 rfa ^@ ^a ^Ê ^5 ^Ê —
I dx dx dy dy dz dz °'

• - . 1 da. dy doc. dy doc. dy( 2.3) < — -T*- •4- -y- ï -^ — -L =.- o,• 1 dx dx 07" dy dz dz

d^ dy û?(3 dy ûf(3 dy _
dx d.x dy dy dz dz

Des deux dernières équations on déduit
dy dy dy

, ! dx ^ dy__ _ __~dz____
{ - a 4 } .̂..̂ ....̂ -.̂ .-.̂  _ ~^~^^~" d^d^~d^d^ _d^d^'

d'y dz dz dy dz, dx dx dz dx df , dy dx

et, par suite, Inéquation , tl •
I d a dQ da d^\ .. [ da d^ da d^\ , j d ^ d ^ doc d^\ ,f,^\ .: . ^ -~L -.-„- — ._L dx "4" "7- —• — -r -r" dy -4- [-r -r- — — -T- 1 dz == o' / \dy dz (U dy ] \dz dx dx dz ) J \dx dy dy dx)

est intégrable.
'Réciproquement, si l'équation (aS) est intég'nbie, on pourra trouver un sys-

tème orthogonal . ^y ^ ^ , ( ^ , y , z ) ,

satisfaisant aux équations ( % 4 ) » c'est-à-dire orthogonal aux, deux systèmes (aj, (p),
Écrivons la condition d'intégrahilité; nous avons

dy ( d a d'1^ dy, d'1^ dw. j^2]^ d^ d^jx _ d^ jPa^ _ d^ d^a \
S \dî "S2 4" dy 'tlîTIy 4" 'dz lî'xdz ~ "dx "d^ " " " dy dxdy , dz dxdz]

' d y f d ^ d^ dx d9^ da d^ _ d^ (Pot _ d^ d^ _/j[P J^fjï
,4., ̂  ̂ ^ ^dS'dy 4" 7Î)' '7y ^~ 7Ï2 'dydz 1 dsc 7ixdy 1 dy d y 1 1 ' dz d y d z j

dy ( d x d^ dw d^ , da d^ ^ d^ j^_ _ d^ J^__^^\ ̂  ̂
.4.., .̂  ^^ ^j^14"1' ̂  ^^s ^'dz 71^ ^ dî dâcdz ' dy dydz , ; dz d^ /

équation t» laquelle il faut joindre , , , - ! . „ , . , ,
dw ^È ! da ̂  .d& ̂ =0 ' 1

dy dx " dy dy dz dz

Si l'on différentie cette dernière équation par rapport à x, y , s, on aura

^a^ dx d^ . d ^ d ^ ^ ^ ^ f d ^ d ^ ^ d ^ - ^ ^ d ^
^ ̂  +^ ̂ ^^^ ^^- \^ &, dy dxdy d ' z d x d z ] ,

^ ^^ ^ ^«^^ rfa d (3 ^.f^^l^^ê^ +^^/), 1 ' ' .
, ^^^4-^^ ^Jz d y d z ^ ' \dx dxdy. • d y dy^ dz dydz j

^..dcc d^ d^\d^ - ^^^[3 _ _ /^ ^-.,<P A^+^l^L .
^ ̂ ^ ,,4- ̂  ̂ 3^^^ ̂  %ï „ " , ̂ ^ ^dz , , â(r ^f^ ^ ^ ^2 / . ^
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Ces trois équations permettent de simplifier la condition d'intégrabilité, et de

récrire, en remplaçant g, ̂  ̂  par les quantités proportionnelles :

, ^ , ! . d. , ^
£ . dr , ^
Jp ^ ! ^s ! 5F dz

d.d^ d. d^ d^ d^ ^ d^ d^d^ d^^ ^ ^ ^ d ^ ^ d a d ^
dï d^ ^ dy d^r d z ' d x d z ' dx dxdy dy df1 dz dydz dx dxdz dy dydz dz d^

Soient j^, ^y, âz les accroissements que prennent x, y , z lorsqu'on se déplace
infiniment peu dans la direction de la surface a; on a

(26)

•

et la condition d'intégrabilité devient

( 2 7 )

dix doc da
dx dy dz
'Sx ~' (ÎT ~" os1

( l ' y .
da a?2 p <U d^ dff d^ ^ ^ ^ ̂  ^
dx dx^ dr dxdy dz d , v d z " o.r ' dx

OX, Off Ô^

d^ d^ d^
d x ' ' rfr ' dz

, dQ , d6 , J6
0 -r1-; 0 — — î 0 -T-dx dy dz

= «•

Sous cette forme,: nous reconnaissons immédiatement que la direction ôx, èy^ rjs,
qui est celle de la normale à la surface a, est celle d'une des lignes de courbure

de la surface p. Donc la ligne d'intersection des deux surtaces CHt tangente à
l'autre ligne de courbure de la surface (?)» et par suite les deux surfaces se
coupent suivant une ligne de courbure. Ainsi la côndilioû'd'intégrabilité exprime
que les deux surfaces se coupent suivant .une ligne de courbure, el( comme cetic
condition est nécessaire et suffisante, il en résulte le théorème (moiu'é.

16. Passons maintenant à notre'objet principal1 et cherchonH bs conditions
auxquelles-doit satisfaire un système «= <p(a?,j,;s), pour qui1 ce syMètîte fasse
partie d'un système triple orthogonal.

Déterminons en chaque point les directions des-lignes de courbure.
On a deux équations de la forme

(28)
: ^x — ^y:'t;=iî:l:

• dz ^.r,. ^r iz.
'T^wïir1
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Dans ces équations, L,M, N, l/, M/, W représentent des fonctions des dérivées
premières et secondes de a, fonctions qu'il serait pénible de calculer. Les tan-
gentes aux lignes de courbure doivent, être les normales aux deux systèmes, con-
jugués du premier. Donc les équations , • . '

L dx -{- M dy -l" N' dz == o,
Vax -+-. Wdr -l- ̂ dz == o

doivent être intégrables. Je dis que si la première l'est, la seconde le sera aussi.
En effet, si h première équation est intégrable, on aura un système de surfaces

(^9) (3 ==: ( À ( Ldx -4- M dy 4- N dz )

orthogonal au système a et ayant ses normales tangentes aux lignes de courbure
des surfaces (a). La condition d'infcégrabilité ( 2 7 ) sera donc satisfaite, et l'on aura
le troisième système orthogonal par la formule

( 3o ) y == f}/ ( [/ dx -+- M/ tly -4- N' dz ) ;

ainsi» la condition un ique ' à laquelle doit satisfaire a, c'est que la première équa-
tion

Ldx + M, dy -+~ N dz =:: o

soit inlégrable, ce qui donne
.. . y IdM. dm ...A/N ^^N^ dm\ n(3. ) I. (^ ̂  ̂  .+.M ̂  - ̂ J + N ̂  ~ ̂  -o,

équation un ique a u x dérivées partielles à laquelle doit satisfaire a. Cette équation.
est du troisième ordre; e l l e , est linéaire évidemment par rapport aux dérivées du
troisième ordre. D'après ce qui précède, on voit que toute solution de. cette équa-
tion donnera un système orthogonal*

Cette équation aux dérivées partielles, nous ne la formerons pas dans le cas
général $ elle est très-compliquée et paraît très-difficile à intégrer. Remarquons
seulement qu'on en connaît deux. solutions avec1 une fonction arbitraire de deux
variables. La première solîition est donnée par le système des surfaces parallèles à
une surface donnée^la deuxième par le système qu'on'obtient en transformant
par rayons vecteurs réciproques un .système de surlaces parallèles. M,ais il est évi-
dent que ces solutions ne constituent pasTiotégraie générale de l'équation. Quoi-
qu'elles contbmîent des fonctions arbitraires, ce .sont/peut-être des solutions, sin-
gulières. Bn dehors de ces solutions on ne connaît pas d'intégrale complète de
réqiïâtion/Le'Bystème des surfaces du quatrième ordre'contient quatre constantes;
•m rapportant à1 des axosqlieleonqueB. on . en introduit six, et en transformant par1

Annula wï^ndfî^ïifs de CÈcirte Nw'mciît's^pérn-'iir'c.'îww-W- ' 1 1 1 . ^ Ï D
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rayons vecteurs réciproques, le. pôle étant quelconque, trois nouvelles., ce qui fait
en tout treize constantes : or l'intégrale complète devrait en contenir dix-neuf.

Ainsi, le problème de la recherche des surfaces orthogonales dépend d'une équa-
tion du troisième ordre à trois variables. Il paraît donc beaucoup plus difficile que
la plupart des problèmes de Géométrie, qui dépendent d'une équation du second
ordre à deux variables.

§ VII!. — Méthode générale de recherche des sy'sternes••orthogonaux.

17. Cette méthode est fondée sur les équations que-M. Lamé a données dans
son ouvrage sur les Coordonnées curvilignes (") . Soit l'expression de ds^

(Sî) ds^Wdp^+Widp9 ^Bl'dp^

1 Les fonctions H, Hi, Ha satisfont à six équations différentielles qui sont :

(33)

et

(34)

/ ^H

dp dp,

d / i dW\
d^ \W, Jp'J
d ( i dU,\

dp \R dp )

d ( i dlî^
d^ IH, d^ 1

ûfpi dpt

d^,
dp dps
^H,

i dïi c/H,
Hi û?pi dç-t

i dîî, dît,
Ha dpï dp

t dïi^m
"" H. dy Jp,

d i i JH,\
+ dp [ft dp )

+ A. (JL ̂ H^
tifp, VHa dp,)

d / i dih
dp. \H, dp,

+^
î

^H

+H:

)+à
î

^Bf

^B.

dÏl dïh
dpî dp\

d'R, d^
dp dp s '

JH, d'B,
c/pi dp

dît rfH,
dpï dp',

dlh dïî
<'/pi dpi

dïhdlî,
dp dp

Nous allons reprendre rapidement la démonstration, de ces six équations, et,
nous prouverons en même temps qu'elles sont à la fois nécessaires et suffisantes,
c'est-à-dire que si l'on a trouvé des valeurs de H, H<, Ha satisfaisant à ces six équa-
tions, on obtiendra nécessairement un système orthogonal.

Pour cela, nous commencerons par transformer les équations précédentes, et au
heu des quantités H,!^,]^, nous prendrons pour inconnues, les: six quantités
données par la formule

. (âS) 1 ' 1 ' / 1 ' ^ 1 1 : ' 1 1 1 ; ' . 1 1 p.—.L^ 1,, \11111 1 ^ : ' 1 1 1 1 1 1 1 : 1 1 ! 1 ^ :

.- ,. . , , • : ( " H , do, . : , ,
où i esidifférentdey.

{t) ̂ "y"'-^ Coordonnées curviligne.', et leurs dlwrw ap^lu-aliws. ln-8" avec tî^iw^ \» h.xlc;
1859. Chez Gauthier-VilIars, libraire. Prix : 5 francs.
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On pourra remplacer Les six équations (33), (34) [voirLw^ p. 76] parles îie.uf
équations

^=fi^. ^Ê0-,^-^ ï-^P-
^_.fi fi ^^ p.(36) ^-P'"PO^ ^p--P"P""

^-•-^ ^-^
et

T^pf + "37' •4-(3^P^==0.

(37)
dj^ dj^
dp, <fpi -4- (V[3n==o,

'¥-$^"p..=«.
Nous avons six •mcûnimes,au lieu de tfois; ïnais il y a trois équations de plus.

Pour démontrer ces équations, désign'ons par U, Uo Us 'les c'osiîius des angl-es
que font avec l'axe des u ( ¥ ) les normales aux trois surfaces p\ ' p i / pa î l^'ex pression

MIJrfp+H.lWp, -4-H,'U^p,

doit être u.îie différentielle exacte, puisqu'elle est égale à du.
Ï)e plus on a

[)ï4.,,-U; ̂  U^ .=:, i ;

diiïerentiani cette équation et exprimant les.'conditions d'inté^rahilité, nous tro-u-
verons (tîCMr'LAME, p, 74) • /

^iï
3p,

ïl'U
/Ïpï

û?U
Jp(3H) ' U, ,P(,, , ~ ̂  IJ.po.., — = ~- U, p.o -... 0, (3,0.

On aurait de rnêïïïe d'autres équations qui donneraient les dérivées partielles
des fonctionB 1,1,, Ua. Cela, posé, differentions la première des équations (38) par

cl'^Urapport à pg, la, deuxième par rapporta ,p^. ; on aura deux valeurs de —"-— qui
devront être égales, ce qui donne%'-^,, )=-".(¥ -p.. P..).fâ^ âj^

( *) 11 (léai^nr*, aiwant les Hotatiûtis de M. Lame, une qirôlconqiK» 'dâs trois 'lettres •v, y, z.
16.
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Cette équation doit avoir lieu pour trois valeurs différentes du rapporta; on aura

donc $-?.,?..- t-M.—
Par des permutations d'indices on aura les six équations (36) qui se trouvent
ainsi démontrées.

Pour trouver les équations (3.7), on n'aura qu'à exprimer que les deux valeurs
de ..^3U que l'on obtient en différentlant la seconde des équations (38) par rap-

rfpjpî 1

port à p et la troisième par rapport à pa» scm1 égales.
Réciproquement, si les neuf équations (36) et (37) sont satisfaites, les équa-

tions (38) et les six autres équations analogues donneront des valeurs de U, Uo Ua.
Ces fonctions seront déterminées lorsqu'on connaîtra leurs valeurs initiales, car
les neuf équations fourniront les dérivées premières, et les équations obtenues par
la différentiation les antres dérivées. Ainsi, quand on aura trouvé H, H,, Ha, on
pourra toujours obtenir des fonctions U, U,, U^, satisfaisant aux équations (38) et
aux six équations analogues.

Prenons trois systèmes de valeurs

U, U,, U,; V, V, , V,; W, W,, W,.
Soit l'expression

UV-4-U,V\-i- lJ ,V,;

si l'on différentie cette expression par rapport à une quelconque des coordon-
nées p , p , , pa, on trouve, en remplaçant les dérivées par leurs valeurs tirées des
équations (38), un résultat identiquement nul. On a donc

UV -+-U.V,—t- U-,V. = const.,

et si l'on a choisi convenablement les valeurs initiales, on aura

', ,, 1 1' UV+U,V,-{-lJ.V.=:,o. . ' ' , ;, : ' : :
De même,

VW -^ ViWi -4- VîW^ ==o,
UW 4- UiW, + L^Ws ==o.

Donc on pourra constitaer un système orthogonal, et/en intégrant les expressions
telles que11 \ 1 • 1 . 1 : 1 1 1 '1 , , • 1 1 1 ^ 1 1 , ! 1 ; '.'::1111: 1 1 ; 1 1 1 1 / ' 1 1 1 ' 1 1 ; 1 1 1 1 1 ! . 1 1 1 1 1 1 , 1 .

: 1 1 : 1 / HUJp-hHtI5 ,< ip ,+H,TU2Jpî ,

on aura les coordonnées ^ exprimées en p, p i , pa. Ainsi, à tout système de valeurs
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de H, Ho Ha satisfaisant aux six équations (33), (34) il correspond bien un système
orthogonal.

En résumé, le problème attaqué par cette voie comprend deux parties dis-
tinctes:

La détermination de trois quantités H, H^ , Ha par six équations simultanées, et
la détermination des cosinus U.

En général, on ne peut pas trouver trois fonctions satisfaisant à-six équations.
Il semblait donc que le problème ne pouvait avoir qu'un nombre limité de solu-
tions. On voit combien-est important le résultat dû à M. Bonnet.

Avant de connaître les recherches de M. Bonnet, j'avais essayé d'intégrer les six
équations en H. Je n'ai pas réussi/mais j'ai été conduit à quelques résultats qui
nous seront utiles plus tard et que je vais exposer.

§ IX. — Intégration des équations en H, H^ , H^ .

18. Occupons-nous d'abord de la détermination des quantités que nous avons
désignées par f3^.

Les équations (36) s'intègrent sans difficulté; on en déduit en effet

^(P,.P.,)=P,,^+P.,^=P.,P,,P^^^,^
^(^,)^(P,P.,).

Ainsi on a

(39) ~(lâ,r^)====—(^opo.)== —(P.o|3o,)==^P,.^o-4"(3.oP..po..

On peut poser, en introduisant une fonction auxiliaire V,

d'^-N d^ ^V(^) ^^J^^^ ^^d^^^ ^^d^p^^7

, r ^ ^a d^ ^att î. p. p p a p a( 4 1 ) ^-=^=^==^=^

'Pour la commodité du calcul, nous ^emploierons les notations suivantes :

(42) (âo,i3i,(3.o==w, (3io (V(3o. == n ;

.où1 a u r a ' 1 1 1 1 1 1 1 1 ' 1 , , , ' 1 1 ! • • ! ! 1 1 1 : 1 1 ! : !

( 43 ) , ^ ~+- Vt "-= by mn == acLi a^.

Donc m et n peuvent être considérés comme coïmus lorsque la fonction V l'est.
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La première des équations (36) donne

Oïl

(44)

^(3.o ̂ . . ̂ ^E. =^6
^pa P12?20 p^ ^ r1 0 '

i rfjâio _ m
(3io rtfpî âî

On déduit de là par l'intégration
f^^A,

(45) '^=^-^ ' ",

et de même
f^^^B,

(46) • ,30,=^ aa

As etBa désignent des fonctions de p et de pi ne dépendant pas de pa; elles doivent
être choisies de telle manière que le produit po< ^o soit égal à ca^. Une seule est
donc arbitraire.

Ainsi, toutes les quantités |S s'expriment en fonction de V, Le problème revient
à déterminer cette unique fonction, et les fonctions de deux variables telles queAa.
On a

J m (ï m - [* m - .
—û^-i-Ag ( —û?p-i-A I —^-i-A,

(47) ^=e aa- ' , ^==eJ a , po.=^ ai

Écrivons que ces quantités ? satisfont à la seconde des équations (Zp)- Nous aurons
rm (v m , r m, , » ,
| — d p "{- | — dp, •+- | —<•î rp„-^"A-^-A,-^-A„

(48) eJ a J ^ ' J ûs- =:n.

Prenons les lô.garithm'es des deux nombres et le^ dérivées •sixcee'ssives par rapport
à p, p,, p a » nous obtenons

,f ^ . d fm\ d'^ 1 (' m\ cF / m\_ d'^Ln
dp à pi \€it) ' dp a ps \^) dp^ dp^ \ a 1 up âfpi (/pa"

équation du sixième ordre à laquelle devra satisfaire la fonction V.
, Le problème paraît bien simplifié- ut-sembte que l'on n'aura plus qu'à substituer

les expressions des jS dans les équations (37) , et Fon aura alors quatre équations
simultanées auxquelles devra: satisfaire la,seule fonction; V; mais je vais montrer
que généralement, si les équations (36) sont, vérifiées, leséquations (37) se rédui-
sent a une/seule. ; • \ : :

19. Désignons en effet par u, u^ u^ les trois premiers membres des équations (37).
Si les équations(36) sont vérifiées, on a identiquement

(50)1 : ^=i^î6u^^iut^. ̂ ,^^u^l^^^^^ ; ', /; ' : 1 ,
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On peut transformer ces équations et les écrire

(5i) ^(«,^)=^(^), ^(^,)=^(«p,.), ^(^=^,(3,).

Si une des trois quantités ^, 1^0 ^a» ^2 par exemple, est nulle, les équations (5i)
nous donnent
(5a) Mi (32o= A., M(32(==A,

A, A^ désignant des fonctions qui ne contiennent pas, la première p, la seconde p ^ .
Portant ces valeurs de u, u^ dans la troisième équation (5i) , nous avons

^ / A l 3 1 ^ - - d / A iM A(w- -^ ) A i ( m — / 2 )-T-- l A ^— 1 — —,— i Ai /r- 1 ———^———— == ———^-;————^v'^y^r^o,/' x - PL
Cette équation est vérifiée,

si w == il,

. J^_J^a" si Pï~PL1

mais en général ces deux cas n'auront pas lieu. Il faut donc que Vo'n ait A = o,
A< == o, ce qui entraîne u = o, u,, == o. Par suite, les équations (37) se. réduisent à
une seule, excepté dans les deux cas particuliers que nous venons d'indiquer.

Ainsi, la fonction V doit satisfaire au moins à deux équations aux dérivées par-
tielles. Si nous ne savions pas que le problème se ramène à une seule équation,
nous poursuivrions'les calculs malgré leur difficulté; car dans les équations (37J,
la fonction V entre sous les signes d'intégration. Mais il est peu intéressant de
développer ces calculs, maintenant que nous savons que le problème ne peut se
résoudre par des différentiationset des éliminations.

20. Quand on aura déterminé la fonction V et les quantités p, on aura à déter-
miner les fonctions H, H,, Ha. La formule (35) nous donne

u- _ ï m •n ^ I dm
.1.1 ï —— ••"*.— . 9 Al.a ^-^- "-_••'- • . ' f

Pio api pao upï

et, en portant ces valeurs de Ho Ha dans les autres équations que renferme la
formule,('35'), on aura ! .

^H ï d^ dïi ,.,__ _ r_ ...,, ̂ .^^o
dpd^ P|(, ap ap,

;/,.., (Fît ï d^ dïi ^53 -—p- — — -1— — — Ha, ̂  o,
1 a papa pao ap dpî

dm m dîî n â?H _ , : ,
rfpi(Jp1'/ 02 dç»i a{ dpî
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Il nous reste à indiquer comment on déterminera les cosinus- U. On aura

(38 bis]
_ x d'U

u1-^^
[L:

i cIV^
"PM <?p?

ces équations donneront U^ U^ On déterminera U par les deux équations

(38 ter)

! dv. Ê" <fo ^dV_
| U?? PO> â?pl (302 ̂  "" 0?

lJ3+(^) w^w^:
ai. Les quantités p^- ont la relation la plus directe avec les courbures des sur-

faces. En effet, désignons, a l'exemple de M. Lamé, les six rayons de courbure
parla lettre r avec l'accent j et l'indice ?, l'indice i étant celui de la surface et
Faccenty représentant l'indice de l'arc; on aura

(^4)

/2

?„=-

(3,.=-

H.
7"5

H,
T
H
î\

(^=

PIO=

p.=

H,
- ^

H
~ /'(?

„ H'
^

{i^oir LAMÉ, p. 80.)

; On pourra donc, dans cette méthode, introduire facilement toutes les conditions
relatives aux courbures des surfaces.

; ' TROISIÈME:: PARTIE. /
APPLICATIONS DE LA MÉTHODE EXPOSÉE DANS LA DEUXIÈME PARTIE.

§ X. — Détermination d'une classe particulière de systèmes orthogonaux.

â2.,Au n0 19, nous avons été conduit à examiner, le cas où l'on, a

.m— ly^l•=='lo,l' -m ̂  n "== -1-»1

, 1 l l i 2
ou bien1

' (55.) ! ; 1 b2 — ^aa^aî^ o.



SUE... LES SURFACES ORTHOGONALES. ' 12; î

Alors la fonction V satisfait, non plus aune équation du sixième ordre, mais
à une équation du troisième ordre, l'équation (55).

Dans ce cas, on a
/* m , î r b -| — dp» -+• A., • - | —<ïp, -4-A» ,

^=e^ '^^-J^ '=-V^;
A»!

de même,

P,2===g^, (3.0== j^v^'

Dans ces équations, comme dans tout ce qui suivra, les grandes lettres B, B ^ , Ba
désignent des fonctions quelconques qui ne contiennent pas la variable aya-nt
même indice. Ainsi B», A, ne contiennent pas p;. • •

Les quantités j3 doivent satisfaire à l'équation

^==w==(3o,P^o;

on aura donc
b î

—— "D t> "0 V wvvl 'A ' Î >
% . .JtîjDfJDa

ce qui donne
(56) , ' BBiBz==: î . . 1 . ,

Si l'on donne une valeur quelconque à p , B n'est pas changé, B^ devient une
fonction de pa» Ba devient une fonction de pi . 'Donc B est de la forme

de même,

tt- êiÊl).^-^^v,
B> ^ y ( ^ ) » _ ^ ( p ).B,_^^, ^-pfpj"

Avec ces valeurs de B, Bi.'Ba»'les expressions des ? deviennent

p.,= ,̂ p,.-^fc.„ . p,.̂ ;, ?..= /̂;,
?.-f^^. p-^^-

Exprimons que ces valeurs des ? satisfont aux équations (4o); nous.âiiroas,
par1 exemple,'en substituant dans .l^:premiière,1, , , 1

', ' , ' —[^^(p)]+^{^^{p.)î+^(p,)=o, ,•
Annales $cientifiqw9 4^. VÉcûîe îforfnaic supérieure. Vome IIL 1 1 , \ ' 1 1 1^
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Â^'S^^^'SI-
Les deux autres équations (4o) donneront .de même

À[-<^<^<J-^[••'<^<--••<] -
on aura donc

"2(p)>^+P•(p•)^+y2(p l^=A(p)+B(P^+c(P' )•
Où peut poser

^(p)^^?,)^^)^;

car, si cela n'avait pas lieu, on remplacerait p, p^ ps par des fonctions conve-
nables; on poserait

-^=^,....
a^p)

Ainsi la fonction V doit satisfaire à l'équation

r/V dV dV , , , „/ . , ^ ,
^^jp- .-h<^p;= = A ( p , ) 4-B ( p t )" l" c ( p a ) ?

dont l'intégrale est

V== L4(p)â?p+ fB(p,)âfpt -+- rC(p î )Jp3- f -F(p—pi , p—p») .

On peut prendre
(58) , . , , . • , ^ V^F.tp-pop-p,}; ' ,̂. , . : . .

car la fonction V n'entre dans. les (3 que par ses dérivées secondes prises par rap-
port à deux variables différentes.

- 'On^nra , / 1 ., ; ^ ! ! . ! . 1 ! ! ^ . , , 1 1

, . , . ^ . , //jav" 1 . 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 • ! ! /--.yTY'"1 1 1 1 /"çj^f^ ^ = P" - v^p; ' P" - P— Vrfp^' p20 - P" = Vw. •
Rappelons-nous que V doit satisfaire à l'équatioû (55). : : . !

[ .'PôSO-lÏS1-'1-,1'1.11.1: 1 : 1 - 1 / , • 1 , : 1 1 1 1 1 1 ' 1 , ^ 1 . ' • : 1 ' , ; 1 1 1 1 ' • 1 1 1 1 1 ' : 1 • • • : 1 1 . , 1 1 1 1 1 : 1 1 1 - 1 , 1 1 ' • 1 , 1 . 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 ; ; 1 1 : 1 1 • " 1 1 1 1 : 1 1 1 1 : 1 1 1 1 1 1 1 1 1 , 1 1 ' 1 1 " 1 ' 1 1 1 1 1

,. ^ / / 1 . 1 1 1 , , , ; : ; 1 ^ 1 , 1 1 ^ 1 , 1 , , , , p—p l .=^:^,[ . .^—.pî1^^;, '11111 , , , , :1 .11^'1 .-1 [ - 1 1 , ,,^1 ; . 1 ; 1 , -
saurs /, 1 1 , 1 1 i/,,'^ ' : ^ , 1 1 1 , ^ , 1 1 1 ^ 1 1 : 1 / ' 1

^ 1 1 ' 1 1 1 ^^v^^.'^w - ^^••^t "^r fv1^ _ ^v

^ f p d x tf?rî ^pi 3? d p î ^ ûÇ^
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L'équation (55) deviendra1

- , / û^V d^V Y , û^V /^V d^V \ I û^V rf2V^
f5o ^ ————— "4- ————— 1 -•-— à. _____ 1 ___ -4- ____ i î _____ -4- ___ i *1 / \ dx dr2 dx^ d y ] ' dx dy\dxî dx d y j \ dx dy dy^ ]

Toute solution de cette équation nous donnera un système orthogonal; on aura
les j3 par les équations [59), les H par les équations (53), et les U par les équa-
tions (38). Les équations en U deviennent, dans le cas que nous étudions,

^^+^--0- ^U-- I W2-^ ï f^V
T^^d^-^ '^-^AWJ^^.WJ'

La, première de ces deux équations nous montre que toutes les quantités U seront
fonctions de p — p,, p — pa,

U===cf (p—p, , p — p a ) .

23. Nous allons insister sur cette remarque, parce qu'elle nous donnera une
propriété géométrique du système. En tous les points de l'espace pour'lesquels
p „- p^ p — p^ conserveront la même valeur (ces points forment une courbe), les
normales aux trois surfaces conserveront la même direction : ceci n'a pas lieu
en général. Si. l'on cherche le lieu des points où les normales aux surfaces p, par
exemple, ont une direction donnée, en ces points les normales aux surfaces pi
n 'auront pas une direction-fixe.

La propriété que nous venons de constater revient à celle-ci :
Les transformées sphériques des lignes de courbure de toutes les surfaces d'un

même système sont les mêmes. !

C'est ce qui arrive, par exemple, pour les surfaces parallèles, pour. les surfaces
de révolution ayant même axe et des méridiens orthogonaux, etc.

Les coefficients d^es équations (53) qui donnent H ne contiennent que les p
qui sont fonctions de p — p o p — p g : on pourra donc déterminer des valeurs
de H» EL, Ha, fbûcti-ons seulement de p — p^ p — pa. L'expression de ds2 .sur la
surface p == C sera . , , ' . , • ,, ^ .

^=: F(p—p, , p~-p,)û?p; -4"F.(p—P<» p-'-pî)^ =F(^,r)^-4" F^y)^,

en. posant
p—p,=.a:, p—p^-:y.

Donc toutes les surfaces d'un même système sont applicables l'une sur l'autre, et,
comme les1 normales aux. pointa! correspondants. sont parallèles^ les surfaces sont
toutes égales,-et l'on peut amener 1*une d'elles.à coïncider, avec toutes les .autres
par une simple tratxsNtion. Ainsi .an obtieai '•des. -systèmes orthogonaux •engendrés
par des surfaces restant invariables de forme et se déplaçant parallèlement. à elles-

.! mêmes.' . ! , ! ! ! . ! : , ! 1! ! 1' ! ! ' . . 1

1 , . ! ^ ! ! 1 ! ! 1 . 1 . 1 1 1 , ! , ! , 1 ^ 1 1 . ! - ! ^ ! ,
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Par exemple, prenons deux cônes circulaires droits ayant même axe et se cou-
pant à angle droit. Si nous déplaçons ces deux cônes en faisant glisser leurs som-
mets sur l'axe commun» nous engendrerons deux systèmes de cônes se coupant à
angle droit. Le troisième système sera formé de plans passant par l'axe.

Mais ce système des cônes circulaires droits n'est qu'un cas particulier, puisque
l'équation (60) en V peut s'intégrer avec trois fonctions arbitraires d'une seule
variable-,

^ XI. — Systèmes orthogonaux pour lesquels les lignes de courbure
sont planes.

24. D'après le théorème de Joachimsthal, si la ligne de courbure pi est plane, le
plan de cette ligne de courbure fera un angle constant avec la surface p, par
exemple.

SoitOp, la ligne de courbure po soient OR, ORa les normales aux deux surfaces
qui se coupent suivant la ligne p , ; soient R, Ra les centres de courbure de ces

deux surfaces correspondant a la ligne p , . Abaissonsdu point 0 une perpendicu-
laire OA sur la ligne Ra R; OA représentera en grandeur et en direction le rayon
de courbure de la courbe p i . L'angle du plan de cette courbe avec la surface p sera
donc ! 1 ' ! ! ! ! ^ ^ ' ! , ' ! ! ! :' ! 1 1 ' ! !.

R,OA=R,RO.

Donc, en tous les points de la ligne po le triangle rectangle ORRa restera sem-
blable a lui-même ; on aura gî  =..»«.,

; c'est-à-dire/11 1 1 1 1 ! ; 1 1 1 1 ' 1 1 1 1 . 1 1 ' ! l i l . i , 1 1 ^ 1 ! 1 1 1 1 ; 1 1 - 1 ' 1 1 ' 1 1 1 , : 1 ' ''11 '
1 1 1 ( 6 1 1 ) ? : 1 1 1 1 1 1 ' 1 1 1 : - \ \ : , ' ^ , ^ ^ .:' 1 : 1 1 : 1 : 1 ''^^i^1'^'11,^/,'^/11:,'/:.::^

A^ désigûant suivant îlos conventiông une fonction qui ne contient pas po sera
; constante pour tous: les -points d'une ligne p,. - ! , ! : _ : • ';::; • : ; : ' : : ; - ' , ; 1 : . , , , / / ; ! . - ' : !

- , - -Remplaçôûs'r^ et' r'2 par'' ïéurs^àieu^s.;tirêeslde5'/équ:ations: (54 ), ' l'équation pré-
-eédente' dévient - ; '11 ' :111111,1.-:- \ 1 1 1 1 1 1 / . 1 1 ' 1 1 . 1 1 1 1 , 1 ' 1 : 1 : 1 : : 1 ^ 1 1 \ ' i ] • l l l ' l l : l l : l l l l ^ ; : : l l l l l , ; l l l l : • l l l l l l : : l l , : l l l l ' 1 1 1 ' ' 11,1 1 1 / 1 1 1 / 1 ' ' ' 1 1 1 : 1 1 , : 1

'.(ôa} 1 ' l l i : 1 1 1 1 1 1 1 , 11' , : 1 111111\1;1 ; : 1 1 ' 1; '(Sot^^A,.11, : 1 1 / 1 1 1 1 1 1 1 1 : . :'1 ; : : 1 1 : 1 1 1 , 1 : 1 1 ' ^ 1 . 1 1 1 : 1 / . 1 1 • 1 1 : 1 ' 1 : • 1 1 1 •111\
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Or, on a
(Soi PIS (3î0 = ̂ ;

remplaçons dans cette équation ̂  p^ sa valeur, nous aurons

m=='Aip,.(3î,(3.o=^A,(3^ (^0==^»

et, par suite,
ïLÊ^.—- -î- J^f^—fi Zi^-^
û?pi A» c^pi \ ûc / Oi Aa '

^ y7^— — Û ? 2 V
<6 3) ^^y-^-iW.1 ;
de même,

d I n\ d^
^ • dp^^'^d^:

Ces iieux équations (63),1(64) expriment les conditions auxquelles doit satisfaire
la fonction V. On peut les intégrer une fois, et l'on obtient

•^--^Y-B ±=^-0 ' 1

a rfpi ' ? dî dpi
et en faisant le produit,

^V mn fdV ^ \ / dV p\
< 6 5 ) ^p^=^=w~BlA^~ r
cette équation (65) comprend les deux équations du'troisième ordre (63), (64).
Quand on aura la fonction V, on calculera les ? et les H.

25. Lorsque les lignes de courbure des trois systèmes doivent être planes, on
a trois équations pareilles à, l'équation (ôS-'), :. - ' ! ! ' •

^^f^B.V^-C;),âfpjps \dp I \d^ J

^V IdN ^\fdN /,\
(66) •T—r- ̂  "^"—^l hr- - ̂ r 1 1
' / • û?pâ?p, \dp, j \ d p j

^ ^{^ BV^-CV
a?p,û?p2 \û?p2 7\2pl /

Ces trois équations.doivent être compatibles; il faut donc qu'elles donnent la même
valeur pour aav • En déduisant cette valeur des trois équations, on trouver ap aprûîpî • . . ' / ^ • ; , ,

^V /â?V ,,\ /^V /.\ /^V .,\ . /^V p \ / ^ V o \ /^v p \^^^^^^B.^

/(fv \,\/jv ^\{dy p \ , / ^ v rM^ •R^Ï^¥ rV,
. - ! -:; - --11^ '':B1)1 te-'^ (3p;'"Q) ̂  (1^11""IG2) te ~ B ) 1^~:L-;,)11- : 1

1 . : 1 1 .1 1 ' 1 1 1 1 1 . ' -11 117^Y : ;^^ IV7^-1 1 1 1 ^ ^^•cUY111^1 '1 - C ^ ̂ 11- B.Vf^-C^1 1 1

^te-^Jte /V^ 7
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On voit que ces trois expressions deviendront égales, si l'on a

C=:B,, C.==B, C .==B, ;

c'est le cas que nous examinerons (* ) .
Comme C ne dépend pas de p, B., ne dépendra ni de p ni de p a ; on aura donc

C -=: B, =: ?n, (p. ), C. == B = ̂  ( p.). C, == B, = ?ar( p ).

En outre, comme V n'entre dans les calculs que par ses dérivées secondes prises
par rapport à deux variables différentes, on pourra remplacer V par

V-+- fro(p)Jp -+- ^i(p,)rfp, -T" j ma(p2)^p25

et les équations.(66) deviendront, , , • , .

^21V ^1^1 ^L.-^^. ^^-^1^1.
ïp^ ::=: ^p. ^p.' ^p^p< ~ ^p ^p'' . ^P'^P^ '"" dP d^

L'intégrale de ces équations est

Y--L[F(p ) -^ ? ( ? . ) + è ( p , ) ] ,

qu'on peut réduire à Fexpression plus simple,.

(67) V== — L ( p -+-P, • 4 - p » ) = = — L ^ , ^ = = ( p , - 4 - p i + p , ) .

26. Une fois trouvée la fonction V, les ? s'obtiennent sans difficulté,

P.--^ P"=-^ i3"—^ ^--^ P—-^ P—-^'
. et comme on doit avoir m'== ^o^ pis ^20- il'vient , 1

^3 " ' x3 A A, As

Nous1 avons'déjà résolu aun 0 22' une équation, semblable. On doit avoir

A rî A r <l rl
A == —"> Ai •==—? As ==—?.ri ' r^, . . r ;

r, /y, râ-désigûant.des fonctions de p, p^ ç 2 -,^^s valeurs des ? ainsi trouvées satis-

(*) Ce cas est le seul pow lequel les équations (37 y prissent être vérifiées, et par conséquent on aura
tous 'les. systèmes! dans îe.squêî.!& îes lignes de côurbtire'sontplaîSi.es.'1^., : 1 1 - , 1 • ; : 1 1 1 1 1 1 1 1 1 : . 1 1 1 . . 1 1 ^



fontaux équations, ( 36). Écrivons maintenant qu'elles satisfont aux équations ( 37},
nous aurons

( r. r' -+-1\ r\ )x =: r2 ̂  r: -4- r ^ ,

et deux autres équations semblables,

(r,/, 4- î\r\ )x == ̂ 4- rf 4- rj, (r,^ -^ rr ')^—- r2-4- r; 4- r^,

d'où l'on déduit
rr' =-• /"i r\ 1=-- ra r'^==. -y

r:=_-^p, ^==0^, ^^cs/^,

et par suite les valeurs des p âont données par la formule

^-L^/P*.'/ x y py
Les ? obtenus, nous avons à déterminer les H, ce qui se fait sans difficulté par les
formules (53), et l'on obtient

/ .„. IV R + R, 4- R,H — - 7= ^ ———7=——'1 Vp x^

r, R 4-jî + R.
</p> ^\/p7

,„ n, i\ 4- n, -(68) H, :=-—-+————-
VP> ^ Vp

B', R -4- R, 4- H.a _ ^ ^ , ^ z — _
VP3 ^VP'-»

R, R<, Rs désignant trois fonctions arbitraires de p, de p, , de ̂
27. Pour terminer le problème, il faut avoir les expressions des coordon-

nées o c ^ y , z en fonction de p, p^ pa. Pour cela, nous allons d'abord calculer les
quantités que nous avons désignées par IL '

On a, d'après les'équations (35),

«-" . P-B;^-
Or, dansl'e cas que BOUS, étudions, ^ : 1 1 1 1 1 , i',11, 1 1 : 1 1 1 - • • ^ , 1 1 ' 1 . , , 1 1 , 1 \ 1 :

( 7 0 ) , , , ^^^ ; ^ . • 1 ! , ^ •

L'équation (69) peut donc s'écrire

ft-u,œ-
Par définition,

&..-l.d.a'.
• ^-H/^'
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on voit donc que les équations en H, et en—'sont exactement les mêmes; donc les
intégrales générales des deux systèmes d'équations seront les mêmes, et l'on aura

17^

/ U
P

^i-
P-
U,
p.

s'
^p
s',
^p,
SI.
^pî

s

. s

. s -

-hS,-+-
^\/p

-+-St-+-
^'/pl

-4-S, -+-

^/i^

s,

s,

s.

Pour obtenir ces intégrales, nous n'avons qu'à remplacer dans les équations (68)
les fonctions arbitraires R, B.̂  Ra par trois autres fonctions S, Si, Sa.

Mais on doit avoir entre les fonctions U, Uo Ua une nouvelle relation

^ 4-Uî-4" U^ = ï ;

cette relation détermine les fonctions S, Si ,82, et l'on trouve

S=—Cp+2A< /p , S,=—Cpi 4-2Ai\/^, S,=—Cp,+%A,Vp^

avec la condition
A^+A; -+-A^=== i.

On a donc

• (73)

î .Vp
U^^P(A^+A.^4-A^p;)-A,

U. = ̂ fi (A ̂  ̂  A. ̂  + A. Vp;) - A.,

^ ̂ 2^ (AVp•'-^•A.Vp;•-+-• A, Vp;) - A. ;•

lî, Uo Us désignent, on se le rappelle, les .cosinus des angles'que'1 font les nôr-
ïttâles aux trois surfaces avec l'un quelconque des axes. Il faudra donc prendre
pour les constantes A, Ai, As trois systèmes de valeurs et exprimer les conditions
deperpendicularité. , „ ' ' ' ! . . : ! ! ' - ; : ' '
.Soient,(A, Ai, As) (B, Bu Ba) (G, C^1 Ça) les- trois •systèm'es1 de •constantes. Les

relations qui doivent exister sont

\ / 1 ' . , , , ; ' , A : Î-^-AÎ4-A^==I, AB+AiBi^AaB.^o,/. ;,,'
; ^ : ^ 1 1 1 .;11',:^;1,^,. .^^B^+Bi^i^/AC+AtCi^Aî&^o,'' : 1 1 1 : : ' ' ' ^ 1 : ' . 1 1 1

1 ,, 1 1 1 - 1 1 1 . 1 ; : :;1,;,:111,:11 ; 1 , 1 ./.-C^+G;11 ^ICtl=lï:,:.'BC:l^;BtC,:^IB3G3=l^ ' , ; 1 ' 1 y - 1 1 1 1 1 1 , 1 , 1 , .

En choisissant convenablement les axes, on pourra prendre
1.^ 1 ^ /A==t, Ai^o^.Az^'o, B==o, Bi==ï,/'B3===::o,'.C===o, €» == o,,C^=ï=.i,: ' ' l l i
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et l'on obtiendra les formules
129

(74)

En intégrant les différentielles telles que, ,

XII dp 4- X.H/Jp, 4- XJ-Wp-.,
on trouve

'r,a^-B,-+-R. , pr c/p
^ _ ————————— •». ^/p -4- î — — r ^

p-r-p.-r-p. 1 J vpp -r- p, -r- p.

R -4- R, -4- R,

p + R i - î - p .

K. - , fl^pt
~ ay'p. -+- ——^-î
'a ,7 v / o ,

(75)
V P >

•R'R _t_R, -j-R, ^ ^ f l̂̂ P!

~p'-4-p»-^ 2 pï J V^

^_"^2

V^.

Telles sont les équations générales de notre système orthogonal.
Par exemple, si l'on fait

R, ==• R, :R..=~- y

on aura
vp v p <

p -t- p, ••+- p. p + p, -f- p.,
«» -z : ^

P 4- Ri -4- pa

ce sont les formules' de la transformation par rayons vecteurs réciproques-.
28. Si l'on se reporte adéquation, qui donne la fonction V,

• 1 ! ! : ' 'V^—L^p^p, -+-P.), •

oa voit que cette fonction satisfait à l'équation (55j
1 1 , 1 , 1 1 , ; , . ! 1 1 1 1 1 1 ; , 1 1 • 1 , 1 1 , 1 l : l i - • • • b'2—^aai.aï^o.. ^ ^ , , ' ^ 1 . ,. 1

Donc ' le cas que nous venons d'examiner nous donne un exemple des systèmes
orthogonauoc étudiés au n" â2. Toutes les surfaces d'un même système oni la même
représentation sphérique. En effet, les formules (74} ne contiennent que les rap-
ports des. trois coordonnées. '

Si l'on prend pour lesf onctions. R, Ri, Ra»

. i- , , / R=:.A Vp,1 B.^BV^ R,=GVpr,1 1 , , . ; , , : : ,
.Annales scientifiques de y École Normale supérieure, Toitt® ïti. , 1 0 ,
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les équations (75) deviennent

^ _ (M^±^YPL±£'̂;ï'- p - ^ T p T ^ p ; 2
__CAVp_j^^^

( 70) . .>" — p " ^ ~ p 7 ^ ~ p ; a

( — î L^-±^-Ê^^ -î- c Lo..1 ^ •— ~ p -4- p, 4- p , 2 ' "

Ces équations représentent un système orthogonal comme ceux que îlous avons
signalés au 11° â3. En effet, faisons p = const., on aura

^^^Lp^-^-^t^^^
2 r p 4- pi -+- p2

„, Kïp-.-^i-t^^
^-i^- p+p,+P. v l •2 P

, ct,- ^LyMiî Lt^^v^Z - ^ L 9 - • - p+p , -+ -p , v r - 2 p

si l'on transporte l'origine au point

: ^ L p , . r=^Lp, ^=:^Lp,

les nouvelles coordonnées,

^,=^-^Lp, y.^r-^-P- ^=^-^

ne dépendent que- de deux paramètres, tes rapports^ ^- Donc, toutes les :sm-

faces û, rapportées à des axes parallèles, ont même équation.
Chacun des systèmes est formé par une surface de forme invariable qui se déplace

parallèlement à elle-même.

§ XII. — Détermination de tous les ^rstèmes orthogonaux pour lesquels
toute "surface., du système peut être divisée en carrés infiniment petits par

1 : À^IZig•/^^l^ll•lco^r&urle. . — \— : - ,.' ^ - : 1 1 - 1 , : ^-1 . : .—-,: ' - ' , .' - 1 ;

29. Nous ; avons été amené, au n° 14. à ' rechercher, tous les systèmes ortho-
gonaux compris dans la forme ( 13 ). Généralisons et cherchons tous les systèmes

'orthogonaux dans lesquels chacune des surfacespeut être divisée en carrés infirwnent
petits parses lignes decourbure.
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Soit l'expression de d^ eo-rrespondant à de pareils -systèmes
ds^ =: ïMp2 + H^pï •+- H; d^.

Il n'est pas difficile de voir que les expressions de H, H < , ïL seront de la forme

u S.S. -o-8^ H _ ^H^^-, H.-y "^TT
S, désignant une fonction qui ne contient pas p , et M une fonction quelconque
de p, ^, pa-

En effet, faisons pa = C; sur la surface pa == C on aura
^^ïP^+H2^;.

Pour que la surface puisse être divisée en carrés infiniment petits par les lignes
p == C/, ^?, = C/7, il faut que l'on ait

H _ _ E ( p . , p ^ ,
ii," /(p,p.) ••

on aura deux équations semblables à celle-ci, d'où l'on déduira la- forme des
expressions de H que nous avons écrite plus haut.

On aura donc
(77 ) ds2 = -p(SîS ; d^ + S'SÏ â?p; + S2SÏ dPÏ ) ( ')•

On peut vérifier à posteriori que cette forme répond aux conditions que nous
avons posées; car si l'on fait, par exemple, ^ == C, on a

^===^[9(p)^p^-+-^(p,)^n.
30.. .Ainsi le problème est nmenéà la, recherche des systèmes pour lesquels

. ,, S,S. .„ SS. .̂  SS.H^^p H.=y ^--M--

ou, ce qui revient au îoême,
-^^^--LM4-R,- l -Rs Hi^Ê-11^-4-^4-^, H.^e'""1'^1^'11^^.

Pour simplifier un peu, nous emploierons dans la.suite de ce calcul les nota-
tions suivariU'îs :

d'M ^M ,__ ^M
, , •yï==^1 ^"'ap^p;.5 ^ - r ip r fp . r fp /

( * ) Si l'on voulait en outre que le système fût isotherme, il faudrait supposer M =- ï . Alors la métiiod-
que nous suivons conduit très-simplement authéorème de M. Lamé.! • 1 - - . 1 ! !- . ; ! ! . : 1 ! . ! ! . ï 8. 1
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Exprimons d'abord que H, H^, Ha satisfont aux équations (33). Nous trouvons

(7^5

dR dR ^^,3 == ̂ i -.— + ̂  -j— -+- MU,
aps api „

<f,R, ^Ri ,.„-^20 == ^2 —— -+-^o -— -4- M Ui ,
ap ffpz „
JRs r/R.2 ..,.,

^> = ^"o -j— 4- x, —— -4- M U,.ap i ap

On a posé, pour abréger,

^ /JB.2 f2R\ /r/X ^R\ ^R ^R
\ âfp, Jpi/ \ ^pî ^pa/ ^pa ^Ri5

_ /^R _ ^R.\ /^Ra _ JR.V _ ^R, ĵ .
' \ < : / p . . > Cî?p2 / \ d^ flp ) dp </pa <?

U2==
^^_^\ /^__^\ __ ^R-' dR,
\ dp d p l \ d p ^ âfpi 7 rfpt ^p

Pour que les équations (78) soient compatibles, il faut qu'elles donnent les mêmes
valeurs pour la dérivée

^M
dp dp\ dpî

: •3Î012*

On trouve^ en différentiant la preniiere et ,en remplaçant ^1.0, .^20 P83'1 leurs va-
leurs, , : , • „ , ' !

ûfR. JR. ^R JB, ^R ^R, _ / ^ U ,, ^R .,, ^R\^^ =: -^ ̂ ^ ̂ 4. ^ -{- __ ̂  -4- ]yi + gj, 4-. (J .
a pî api aps dp • dp\ dp • \, dp ap, r/py/

Eii^différenî.iant les deux autres, on !a de nouvelles équations qui ne diffèrent que
par le coefficient de M. Pour que les, trois, valeurs .soient égales, il faut que l'on î-vit

du di\ dR û?U,(>JQ) -_ ̂  y -_ 4, [J -^ _ ..̂WJ' ^p ^p, âfpa ^p,

.or on a identiquement

•U .
d^
dpî

dR, __ dU,
dp ~~ dp;

di\,'
d p . •Ui ^doi '

rfR , - dR _ dR, , rfR, _ d^ dl\gj^ —— _j». v^ —— — (j^ _.̂ — _j_ u — ^ ;̂ ^j —^—^_ ^j _^— ^
api aps apa ap ap api

Les équations (79) donnent donc ' / . : ;•/, , /' . :

1 , . ' 1 1 1 1 - 1 . ' . ' , , : 1 1 1 . 1 ,> 1 : - 1 : : . , 1 ' 1 /:, 1 '\dU _.dû, _ d^.-
^ ! 1 1 1 ! ! ! ! ! ! ' : ! : /;1 : ; 1 1 1 1 , 1 , , 'llllil. d p 1 d p i ' ^ ^ ' d p ï ^

d^ dR, d'î^ •:^;^ d^^
dpî dpî dp dpî dp dpî
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OU : 1 . 1 - ' 1 1 1 1 1 1 1 . 11 1 - - : 1 , 1 1 , - ! - ! , • . , 1 ! ! ! , . ; ^ ' ! . '
^^f— dR\ ^Rl f ' d R ^ _ f /R\ cM<, _
\ ^pi <^pi/ dpdpy \ û?p2 JpaJ dpdpi t

/rfR _ ^R,\ r^R. • /f/R, _ dR,\ ^R _ .
[dpî dpz / dpdpt \ dp dp ] dp^dp-î .î.

/^^^^ J2R /'^R _„ ^^-A ^R. _ ! : !

\ dp dp ) dp^dpï \dpt dpi ] dpdpî

Les trois expressions sont nulles, parce qu'elles sont égales et que leur somme est
identiquement nulle. Ainsi

d_^ _ di^ __ cH^ __
. , ! d p d p i - d : ^ . ' . , .

on a donc en intégrant ces Irois équations

(/'^-.^•U^I^^^K
^ \dp, " dpj [dp, dp,)

... . î /dît rfR,\ /û?R., ^R,\ ^80) . (-— —•—-.,,) —— ——-, ==X,, , . , . ,
\^p2 rfpî/ \ dp dp ]

/'^ ̂  ̂ A ^^ _ ̂ \---y
\'Jp"~~ ~ d p ) ['dp, ~7i^) '"" ï'

31. Il nous reste à trouver la forme des fonctions R, B,, Ra qui peuvent, satis-
faire à ces trois équations.

Prenons la première de ces équations. Soit, pour abréger,

« dR, ^ <iR, dR dR
( 0 1 ] —,—— == Aa, -.—— == Ai, ——— == —— B, -y— == —— L,api dpa api dpî

notre équation deviendra
(8a) ( A . + B ) ( A t - h C ) = = K .

Donnons à p une valeur constante. K ne changera pas, A^ deviendra une fonction
de p, , A^ une fonction de pa. K est donc de la forme

^ K ; = = ( . B + A » ) ( C 4 - À . ) ,

A, désignant une fonction de p^ h^ une fonction de pg. Faisons une. ûouvel le, trans-
formation. Soit

B + À , = = B ' , C + A s ^ - C y , A î — / 3 » , = A ^ A , — A , - - = A ^ ; .

l 'équation (8,2) deviendra . :

(83) ^ . . . ( B ' + A ^ X A ^ -+-(7 )=-::& ^B'C^-,
ou bien . .
( 8 4 ) 1 1 1 1 1 1 :'1 l l l l l i i - ^ : 1 - 1 1 1 1 1 1 ' . l•.Bl^:llc+ïl=:.o. '1. ^

. 1 1 1 1 , 1 1 ^ A, , .A, ' ! ; 1 .1 1 .,
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Prenons deux fois la dérivée par rapport à p . W et G' ne contiennent pas cette
variable. On. a donc

•^)^(x)- •w^œ-
et, par suite, , .

^(^ ^1/JLV1 •
^^^-^V^^^Pj
Ï^ \^A/-L\^ ^Pi • 1 1

G^VA'J dp {^J

A^ ne contenant pas pa, A^ ne contenant pas p i , la valeur commune du rapport
est une fonction de p, comme nous l'avons écrit. En intégrant, on/trouve

— = 5 ( p ) c ( p > ) 4 - a(p«)== 6û,4-a,, -.— -=- 6 (p)<?2(p ï ) 4- a^^^-bc^ 4- a,,
A ^ A ;

a^, c, désignant des fonctions de p^ a^, Ça des fonctions de py.
Portons ces valeurs dans l'équation (84); nous aurons

b ( Wc\ -4- (7 c, ) 4- ffiB7 -+- ûaC/ 4-1 == o,,

et, comme l'équation doit être satisfaite, quel que soitp, on aura

B'c.-hC^^o, a,W +^C/l-t-lï==lo, • 1 1

d'où

B^——c2——, c^——^——,
û S a C i — € t \ C ' i . âS-^C'i—ai €2

ety par suite, , •

; B = - h, 4- c2 ^ _ rfR, G = - h: 4- __c—"- == - ̂ ^
OsCi—<?;a i û^pi 2 âti Ça—asC ' i dpî

. / ï ' 1 ^Ri . , i d ¥ ^ .
Al==/Î24"-,—————————ï^:-,——,, ,^-^f^.-^-—————————,,^:: ^».-.1,1 1 1 , : 1 ^ , ,

bc-î 4- Oî aps 6ci 4- <2i api

Mais on peut remplacer p ,po pa par d'autres coordonnées fonctions des premières,
-on-"peut1 poser 1 . 1 11 1 '1 ^.^ ^ '1 1 1 1 1 1 1 1 ^ 1 1 1 1 11'1 1 , 1 1 1 1 1 1 : . 1 . 1 , : -1 1 : 1 1 1 : /- . 1 : 1 1 1 1 1 1 1 . . 1 1 1 ^ 1 \, '1 •. / 1 . !

. 1 ^ ! -1 - 1 1 1 1 ^ ! ! OLï 1 1 / 1 û, , ! , ,, 1 ! ! 1 1 ! 1 1 ' : ' : 1 . : 1 1 1 : 1 1 • 1 1 1 1 1 1 ' 1

• - / , 7=-P^ 7==-?^ ^=p»1 1 1 1 1 '•̂  - -' i 1 - . 1 1 ! 1 1 1 , 1 , 1

et nos 'équations prennent la forme plus simple ., , / „ ' . , : . . , ,̂  , , \ ^
!' ' ! 1 ^ l i l - ' • 1 : 1 : ^ 1 1 1 ' ; : 1-1111, - d ' R ' ' , / '^.•'^----M11-//1111/11- 11•:1:'1::^^.

1 , , • 1 1 1 1 , 1 . 1 ^——=:a^ 4-——————-î1 ' -y—1 1^:^1 4 - -——————5
Œpi pa — pi apî p,—p,

1 1 1 : 1 ./ 1 , ' 1 1 . l l i , 1 1 . 1 / 1 1 1 •d1^ , , , .1 ^ '^&.1 '-1 '1, . 1 b, . 1 ; , 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 . 1 ,, 1 • 1 . 1 1 1 1 1 1 -—'r^Og 4- !———? /-,—! =="a1 4-———• 1 ! 1 - • , 1 . 1 1 1 1 !

apî . . p — p a .api , \ pa—p
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Écrivons que

nous obtenons

d i , bi \ d / , b-î,(«••^ -+- ——— = = a , •
d^\ l p î—pj <^p. \ 2 p (—p^

b, === ^>=== -4- A;

h doit être une constante, car il doit être indépendant de p ^ et de pg.
Dès lors nous obtenons sans difficulté les valeurs de B, R^ Ra

(85) R==û, + ̂ , , — A L ( p — p 2 ) , R,==^-+-â2— A L ( p , — p ) , R2=cE "i-^, — AL(p2— pi),

et il est aisé de voir que ces valeurs vérifient les équations (80). On déduit .des,
valeurs précédentes celles de H, H,, Ha, par exemple

. , ! • o r _ - - L M--^a^-+- a^'îci—/A(p—p^)—ftî^{p—p^}

On -peut réunir la somme a 4- a, -t- a^ a — L M., remplacer a par — ^•La, .et il

viendra
-LM—iL^—ÀL(p , -^ )—AL(^—^5 ( p, — p)-^ pa —p)-^

(^ ̂ ) -H -. "2 , , - —~-^——- •

Telle est la forme que nous adopterons. Les trois équations (78-) deviennent, avec
ces valeurs des H,

^01 (pi — p)+^(^ 'o—^,)=='0,

(86) ^i,(p2~p,)-h/i(.y,—^)====o,
.z^(p — p,)+A.(^—.yo)--==o.

et elles sont compatibles, car elles ont une solution commune de la forme

M ==^A.(p-4- ^^(pi + ^^(ps •4-^•)-/^
l - 1

 •

A;, a, désignant des constantes quelconques.
"On,peut encore le voir en .remarquant qu'un nombre, quel conque; de .différeritia-

ti ons.n 'introduira pas plus .d'équations, que d'inconnues^ , ; ::„ / . 1 . . , ,
32. Il no.us rester exprimer que lestonctions ,H, satisfont AUJX 1rois,éq^uatio.n,s,(34).

Formons d'abord les expressions R^. Si l'on pose, pour abréger, , , -

(8,) : i] , ^(£——Éi^ ̂ (^^ .^(PL-P^ ,
[ j' / , ! : 1 ^•a • • :, ; /\/a. • • V^
on a

.A ^W- ^ . h \p^ — .-^ ———i}: ^^V M • p / -pj

:Substituons^ces1 valeurs-dans llesl,tîroilsl,équâtionsl:(371:l), nous^aurons trois équations.
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La première sera

l / ^ . ^ , _J_\ . ^ . / ^ ; Â V A +^
^\ M M^ îp . -p ) 3 / ^ M p i - p / V p — p . ^

. •-L^îii ïl-i- -^ --'\ ^f—^+^A-V-..—A---^--al-'ll
"4" i ^V iT^" M2 + (p , "—?) 2 / , ^ \ M p. — p A p t — P ^ 2^

i / .%•., - h \ l ^2 , : h .
^ \ M p — p a / \ M p. — p . /

Ou aura: de même deux autres équations, qu'on déduira de la précédente par une
permutation circulaire des indices, et qui ne contiendront,que trois des dérivées
secondes 00^. x^, x^. Ajoutons la première et la1 dernière de ces-deux équations ,
et retranchons la seconde, nous aurons une équation qui nous donnera x^,

_ ^i_^^J_\ /_A-^i_i.f- ^ i. h \( il ^a-2./.T;, -a^«o
Ti\W M ^t'A M p > - p ; \ p - p . 2 a , ^ ^\ M p.-pJ\P'-P 2a'

L /"-ï: _^—\ ( h -^ ̂  -+-A I _ __/L- + h

^ ï:\ M' p — p j \ p 2 - p i ^aj ?;(p,- 'p)2 ^ ( p^—P«) ' - ^ (P-Psr , .

/i îi h J . / Î 2 __^_"' '•/"—"Ïi ^- ^ '1
^ ^(p.-p)2"" ^(p.-p.)2 ' + /^(p-p^2 ^îIV M, p'- p.,1 \ M , . p,'-"p;/

1 / ^0 . h V ^o . A \ , i /' ^ , h \i ^ , //' \
f ; \ M p , - p / \ M p .~p / ^ \ M P — p . / V M p -p . /

^lfLîl-4- h \( ^ . ^V-^f-^+——/^'W'--^---^-^^
^ \ M p, — p / \p, — pï 2«t „/ ^ \ M ps — p.../ \p. —.p 2<2,/

i /' ^-0 A \ / h ci1 \
-4- — — — + ——— ——— •+- — = = o .l;\ M p , — p / \ p — p i . i a j , , , , .

On a donc les six dérivées secondes. En exprimant que •

d _ d
^•^--"iîp^

on aurait des équations entre les dérivées premières; mais la marche à suivre paraît
impraticable. Heureusement le 'calcul se simplifie beaucoup/par l'artifice- suivant.

1 Calculons d'abord 'la fonction, que1 oous avons désignée par ;V'.dans-la deuxième
Partie; on,a ici ! ' ' 1 : : . . ' '• ' 1 : 1 ;.. 1 ! " 1 1 /

^v -a s,-^. (^ 1 h M^ i ' . '••:k.ii\i\
— P / » P V — \M~- , Jp^p,-^^- \M p,~p.;\M- .p—p/ /

D'après les équations (86), on .peut écrire;1 cette: équation

- • • ^=À[-LM-À'L
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Donc on peut écrire : • • 1 ! • 1! • •

V^-LM-^Lfp -pJ tp . -p .X^-p ) .

Prenons maintenant la première et la dernière des équations (37), et multiplions-
les respectivement par ^o dp^ et pso d p ^ . On pourra les écrire

p^^,+P^^.+P.^^=o, ' ,

p20^^-^20^^^^^2-0-
Ajoutons-les, et regardons p comme une constante; nous aurons

^ ^ÊIl^LÊL-'̂  ̂  ( (3,p^p. + ̂  ̂  Jp,)^p,^^-(3,^°^=o.

Intégrons :
,88; ê -̂;̂ ,,,,̂ ,.'̂ ,,,,
L'intégrale indiquée dans cette formule peut être déterminée., On a, en effet,

J(3,o _ d^V ( a' h \ /.r A \ d ( x h \
poi ^^ ^^ (^pi \ sa p — P B / \,M p i — p ) d p i \ M p i — p /

—^f^^L^Ï \^ /^ À A V " ^—À 2 __\
"~~"û?pi\ 20 Jp 2\M pf—p p î — p / [p~P. ) (p l—p) /

L'équation (88) devient donc

.80) ^ +^ ^ , - ^2V , al (n I ̂  ^ h - -J^ \ + ,_A_ziL..., -^(F)(V9/ ——a——"•"^""'aa'^ alM p, - p p.-p/ (p-p.)(p, - p) x t /

Cette équation ne contient qu'une dérivée seconde de M, .r^. Mais ce qu'il y a de
remarquable, c'est que si on élimine x^ entre cette équation et celle qui a été
écrite plus haut et qui nous donne aussi x^, toutes les dérivées premières s'éli-
minent en même temps, et il reste l'équation de condition

i r -m/ . a /^—SÀ'^ a' . ,./ i l \ . A - - ^ , ^ — ^
^L'(̂ J)^(7:::::^^

] 1 i, r . a\ . i i _i ;\_ _h__ ••h— îe , __h1 ^ 1 _ _ "{ 9 0 ] } ^ZiL~2a."\p^^ (p,^p^.+(p,«p)^-(p.^p:^p^'p;l
, i r d, J ^ , L.._\.,,.. / ^"À^:. : i h i i —__^___1-o
^^fL"^ \pT^ P.-P^ (P-P^)2 (P.-P.^ (p^pXp^-pOj^ '

Annales scientifiques de l'École Normale supérieure. Tome ÏÏL 1 9
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33. Il faut donc trouver des fonctions

^(P). ^(Pl)* ÛSî(pi), F(p)s

et une constante A rendant cette équation identique.
Posons

p2—p== ^(p—pi) ,
et par suite,

p 3 - . p i = = ( ^ 4 - î ) ( p — p , ) ,
on a

-=^(p)(p._p,)-.A^^(p)(p_p,)^(/,^,5^(_i)-^
0

^=a,(p,)(p,-?)-'*= a,(p,)(p-p, î-^/f-2*,

-^.(p.Xp-p.)-3*.
~î

Portons ces expressions dans l'équation (90), et supprimons le facteur commun
( p — p,)-^, nous aurons

/ L ^ .k ^ L^ \ ï^-ih^ d^-hl i\ ^-^(/^p)(- ̂  )-^(p)|_F(p^^^-^^^

/ , / ,/ ^ 7 ;f i A (^~^)^+(-^^(^ ^^PJ^[^A,^^^^^_,^^^-.————(^^)————J

Y \ r ^ A i ^ — A2
+ rt2lp2} L"~ ̂  ̂ (TÎT) p—^ 4- î r̂ -p;-2^, / -( / r-4- i ) p — pi / ^ (p—p i ) 2

__ __h__ _ A II2 1 _
/^(p - p. y- ~ [7f +^) 2 (p - p^ 4' / f ( / r + i)(p - p.pj :1:~0'

Multiplions par (p -— p ^ )2 et faisons tendre ^ vers p. Si h reste fini, comme nous
le supposons, p^ tendra vers p, et l'équation précédente se réduira à l'équation

' / / \ a/^Â2--^3 , . h— h 2 ' } , ,
f ( — / f — ï ) - 2 ' 4 — — — ^ — — — ^ / J — À 2 ^ - ,, ^(p)

. (92) .' , ' l ! 4- k-^ f- . . . h . . . . . . + A >-. A2 ^- —^ 1 a, (o ) ! : ' \ ! : ' . !
v - 1 • • . . , L1 ' :(,/r-+- î^ . . • ^-+- ij Iu / . . -, -, ,' ,,, . . ,. .

1 1 1 1 1 1 ^ 1 : ! 1 ' 1 ^ , 1 1 1 1 1 1 r / i — h 2 :,. ^h 1 ' - A 2 1 , -} , , . ! 1 1 ; 1 ! , • : 1 •' 1 1 ; \ 1 1 1 1 1 ^; ;, , -, +^--^—-^^+^^^ , 1 ,
et cette équation doit être satisfaite quels que soient h et p .

Considérons d'abord le cas où SA < 2; dans cette hypothèse le coefficient de la
plus haute puissance négative de 7j—^ sera, 'dans h précédente équation/

1 1 • 1 ' / . 1 1 - 11- 1 : ' ; 1 1 1 1 1 1 , '1 :': : : ' ' 1 1 : 1 1 1 / 1 ' — hîf^a^}— A^(p). ' 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 1 • 1 1 1 1 1 1 1 1 ' - - • 1' , / , 1 .. 1
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Ce coefficient -doit s'annuler pour k s= — i. On a donc

a.tp^^pX-i)2^1;
de même,

et par suite,
a^p)=a(ç)(-îy^, aCpIrr^tpK-l)2^1;

(—î)^«==I, â(p)==^(p)=^<Mp).

Ainsi les trois fonctions sont égales. On peut donc les supprimer dans réqua-
tion (92), et l'on aura une relation entre h et k qui devra être satisfaite quel que
soit A,

(93)

_(,̂ ,-..('̂ ^_^^)^-.[- .̂t-«.̂ ]
h—h1 h A2

0.ÏfT~ ~~ ( / f + i ) ^ • / f ( / f - 4 - i ) -~

Développons (i 4- A)""27' suivant les .puissances de i,. Les termes ei) ̂  ? disparaî-
tront, et en faisant k == o on trouvera

—^A+ô/^^A^^aA+iHA—iï^o .

Comme nous avons supposé h < i, la seule valeur acceptable est h = — ^, et en

effet,, pour h == — •x••^ l'équation (gS) est identiquement vérifiée.

34. Discutons d'abord le cas où l'on 'a h ,== — î" Alors nous avons la forme ( î3)

H^^SEt^^^), ^^^Tp^^p2)^'^?^, ^^^(^-pHfi^r^,
^ Mv'ïCpl î l M^(pJ a MVa(pî)

Tout revient à déterminer M et a ( p ) . Remplaçons dans l'équation (90) h par sa

valeur — -• Nous aurons
2

r . 3 3 î
a(^-P')[(p_pJ(p,-p)-^(p-^+pT^)~(p^~(^^+F(^

r 3 i 1
^ at ( P - P^L £ (pT="p, '1' p^p) -l- ̂ (p^pJ1 "' (p^pV2 + ̂ p7:::7K^:::-"p̂  J

r 3 -'- -'-3 î 1 -1
__ , ____\ _ ? + a + _____^____ ==o.
-p • P . — — p , / ( p — — p , ) ' ( p î — — p l ) 2 < p , — — p ) ( P — — — P > ) J

1 d, / î î \ ? a _ _ _ _ 4 _
+^(P>-P)|_4^ ^p^Tp + p^Tp;;-(T^p^ ^-p.y^-pÏP.-.p.)-

19-



l^O SUB1 LES •SURFACES:, OKTHOGONA.LSîS1. .

Multiplions le premier membre par (pi — p ) 2 (pi —pa)2 et prenons, la dérivée
sixième par rapport à p i . Il viendra

^[^(P.~P<)(p«-P)+^(5p.-2p-3p.)J=o,

ou, en développant,
d ' ' a , , , , . . . d ^ a , . . . , dQ a, 5p, — a p — S p ^

. ^ T ( P - - P . ) ( P — P ) + 6 ^ ( P ^ P - 2 P • ) + ^ ———4———=oî

équation qui doit être satisfaite quels que soient p, pa. On adonc

' ^==0, ^(^)=A•4-B^-+•C^2+D^ : $•4-E^4 4-ïî^5.

Ainsi, la fonction a (,r) doit être un polynôme du cinquième degré au plus. Or,
le système que nous avons considéré dans la première Partie donne un polynôme
du cinquième degré quelconque. Ainsi, les seuls systèmes qui correspondent au
cas de h == — ï- sont ceux que nous avons déjà étudiés.

On peut objecter à ce raisonnement que les équations pourraient donner plu-
sieurs valeurs pour la fonction M que nous n'avons pas encore déterminée. Si
cela a lieu, on aura deux valeurs de M : M', M", deux expressions de ds2 : ds^, ds"2,
et il viendra " : ' •

M^ds^^M^ds^.

Dans le premier système, a des coordonnées p, p ^ p a correspond un point; dans
le deuxième système, aux mêmes coordonnées répond un autre point. Il résulte
de là un mode de transformation dans lequel un point répond à un point. Mais,
piùsque- d'après l'équation précédente'^2 est toujours proportionnel à rf^2, on voit
que dans ce mode de transformation les angles ne sont pas altérés. Or, nous savons
qu'il n'existe qu'an pareil mode de transformation, la transformation par rayons
vecteurs réciproques. Ainsi, il ne peut exister que deux valeurs différentes pour M,
justement celles que nous avons trouvées dans la première Partie au n° 4.

' '35.'Nous avons supposé h < ï : considérons maintenant les deux c a s h ==- E ,
h > î . Prenons d'abord h = ï : l'équation (92) nous donne ! / : : :: : M I , • 1 - 1 , "

, û ( p ) - ~ f f t ( p ) - — a î ( p ) ==:o.
/ f ( / r -4- i ) 2

On doit donc avoir .

de même» ^ : .
a(p)— âs , (p )—a2(p )==o ;

a.(p) — ^ ( p ) — a (p)==o/
a2(p5—a(p)- - -a i (p)==b,

ce qui donne
a(p)===âi(p)==^(p)==o.

Ces valeurs sont inadmissibles. Donc A ne peut être égal à ï .
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Soit maintenant h > i; lorsque dans l'équation (9^) on fera k == — i, le coef-
ficient de {-,—} devra être nul, car on a 2 h > 2, et par suite 77——7 est h

\fî -t- ï / A (/f -)- ïj-i"

plus grande puissance négative. On aura donc

a/^-S/^+^A-a^^ô, (î^-SÀ+^/^o, A=s, A==^ A=r=o.
2

Comme A doit être plus grand que ï , prenons h == 2.
L'équation (92) se réduira à

a ( p ) + û i ( p ) + ^ ( p ) = = o .

En rémontant à l'équation (90) et faisant successivement
p == PI, p == p,, ?» = p^

on trouve
a i = = o , a'==o, r/a==o, F ( p ) = = o ,

et l'on retrouve l'équation
a(p)+ûî,(pi)4-^(p2)==o,

ce qui exige
<^(p)=c, a,(pi)=Ci, âi,(pî)==c^

C •+ 6*1 4- 6'2 == ô,

c, c^, €3 désignant trois constantes.
Il est mutile de continuer les calculs, car les quantités c, c^c^ se trouvant sous

des radicaux, une au moins des valeurs de H, Ho H^ données par la formule (85 bis)
serait imaginaire, les constantes c, Cp Cg ne pouvant avoir le même signe,

Ainsi, le seul système pour lequel chaque surface puisse être Divisée en carrés
infiniment petits par ses lignes de courbure est le système, étudié dans la pre-
mière Partie, des surfaces du quatrième ordre, système qui comprend comme cas
particulier le système des surfaces du second ordre.

Ce résultat peut même fournir une démonstration du théorème de M. lamé; car
on n'a-plus qu'à chercher dans quel cas particulier le système des surfaces du qua-
trième ordre devient isotherme, et on trouve sans difficulté que c'est dans le cas.
où le système se réduit au système des surfaces du second degré,


