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SUR L'ACCÉLÉRATION SÉCULAIRE
DU

M O U V E M E N T DE LA L U N E ,
: PAR M. P. PUISEUX,

A G K É G É - P R É P A K A T E U R A L ' É C O L E N O R M A L E S U P É R I E U R E .

I. — Résumé des travaux antérieurs sur l'accélération du mouvement
de la Lune. — État de la question.

L'accélération séculaire du mouvement de la L u n e a été signalée
par l 'observat ion longtemps avant qu'on fût en mesure d'en assigner
la cause par la théorie. De tous les phénomènes as t ronomiques , les
éclipses de Soleil et 'de Lune sont ceux qui ont le plus at t i ré l ' a l t e n l i o u
des anciens. Ptolémée nous a fait connaî tre , dans VAlmageste, un û'rand
nombre d'éclipsés de Lune observées soit par les Babyloniens, soit pîu'
H ipparque , soit par lui-même. Malheureusement les nombres qu ' i l
donne sont peu précis, et il y a l ieu de. craindre qu ' i l s n 'a ient subi
des a l t é r a t ions . Les observations arabes qui nous sont parvenues
paraissent mériter plus de confiance. C'est par l 'étude des éclipses de
Soleil observées en Asie par Albaténius , - à la fin du IXe siècle de notre
ère, que Halley a pu s'assurer, en 1695, de l'existence d 'une é q u a t i o n
séculaire dans la long i tude de la Lune. Il ne se crut pas autor isé , tou-
tefois, a en f ixer la va l eu r n u m é r i q u e . Ce progrès fut accompli c i n q u a n t e
ans p lus lard par Dunlhorne et Mayer. Auxobservations déjà considérées
par Hal ley , ils Joignirent deux éclipses de Soleil observées au Caire par
Ibn J u n i s à la fin du Xe siècle, ainsi qu'un grand nombre de documents
plus récents. Dunthorne fut ainsi condu i t à a t t r ibue r au moyen meuve-
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ment de la Lune une accélération de ic/7 par siècle. Apres une discussion
qui pa ra î t avoir été plus complète, Mayer adopta le chiffre de G", 7. Dans
la dernière édition de ses Tables de la Lune, il le porta a Q'', sans que
l 'on sache bien les raisons qui ont déterminé ce changement.

Aucun de ces chiffres, toutefois, ne permettai t d'établir un accord
satisfaisant entre les observations et les Tables. Frappé de ces diver-
gences, Lalande proposa de ne faire entrer dans la discussion qu 'une
seule des éclipses de Ptolémée, en y jo ignan t les deux observations
faites par Ibn Juins, les seules dont l 'heure puisse être regardée comme
connue avec précision. Il obtint de la sorte une confirmation du résultat
de Dunthorne. Lagrange fu t p lus réservé dans un Mémoire présenté à
l 'Académie des Sciences en 1774- Après avoir cherché vainement à
rendre compte par la théorie du fait de l 'accélération séculaire, il émit
des doutes sur la réalité même de cette accélération. Selon lui , les
observations anciennes sont trop vagues et trop discordantes pou r jus-
tifier les conclusions de ses devanciers.

La question historique, délaissée pendan t plusieurs années, entra
dans une phase nouvelle lorsque M. Baily eut s ignalé en x 8 i i, dans les
éclipses totales, un nouveau et précieux moyen de contrôle pour les
Tables de la Lune. Cette fois, ce n'est plus aux astronomes, c'est aux
historiens de l 'antiquité qu'il faut s'adresser. Les éclipses totales étant
excessivement rares en un point donné de notre globe, il suffit d'une
indication même approchée de temps et de lieu pour ident i f ie r l 'éclipsé
chronologique avec une de celles qui sont indiquées par les Tables; à
une condition toutefois, c'est qu'il ne subsiste pas une trop grande
incert i tude sur la valeur même de l'accélération séculaire. En adoptant
pour valeur approchée lo" et en faisant usage des Tables de Damoiseau,
M. Airy fut conduit à élever cette valeur à ic/7^. Enfin, dans son
Mémoire de 1857, Fillusire Astronome royal d'Angleterre, se servant
des Tables construites par M. Hansen, a trouvé que la va-leur de l'accé-
lération séculaire, qui rend le mieux compte des éclipses totales de
l'antiquité, est de 1^,989, soit à peu près i3\ Aucune des détermi-
nations théoriques effectuées jusqu'à présent n'atteint un chiffre aussi
élevé.

Les géomètres, cependant, ne s'étaient point laissé décourager par
l'insuccès de Lagrange. Bossut avait déjà, en 1762, présenté une expli-
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cation fondée sur l 'hypothèse (l'un milieu très-raréfié, mais résistant,
dont l ' inf luence serait plus sensible sur la Lune que sur les planètes.
Lagrange avait écarté cette explication comme démentie par le ralen-
tissement de Saturne. Laplace montra qu'il suffirait de supposer que !a
transmission de la force attractive de la Terre à la Lune ne fût pas
instantanée pour introduire une équat ion séculaire dans le mouvement
de no t re satelli te. Il signala également ce fait capital, qu 'un ralentis-
sement dans la rotation de la Terre sur elle-même, fût-il seulement de
o^oi depuis le temps d'Hipparque, amènerait dans le mouvement
de la Lune une accélération apparente supérieure à celte que sem-
bla ient exiger les observations. C'était déplacer la ques t ion , mais non
la résoudre, car aucune cause connue ne semblait devoir affecter
l ' invariabil i té du j ou r sidéral. Lagrange, revenant sur la question en
i 783, dans un travail inséré dans les Mémoires de l3Académie de Berlin,
montra que les variat ions séculaires de l'excentricité, de l ' inc l ina ison,
de la l o n g i t u d e du nœud ou du périhélie d'une planète, pouva ien t pro-
duire une équation séculaire dans le mouvement d ' un astre voisin, au
moins lorsqu'on ava i t égard aux secondes puissances des excentricités
et des incl inaisons . Faisant l 'application de sa théorie aux actions
réciproques de Jupiter et de Saturne, il n 'obt in t que des résultats
négligeables, et, par une conclusion trop bâtive, il admi t qu'il en serait
de même pour toutes les autres planètes de notre système. C'est ainsi
qu'il se laissa enlever par Laplace l 'honneur d 'une découverte contenue
impl ic i tement dans ses formules.

C'est en t ravai l lan t à la théorie des satellites de Jupiter que Laplace
fut mis sur la voie de l 'explication si longtemps cherchée. Il reconnut
qu 'une variat ion séculaire dans l 'excentricité de l'orbite de celte pla-
nète produisait une accélération dans les mouvements moyens des
satellites. Ce résultat, transporté à la Lune, lui donna une équation
séculaire peu différente de celle qui avait été déduite des seules obser-
vations. Une circonstance analogue se présente dans les mouvements
du nœud et du périgée de l'orbite lunaire. Cette importante décou-
verte fut communiquée à l 'Académie des Sciences de Paris le 19 no-
vembre î j S ^ , et publiée avec détail l'année suivante dans le volume de
V Histoire de l'Académie pour 1786. La première partie du calcul déve-
loppé 'dans les pages suivantes reproduit , en ce qu'elle a de plus essen"

46.
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f i e l , l ' analyse du grand géomètre. Laplace s'en était tenu à la première
puissance de la force per turba t r ice du Soleil, et encore n'avait-il con-
servé que la partie pr incipale du résultat. En présence de l'accord satis-
faisant du chiffre obtenu avec celui que Dunthorne et Lalande avaient
cru pouvoi r déduire des observations, Laplace n'avait pas jugé néces-
saire d 'examiner s'il ne serait pas modifié par u n e approximat ion ulté-
rieure.

En 1820, MM. Plana et Damoiseau reprirent la quest ion. Le premier,
adoptant la forme algébr ique pour les inégal i tés lunaires , calcula jus-
qu'aux quant i tés du septième ordre la série qui mul t ip l i e l ' in tégrale
fe'^dt dans le coefficient de l 'accélération séculaire* C'est sous cette

forme, comme nous le verrons p lus l o in , que se présente le résultat ,
e' dés ignant l 'excentricité de Foi'bile terrestre. Il trouva ainsi ic^SS
au lieu du nombre ïo", 18 que donna i t le terme de Laplace pris seu l .
Par une voie différente, M. Damoiseau ob t in t ic/'^^. Enf in M.. Hansen
a porté ce coefficient successivement à \\\[^j et à 12^, 1,8. La méthode
employée par lui n'a pas été publiée in extenso^ et ce résultat e m p r u n t e
par conséquent t ou te son au tor i té à l 'exact i tude reconnue des Tables de
la Lune publiées par son auteur . Il est bon d 'a jouter , cependan t , que
l 'accord des Tables de M. Hansen avec les observations modernes ne
serait pas al téré par une modif icat ion apportée au coefficient de l'ac-
célération séculaire. Ce n'est qu'à une époque reculée que l ' in f luence
de cette correction se ferai t sentir , et il n'est pas encore abso lumen t
démontré, au jugement de MM. Airy e tDehunay , que les observations
anciennes ne puissent être représentées par les Tables actuelles, avec
une valeur différente de l'accélération.

Toutes ces déterminalions s'accordaient a fournir pour le coefficient
•considéré une valeur un peu supérieure à ic/', lorsque M. Adams, dans
un Mémoire lu à la Société royale de Londres le 16 j u i n ï853, v i n t
signaler un vice de méthode dans les recherches de MM. Plana et
Damoiseau. Dans les équations différentielles qui définissent le mou-
vement de la Lune , ces deux savants avaient traité l'excentricité de
l'orbite terrestre, et par suite le moyen mouvement de la Lune, comme
des constantes, pour ne leur attribuer le caractère de variables qu'après
l'intégration faite. Ce procédé, légitime quand on n'a égard, comme
l'avait fait Laplace, qu'à la première puissance delà force perturbatrice,
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cesse de l'être quand on passe aux approximations suivantes. La suppo-
sition contraire, la seule con fo rme aux faits, i n t r o d u i t dans l'expression
de la long i tude moyenne de la Lune de nouveaux termes proportionnels
au carré du temps, et le résultat pr imi t i f se t rouve profondément mo-
difié. Cette conclusion imprévue, dont nous t rouve rons une confi rma-
t ion nouvel le dans les calculs qui vont suivre, a été parfa i tement mise
en évidence par MM. Adams et Delaunay. Nous renverrons, pour p lus
de détails, au Mémoire inséré par M. Delaunay dans la Connaissance
des Temps pour 1864. On trouvera dans ce même travail une confirma-
t ion du résultat deM. Adams, obtenue parla méthode d o n t M . De launav
a fa i t la base d 'une nouvelle théorie de la Lune . De ces recherches, et
des calculs plus complets don t M. Delaunay a donné le résul ta t dans le
tome LXXII des Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences,
il résul te q-ue le coeff icient de l 'accélération séculaire doi fê t re r é d u i t
à 6^ 176. C'est, on le voit, la moitié du chiffre de M. Hansen. Il con-
vient d ' a jou ter que la seule cause invoquée d a n s ces t ravaux pour
rendre compte de l 'accélérat ion séculaire a été la var ia t ion de l 'excen-
tricité de l 'orbite terrestre.

Les recherches que nous venons de citer ont reçu depuis l 'assenti-
ment d ' un grand nombre de géomètres. M. P lana , à la suite d 'une
longue controverse, a été amené à reconnaî t re la nécessité de modif ier
ses calculs dans le sens indiqué par Aï. Adams. MM. Lubbock et Cavley
ont obtenu séparément u n e conf i rmat ion entière de la théorie nou-
velle,. M. Le Verrier, cependant , a longtemps combat tu la modifica-
t ion proposée comme inconc i l i ab l e avec les observations anciennes. Il
faut répondre, avec M'. De launay , que cet a rgument ne saurait être
décisif dans une question d'analyse, et que, si la divergence annoncée
est réelle, la cause doit en être cherchée dans quelque influence phy-
sique mal étudiée. M. Le Verrier alléguait moins, du reste, ses pro-
pres recherches que l'autorité de M. Hansen, qui af f i rmai t avoir obtenu
par la théorie seule son coefficient de i^. A dire vrai, l 'effet p rodui t
par cette déclaration a dû être un peu at ténué par la pub l i ca t ion d'une
let tre de M. Hansen à M. Warren de la Rue, président de la Société

' ) Comptes rendus de^ séances de P Académie des Sciences, t. LXÏÏ, p. 704,
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as t ronomique de Londres ( 1 ) . Dans ce d o c u m e n t / M . Hansen, tout en
main tenan t le chiffre proposé par lui comme le plus conforme aux
observations, reconnaît comme exacte l'analyse de M. Adams; l'émi-
nent astronome de Gotha attribue la divergence à ce qu'il aurait , dans
ses propres calculs, traité comme constante une certaine quant i tés ,
dont la variation est liée à celle du moyen mouvement de la Lune.
Nous retombons, on le voit, dans l 'hypothèse fautive de M. Plana. En
vain M. Hansen insiste sur la concordance remarquable que l 'hypothèse
S==o établirait entre le calcul et l 'observation. Un tel accord ne sau-
rait racheter une lacune dans la théorie. Pour s'en faire une arme
contre le résultat de M. Adams, si bien confirmé par tousjes procédés
de l 'analyse, il faudrait avoir établi clairement que la cause dont on a
tenu compte est la seule qui puisse modifier le moyen mouvement de
la Lune.

Rien n'est moins démontré, et M. Hansen lui-même donne, avec
M. Airy, son assentiment aux vues de M. Delaunay, qui a cherché
dans une nouvelle cause physique agissant sur la Lune l 'explication
du désaccord. Déjà Laplace avait signalé l ' in f luence qu'aurait sur le
mouvement apparent de la Lune une altération, si petite qu'el le fût,
de la durée du jour sidéral. Dans une Communica t ion fai te à l'Aca-
démie des Sciences (^.M. Delaunay a montré, avec sa clarté ordinaire,
que le relard de la marée sur le passage de la Lune au méridien doit
produire un couple résistai)! qui ralentit la rotation de la Terre sur
elle-même, accroît dans la suite des siècles la durée du jour s idéral ,
et entraîne une accélération apparente dans le moyen mouvement de
la Lune. S'il est aisé de se rendre compte de l 'existence d'une pareille
cause, i l l'est beaucoup moins de la soumettre c^u calcul et de se faire
une idée, même approchée, de la grandeur de ses effets.

Le dernier travail important qui ait été publié, a notre connaissance,
sur ce sujet , a paru en 1873 dans le Recueil des Mémoires présentés à
l'Académie des Sciences, t. XXI. Dans ce Mémoire, mon père a démontré.
en poussant l 'approximation plus loin que ne Favalt fait Laplace, que
la variation séculaire de l'inclinaison de l'orbite terrestre est sans effet,

( l ) Comptes rendus des lances de i9 Académie (las Sciences, t . LXI, p. ïoa3.
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dans les limites des temps historiques, sur l'accéléralion du mouve-
ment de la Lune . Par là même se trouve écartée l 'hypothèse d 'une
équation séculaire due au déplacement progressif du nœud de Forbite
terrestre. On voit en effet, à l'inspection de la fonction perturbatrice
de l à Lune, que l'hypothèse qui consiste à regarder comme nulle l'in-
clinaison de l'orbite terrestre, supposition permise d.ms la recherche
de l'équation séculaire, fait évanouir à la fois tous les termes où figure
la longitude du nœud. Reste le déplacement du périhélie de l 'orbite
terrestre, que Lagrange avait signalé comme pouvant produire une
équation séculaire de la Lune. Mais un coup d'œil jeté sur la fonction
perturbatrice montre qu'il n'en est rien. La longitude du périhélie,
qui dans nos formules sera désignée par ^/, n'entre en effet que dans
les termes périodiques, et, si l'on suppose nulle l'inclinaison de l'or-
bite terrestre, elle se trouvera partout associée aux longitudes moyennes
de la Terre et de la Lune, qui ont une variation bien plus rapide. Le
seul effet du déplacement du périhélie sera donc de modifier légère-
men t les périodes des inégalités de la Lune; il ne peut en résulter d'é-
quat ion séculaire dans la longitude.

II. •— Calcul de l'accélération séculaire du mouvement de la Lune
par la méthode de Poisson.

1. L'objet propre de ce travail est l 'application à la recherche de
l'accélération séculaire du mouvement de la Lune de la méthode de
Poisson. Dans un Mémoire lu à l'Académie des Sciences le 17 ju in i833,
l'illustre géomètre a signalé une marche analytique nouvelle comme
éminemment propre à fournir la détermination des inégalités de notre
satellite. Laplace, et âpres lui Plana et Damoiseau, avaient adopté la
longi tude vraie comme variable indépendante, soit dans la fonction
perturbatrice, soit dans les équations différentielles qui font connaître
les éléments de l'orbite lunaire. Conformément aux vues émises anté-
rieurement par M. Lubbock, Poisson prend le temps pour variable
indépendante. Partant, comme première approximation, du mouve-
ment ell iptique obtenu en négligeant Faction du Soleil en comparaison
de celle de la Terre, il exprime les dérivées par rapport au temps des
éléments de l'orbite au moyen des dérivées partielles de la fonction
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perturbatrice. Aux équations ainsi obtenues, il applique la méthode de
ta variation des conslantes arbitraires, mais avec une modification
i m p o r t a n t e q u i sera expliquée quelques pages plus loin, quand nous
aurons à tenir compte de la seconde puissance de la force perturba-
trice.

La méthode de Poisson, malgré les caractères d'élégance et d'uni-
formité qu'elle présente à un hau t degré, n'a j a m a i s servi de base à
une théorie proprement dite de la Lune. Indépendamment des applica-
t ions peu nombreuses données par l 'auteur , elle a été employée, dans la
question qui nous occupe, comme moyen de démonstrat ion p lu tô t que
de recherche. Préoccupé sur tout d'échnrcir la discussion, alors vive-
ment engagée, sur le résultat de M. Adams, M. Delaunay a entrepris
le calcul de l'accélération séculaire de la Lune p^r la méthode de
Poisson. Son analyse, qui n'occupe qu'un très-petit nombre de pages
dans les Addit ions à la Connaissance des Temps pour 1862, s'arrête aux
termes du second ordre par rapport à la fonction per turbatr ice , c'esl-
à-dire au poin t où commence à s'accuser la divergence des résultats.
Elle suff î t sans doute pour décider la question en faveur de M. Adams
contre MM. Plana et Damoiseau, mais il s'en fau t bien qu'elle fasse
conna î t re avec une exac t i tude su'ffîsanîe la partie de l 'accélérat ion
séculaire qui est d u e à la var iat ion de l 'excentricité de, Forbile ter-
restre. Nous avons entrepris, dans les pages qui su iven t , de combler
celte lacune. S'il n'en résulte pas pour l 'équat ion séculaire de la Lune
une va leur plus exacte que celles qui sont déjà connues, au moins
sera-t-il établi, contrairement aux idées émises par M. de Pontécou-
lant et par quelques autres géomètres, que la méthode de Poisson se
prête à des appl ica t ions de quelque étendue.

On sera sans doute frappé de là complication apparente de la for-
mule défini t ive que nous avons eu à réduire en nombres, sur tout si on
la compare à l 'expression plus complète que M. Delaunay, après plu-
sieurs années de recherches, a donnée dans le lome LXX1I des Comptes
rendus de V Académie. En réalité, cette complication tient à un avan-
tage de la méthode, qu i compense largement en exactitude et en sûreté
le léger surcroît de travail imposé par le calcul numérique. Il se pré-
sente ici une circonstance analogue à celle qui avait déterminé Poisson
a choisir le temps comme variable indépendante. Les coordonnées du
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Soleil en fonction du temps, ou, ce qui revient au même, les éléments
de l 'orbite terrestre, sont données par la théorie du mouvement de la
Terre, et restent les mêmes dans tout le cours des opérations. Cet
avantage n'existait pas pour Laplace et ses disciples, qui, prenant la
longitude vraie pour variable indépendante, voyaient les coordonnées
du Soleil se modifier à chaque approximation nouvelle et exiger l ' in-
t roduct ion de termes correctifs. De même, en conduisant le calcul, par
la méthode de Poisson, jusqu'aux termes dé l'ordre du cube de la fonc-
tion perturbatrice, nous avons pu éviter les développements en série
pénibles et peu convergents substitués par M- Delaunay aux vitesses
moyennes du nœud, du périgée et de la Lune elle-même. Jusque dans
les formules définit ives, nous retrouverons soit les éléments de l'or-
bile, soit les coefïieients du temps dans ces éléments. Or toutes ces
quanti tés sont au jourd 'hui bien connues, el les nombres adoptés par
M. Hansen ont subi avec succès l'épreuve des observations.

2. Dans ce qui suit , on regardera le mouvement du Soleil au tou r de
la Terre comme connu. Ainsi l 'excentricité de l'orbite terrestre sera
traitée comme une fonction connue du temps. On sait qu'el le peut être
représentée p e n d a n t une longue suite de siècles par une expression de
la forme é^ 4- v.t -h ç i ' l 2 , où a et ? désignent des constantes.

Prenons pour origine d'axes rectangulaires, de direction invariable,
le centre de la Terre. Appelons

<r, y, z les coordonnées de la Lune, supposée réduite à un point
matér ie l ;

.-y', y', z ' les coordonnées du Soleil;
r, r ' les rayons vecteurs de la Lune et du Soleil;
p. la somme des masses de la Terre et de la Lune ;
m' la masse du Soleil, comprenant , ainsi que p-, le coefficient d'attrac-

tion désigné d^habitude pary;
R la fonction perturbatrice

, r xx' -4" y y' -4- zz' _ __________i__________ 1„/ y ^ ^ ^ ̂ ,.,̂ ,̂ .̂̂ ..̂ ^

On trouve aisément, pour les équations différentielles du mouve-
Mnn, de l'Éc. Normale, î" Série. Tome VIII. — NOVKMBRE 1879. ^7
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ment de la Lune par rapport aux axes choisis,

d^x ^x ôR _
-j^ + 77 + ̂  - °.
(Pr u.r ^R __
77F + 7^ +^-0?

^5 p.z cm
W ^7^ '^àz "°'

3. Ces équauons ne se prêtent, pas a une intégration r igoureuse.
Nous substituerons à la fonction perturbatrice B. un développement en
série ordonné suivant les puissances ascendantes du rapport -^5 qu i
est à peu près -^j-.

Appelons s le cosinus de l 'angle compris entre les rayons vecteurs
de la Lune et du Soleil. On a immédia t emen t

xx''-1-- Jy/"\'~ zz'fî ̂  p

et

(^-^^-{-(^--y)2-^ [z—z'Y^r^^r^s^r^^r^^^ - a^+i^

par suite
ïï / F rs ï f r r'^"^ 1R^^^^^,^.^,^,,,^ J,

ou, en développant la quant i té entre parenthèses par la formule du
binôme,

r' ^ r r i r'2 ï .3 /;?./• r2 V^B=^^-i-^^^^-.^^^^^ _..

ou
,. m' [ ï — 3.̂  r2 3.Ç—5.Ç3 r3 \B == —, — ï + -———— — ^ ————— — -)» .. .

r 1 \ ^ r ' ' ^ a r '3 y

La fonction perturbatrice n'entre dans la suite des calculs que par
ses dérivées partielles relatives aux éléments de la Lune; on peut donc
dans la parenthèse supprimer le terme — ï. Occupons-nous maintenant
d'exprimer s, r et r ' en fonction des éléments qui servent à déterminer,
pour le Soleil ou pour la Lune, la position de l'orbite dans l'espace et
de l'astre sur son orbite.
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Soient
/ la longitude moyenne de la Lune, comptée h partir d'un point fixe de

Fécliptiq ne, lel que Féquinoxe moyen du pr in temps au Ier janvier î85o;
^ la longitude du périgée;
Q la longi tude du nœud;
v la l ong i tude vraie de la Lune dans son orbite;
e l 'excentricité de l 'orbi te lunai re ;
a l ' incl inaison de l 'orbite sur l 'écl ipt ique.

Nous admeUrons comme connus les développements en série du.
rayon vecteur et de la longitude vraie su ivan t les puissances ascen-
dantes de l 'excentricité. En désignant par a le grand axe de l 'orbile,
on aura

r <?2 / 3 \ / ,^^^^^..^cos(/~^

— (-'• ^-h. ..] cos(^-- 2^)— (-.ê3+. . . ) cos (3 / -•"- 3z,j)

v :=:;: l -+- ( 2 e — ^ (^ + . .. ) sin ( / — CT )

"h ( y ^ 2 + . . . ) sin ( a / — 2OT) -l- ( ^ - e 3 — . . . )sm {31 — 3r . ' )\ 4 / \12 /

Supposons que l'on ait choisi pour plan des xy le plan de l ' éc l ip t ique
à l'origine du temps et pour axe des oc la droite qui va du centre de la
Terreau po in t f îxe origine des longitudes. Si l'on considereles [riangics
sphériques ayant respectivement pour sommets les trois po in t s où les
axes de coordonnées choisis rencontrent la sphère céleste et pour base
c o m m u n e l a portion del 'orbi te l una i r e comprise entre l'astre e l l e n œ u d ,
l ' app l i ca t ion delà formule fondamentale de la Trigonométrie sphérique
donnera

iK*~ == cos0 cos(c/ — Q] — sin Q sin [v — Q} cosy,

"- == s'mQ ces [v — 0) -+- cos0s in (^— ô) cosy,

-== : s i n ( ^—0)s i n<p .

4 7 -
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Remplaçons clans ces formules s iny et cosç par leurs développe-

ments en série su ivan t les puissances ascendantes de y, qui est à peu
près TY. On trouvera

œ ^ . f\ • i r\\- •==. cosv 4" — s i n Q sin </ --" 0 — • • . . . >
/• 2 ' /

/ii» çpî
— == sin (̂  — — cos Q sin ( v — 0j -L-. . . ,f 7i
z , . f ^ \^==sin(^-0)(^-^-h.. .J.

X1 V1 Z'Les valeurs de -7? — ? 7 se déduisent des précédentes en accentuant
les lettres qu i figurent au second membre* Si l'on forme les produits
x ^ y r' z z1 , , . 1 . 1 i * . i--^, —i.^., „ _ , o^ trouvera, après avoir remplace les produi ts de
lignes îrigonométriques par des sommes,

s= cos(^~ ^') + 2A9^<p /^ /cos(^ -4- if^'+•j0 +J/^ ).

Les anomalies vraies p et ^ s'expriment en fonction des anomalies
moyennes l — ' a s , V — ^ ' . Nous avons vu que l'on pouvait représenter v
par /+• .r, / désignant la longitude moyenne, x un développement de
la forme

A sin (/ — rs] 4- B sin [ a / — ^rs) + . . ..,

où A et B sont des séries ordonnées suivant les puissances croissantes
de e. Chaque terme de s peut être regardé comme rentrant dans la
formule M cos(^ -4- ix}\ mais on a, par la formule de Taylor,

/3C 7*^ Î73

cos(u 4- i x } == cosu -— "—sinu — ——cosu 4"....
I ï .2

On développe les différentes puissances de x par la formule du binôme;
on remplace encore les produits de lignes trigonométriques par des
sommes. On trouve ainsi, pour le développement de $,

^==cos( /— / /) 4-2Ay^ /^^^^cos(^7+f/ /~hJCT-^-./ /OT'+frO-^/f /ô').

On substituera dans Ries valeurs trouvées pour r, r' et s, on remplacera
les produits de lignes trigonométriques par des sommes et l'on aura
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ainsi le développement définitif. Suivant l 'approximation que l'on aura
en vue, on s'arrêtera à des puissances déterminées de y, y', e, e ' .

4. Pour évaluer l'ordre de chaque terme, on conviendra de regar-
der e, y, e' comme du premier ordre. Le rapport des grands axes a-, sera
une petite quantité du second ordre. L'inclinaison- y' de l'orbite ter-
restre est actuellement très-petite et ne pourra varier, comme l'a établi
Le Verrier, qu'entre des limites restreintes. Si l'on embrasse une
longue période, y' sera regardée comme du premier ordre.

Il est aisé de se faire une idée de la grandeur de la force perturba-
trice R, comparée à la force principale, qui produirait le mouvement
elliptique. Désignons par m^ la masse de la Terre, multipliée par le
coefficient d'attraction. On sait que

ou, en négligeant la masse de la Terre en comparaison de celle du
Soleil,

n^a'^^m'.

L'expression de la force perturbatrice devient

, - / ^ \ ^ / r ' \ - 3 / ï — 3 , î 2 3s—5.^ r \!{==/z'2^2 -) — ———— -+- ————— — -+-. . . î .
\a/ \a! ] \ 2 a r' J

Comparons R et ^? c'est-à-dire les quantités qui ont respectivement
pour dérivées partielles les composantes de la force perturbatrice et
celles de la force principale. On sait que

^L== 7l2^3.

Donc ^ est de Fordre de n2^2. Par suite, le rapport de R à ^ est corn-
Tï}parable au carré du rapport — ? qui est à peu près ̂ . Ainsi la fonc-

tion perturbatrice R est du second ordre.
Les différentes parties de la fonction perturbatrice dont nous avons

eu à faire usage ont été extraites du développement donné par
M. Delaunay dans le Chapitre II de sa Théorie de la Lune. Pour passer
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de la fonction perturbatrice clé M. Delaunay à celle dont nous avons
i n d i q u é la formation, il faut exécuter les changements suivants :

î ° Supprimer la constante ^-;
. 2° Changer de signe tous les autres termes;

3° Remplacer 7 par si.n9 ou plutôt par le développement en série

de s in^ suivant les puissances ascendantes de y;
4° Remplacera qui dans M. Delaunay désigne l 'anomalie moyenne

de la Lune, par l — ^. De même g sera remplacé par CT — Q et À par 0,
Des changements correspondants devront être faits sur les lettres accen-
tuées qui se rapportent au Soleil.

Dans tous les calculs qui suivent, nous supposerons nul le l ' inc l inai -
son de l'orbite terrestre. On sait que cette supposition est sans influence
sur l 'accélération séculaire du mouvement de la Lune.

5. Nous a l lons d 'abord, en nous l i m i t a n t , comme fa fait Laplace,
à la première approximat ion relativement à la force perturbatrice,
chercher le coefficient du carré du temps dans la longitude moyenne .
Nous ne conserverons dans la fonction perturbatrice que -les termes non
périodiques du seconde! du qua t r i ème ordre.

On trouve ainsi

^-""^(-i-l62-!6^!?1)-
/désignant la longitude moyenne, posons /== nt + s; £ sera la longi-
t u d e moyenne de l'époque. Nous admettrons comme connue la for-
mule qui donne la dérivée de £ par rapport au temps :

9(h _ ^L (m ^ ̂ lEZr'r + e! (m îang 2 ÔR

dt na àa na^ e àe na^ ̂ T^e2 ^î *

Cette formule fait partie d'un ensemble d'équations dont nous don-
nerons le tableau un peu plus loin. On peut y réduire les coefficients
des dérivées partielles "̂  — à leur partie principale- On trouve
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ainsi
de 2 OR e ()R © r)R
^ /za à a 2/îa2 ()<? 2^a2 </cp

D'ailleurs,
—— == 7î'5^ ( — ï- — -r <?2 — y é?'2 -4- - O2 p^ \ '2 4 4 4 T /
()R 3 ,, <M 3 .
— == -— y n^a^e, —-=== -7 n^a'o.^e 4 ^y 4

Substituons; il viendra

r/e 7?/2 / q , 3 , q ,\-^ — f — î _ -^ ^ — - e^ -i- l2 ce2 •dt n \ 8 a 8 ' /

Examinons comment cette formule pourra fournir par l ' in légrat ion
un terme proportionnel au carré du temps. Les éléments de l 'orbite '
lunaire, e et y, doivent être traités comme constants dans le second
membre, attendu qu'ils n 'ont pas d'inégalités séculaires. La théorie de
la Terre montre que le moyen mouvement du Soleil 7/ n'a que des
inégalités périodiques. On peut donc aussi le traiter comme une con-
stante dans la recherche de l 'équation séculaire de la longi tude. Mais
l 'excentrici té^ se compose d 'une partie constante^ et d 'une partie
proport ionnel le au temps. Remplaçons dans la formule précédente e'
par é^ 4- at et intégrons; il vient

Z = / o + N / ~ ^ ^ e ' . o c i 2 '

Si t est expr imé en siècles, — - ^-^a est le coefficient de l'accéléra-
-• î Tt

tion séculaire. Dans la réduction de cette fo rmule en nombres, 011
prendra :

Pour n' l'angle décrit par le Soleil en cent anSy c'est-à-dire, en se-
condes, i^Gooooc/';

ponc 1. ]e rapport des moyens mouvements du Soleil et de la Lune,

c'est-à-dire 0,07439;
Pour a la diminut ion en cent ans de l'excentricité de l'orbite ter-

restre, d iminut ion qui est de —o,oooo4339;
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Pour^ la valeur à l 'or igine du temps de l 'excentricité de l 'orbite

terrestre, c'est-à-dire e^ === 0,01677.
Le calcul donne pour le coefficient de t2, en secondes, le nombre

-hio^Sa.
Ainsi, on voit que le mouvement de la Lune en longi tude s'accélère,

et que cette accélération, au degré d'approximation dont nous nous
sommes contenté, diffère peu de celle qui a été donnée par Laplace.

Deuxième approximation. — Principe de la méthode.

6. Nous supposerons connues les équations qui donnent les dérivées
par rapport au temps des éléments de l 'orbite luna i re en fonction des
dérivées partielles de la fonction perturbatrice par rapport à ces mêmes

•éléments. Ces formules, démontrées, depuis Lagrange^ par un grand
nombre de géomètres» sont les suivantes :

G?

d! ̂  ___L__ ^R _lî'l^g 2 ((m ^
dt """" naVr^e^siny ô^ nd^^T^^ V^ ()e 7

rf0 _ ^ ___ j__ _ OR
^l //^v'T^^siny ^9
(îe _ v/î'~"IÏ2 àR ^ZL^.'^ î 4" ̂ 1(m

dt tic^e Ow na1^ àe
(p<fe- „ ̂ .r^^ÔR ̂  ̂ T^ àR

( u w " na'^T1"^ ()^ naie ^^
(la _ os ()R
(.ît nci ôe

ç
(h _ ^ âR ^7 î2— ï + e2 OR ^ë^ ^
di """ si a ôa na'^e ôa na^^r'^^ ^y*

Nous rappellerons que
fil (h û\\ àl\—_,=: n 4- 1"7; et -.-"" == "T/" 'dt dt os, ôl

De l'équation qui donne -7? jo in te a la relation connue n^^a, ii
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résulte immédia tement
• dn _ 3 ôR

Jî ~ â2 Te '

Nous profilerons de ce que e et y sont de petites quantités pour
remplacer dans ces formules les radicaux et les lignes trigonométri-
ques par des développements en série, limités, suivant les cas, à leur
premier ou à leur second terme. Ainsi—=====: sera remplacé par i -+- — »1 ^ i — e 2 I r %

tang ^ par ^ -h ^5 et ainsi de suite. Les termes qui seraient de l'ordre
du carré de la fonction perturbatrice pourront être négligés dans les
dérivées partielles. Toutefois l'excentricité e' de Forbite terrestre, qui
joue un rôle particulier dans la question, sera traitée comme une quan-
t i té de l'ordre zéro-

Dans les seconds membres de ces équations, on regardera les élé-
ments de l'orbite de la Lune comme des constantes données par une
première approx imat ion ; les seconds membres deviennent ainsi des
fonctions explicites du temps, à la condition de remplacer les lon-
gitudes moyennes / et l' de la Lune et du Soleil respectivement par
nl^-e, n'i -+• s'. Si alors on représente les équations par les formules

, , da ( J e
^ } d ï ^ ^ - dî^9 " -

l ' intégrat ion s'effectue immédiatement , et l'on trouve

a —.: a» 4- f A dt, e -=•=. e,, -4- j îldt, . . . . .
^/o ^ /o

Ces formules cons t i t uen t une nouvelle approximation. Aux valeurs
précédemment adoptées pour les éléments de l'orbite, on substituera
les nouvelles, mais on ne devra plus négliger dans les dérivées par-
tielles que les termes de l'ordre du cube de la fonction perturbatrice-
On appliquera le même procédé a u t a n t de fois qu'il sera nécessaire
pour l 'objet que l'on a en vue.

Cette méthode, suffisante en général pour l 'étude des perturbat ions
des planètes, est en défaut quand il s'agit de la Lune. La force pertur-
batrice provenant du Soleil est ici une fraction très-appréciable de l'at-

Ann. de V Éc. Normale, ^ Série. Tome V1ÏI. — NOVIÎMBHE 1879. 48
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traction de la Terre, et Fhypothèse du mouvement elliptique est trop
éloignée de la réalité. Il en résulte dans les approximations succes-
sives un défaut de convergence qui rend la méthode impraticable. Pour
remédier à cet inconvénient, Poisson a proposé de regarder dès le
début les éléments angulaires de la Lune comme formés d'une partie
constante et d'une partie proportionnelle au temps. Ainsi l'on rem-
placera 9, ^, s respectivement par 0 4- ht, TT> 4- ù, e -+-/^. Les seconds
membres des équations (a) seront toujours des fonctions explicites du
temps, dont l 'intégration n'offrira nulle difficulté. On regardera À, i, j
comme représentant complètement le coefficient du temps dans les
expressions définitives des éléments. Si donc les corrections subsé-
quentes que l'on est amené à leur faire subir renferment une partie
variable avec le temps, on écrira que le coefficient du temps y est nu l .
On aura ainsi, après un petit nombre d'opérations, le nombre d'équa-
tions nécessaire pour déterminer A, i,j. Si l'on a seulement en vue,
comme c'est ici le cas, de déterminer le fe rme proportionnel au carré
du temps dans la longitude de la Lune, il est clair que l'on pourra
négliger les parties proportionnelles au temps qui se présenteront
dans le courant du calcul, en se réservant d'adopter, pour l'expression
défini t ive du moyen mouvement, la valeur exacte fournie par les
observations.

Proposons-nous maintenant d'obtenir la par t ie séculaire dans la
longitude moyenne de la Lune , en tenant compte des termes pério-
diques de la fonction perturbatrice dont l 'ordre est égal ou supérieur
d'une unité à celui du terme principal. Dans l 'évaluation de l'ordre des
termes, on fera abstraction de e ' . Toutefois, on exclura les termes où é
n'entrerait qu'avec un exposant supérieur à 2.

Le mode de calcul que nous allons employer repose sur la remarque
suivante : à ce degré d 'approximation, toute partie non périodique
int rodui te dans la dérivée de la longitude moyenne peut être regardée
comme fournie par un terme unique de la fonction perturbatrice.

En effet, un terme périodique quelconque, dans l'expression primitive
de j-^ sera de la forme Acosa, a désignant un des arguments qui
figurent dans la fonction perturbatrice. La correction apportée par le
calcul d'approximation sera formée de termes périodiques tels que
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B cos/S, p désignant encore un des arguments de la fonction pertur-
batrice. Si l'on veut que la valeur corrigée d e — renferme une partie
séculaire, il faudra que l'argument résultant a±{S ne contienne aucun
des angles /, /', rs, 0, dont les périodes sont comprises entre vingt-sept
jours et dix-huit ans. D'ailleurs, la supposition y' == o a fait évanouir
tous les termes où figure l'angle G\ II faudrai t donc que a ± ^ fût un
multiple de CT'seul, ce qui est impossible, puisque, dans un argument
quelconque, la somme des multiplicateurs des arcs est toujours nul le .
On doit donc avoir a ± ^ = o ; par suite, a et /3 ne sont qu'un seul et
même argument de la fonction perturbatrice.

Ainsi, un terme quelconque de la fonction perturbatrice ne fournira
d'inégalité séculaire dans la longitude de la Lune que s'il est combiné
avec lui-même. Il en résulte que, dans la recherche de cette inégalité
séculaire, on pourra réduire successivement la fonclion perturbatrice
à chacun de ses termes.

8. Nous avons déjà énoncé la règle qui présidera au choix des termes
dans la fonction perturbatrice. Un terme quelconque ne renferme que
des puissances toutes paires ou toutes impaires de e\ En ex'cluant les
puissances de e' supérieures à la seconde, on fera rentrer tous les coeffi-
cients dans l 'une des deux formes

A^ et A,+B^2.

Dans l'expression de la dérivée de la longitude, limitée à sa partie
non périodique, ces coefficients n'entreront que par leur carré, où l'on
devra considérer seulement le terme en ^2. Un terme delà première
forme donnera AY2; un terme de la seconde forme donnera ^B^2.
Pour obtenir des résultats comparables, il est clair qu'on devra prendre
A, Ao B< avec le même degré d'approximation. On s'arrêtera partout
aux termes d'ordre o ou î en e et y.

Ces restrictions posées, la fonction perturbatrice se réduit aux vingt
termes qui suivent :

(o ) R^/z^r^-"-! e^cos(o)

(,) ' ^f^^^e^cos^l-^n

48.



P. PUÏSEUX.

--J^COS^--^)

^ i L e-+-- ee'2) cos(l—n?)

3
-4- ^ ^ C O S ^ / — U — C T ' )

- --^COS^- 3 i ' ^ , ^ )

•+ ( 2 61 — 4 ^j COS (— / — Tïï -\- 2 /' i

( Q K \
+ — y e 4" — ^ô'2) cos ( 31 — CT — 2 //

— 2 e^cos^Z'— a^')

3-+- 7 eef cos ( / — çj •4- // — CT' )4
3+ y e^ cos ( ̂  — OT — ^ -+- TU' ]

5ï
„.. e / 2 cos (2^ — 4^ + a^)

-- •3 ^e'cos (— / — w "4- // -j- n^ )
/•» <^

.,.1, _ ee' cos (— / — CT + 3 /' — .CT' )

-•l- TÏ ee9 cos ( 3 / -~ vy — /' — ̂  )o ' /

21
,—- -^ ee1 cos ( 3 / — CT — 3 f •+ ̂  ;

-4- ^ ^é î / 2 COS(^— CT1^" 2 ^ — %?g')

i53
^ ̂ ^ e < ï ? / 2 C O S ( — / — CT -{-4^~~ aîïT')

5i
- -^^ : icos(3^—?^-— 4//^- 2^/)

"h^ ^ 2cos(/~OT — a/^h" 2^; [•
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9. Cherchons en premier lieu si le terme non périodique donnera,
par une seconde approximation, une partie séculaire dans la longitude
delà Lune. La fonction perturbatrice rédui te à ce terme donne, par
l 'application des formules du n° 6,

dn dl n^ ( 3 , \
— = o, -7- == n — — ï -+- - e 1 ' 1 •
(U di n \ 2 ]

On voit que n doit être traité comme une constante. Pour obtenir
l'accroissement du premier ordre de -y- 5 il faut, dans la partie principale,
a t t r ibuer an son accroissement du premier ordre qui estnul. On a donc
simplement

dôj n2 ( 3 ,\
—— •==.— — 14- - e " 1 } .dt n \ 2 /

C'est en intégrant cette formule, où e ' 2 est regardé comme fonction
du temps, que nous avons obtenu une première valeur de l'accélération
séculaire. Si l'on veut trouver l'accroissement du second ordre de - . ' .
il faut donner à n dans la partie principale son accroissement du
second ordre et dans Faatre partie son acc.roissementdu premier ordre ;
on t rouve ainsi

dûiî „ n ' 1 [ 3 ,,\ „_ ̂  Q^-i -+. — ï + - e 1 1 } ô, n.
dt , n^ \ 2 /

Mais S ^ n et 5^n sont nuls l 'un et l'autre. Il suit de là que le terme
non périodique de la fonction perturbatrice ne modifie en rien le coef-
ficient trouvé pour l'accélération séculaire.

10. Passons maintenant aux termes de la fonction perturbatrice
qui ne contiennent pas e en facteur. Ces termes sont de la forme

/l'^Acos!^ -+- i' V 4- ^),

où A désigne une fonction de e\ oc un mul t ip le de ̂  dont il est inatile
de spécifier la valeur. On pourra négliger le coefficient du temps dans a
en comparaison des coefficients du temps dans / e t dans l\ On pourra
aussi admettre que lapartie proportionnelle au temps dans /es t précisé"
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ment nt, supposit ion qui n'est exacteque dans le mouvement elliptique.
Le coefficient du tem psdans l ' a rgument se réduira alors a in 4- i ' n ' . Posons

R= /y/^Acos^.

On en d é d u i t , par l 'application des formules du 11° 6,

(In ^ . , „ , . dl 4.7z'2 ,—==:—, : ) in'2 A sin u, -7- ==: /? -4- —— A cos a.
<// dt n

La première formule, intégrée, nous donne
ai ^ == — 3 m^/A sin M rfL

Intégrons par parties, en remarquant que ̂  et par suite <— peuvent
être traités comme des constantes,

3m'2 , 3m72 rIA. o,^ == ———r,— A cos u — /——.,—r, —- sin u.in -h i îi [ i n ~ } - i n ' Y dt

L'accroissement du premier ordre de — s'obtiendra en d o n n a n t à n
dans la partie principale son accroissement du premier ordre et con~
servant sans changement la seconde partie; il vient

dàj , 4^2 ,
—"~- r= Oi n 4" -—— A COS Udt n

011
dS,l 1 3 in"1 4^ , 3m^ rfA .-— ==: i - — — ^ _,— A cos M — 7--.————/r — smu ;
dl ^tz^-i'n' n ) (m-4-^n')2^ ?

on en dédui t , en intégrant par parties,

., r 3inlî 4^2 i. <Oi l ~~~~ [ -——._______. -4-. ____L, __ | A c în y/
L(^ •+- l'n'Y n[in + f^J Asln^
[" 6^' __4^_ "[ dA
[ . [ i n ^ i ' ^ Y ' r ^ i n ^ i ' n ' Y } dt Gosul

La correction du second ordre, pour n, se déduit de la fo rmule qui
donne ^5 en y at tr ibuant à /son accroissement du premier ordre. On
trouve ainsi

—2- .-=:— Sm^Acos^. î f î i / ,
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ou, en se bornant à la partie non périodique,

rf^/i _ _ F gz3/?/4 6z'̂  "1 ^A
'"7/7" ~~ L ( m "-h ;' //y3 + n ( m -4-^)2 J ~dï5

et, en intégrant ,
. __ |~ q^3^ 3/2^4 "| .0^ ̂ - ~ L;(m+^)3 ̂  ^(T/rrF^F J "•

L'expression de -,, fournit de même

r /ôî/ ^ , n'1 , ^ , n'2 , , .^ ,
——- === os n — 4 — A ces u. ô i n — a. — A sin u. i o 1 1 ,a/ /^2 ^

Substituons, en ne conservant que la partie non périodique;

d^1 ̂  „ A2 [—S^^.. + ̂ ..̂ ^L^ .+. _/1..̂ \._,/'|.
"7/7" ~ ' ' L^t^-^- /"/^)3 n[in-{-~i'n7]2 n^ifi-{-i'n'] ]

On fera l 'application de cette formule aux termes de la fonction per-
turbatrice qui rentrent dans le type choisi. Dans le coefficient A2, on
ne û'ardera que le terme en e / 2 . Pour déduire de la formule précédente
la portion introduite par chaque terme dans le coefficient de ^ , i l suf-
fira de remplacer e ' 2 par ^a, a désignant la diminution en un siècle
de l'excentricité de l 'orbite terrestre.

Il sera inut i le de considérer les termes qui, dans notre développe-
ment de la fonction perturbatrice, portent les numéros (8) et (n^) . Ces
termes introduiraient en effet dans la longi tude moyenne des parties
contenant en facteur^4 . Il suffira d'appliquer la formule précédente
aux termes qui portent les numéros (i) , (2) , (4). (5). Pour le calcul
numérique, il sera commode de poser — == ^; la formule générale de-
vient

dë.i_ ., ,r 9 . _9_ . _j4_~]._^ A v n \ — y . + ^ + / ^
2 i4--.y) ï 4 - - y ï 4 - - î ^

L \ i 1 \ l 1 \ l /-i •

Le Tableau suivant fait connaître l 'application de cette formule aux
différents termes :
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MMlillÔS

î les ict'mes».

^1

w
( î !

( : ) )

^.

'2

0

'2

'2

^.

— 1

31

A.

3 i5 ,,
4 8 '

3 ,
. 8'

'21 ,

-s"

A2.

îb

.9,,'.
64

"• .'.
O-î

PARTIE PROPORTIONNELLE A ^ti DANS LA LONGITUDE MOYENNIi.

^Va^r 9 î 9 t I4 116 -«———[^ a(i-.)- • (i-^ ' i-v J
09 -v^'^ r 9 i 9 ^ I 4 1^.^.r./.; ^ , î ^ ^—^

•2 I— - V ï - - -^ I- -'JL \ a y \ ^ y 9 - J
- 1 1 r ,,n,/ y / ,//
64 '^^• / / /r 9 î c) ^ i

/ 3 V / 3 \ 2 T 3% i — ~ ^ i^.-^ j i ^ ^
- \ '1 1 \ ^ ] a J

Pour la réduction en nombres, nous ferons usage des données qu i
ont déjà servi dans la première approximation. On trouve ainsi, pour la,
part ie du coefficient de ^ relative à chacun des fermas considérés,

C^-S^iSo,
C^o,
C^+o^ï^g,
C^=:•+•8//,9827.

11. Passons ma in tenan t aux termes .de la fonction perturbatrice qui
contiennent e en facteur. On posera

R = n'h^e A. ces ( II +• i' V — CT 4" a ),
%

a étant un mult iple de ̂  A une fonction de e ' . Pour simplifier l'écri-
ture , nous désignerons, comme tout à l 'heure, l 'argument par u.
L'application des formules du n° 6 donne immédiatement

de n'2 , . rfro 7^2 ï ,•— ^z—ASIUM, -j. = = — — - A C O S K .
ul n dt n e

Intégrons, en remarquant ^que -. peut être traité comme une con-
stante; il vient

^ » n ' ï rfA
2 <//

JA
/^(^ + <7//)2 ïy7

^ ^ cosu 4- -7-".——-—— — s in u,
i n1} n m-4- ; ' i l ' ]2 dt 1 tn[in + i 'tV

^ , .DiCT r.̂  — —————.. „.,—,-.-..„ A S lï) M
. ne [in, + i n ' } COSM.
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P a r l e même procédé, l 'équation

dn
~dt 3^nl2e A sïnu

nous donnera
Ïin^e , Zîn^e dK .

o n ==. -.———.,—7 A cosu — —.————— — s [nu,
in •^l'n' [in -4- i'n' f dt

On n'a pas à se préoccuper de à,/, qui fournirait des termes contenant
au moins e2 en facteur, et par conséquent sans influence sur le résultat
que nous avons en vue. L'équation qui fait connaître -77 donne, par
la difleren dat ion,

do-i n~d'r 3 m^A sin u ôi e -l- 3 in^e A cos u ôi vj.

Subst i tuons, suppr imons les parties périodiques et intégrons; il
viendra

3 m'4
o^n ===• — —————r,—r^» n •^ n [ ( n 4- i n ' f

On trouvera de même» en. difl ierentiant la formule qui fait connaître -n

dôl! .,:= ô, n 4- 7^2 A cos u ô^ •4- ̂  e A si n u <^?n.
C//; 2 /?, 2 /î

On en déduit , par la substi tution des valeurs de S ^ e et CÎ^CT et par la
suppression des termes périodiques,

d^l ,T 3ir^ , 7/î77^ 1
w •+• ^ ï z ' ) ] '

-— A
W ^~ 1,2 n ( m 4- ?' n' )î ->. n2 ( in + f /?/ )

n'ou, en posant comme précédemment ~" = v,

^^ A^^'r—3^— 4- _7-^^^^^^^ + ̂ ( z + z ^ l J *.̂ _ _ A ^ /& ̂  ̂  ̂  ̂ .^ 4- ^^. ̂  ̂ ,^

Dans A2 on ne devra conserver que la partie qui contient en fac-
teur e / 2 . Il suit de là que les termes que nous avons inscrits dans la
fonction perturbatrice avec les numéros ( i 6 ) , ( i 7 ) , (18), (19) n'ajoutent

Ânn, del'Éc. Normale.''2e Série. Tome V I Î Î . — NÔVEMIÎBE 1^79 . ^9



386 P. PUISEl'X.

r ien , dans la seconde a p p r o x i m a t i o n , au coefficient de l 'accélération
séculaire .

11 suffira d ' app l iquer la formule précédente aux termes qui sont
désignés dans la f o n c t i o n pe r lu rba t r i ce par les numéros (3 ) , (6) , ( 7 ) ,
(9 ) , ( , i o ) , (1 :2) , ( i3) , ( r / i ) , ( i 5 ) . Le Tableau su ivan t donne le résultat.
de ce calcul :

M'ME KO S

(îe.-i ternies,

W

(6)

(7)

(9)

( '")

f i a )

( i3)

( '4)

( < 5 )

/.

1

—— 1

3

Ï:

'

3

3

//.

0

'2

2

•

"i
\î

"î

A.

ï 3 ,,
- -4-- C• £

'). .'[

9 45 ,,
4 '"iT

3 1 5 ,,
>,-'--8 ^

S ,v
p
r.'s

G3 ,-r'
3,'
8
at ,.'

' 8

A2.

-^ .
4
4<»5 ^,

1 6 ''

45^
"- •s(/-

,•!,"••
^
8 1 ,„
C».';

3()f)9 ^/,
( > •i

-9 ,.'.
G4

.ii'̂
()4

l'AilTŒ PROPORTIONNELLE A t2

(ians lîi loiir;'i!,uilc moyciitio.

- 3 ^/.///(^/)
4 \ '2 '2 /

if)5 , „ , r" 3 7 iJ (yy.t.//'n --.—-.— ..,.4- --v— .̂.-—.-,
î () L 'À ( 1 — •}, ;,; J * ' 2 ( 1 — '2 ^ ) J

^ <y.t.^\-9 ,,-,-.—— 7 1
l() ^ • A f ^ - - ^ ^ ) " 9. (3—9,*^) j

-- -9T ^.^'a/.//'/ ——'-'-..-— -^4- ...--,/—-
i(.» <) L 9,(l -i-^" '2 (1 + V J J

- .9, ^^^/.//^ . JL -„,... .„„. Z 1
î ( > " ^ •2? 1 — ^Y •2(l — ^ j i

81 ^ • />. / / / / [ " :i . 7 1.̂ ,^^./^j^^...^^^^^ ..„,.• .̂.̂ ^ J

'î"?^} / -» / r "î 7 ^
G4 •• [2 (1-•^^ a^-^) j

(i <V^^[ ,̂  + ,7^.)]
441 rS1'-^ ///i" î l 7 1"-" •(H^'^'^i^^.f^1 ()(i-.)J

Le calcul numér ique de chaque terme a donné en. secondes les résul tats
suivants ;

C^ ) =::r + o, 1 4 56 C,") :̂  -i.... o, o()9 î C,1 ;i 5 ;":::•: -11-1- ï 6,83 î 4
C^' = "l1- 6,0748 C,1 o f :̂ .4- o, i2o8 0^ ̂ : 4- 0,0094
C, 7 5=:—o,ï945 Ç a 1 2 ' ̂  - 0 ,2718 (::21 î' ' =: 4- o, 4933

Si l'on réunit ces nombres à ceux qui ont été fournis par les termes
indépendants de e, ainsi que par le terme non pér iod ique de la fonc-
tion per turbat r ice , on t rouve , pour le coefficient de l'accélération
séculaire,

C^^Sc).
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C'est, à 0^2 près, le résultat d'abord annoncé par M. Adams. En faisant
dans les dénommateurs de nos formules v == o, on retrouverai t la
valeur que M'. D e l a u n a y a obtenue par une marche analogue à celle

1 ({lie nous avons suivie , suais en négligeant le coefficient du temps dans
la l o n g i t u d e moyenne de la Terre (voir les Additions à. la Connaissance
des Temps pour 1862).

12. Nous a l l o n s main tenant , sans sortir de la deuxième approxima-
tion, appor t e r dans le calcul une précision plus grande. A la partie
déjà considérée de la fonclioa pe r îu rba l r i ce nous jo indrons les termes
du qiiatrièn'ïe et du c inquième ordre, le terme p r inc ipa l étant regardé
coirnrie du second ordre et é é î a n t traité comme une quan t i t é de
l'ordre zéro. Celle extension ifapporlera, du reste, aucun changement
dans la mét i iodc s u i v i e . Nous corsimuerons à supposer nulle l ' inclinai-
son de rorbile terrestre; mais nous aurons égard à l a 1 p a r t i e propor-
l ioone l ie au ternps (tans hi l o n g i t u d e du périgée luna i re . Provisoirement
on Tîégii^era. toules les parties de la fonction per turba t r ice qu i con-
t i ennen t en f a c t e u r e / ^ » Les ternies qui en résul teraient dans la longi-
tude rnoyeî'me de la Lune s e r a i e n t , e n e d e î , mu l i i p i i é s parJV'A

Les ternies de la fonct ion perturbatr ice qui rent reni dans les con-
di t ions posées sont au nombre de trente-cmq. En voici la liste :

(„) u,^j [- ^ ,_ y.- |..,-^(- J + ̂ - ^<-)]cos(o)

r ?> s i5 - / 's i5 75 \"i(, ) ,., ̂ - ^ -,. ^ ̂  + -y-,. + , -• ̂  - ̂  ̂  - ̂  ,^J cos (. / - ,. /' )

(.) +.[^ - ̂ - ,;i^4-^(l - g.-- ^e--)Jcos(/- ̂

(3 ) ,-.J...j^|.-.^(-^-.^..^.)Jcos^.-..)

( 4 ) -,.-^,-|^..,-|.-...(^-^^-^.)Jcos(3/-.-..)

( 5 ) . -I- e Ç- ̂  -' - '̂  9-' + ̂  e^ cos ( 2 / - 3 /' -t- ro' )

(G) -..'(|-3g,--^^cos(./-/•-.')

49.
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^ ^ f 0 - ^ J^-j^cos^^-znn
\ 4 b ° 7

^ ̂  f 3 9 <p2 — -î- ̂  cos ( l — ̂  + ̂ / - ̂  )
\4 ° 3a /

_ ^^ f 3 j ^— -H^cos^—^ ^r- i-^)-
\4 0 02 /

+ ^^' ̂  j ̂  -^ cp^ -î- J^ ̂ A cos f l -+- ̂  — ^ / - ̂ f ]

, /63 63 27 3 ,\ / , a y, , , ^-+- ^^ ( -^ — "̂  y2 -— —7- e 2 1 ces ( l -4- n? — *3 ̂  -l- CT j

^ ^^ ̂  _ ̂  <p2 _ .̂ ̂  cos ( 3 Z - ̂  - r- ̂  )

+^f„ l I+%Lo^^^^cos(3/-T^-3^ /+^)
\ b ib ' 04 /

( "î \
-i- é;2 — -4- —— e ' 2 } COS(^1 — 2CT)o ïb /

( 3 ï 5 . \ , , , y, .

-4.- ^s — - -4- -— e 2 COS ( 4 ^ — 2 W — ^l
4 ° /

-4- e^— —> "l1" •̂  ê'2) COS (—'.>. CT -{- '% ^.)\ y ïb /
.4,, .ps ^.— „....- ^ ^2^ cos ( a / —- % 6' )

/ îî /"' \

4» ^2 ^ — ,̂, ^/ï ) COS ( — d 6' -T- 2i ̂  )

-•^(--l-r'2)00^-^
. , -^(^_|^^^cos(3Z-3/ ')

3
---i- —r <32 ̂  COS ( 2 l — 2 W — ^ -+- CT7 >

10 • /

i5
^- ~^ 6>2^ cos (— a?n -h l' •+• w' )

———— ———^. ^2^/ ÇQg ^———— ^^y ̂  3 // ———— ̂  \ •

10 .

-4- o eïe/ cos ( 4 ^ -"- 2; CT — ^/ — ̂  )
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(a5)

(9,6-)

( 2 7 )

(28)

(39)

(3o)

(3,)

(32)

(33)

(34)

0 T- — e2^ c o s ( 4 ^ — ^CT — Sf-i-^]

3
-r- -̂  e2^ C O S ( 2 / — 2CT + ̂  — ?ï7')

- -^p^cos^J-- ^ -h^—^ 7 )

-- ̂ ^c^^-20--^^)
10 '

3-T- -7. y^'cosf^— 20 + /'4-CT'j

- — 9^' cos(- 20 + S/7- ̂ /)

- -Q ^ ^COSÎ / - - ^ )o eu

-9 ^e ' cos (^ -2Z / +ro / )
b tt

-l- 5 ^e f cos(3 / -2^ / -OT ' )
0 (v

20 (iv f / *T> y /' if /\^ ^ ^ c o s ( 3 Z ~ ~ 4 ^ •+ ro )
0 Cv

13. Comme dans les calculs qui précèdent, on a le droit de consi-
dérer isolément chaque terme de la fonction perturbatrice. Demandons-
nous en premier lieu si les parties en e2 et y2 introduites dans le terme
non périodique modifient la valeur fournie par ce terme pour le coeffi-
cient de l'accélération séculaire.

Posons =*"•"[-?K.=:n,'là l^-l^+^l
3 9 ,
S4--^ •^

on en déduit, par l'application des formules du n° 6,

dn de d^
dt^09 dî^09 dî^07

dl ^
—==^"4- -dt n

'l\-i L
, i+â,

8
Q , / 3 63 „ 4.5 ,\
je2+e '2 [-^+^-16e]
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Pour appl iquer la méthode de Poisson, il faudrai t prendre les varia"'

t iens du premier ordre de n, e et o en intégrant les valeurs de -r-"> - r , ' )

-0- On voit que n, e et y doivent être regardés comme des constantes,

Donc, l'expression précédente de — n'est pas modifiée par la seconde

approx ima t ion . La partie proport ionnelle à e^ dans ~j reste donc

n^ , ( 3 63 . 45 \
—— 6/2 ( _ ^ 4- ^ --" —— e ,

H. \ 2 02 ' ÏO /

du moins en se bornant aux puissances de e et de 9 que nous avons
conservées.

14. Occupons-nous main tenan t du ternie désigné dans la nouvel le
fonction perturbatr ice par le n° 1 et qui a pour argument ^l— 9Â'.
Pour plus d ' un i fo rmi t é dans les calculs, on posera, en remplaçant les
coefficienis numériques par des lettres,

II = ^W[A 4- Bep2^ Ce2 + ^(A/ -+ BV-h C^2)] cos(^ - ̂ / / ) .

Nous abrégerons i 'écri lure en représentant par u l ' a rgument 21— 2f
et par p le coefficient du temps dans cet argument.

De rexpressioû de B on dédui t

àl\. ^ àR.^ =o, ^^^

/)R1" ̂  _ û^'^a^A^- By2-^ C^-h^^A^ ïry2^ G^2)] sin^,

()R ̂  ï n' ^ ̂  cp ( B •+• BV2 ) cas u,
ô^

.\ j>

— == % /^W e (C -h Ce"2 ) cas ̂ ,de

^R = a^^^A 4- B?2-}" Cô2 + e'^^y-h B^^-h C'e^] cos^.
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On en déduit , par l'application des formules du n° 6,

^^_.̂ |,,(B,.̂ ,,,(c,̂ ,̂.[,v,( .̂̂ ,.,(c^ .̂.]S,,n«,

^ -^e^A+lïf^fc-^e^^e'^^^W^+fc^^eA^^dt n { T \ 4 / |_ • \ 4 / J 1

î , ^ n + !L [ 4 A 4- 3 B yî 4- 3 C e2 4- ô"2 ( 4 A/ -+- 3 W^ + 3 C/e2 ) cos r< ],

d- = — 6 »/ï [ A -{- B o2 4- C ê2 + e'1 {k' 4- By + C^^)] si n M .

Intégrons cette dernière formule , en nous rappelant que -— peut
être regardé comme une constante. On trouve, pour la variation du
premier ordre o^,

(v^
o, •fi ̂  —l» r ̂  -î-- jî (p2 4" C e2 -l- e ï { À ' + Bo2 4- C' e1}} cos ̂

P '- ' .. T U

f);/"-' r/ ^'^...„, -.4,. ( v 4" By + C^i •—" sin ̂ .p2 • ' ' al

D^a i l l eu r s

^= ô,n 4- ̂ [4A 4- 3B92 4- 3C^4" ^ 2(4A'4" 35r©24- SCe^cos^.
f!" l' îi

En i'ntégrânt,, il vient

o, l :::-:-: lî  (A/ 4- B'ç2 4- C^2) ̂  cos w
n3 • ' M /

^,/2

4. 'i— (-A, 4- BcpM- C^^-i- ^ / 2 (A '+ B^2 4- Ce2)] sin ^

.̂ ,, !̂  [4A,4- BB^2^ 3(^4- < y /• 2 (4A/+ 3B /924•- Sa^Jlsiri^.

+Zî^f4A'4-3B /c&24-3C /^) r f :—'cos^^. • • •^/^ ' (/£
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On trouve de même, en intégrant les formules qui donnent -,-5 —^

1/2 / / A \ r / A^ 1 )
ô,e ==—<=? A- l -B^+tC-- e2+<0 7 2 A^B'o^ C/— — <?2 COSM

^P ( \ 4 / L ' . V 4 / J (

-^J'A^B^^fc^^^^sIn.,np1 L T \ 4 7 J ^

^ ,^==^©|A+fB+^^ 2 -^ (c+ A ^ 2 4-^^A / +fB / 4-^^
^ ( \ ^ / ' V a / L \ i2/ Y 2 / Jl

^ r./ /-D/ A'\ /,.,. A'\ "i j.^2.— —- co A' 4- B' 4- —• ^ + C' -h — ) e'1 —— sm K.
n p 1 1 L \ i 2 / ' \ • 2 / J ^

Pour oblenir la variation du second ordre de n, il faut, dans la for-
mule qui fait connaître -r-; attribuer à /, e, y leurs variations du pre-
mier ordre. On trouve ainsi

i^l ̂  ̂  i ^ ̂ 2 ̂ , -r- B y2 4- C ̂  -4- ê'2 ( A' + Bf 92 + (7 ̂  )] ces a ô, /

— iïn^(f(i} -[-We'2) sin^ôiy — i^/z^c^C 4- (ye'^sïfi.uSie,

ou, en remplaçant (?J, c^ç/, (?i<0 par leurs valeurs, suppr imant les par-
ties périodiques et intégrant,

^',= ̂ . 7^1 [AA7 4- (AB' 4" BA')92 4- (AC/ + CA')^]^^
a^n

-——• [4AA / 4 -3 (AB ' - ^BA / ) 9 ï 4 -3 (AC^CA / ) ^ ] e ' 2 ,

Cherchons p o u r - y - l a variation du second ordre; il faut , dans le
• Cvl '

terme principal, attribuer à n sa variation du second ordre, et, dans le
terme perturbateur, donner à n, /, <?, y leurs variations du premier
ordre. On aura ainsi

rfoj == s,yi - ̂  [4A 4- 3 B^ 3C^4" ^(/^V-h- 3B/92-^• 3C^2)] COSMOS
Ct t /d

/ >Y l ' ' 1

-_1- [4A-^3By2+3Ce2+e' : i(/ | .A'+3By+3C /e2)]sinyo,^

î> y?^ Q y/2

4-—-9(3B-^3B / é ' 2 )cosMO^a)-^ - —— e(3C-4-3C'e") cos;< ô,e.
/î' IÏ
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Remplaçons â^n, S^n, â^, §iy, S^e par leurs valeurs. On ne doit
conserver que les parties qui con t i ennen t en facteur e 2 . On négligera
les termes périodiques et on limitera le mul t ip l icateur de e'2 aux termes
qui seront d 'un ordre égal ou inférieur à celui d e — ^ . O n t r o u v e
a ins i

doîl ̂ ^ 73^1 [^•4- (AB'-hBA'W-i- fAC'+CA^2]^2
dt p^ L ' / T . •

(\rï^
_ ̂  [i^AA^-K^AB^ BA /)(p2- i- Io(A(/4•• CA')^]^

ÎH^

_ ̂  [56AA /-^-42(AB /-^-BA n9 2-^43(AC/4-CA /)e 2]^ 2 .

II ne reste p lus qu'à réduire cette fo rmu le en nombres et à r empla -
cer n ' e ' 2 par n ' t . é ^ al pour obtenir en secondes le coefficient de l'accé-
l é r a t i o n séculaire fourni par le terme d ' a rgument ^l — ^l'. Il est bien
cla i r que , en supposant e= o, y == o, on devrait retrouver le nombî 'e
précédemment obtenu.

15. Un même calcul peut d o n n e r a la fois les résultats qui se rap-
portent aux termes de la fonct ion perturbatr ice désignés par les nu-
méros ( '2 )7 (3) et (4 ) - II suffira de poser

R 1-= n'ci^^A "+• By2-!- C^-h e'^A'-î- By-h C^2)] cos(z7 — w -h i ' I ' }

et d ' a t t r i b u e r a u x lettres A, B, C, A', B', C, z, i ' des valeurs conve-
nab les p o u r représenter successivement chacun de ces termes. Comme
tout à l 'heure, nous désignerons par u l ' a rgument et par p le coeffi-
c i en t du temps dans l 'argument .

On t rouve, par la différent iat ion,

r)R — o ÔR == n^a^e \k ~+- By2 + Ce2 -h (A / + B^"-^ C'e3} ̂ ^sin //,
(}0 ÔV3

<m -.^<)a, ^-^n'^e^^+^'e'^cosu,
ôl ônj ô(f
àK ^n^'a^A +B^+3Ce2+{^/-^W^--^3Cr€2]e'2]cosu,
ùe
(m ̂  ̂ n'^ie [A + Bq)2 -f- C^M~ ( A' 4- By-+- C'e2] e^] cosu.
()a

Ann. de l ' É c . Normale. ^ Série. Tome VIII. — NOVEMBRE 1 8 7 9 . 5o
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I l en résul te , par l ' app l i ccUion des fo rmules du n0 6,
(h n ' ' 1 „ ., /?o , , , , , ,
^-^'-^T^-^ ^lnll>

<-' ---:/'-} A+BO' -T- f c— -'-A —-'• A/l^+rA'-i- B'^- : '-^fc'—-'-.\'--'•A'^ ft2 S
t l l ii { ' \ a 2 7 L ' V 2 2 / J
( K - - 7 ' " 1 A+BO'-T- (C- -^A-- ' - A/)e2+^A'-^-B'o2-^fc'-^V---- '•A'/•L2 L'^sinw,

' A-^B® : ; - t - (3C—- I -A^ ; - i -^A ' - i -B 's '^+fsC'—^-A^e 2 le'^coy»,^AL1-,- fA' -(- B's2-!- fsC'-1 A^ e2 je ' 2 1 coyit,i • - i ^ r- '̂ >y î 1 <-» ĵ — —c\ n. ~t- 2l -t-~ JL> •^ ~i~ ^ LJ — —ai ne ( ' \ s. j \_ ' \ 2

^.-..-/,-,^^A4-jB.'4-(jc-4A)^-^^A'4-jBV-^(j(:/+^A')/|^

<^:- —îhi'-e[^ 4- By-'-l- C<-'+ (A^ B'y2^- C'ff ')e '2] s in«.

Ces équations, intégrées confonnément aux expl icat ions données
dans les pages précédentes, conduisent aux forimiles

T?"//2
o.tt. ;= ——<»[A - i-By'+Ce'-h^A'+B'y2— C'c') e ' ' ]cos?<,

-^.^(A'+By-l-C'e^^sinK,

o, / = fi^ e ( A' + B'9' + C'e' ) ̂  cos «

3/w'2
4. -,-e[A -+-B9 ^-^-Ce2-+-(A'-^ B'y 2+C'e 2)^ 2] sin;(

-,-^e SA-^jBr-(jc-4A).'4-^'-,-jBV•4-(jc'-4A^^'2jsin«

-^^^^)^^

0'' "— ̂ | A+By'-l-(c-^-^A^.2+[A'--B f92+( /C'-^A'-^A //)^|^ » cos«

-.^[A'.-,-BV-,-(.7-,A'-^V/).j^.-n.,

ô'OT=~^'iA• i•By !^(3c-4À)é'+[A/+B'^-r(3c'-;A')<'2^ f f'2!•si"«
-^[A'-^v.-oc'-^^^^cos»,

0 1 9 =:- ̂  '-^ ^(A + A'^)co.s« 4- ̂  '-̂  eoV ^-'sin»
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Passons à la recherche des inégalités du second ordre. La formale
qui fait conna î t r e— donne, par la d i f f é r e n t i a t i o n ,

/ < N
(w^—.-~3i^^!•^[A-^}^2^ C^-hfA^- B'9-~r- C'e^^^cosu^l

-4- ïifi^e [A -h-Bû2-^ C^-r- ÎA'-r- By+ Ce^e^cosu ô,^
-- :W2 [A -4- Bo^âC^- l -ÇA'— B^^-^C^I^sm?^,^
-- 3 in''1 e îp ( 2 B -i- 2 B^'2 ) si n « rîi, Q .

On en l i re , après la subs t i tu t ion des va leurs de o\/, S , ^ ' ^ , à ^ e , S i O
et la suppression des parlies pé r iod iques ,

q/V4 , , , .ô,// =-— J'—— AA^ 2

P
3//?/1

2 /?/^
[ 2 A A / + - 2 [ B À / + ABnîp-^fSAA^-h .{CA^- 4^(7 - AA')^]^^

^/On a d ' a i l l eu r s , en se repor tan t à la va l eu r t r ouvée pour p

d 5 , f . n" 2 A / 4 • ^ I r o 2 • 4 ( ô c y 4 • ^ \ / ) ^ | ^ J C O S / / i •9. -2 1 \2 8 j ] \
^ L ̂  .4.,. :!B ̂ :> - i-1 -( : -4- - \ } e- -\ • -^V -i- - B'o2 -l- -(;y-i- -; \/ ^ ^'2 ! ces // ̂ n' - O ^ i -

I L - ( ^ -2 <

' 5 ,, T^^^A-^B^^.^i:-^
/^ ^ ?. 2 \ 2 b

:-l -A ^ • i ^V-4-'1 B ^ ^ - h ^ C ' - ^ A ' e7 ^ ï s i n ^ o , /8 / a 2 ' \, 2 8 /Î A ' + ' B 'a 2
5 - . , 'A^.. , ^2A^...5B^-^-f^(:'-,^A'„.-

-.> 2 ' \ '1 b
^ 1- eU^ -r - U 9^- - C-i.- " A <?" 4" -z A' ̂  " B^" + - (/-r , A- }e2 e"^ siu u o,^"-JlA-,-0!

/t ( '.l 2

re" ) 7 , , 5.
/(, / 9, 2 ' \ 2 ^ / ° 2 ' \ '1 b \

'5..., 3 , ;\ 1/^/. . 3 A_,„ .ZAd—B^+ —C+-A ^- r1• yA f4--B 'o-h - C - ^ A 7 ^ ^82 8^ / 9. a

[ 5 B -i- 5 W //ï] ̂  y c os u ôi y.

Aux v a r i a l i o n s rLn, 0^^ ô^, ô^, ô,^ f î , ç s u b s l i t u o n s les valeurs
trouvées an té r ieurement . On o b t i e n d r a , après quelques réductions
fac i l e s ,

( / 0 , f C) / 3 /^ 4

AA'e^72

( I I " " " " " "~ p^
3 m74

^AA 7 ^- -2(!LV4- AB^y2-!- ( l o A A 7 / + 4CA' -h . iAC7- A A ' ) ^ ] / - ^
2/^

^- -—-- r i4 AA' 4-12 f AB' + BA^ o^ "4- ^4 AC'-!- -s4 ÇA' - 6 A^ -i- 4% AA' / ) ^}e-1.2 n1!) " / > <
5o.
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Ce(te équation fera connaî t re en même temps les résultats numériques
relatifs aux termes ( 2 ) , (3), (4) de la foncl ion perturbatrice.

16. Nous pouvons aussi regarder les termes (5) , (6), ( 7 ) comme
compris dans la formule

R=~-nf2a'iet(K-{-'B^•+ Ce2) cos(/7+ a ) .

Il en résulte
()R _ f)R _
àe-09 ^w o ?

— =r —iîi^a^e^K^ Bcp2^- Ce^smu,

—- =: n^a^'x ^Bç cos//,

.— == u'^a^è x 2 Ce; cos u,

— ---= 2 ̂  W ( A -l- B y2 -i- C c?2 ) cos u,

et, par suite,

c/9 //? /2 ,r ï . / ï - r , \ i 1^ ^ ̂  ̂ . y^j^ A ̂  ̂ .B + ̂  A^) ̂  + ̂  C^J .in^

g=--Ï.4^.4B,...(,C-gA)«.]s.«,

^ = re+ 7 -̂ e'(4.A -l-SBy'-h-SCe^cos?^

, ==— îin^e^K +B(p2-^- Cét'^sinM.

Calculons les accroissements du premier ordre

Ô,B:= -^^'(A + By2^. Ce2) cosw- 3/-^-2 (A 4- By^- Ce2) ̂ ' ski u,

0 1 1 =" 2-̂ -' (A +By2 + Ce') •̂ ' COSM -+- ̂ -'^(A 4- By'4- Ce2) sint<

-l- —^A+^B^+SC^sinM+^^A+SB^+SCe'î^ 'cosM,
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in'1 V î , /'I rv T i\ r ^ ~1 /ôi 9 =^ — cp - A 4- - B + —, A ®2 4- - C 6-2 e' ces ̂
' 7Zp T [ 2. ' \̂ 2 24 / 2 J

_ ^y FA + (I B + -L A^-4- -'C^^sin»,^p L2 \2 ^4 / 2- J <u

ô,é?==, ^^PA + I•R92+f lC-~-^^1 e 'cosMnp |3 2 ' \2 b / J
!nrî F I 4 I i> . ( T P ! A \ .1 f/^ •— — .e \- À 4- - By2 -i- - C — ^ A } e'2 -y- sm ̂ .
7?^^ LS 2 ' \2 0 / J dt

Substi tuons ces valeurs dans la formule

d^ =:_ 3 /^'^'(A-l-Bo^-C^) cosuôa

— 3ir^f2e' X 2Bîp s\ïïu ai y — 3inr'ie X 9.Ce s în^r î ie .

On trouvera, en intégrant,
c\î^ n ' «

r}, ̂  == — =——. ( A2 4- ^ AB y2 -4- -?. AC ̂  ) e'2
ïf^ '

^. 3 i!̂  (4 A2 -h- 6 AB œ2 + 6 AC e2 ) é?'2.
4.np2

Nous avons ainsi tous les éléments nécessaires pour calculer l'ex-
pression

{w-^ S^n— ^^(4 A • 4 - 3 B y 2 - + • 3 C 6 2 ) c o s l < ô , ^ ^
ut ït'

— ^ 2 ê / (4A•+ -3By î +3C6 2 ) s in^o^ /
/î

4. ^^^ x6Bcp COSIAÔI(P + ̂ ê'xSCecosr/ôiÈ-.TZ ' n

La substitution des valeurs de S^n, S^n, §J, r ï ^ y , r ï ,^ donne, pour
le coefficient de c^2,

^^^R^^^A^AB^+AC^^
^ p3 \2 T /

_3^( 6A 2 ' + -^oAB4> 2 -MoACe 2 )<s / 2

a^1 '

_ ^l(a8A ; t+42A,B92+4^ACe2)<> /2.
27Z2^ •
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Telle est la formule dont on fera l 'application aux termes (5) , (6),

f 7 ) de la fonc t ion perturbatrice.

17. Les termes désignés par les numéros (8), (9), (10), ( ï î ) , (12),
( î 3 ) ont pour expression analyt ique commune

R:-:-: n^^ee^A -4- Bç'2-^ Ce2] cos{il — CT-+- a).

Les dérivées partiel les dont nous aurons à fa i re usoge sont

OR àR , , , , „ ^ , . OR . OR— r-r: o, -;.-•"- = n ^c^ee (A 4- BçM" Lf?^ si!) u, -,. ::,r:,: — i - ,
()0 ÔTS ' ' ' ùl docr

{ — ̂  n'^c^e^ ^< î B ® cos«, ",— = n'^a^ A -{- Rœ2-}- SC^)^ cos^,
^9 de t

aï>
—- r».- 2 j^2 cie f A -r- B ̂  -}- C e2) e' ces u.
àa l T

On en lire, comme précédemment,

<7ç n/2 ^ © , . . . , .T ̂  „ __ j _.. / ^ ^/ 51^ y
a^ n 2

^ ̂  [A 4..̂  B92 . (C-4 A -4 ,w) ̂ ] e'sin^g^^[A4^B,-.((^4A^4A/)^]e'sin/.

^ - -^ [A+Bf4 . - (3C~I ;A)^ ]^cos^^^^^rA,.,,.... n .̂.. ̂ r ^ ï
rf^' /îe?

rf/ ^a ["7 , 5. /5,, î \ I^ n ,.. , , M A + , B^ 4- - L -i~ , A ^ ^ ces „,- - —— i { , -r- -—— (î -- ,& -|~- -- ,o^~ -,..- — ^, .~~ - ̂
a^ ^ [ 2 '2 ' \2 8

Jn
Jt 3 m'̂  (A 4-" 2^9^ 4- Ce2) ̂  sin u.

11 en résulte, pour les variations du premier ordre,

3^/2

à, n =: —— 6- f A 4- Bç' -h C e'1} e1 cos ?^? \ T /

• ! 3/^/2 , , .̂  .. ,„, . (V^ ^ e[h 4- Bç-h te2) ^SIIH^,
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^ , 6 in'2 , T. ^ ^ ̂ôi / =r —— e i A 4- B ̂  -h C e2 — GJS ̂
p ' ^

3/,/2

-4- —— ^ ( A -4- B ©'•' 4- C <?2) e1 sin /<
/^ ^

- ^^^ r iA+^B^^ - f^C- t—AL 2 ] ^s în^
//.» [j'2 9- 1 \ tA b / )

.,„ 'Ll, p A + 5 BC.- + ( 5 G + - A) ̂ 1 ̂  cos^
np'1 [^ 2 - \2 8 / J dt

J t f î e.^ , .. , , f^2 f-Q, • < » ^/ .o, ̂  .-:= -- --- — 1 1 —• i } A e' cos M + - ~-, — l T -— i ) A --.- sin /<,
/?^ 2 v ' np^ 2 * a^

o, fi :-•:. — ^— r A + Sî o2 4- ( ('. — ^ A — ï- A /' ) e2 e' cos ̂/v^ L • \ a -î y J

4. -'iJL 1 A. 4" Bu2 -+• ( C — •î- A -- -t- A i } e'2 (~-e- -mu,
^ L ' \ 2 2 ] \ dt

S, rn •:.:-„•: ..-.-.- ^- r A -î" B î^ -h f 3 C — -r- A \ e3 ê' sin ̂/v^ L ' \ 2 J J
^,.^lfA-,-B^+f3C-^Lw^L ' \ 2 / J ̂

f/expression de -^ nous donne

^^^^ 3^^(A ^B^C^cos^o,/

4- Sm^etA. -r- By' 4- 01) é*' 005^0,717

— 3 in2 e ;.< î>. B <p ̂  sin z^ ôi y

. — 3 in"2 {A 4- B 92 4" 3 C ̂ 2 ) e si n z< o, ̂ .

On voil aisément que la partie qui est m u l t i p l i é e ptir r î , y peu i ê t r e
négligée. Il v ient

^ - - 9^^- ̂  [A' .- .AI^ -r- (4AC - ̂  A- ..- 1 A'/).'] .'.
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On écrira de même, à l ' inspection de la va leur de • , . >

(w == ̂  4- ^e ['^4- ̂ B^H ( 5 C4- - Â ^ ̂ sm^^
</^ " ^ | '.î 2 T \ 2 b / J

_ ^e r^^^Bq^r ( 5 C-4- ^A^-2 l^cos^ô. / î^:i L2 2 \ 2 b / J
^^JÎA+^B^+^Cd—A^-L'sin^J

^ i:î 2 T V 2 b ; J

+^! ll^^B^^i^C^i^e^eeosu^e
/i L'2 2 \< 2 b 1 J

^'2

4-. — x 5 B <p ee' cos « 0^ q?.
^ T

Si aux accroissements du premier ordre on substi tue les valeurs
t rouvées , on obtiendra, après quelques réductions,

W- „,.„. 9^\^^"7/r'~~" "2/7 A 6 6

„. ^.1 r A' 4" 2 A, B ̂  •+ f 4 A G - •r- A 2 -î-. 5 A2 /^7 ] e^^^'L \ <2 / J
_ ^.l... [.A2 -r- laABç/2 4- ( ^ 4 A C — SA^ 4- ai A^;^'"^'2.

2^'-'^ L ' T \ ' / .1

18. iNous com|)rendrons les trois ternies suivants, qui portent les
numéros ( i 4 ) > ( ï 5 ) , (16), dans la formule

H ---= n"2 ce ̂  ( A 4" B &'î ) ces ( il — '}. zn -r- a ) •

On en tire immédiatement

(m....... fm._
7)Q ^ aî (Jy w oy

— :̂  2 ̂ ^ a2^^ ( A 4- B e'2 \ si n u,
0^5 ' '

()R = - //^î a1 c- ( A 4- B e'7} si 1 1 H ,

— == f 2 n ' ' ' ' a 2 e ( A . 4" B^2) cos//,
(^^

— •:- ^n'ïa€î[A 4-" B</2, cos^.()/( ^ /
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11 en résulte, pour les dérivées des éléments par rapport au temps,

^^^^LA-A^f i+^^aB^—B^fi+^^^Isîn^,
dt n l_ \ 2;/ \ 2; J

d^=:— 7 ^ _ J ( 2 A — A 6 2 + aB^—Be^cos^,
r// /î ' '

r î 1 ^7/2(u ==/,,+—^^(A-h-Be'^cos^
aii fi

^rrr- 3 in"1 e 1 1 A -h B^'j sin^.
^/ v '

Les accroissements (la premier ordre auron t , par conséquent, pour
expressions :

^ /'n'^ ^ în 1 ' 2 // ^lî

^n ̂  î  ̂ eî^î}e"efî)cosu- —— Bê2 —— sîn^,
^^/; v - /.

o , / == 6ul/' B^^ cos^ + ïl41 ̂ (A 4- Be'^sin^
p3 a/ p2

Sn'2 S^2 r/ <^r;^

^ ..„„„,„,..„„„ ^a (A ^- B^^) siûu 4- ---^ Be2 -—— cosu,
f i i ) ' ^p'1 «^np ' iMp-

^^| ^ A - A 6 > ï f I 4 - ^ - ' ) -t-aB^2-- B^fi^^rî,^ =.-. ^ ^ | ^ A - A 6 > ï f I 4 - ^ - ) -t-aBe'2-. B^ f i -4~ /") ̂ ^ cos^^ L \ 9-/ \ ^/ J^ L \ 9-/ \ ^.
^2 r .. ^ J . iYAd.e^ .,,4..,, î l e 2 ïî — B <?3 ( r 4" /- ^ <w:,r— sin K,
^2 \ ^ /J ^^/^

^ „ n/2 ( aA — A<^4- sB^ '^— Bé-^'2) sin?^ — ̂  ( % B — Bê2) —— cosu.ô^^~ ̂  (2A - A^+ aB^-- B^^)sin^- ̂  (^B - B^) ̂ 2

De la fo rmule qui donne —^ on tire

Joi^ ̂  Srn^^^A 4- B^2) cos^ ô,^
— Sr/?/2^ A 4- B<?'2) cos^ S, l

— 6 ̂ /2^ ( A 4- Be''-') sin u5^e.

En ne conservant que les parties non périodiques, on voil que le
terme provenant de c?,/contiendrait en facteur e\ ce qui permet de le

5iânn. de l ' É c . Normale. '2° Scne. Tome Vt I I . — DÉCIÎMIWE 1879.
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négliger. Les deux autres termes s'ajoutent et donnent, par l ' intégration,

^ f'rï' 'i
Ô,n=-—— x4ABe2^2.

np1 '

On a d'ailleurs

——- == ôa n — -— 62 f A -+- B e;'2 ) ces u fî, /îcit n'2 ' '
3 in"2

^(A +Bê' 2 )s în^^ô l /n
6n'2 é ; 2 ( A - + - B ^ a ) s ï ^ ^ ô , C T

6 /î^
-h——e (A •^'Befï)cosuS,e.

Les lermes en o\/z et 0, / peuvent être négligés; il reste

do,l 3in'^ ,,^ , 3/?/4 ^ . ^^ X 4-ABe2^2— -̂ - X SABe2^2.<// 7y /À*^

19. Les deux termes suivants, désignés dans la fonction per turba-
trice par les numéros (17) et ( î 8 ) , peuvent se meltre sous la forme

R r= n^d^'^K. + B^3) ces (// — 20 + ^).

La partie de la longitude moyenne qui est relative à ces termes
s'obtient par une analyse à peu près identique à celle qui vient d'être
développée, les éléments e et ^ étant remplacés par les éléments y et 9.
Nous transcrirons seulement le résultat,

dStl i^/'/î/1 ,. , ^An'^^ ̂  — — ^ ABç 2^ 2— -ï,— X ABoY2.dt np2 • n^p ï

20. Les deux termes suivants, qui portent dans la fonction pe r tu r -
batrice les numéros (19) et (20), rentrent dans la formule

R == n^a2^ (A 4- Be'2) cos (//-+- ^),(fi

<% désignant un multiple de // qu'il est inuti le de spécifier. Formons les
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dérivées partielles

àR àR OR àï\
à0=07 ^=oî ^ r = o- ^= = 0 5

— == —- in^ci2 — ( A 4 - Bé*' '2) sin / < ,

^^ 3^2^, (A 4-Bé?'2) cos?^.àa a' ' '

On en (lé'duit, pour les dérivées des éléments par rapport au temps,

da ^in'2 a , , -, , > .=: ——a—, A 4- B<?'2 sin^,rt^ n a' ' '

dl en12 ci , , ,. , .-— === ^ -.î- —— — A 4- K e ' 2 ] cosu,dt n a1 ' '
dn = - 3/^2 -^ (A -4- B^ 2 ) sin ̂a^ <2

ce qui donne, pour les accroissements du premier ordre,

3m'2 a , , ^ , . 3 m/2 a ,, d . e ' 2 .01 /z =:: —— "-- A + B e ï ) ces u — —— — B —.— sin u,p a' ' ; p1 a dt

^ , 6 in'2 a ^ d.ft^ 3m'2 a , , r» / ^ .ô» / = -—-— — B —— ces M 4- —— — A -4- B e'2 ) sin «;/^ ^ r-/^ p2 a' ' /

6^2 ^ / A n ,̂  . 6^2 ^ „ J.<?'24- —1--- --7 A 41" Be'2) s in^ 4- —— —? B —,— cas u,np a' v / np' cd dt

, ^in12 a ,. ,. ,- a/;?/2 a ^ d . e " 2 .Qia ̂  — —— a -7 (A 4- Br/2 cos^ 4~ —— a — B —/— smu.np a np1 ci dt

• Les accroissements du second ordre seront donnés par les formules

d^=:^.3isf^'^ (A4 -B<^ / 2 ) cos^ (V— 3m'2 -^ (A 4- B^2) s în^ ^a •
^/ f /^î M'

et
d^1 = rî,n - w2 4 (A 4- Be'2) cosi^ §,/i 4- 6^ - (A4- B^^) cosaô.r/.dt r^ a ' n a '

I I est clair que, en substituant dansées équations les accroissements
/ a \2

du premier ordre, on trouverait partout en facteur [-rj - Les termes
5i.
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ainsi in t rodui ts dans l'expression de la longi tude moyenne seraient
d'un ordre supérieur de deux unités à ceux que nous avons conservés
jusqu'ici. On devra donc les négliger absolument .

21. Les six termes suivants, désignés dans la fonction perturbatrice
par les numéros ( ^ 2 1 ) , (a^), (a3), (^4), (^5), (26), sont des cas parti-
culiers de l'expression

R = = n ' î a ' î e ' t K e ' Ç Q s [ i l — 2^7 -î- a),

où a désigne une somme de mul t ip les de // et de w'. On en t ire

à\\ __ à\\ _
Jé^0' ^"-oy

— := a^âs^Ae'sin^/ —7 === — y'/î'W^A^'siriM,
ôvs ai

—-==: ^.n^a^Kee'Ç.QSÎI, — ."== a/i^rï^^Af/cos^,
oe oct

d'où, en vertu des formules du n0 6,

dœ î i 2 , l i\ , , .—^ = — A i — - (ûe^e'sin u,
dt n \ a / 1

de //2 , / , ï'e^ , .
— == — A ( 2 — eî — — } ee s\ï\u,dt n \ 2 /
f/U5 2;l'2 . / ^\ ,•=, ̂  ——. A î —. ~ \e/ cos ̂ ,
dt n \ % /
^ Sn'2 ,— === n + ——A^ecos^ ,
a< n

——==:—Snz^Ae^ ' s în^ .
a^

Les accroissements du premier ordre seront

3/^2 , , , 3m'3 . de' .
ô,/i == —— A^-e'cosz^ — —— Ae^ — sin/<,/^ '̂i a^

^ , Qin'^ , de' . 3 in'2 , , .o ( ==——Aê2-7-COSM 4 - - — — A e ^ e s m up^ dt pî

3^2 , / . 3^ , rf^'
+ -— Ae^e si n a + ——- A e2 — cos u,np npi dt
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n" , / î\ , ^î , / i\ de' .o .cp ==— — A i — - c?^' cos^ 4- —, A i — - coÊ'—sm^,' /îj? \ 2 / ' y??2 \ i j ' d t
7?/2 , / ^\ , n^ , ( ie^ de' .

ô, /? ==• — — A ( 9. — e2-1— —- <?e cos ?^ -t- —, A 2 — e2— — 6 —,- sin K,
np \ i j np^ \ 2 ) dt

/?/2 n^ de1

o, CT ^= — — A ( 2 — ô2 ) ô' sin ̂  — —; A ( 2 — e5 ) — cos M./?,p l ' np^ ' ' dt

L'accroissement du second ordre de -r- est donné par Féquation

—— == — Sm^A ^é/cos^ôi/-^ Qm^^e^e' cosu§^ — ôm^Aê^' siûuô^e.
ut/

La part ie qui est mul t ip l i ée par o\/ peut être négligée. Les deux
autres termes nous donnent

Q/. , '4
8,n ̂  ̂  -̂"L- x 2 A2^2.

^2

On aura de même

d^l ^ 3^' , „ 6///\ . . ^ 6 /? / 2 , ,
——- =z ôa ri — •-"— A e^e cos MO( n + -— A é^ <? sin UÙ^-GS -K -—•- A ee cos ̂  Q [ € .
dt n'1 n ri.

On peut négliger le terme en â^n. Les trois autres donnent , en se
bornant à la partie non périodique,

c/ô,l 6in^ , „ „ „, T9-^ ^—— ==— ——APe^e ' 1 ——-—A. î e î e \
dt np' n^p

22. Le résultat relatif aux quatre termes qui f igurent dans la fonction
perturbatrice avec les numéros (^27) , (^8), (29), (3o) s'obtient p a r ï ï n e
analyse toute semblable. Les é léments e et ^ seront remplacés par ç
et 9. Si l 'on adopte, pour l'expression analytique de ces quatre termes,

R=:nf2aïo2Aercos(îl— ^0 -+• a),

on sera condui t , par un calcul ent ièrement analogue à celui qui
vient d'être développé, à la formule

^.-.-^A^^-^AY^.di np'1 1 n2? T
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23. Les q u a t r e derniers termes que nous avons inscrits dans la fonc-
tion perturbatrice sous les numéros (3i), (Sa), (33), (34) sont de la
forme

R == n^a^ A^ cos(/7 + a).
a'

Un calcul entièrement semblable à celui qui a été fait au n° 20 montre
que les por t ions fournies par ces termes dans -— contiendraient en

facteur le carré de la fraction 4* Les termes ainsi introduits dans laci
long i tude moyenne seraient d'un ordre supérieur de deux unités à ceux
que nous avons considérés jusqu'ici. On devra donc les négliger abso-
lument dans le résultat.

24. Si l'on se reporte au développement de la fonction perturba-
trice tel qu'i l est donné dans l'Ouvrage de M. Delaunay , on y trouvera
des termes du même ordre que les parties en e^ et en ecp2 que nous
avons conservées dans plusieurs termes de notre développement, par
exemple dans le terme d'argument / — w .

Ces termes rentreraient d a n s V u n e des fo'rmes suivantes :

R == n^a2 ̂ A é ces (il — 3^ + a ),

R == n^a^e^Ae''cos(il — r»7±20 4- a).

Si l'on adopte, par exemple, la première forme, on s'assurera, par un
calcul tout semblable à celui qui a été développé au n°21, que la pa r t i e
provenant de ce terme dans —^L contiendrait partout e^ en facteur.
Elle ne modifie donc en rien le résultât obtenu, au degré d'approxima-
tion dont nous nous sommes contentés.

On s'assurerait de même que tous les autres termes de la fonct ion
perturbatrice n'influeraient en rien sur le résultat obtenu.

Troisième approximation.

25. Les calculs précédents nous ont fait connaître, dans la partie de
la longitude moyenne qui est proportionnelle au carré du temps, les
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termes qui, avec e2 ou y-2, contiennent en facteur la troisième puis-

ez/sance du rapport — - II est indispensable, pour compléter cette re-
/î

cherche, de trouver les termes qui , ne contenant ni e1 ni y2 , sont
„/

multipliés par la cinquième puissance du rapport — • Ces termes con-
stituent la partie principale de la troisième approximation fournie par
une application nouvelle de l à méthode de Poisson.

Auparavant , il convient de reprendre le calcul de la portion de ~r->
qui s'obtient en l imi tant la fonction perturbatrice à son terme non
périodique. Nous adopterons pour ce terme l'expression donnée par
M. Delaunay dans sa Théorie de la Lune (Chap. I I ) . Il suffit, pour notre
objet, de transcrire la partie qui cont ient en fac teur e"2. La lettre y2 ,
qui dans l'Ouvrage de M, Delaunay désigne s in 2 ^? sera remplacée

par ? — 9 , la lettre y ' par ^- Cette subst i tut ion est évidemment1 4 4^ Io

permise quand on l imite l 'approximation, dans la parenthèse, aux
termes du quatrième ordre.

On trouve ainsi

H ̂ ,^^,^^3 4-49^4^-49^ ?.Y-^^y\ 8 i 6 ' 16 i ô ' 32 T 64 a ' 2 }

L'application des formules du n° 6 donne alors, par un calcul facile,

(h îf/2 , , l 3 27 , ^7 , -27 45 , . 9 4 45 a'l\^ — e ' î — -. 4- y q^ — / e2 — j1 ̂  -4- — ^ 92 — /:- e4 — «• —, -dt n \ 2 i 6 1 16 64T 82 T 64 8 a ' ^ j

On trouvera plus loin les données et les explications nécessaires pour
la réduction de cette formule en nombres.

26. Dans la recherche des termes contenant en facteur la c inquième
puissance de n"? il sera permis de supposer nulles l'excentricité et
l ' inclinaison de l'orbite lunaire; si Fon a seulement en vue de trouver
le coefficient de e"\ on p.purra aussi négliger tous les termes ou e' f igure
à des puissances supérieures à la seconde.

Ces restrictions posées, la fonction perturbatrice se réduit à sept
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Imnes, doni voici ta liste :

n = ^ ^ f _ 1 ^ 3 ^
\ 4 ^ ^

( '3 /" \

-4- /^a2 — -, + "J ̂ 2) cos ( 2 / — 2 /' ]

-+- ^ ^ f ^ ^ e o s ^ - - - ^ )
\ 4 /

^ ,̂  (^ 3 ̂ \ cos(9./ - /7 - C T )

-+. ,^2^ J. ̂ ^cos^/- B / '+^ j

-r- /î/2^ ̂ - j e'^ cos (a / '— 9,^)

^ n'W ('— ̂  ^2N) cos ( 2 / -- 4 F -4- W ).

Comme nous aurons a effectuer sur cette formule trois calculs d'ap-
proximations successives, des parties non périodiques pourront s'intro-
du i re par la combinaison de trois arguments. Il ne sera donc plus
permis de considérer isolément cha'que terme de la fonction perturba-
trice, et l'on devra, dans les formules du n° 6, substituer les dérivées
partielles de l'expression R complète, telle que nous venons de l'écrire.

De ces dérivées partielles, deux seulement ne sont pas nu l les ; ce
sont

ài{ / r > 3 / / 3 ^n'•^\-î'•-3ef•^(-3+ï5er3\cos{9.l^zl/)L a 4 \ a 4 / l /— = n'^a \— - — 7 e11 •+ — - -4- -7- <(îa | a 4 \ a 4

-^ / cos( / ' - z^ / ) -+ 3 ^cos( -? -Z—/ ' -CT ' ) .^ô 'cos^J-S/^"^

.et

^e^cos^l^^}- 5 1-^2cos(9J~4/ /+^) |

^n'2^ f- — ̂  e / 2 ^s in (2 /—2/^^-^[(^ï^510^^2'LA^ 4 / l /

îî

j e ' s in (2 / - f " CT')+ ^-e 's inîa/- S/^-^)

Î T n-4- — e^sin (^ / — 4 // 4- 2 ̂ /) "
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On en dédui t , par l 'application des formules du n° 6,

^"'•rd-ï'")^'-"-! '"[(i-^'")6"""-
3 ^ s i n ( 2 ^ — / ' - ^ ) + ^ < ? / s m ( 2 Z ~ 3l'+^)4 ' / 4 v /

+^!.^2sin(?./— 4 U -1-2^)1,

n ' 2 r 'Î / i ^ ^^ /^r 3 , / , i5-- ==: /i 4- — — i — -- e'' -4- — 3 -h —a/ ^ 2 V a== ,t + — - i - ?- ^J + - 3 + — e^} cos [9. / - i l ' }ni 2 \ 2 y l

- 3 ^ C O S ( ^ - O T f ) + 3 6 / C O S ( ^ Z - - f — ^ )

- ^ ^ c o s ( 2 Z - 3 f + O T ) ~ ^^cos^Z'-^^]
2 ?, '

5i
— —l- ^'- 'cos(?-/— 4^ "+" 2în') •

L' inLéffra t ion dû ces formules introduira en diviseur le coefficient du
temps dans les différents arguments de la fonciion perturbatrice. Au
degré d 'approximat ion que nous voulons at teindre, il n'est plus permis
de confondre n, qui estle moyen mouvement de la Lune dans son orbite
e l l ip t ique^ avec le coefficient du temps dans la longitude moyenne, tel
qu'il est donné par les observations. Provisoirement, nous désignerons
ce coefficient par N, et nous en emprunterons la valeur numérique aux
Tables de M. Hansen.

n' con t inuera à représenter le coefficient du temps dans //, longitude
moyenne du Soleil. Le coefficient du temps dans^' pourra êire abso-
lument négligé en comparaison de N et de n\

27, Les accroissements du premier ordre, tels qu'ils résultent de
l ' intégration des formules précédentes, seront

o,« -_ 3/.-{--^ (| - '^)cos^- ./') - ̂  ̂ sin(.Z- ./')

.,-^^ J ^cos(a/-Z'-^)-^-^ I ^sin(./- l'-^i

- -.————^^a^—j/ i ' /j. ^ ' ( ;>N—j». '^4 ut
An.n. de l 'Éc . Noriitale. a" .Série. Tome VIII . — DÉCEMBIIE 1879. •J2
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La suite du calcul montrera qu'il est inut i le de conserver les termes
d'arguments a /—- 4^+ ̂  et ^Ï — ̂ , Les parties non périodiques
que ces termes pourraient in t rodui re dans l'expression définitive se-
raient multipliées par des puissances de e' supérieures à la seconde.

En intégrant la formule

^ :ô,^^T^^3,^^3.4--15^cosf./-./ /)
[-—••i ^ t II \ 2 \ 2

~ - 3 ( Î / C O S ( / / — C T / ) - 4 - 0 ^ C O S ^ J — Z ' — C T ' )
1

21
e r c o s ( ^ l - 3 l ' - { - ^ ) |,

on trouvera

^-^"'{-p^^'-^^sinî^-^')^^^^^^

+ (ÏN^7 | e' sïtï^1- v - ro/) -1- r.N^-^JÏ^t^-7'-^)
1 ^ î I 0 T ///^^ }

-^TrsT^^^^^^-^^^'î-tiN^^TT^60^^-3^

^T-•l/e/lA-N^(j-T5e'^)sin(2/-2^')-^-^;-^^
-^ 'sîn(Z'-^)-^3^cos(/ '-^)ri 'sînIZ' .rt" '

__J__ ^r,,;-,;-? »' _n , I 3^'
2N-7Î' ?.

+îN^-^efsi"(2^-^'-CT/)+^.N-r^î-^cos^-//-ro')

^^^"""(^-s^-'î-fTN—r^^^^^^-s/'+^ll-î .N—an ' •A l ' " ' (2N—3»') ' ' 2 d<

28. Cherchons maintenant les accroissements du second ordre. Pour
obtenir -— il faudra, dans l'expression de ̂ 5 donner à / l'accroisse-
ment §,/. On trouve

^=3«"[(3--^^cos(2/-2/ /)-|e /cos(2/-r-^)

+^e'cos(?. /—3?4-ro / ) o, /.
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Remplaçons & i / par sa valeur, en négligeant les puissances àee' supé-
rieures à la seconde. On trouve

flo.^i o ^r ï T ^^ T 4^— — ^ '^ î T35 T 4^
— " ^ [(N-./^ 3^ ^(N—// / ) • - ' 16

î 9.7 r 9
^ uN--/^ 3 32 ^

^ N — ^ j 3 ï5 / i [ 2 N — / ^ ) 2 16

_ î ^323 __ r 441'"| d^
~~ (̂ N"- 3 /z' )3 "i 6 ""' /î ( 2 N — 3 ̂ / Y 1 6 ] dt

./ ^3 , . , , ,,v 81 n'2 d.e"1 , , ,/.. 54— e^sin ( ^ l — ^ l ' ) — —— —— cos { - i l — i l }
• n v / 4 /2' a^

. ÎZ^^sin^^-^-^î-^^^cosî^-/ '-^)-7
——— ——— ^ . S A l l I - û C , —— t. ——— (.U / —— ——— ' / ,2 n ' 2 /t dt

^:^^e /si^(^/ -3^ /4-^)-^7^^cos(-2^-3^ r+^)

'81 _ /^^ _ 56^ __^1__ ̂  ̂ . n"
^'(aN"-^)^ 8 (•2"N~37^ /)•^ 4 / z ( ^ N — ^ )

81 /?/^ 0.7 ///1 567 n^„ ̂  ̂ .,̂ ^̂  ̂  -^ ̂ ^^^ — ̂ - ̂ _^

T8q /î.^ î8Q 7^ ~j / . .»

-^.rTN^T^-^ '/ïFN^^J^111^-""-1

, r^-^—--^^— ^_-r" \ 4 (^N^^)""'" 4 n^—n'Y

ï^ ^ ^^^^—J^l.—t^cost^--^)
~" "T /ThN -'3^)2 ^4 (^N - 3n' )3 j ^ • [

^-l î2nLlcos(2/-2?) fô^A.
-2 ît ' J

On verra facilement, par rasage que nous aurons à faire de â^n,
(:{ue nous avons écrit tous les termes qui pourront nous être utiles pour
la formation de l'expression définitive.

29. Nous allons intégrer cette formule, en transformant toutefois
le dernier terme de manière à éviter l ' introduction des intégrales
doubles.

Posons P== Çe^dt. On pourra regarder ̂  comme une constante.
52 .
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On aura donc, d'après la règle ordinaire de l ' intégration par parties,

j P cos[mt 4- (y.)dl == — Vsin(m£ 4- a) ~- ~ f -.—sin (m/ -i- a)^/,

Fdî . , , i rfP , . i r(PP
f -7-sin [mt~\- a rf/== — -" — c o s / » / 4-a) 4- -- / —- cos [ m l + a) (II,J ai ' ' m di ' rn J A2 v ' f

/ (PP î c/2?
—— cos ( /?? / 4- ^ ] (II = — — sin ( mi + y. ).a/^ • ' /^ o^ ' '

Ajoutons ces (rois équations mult ipl iées respectivement par î , — -t-

et — I . Il v i e n t
/7l2

JPcos(m<+a)^=^Psin(w^+^)+^^cos(m/+a)-^^

Joignons-y la formule suivante, qui se d é m o n t r e de la même manière,
et dont nous aurons à faire usage un peu plus loin :

| ̂  ̂ n(ml + a}dl^ - - P cos(ml -+- a) 4- -^ ̂  sin (ml -4- a) "+• ̂  dlv cos (me 4- a).
« • "v ni (IL m,' ut

y ^
în tégrons ia valeur précédemment trouvée pour ^0<2//>. I l v iendra

. ,, [ 1 3 5 î 2 n ï TSa ' î r
Oïfl^âîl^\ ——— ..—.—.._.-.—„- __."/ -«...,..̂ ,̂...,..,,.,......, _ J: Ji ___

1 ,32 ( N — ^ ; 3 l 6 ( 2 N — n / ) ; ( ï6 ( a N — ^ ^ ^

l-^ _ ï __ __ (•) î 441 î
Te ^ ( ̂ z:/7p î G ^ ̂  ̂  _ ̂ j ï(ï" ^^•^^•^^^^ ^'' f ï6 ^(^N — .";'}/?/^'

4- ̂  ,.._ tô'2 cos ( 2 z -- 2 r )
• ^(Ps — n'j ' /

. F ^ ^ / ï 8 ï ^ "l^.r/^ . ..,, j^ ̂  ̂ ,̂.̂ ^ ̂  ̂  ̂ .̂ ^J ̂  sin(./ ̂  ^ / - i

27 /y/3
„ •' ___ ' ^f nr\c / o 7 7^ ^,/'"î•:,;---..————— ^^, ^<Jï» /, g —— i -— 7^
2 7?, SIS — / ^ j •l /

r27 7Z/3 ^ n/2 " ^/ • / / //^ 27 __n/^ 1^ /

'y 2 n^}.-. ̂  ̂ ..^ ̂  ̂  ̂ ^ ^ sin (2 / ~ l ^ ^ )

.^^^.^^l^^^^^
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[ 2e] nf3 • ^7 /2/2 ~] ̂  ' f J ^ î f M4» -J . . . . . . — — « 2 -——— — — s i n a Z — sr-h-zD
L a / z ( 2 N — - 3 / i ' ) 2 2 / ' / . (2N— 3 ^ ) J ^ '

.- ^2 _ ^ _ s i n ( 2 ^ — 2/n fé-'2^
4 72(JN ~^) v ' J

2 7 M/4 , , - ,.
-" —' ~^——— e1^ ces 2 Z —• 2 /' )

8 ^(iN —• /^ ' j ' ' /

on //'' // /ï^2
-'. / / lf ( ( • * < - • • f 7 î 1 \„.;.-.... _^ ^ ^ ^ — — — — ^ S10 2 ^ — 2 ̂ /

ib « ( N — n ' Y dt

F 81 n/3 9.7 77./•( 567 fi'3.^ j^ .̂ . ̂ ^̂ .̂  _ ^, ^ .̂̂ ^^^ _ _^. ̂ ^^.^

î8a n^ ' 81 7î/3 n^ 1 , , ,,-»„ :/. - „ , „ — , . — — ^ ——^ .,. 27—7-.-.——-T ê f c o s ( ^ — • ? • î 7 i
4 /^ ( 2 ,N — 3 i i ' } 4 ( ̂  -— / A j ^ [rs — /<? j ..I

r8î n/2 ' _ 27 __^2 567 _ /z^ _-(..„ j^ ̂  ^̂ ..̂ .̂̂  ,̂ ..̂  ^̂ ..̂ .̂  + ̂  ̂ -^^^

189 /î/2 8î 7?/2 ^/2
..„;.. .,.,..,̂ . ̂ .̂̂ -^^ _ ^ .̂̂ -̂ .̂  _ ̂  ̂ ^^^^

8r /^;î 27 ri'^ 5f)7 ^'^4. .̂, ̂ .̂ .̂ ^ 4-, ̂ . ̂ .̂ ..̂ ^^ — -^- ̂ ^^^^^

189 /z'3 ~\de' .
~ T /^N'^B/Tpj " j r s j n l '"^ !'

30. L'expression que nous venons de trouver pour S^n constitue la
/f> /

première par t ie de °~ Pour obtenir ladeuxième.partie, que nous dési-

gnerons par^1- (2 ) , il f au t , dans le second terme de — 5 donner à //.
son accroissement du premier ordre.

On "trouve ainsi

<^V /^, nfî [ , 3 ^2_ ̂  I5 ̂ \ coc f2 / - ^/n
"7/Ï-" t 2 ^ - wl •^ [^ ï •"" 2 6 V "~ T c ) cos 1 2 ' ^ )

— 3 t ô / C O S ( / / - ~ ^ ) - 4 - 3 e / C O s ( - 2 ^ — / / — ^ 5 7 n

_ IL ^cos (2 /— 3^/4-^)1 S..n.
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Nous avons trouvé plus haut (n°27) l'expression de c^zi; en effec-

tuant- la multiplication, remplaçant comme précédemment les produils
de lignes trigonométriques par des sommes et négligeant les puis-
sances de ef supérieures à la seconde, on trouve

^^ 3n" 9__+^f„i5-——+^——^+^__l--\
7/r1 ̂ ~~~"W 8N-7?/ V S N — ^ ï62N--^ ï 6 2 ] N — 3 ^ 7

, , -,J'3 t - / 3 i 9 1 63 i Y]+ cos(^-^Q^^^+^^^^^,-^^

* / / /nf^ T q T 63 ï "Jûf.e'2+sin(^-~2/ j^^^^^^^^

+cos(^-^^) f~^ .——+j , -——1^>(^^^[~|^^^|r^]'
, 3 ï de/

4" SIH [ ï l — l f - — ^ ] 7 T—,.,———7-2 -771 ' 4 (2.N — n f dt

.-cos^~3^^')[^^^â N ^ 3 ^ ̂  y N — / z '

. / , ^ „ , < F ï 21 de' \)• sin 2 1 — 3 // 4- ̂  —„:———,-, — - , •v U2^ —- 3 /^) 2 4- ^ J S
" sin (2^-- S/' + ̂ ) —,,——.j—y, -y- - , -v L b'N —- 3^ 2 4- ^

On verra plus loin, par l'usage que nous ferons de dU, que les
termes écrils sont les seuls dont il soit ut i le de tenir compte.

» i\ »
31. La troisième et dernière panie de — s^obtiemira en donnant

à /, dans l'expression de y ,? son accroissement du premier ordre. On
aura

</o,j,.. n1'1 r/., iS \ . , , >^.^ 3 ^— 6 — - - . ^ s i n - ^ — 2^
^ n L\ 2 /

—3^sin(2/-r-^' j+sie'si i^îJ- 3 / / 4 -CT ' ) 1 rîi/.

Nous avons écrit au n0 27 la valeur de <^/. Effectuons le produi t
et remplaçons les produits de lignes trigonométriques par des sommes.
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11 viendra

^ ̂  -»37^ l _ 2 __I_ . / • > "4^ ^
dt [ j ~ ' •n \ S f N — / ^ ) 2 1 ,8 (N-^V2

-^9__L_ _ 44^ ___r__^
B ^ N — ^ ) 2 " 8' (aN-^/z^J (

. ̂ T_9_i_ . ^, /4^,.. î 9 ^ __ 44_^ __i__\ 1
/î2 L 2 N — n' \ 2 N — ^ 4 o. N — /// ;""4, oiN — o n ' ) ]

— 9 ^ s i n f ^ / — ^ ^ ) fe^rf/

n" r / r 7M /9 I 63 I \ ,-4- —— COS 2 / ~ ^ f ^ — + —— — ) ^2

/i2 L \2 n ^ H )
. , , ,,, fq i 63 i \ d.fi'^^sn^l^.1')^^-^^)^

-h cos h. l — l' — CT' ). q -, e'\ y J' ^/

-sin^/-/^.^)^^^i de'
î71wdï

— c o s ( 2 / — 3Z'-i- ^ / ) . 9 -, ^
Iv

-sin(./-3^').9^}

7 (s /

32. Nous al lons ma in t enan t réunir les trois parties de —-1-' et inté-

grer. On appl iquera à l ' in tégrale j P s i n ( 2 / — i l ' ^ d t la formule de ré-
duction établie au n° 29.

D'après la manière dont nous avons procédé, les seuls arguments
qui subsisteront dans <Vsont ceux qui con t i ennen t / avec le mul t ip l i -
cateur a. On s'assurera plus lo in , d'après la manière dont o\/ entre
dans la composition de l'expression définitive, que ces termes scmt
bien les seuls dont il soit utile de tenir compte.
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L'intégration des forniules qui précèdent condui t au résultat 'sui-
vant :

, ___ r"4o5 n'^ _ 8^ i t ' - _ 8969 __^__- /—ri05—-^—02 L ̂  (N--<02 "•"" 1 "37 1^—n'Y ~" 76 (2N—"77T3 ~ '"76"" ( ^ N — 3 ^ 7

4o5 /^4 81 /^ 8969 /^+ '76' ^(N—^y2 ~~ 76 7î{^^~7"y2 '~ ~'i6~ /rfiN"11^/^)2

3_iS n^ _ 63 __îï^__ _ 8087 _^"_ ^ "] /. ^ /
"+" "y~ /z^N—^") ""' 76 j^^zr^ --."76- ̂ -^ ^^

4- s î n ( 2 Z — a/ ' )

^ i 9 nf4 \ ̂  n^ ^'7 / < ! / 1
x i "~ 8 ̂ (N-^7 + L"^ "̂ r̂ ~/7^ ~~" 1 6 JH^'ZTn^

a n^ 9.7 n'^^L. d _________-. -4-. —L ____________
•^ 0 - . - » / ' \ T - - / ' , • ' •^ ^ /," - . . .> ; .. M .-./ l^^(N---^ 16 ^ (a iN - ~ ^ J ( 1 N --<

I8()1____ ,^^__ ^ . ^ ̂  ^^ ̂ " ^,
16 / ^ ( a N "- 3^) ( N —""^j ^ (N — ^ /),

4- c o s ( 2 / — a/')

'"27 7?/3 8T ///2r^
1 4x I, 4- ^ ( N — /z'j3 16 n ( iN — /?/ ) 2

_ 45 __ ^ /^__ ^.^1. ' n'i ^ nrt

32 n2 ( N — /i')3 3% //, ( :N — î ' ï / f 32 //^ ( N —"/?/ ) "('2 IN — /// y

189 _ _ _ _ _ ' r ^ • 27 ///2 27 y^3

32 y^ 12 N — 3 n ' Y [ N — /// ) 4 /^ ( N'11— n' ) 4 ^••^•r:""^"

27 7^ 9 /'//4 . 9.7 ///-<
— , ̂ . - — - - -4- -—• —"-"r:"""7~<^ ">"̂ "" "7"" ^ T — - - - . , — - • • •32 7z( lN -- n ' y 16 / ^ ( N - nf f 3-2 / ^ ( a N — /^'"(N"— ^j 2

189 _____ n"^___ ^ /^_ -l ̂ /ï

"3^ / ^ ( % N - 3n1) ( N -~771)2 ""̂  () ̂ ^-^•^•yj -̂ "•"

•4- s i n ( 2 Z — // — CT')

^ r^ _^_L. o _n!!
' ' ,L 2 ^ N — ^ / ) 2 ' J ^ (2N -L 2 /î ( 2 N — n' j 2 J n2 ( 2 N - n1 )

^9 __n^____ ^-7 _____^____ ^"j.,
4 n2 ( 2 N — ̂  J2 1'8 /i^ ( jN — n1 ) [ 'i M ~ yT') ] e
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•

4- COS(2 / -~ F — ^)

^ r^2 ^3 ., ^7 __!L__-
' 'LÎ /^N—/^) 3 2 /^N--,r')2

2 n'^ __/î/'_ ^ nf3
'^ 4 n^^"="/7p -+- 9 ̂ T^-r77j '+" T -̂̂ -̂ ?--F

n'3 q 71 /4 27 /À^1 "1 clé'
+ 9 /i7^—^)2 '~h 4 ^^t- iN—/'^)3 ~ "y" ^(JN —/l' j^N—^)2.] "<?7

- l - s in( ' :>J—3^ / -+-CT / )
T—Ï2__^3._ 63 H"1x [,'"" T ̂ ^--^y^,-F — -^ ^rN_3^)'2
_ %7 ______ /^/4______ _ n'3_1 ,_ ̂  ̂ ^^ _ g ̂ ^^^ e

4-COS(9^— SZ'-}-^)

r— ^2 —^-^L—-- 17 /^2 „x L T /7(TN^Ï^)3 + T /T(ÏN'̂ T^^
63 n^ n'2 -A 7 ^'J

__ .̂  ̂ .̂ ..̂ ^ ,̂ g ̂ .̂̂ ^̂ .̂  __ .̂ ̂ .̂̂ .̂ .̂

63 ^^^J^;^^^ ^ ^ n^ . ^^ 1 (îel
^ ̂  ̂ ^^^^ __ ̂  ̂ .,̂  __ y ̂ ^^ __ 3^7.] "57 '

33. Nous sommes main tenant en mesure de déterminer les ac-
croissements du troisième ordre. Il faudra , dans -7-? changer l en' u c
/+^)/+c?,J et supprimer du résultat les parties dont il a déjà été
tenu compte dans l 'approximation précédente. Si l'on remarque
que —. est de la forme

(u ^.SB/^Àsin^Z+a),

on aura, par la formule de Taylor,

(l^n. :== Sô^A cos(% / -4- a) (U ~ ̂ G^A sin (îJ + a)(î«,Z2.

On doit, dans le résultat, ne conserver que les termes non pério-
diques. Il suffira donc de prendre dans 5^1 les termes de la forme
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.•1

M cos (2/4-a). Dans c^P on devra, pour la même raison, se borner aux
termes de la forme Msin(^/+a) . Nous allons calculer cette partie
de dV2. On trouve

ô ^ ^ s i i ^ a Z — a r )
r_ 27_^2__, 27_n^__

x L "y" 7i(TN~=~/7F + T ̂ (-iN--/^
9 /^__ 9 __n^ __ 189 7?/3

4" 4 y ï^^N—Tî ' ) 2 ~" 4 n^N -̂̂ T) ~1" ~4~ ^(^N"-37^

î8^ _^_^L—— • 63 ^/3 63 __n^ _~] d.e^+ T' /̂ (^X^TTF "T" T ^^[ïpr^.s^)^+ "4" ̂ r̂ ~r"3"̂ )J ~^r~

, , r^r^i ^'4 Q ^ i r, /
^sln(2^2^1^^N"r^-+^N^

. / , „ /J^7 nrî 9 "/2 1 ^/
-t- Sin (% / — / /— m' }\— ——w———7T, + - —T-.f-——/"T -7-"L y ^ (N— n'Y 2 /^(N — n^J dt

, , , «./ n r^-? 7ÎI/' 9 7Î/2 1 d^-i- sin i ?, / — 3 / + ro——— —ïr——"/f + - ——,——T- —;-•v / L 8 /i(N — n'f s ^(N — t i ' ) } dl

34-. Si l'on se reporte à l'expression de^? on verra facilement quels
sont les multiplicateurs qu'il f a u t associer, dans r"U et dans <^/2 , à
chacun des arguments de la forme il-^r a pour obtenir la partie non
périodique de -—• On trouve, en intégrant,

, _ f f / ; ["^43 n'^ 81 r^
o,n -J j e ^cU ̂  ̂ -̂ ^7y, + j T^îT^^

-M3-^^!_-.8.r ^^l__1- ̂ ^ .̂̂ .̂  -. ̂  ̂ ^.^^^j

^=r_ l̂i3 —z2:!6_ _ ^ ^J^L^ 1^3 ^ 71?/&
4.. ^ ̂  ̂  ̂ ,̂ ,̂ . _ ^ ̂ -^_^ ̂  _^ .̂̂ ^^^

79.9 y?/4 4°^ ///8 ^-^^ ^/()
4-. ̂  ̂ ..̂ -̂ ^ 4, ̂ . ̂ ^•_^ — -g^ ̂ ^-^^p

9.43 /ï'0 1 7 0 1 //(i 243 Jî7^
+ -n' n '̂'Z^J[̂ .̂̂ 'J^ ~" ""64" ̂ ^-^^^^^ 4- -~g~ ^^;_/^^

.̂3 __^l^ ^ __^__ 8r. • _ /î/^
4" 8"" ^(N— ^);î "" 64 ^(N - n'j' ̂  3^ ;^-_77p
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_ '243 ______^______ 1 7 0 1 _______n^ <Sl îl^
'4~ "64" / ^ ( a N — ^ K N — / ^ ) 2 "~ "64" ^ ( ^ N — S / i ^ N — ^ ) 2 '4" ~%~ ^(N—/?/) 2

24.3 7^5 943 n^ 81 7?/6

'"" "76" n^—n'Y ~~~ "75" /^N--^)2 — 3Î ^ ( ^ N — ^ )3

8r nf{ ^3 7^5 8l 7Z^
"̂  y ^(o/N _ ^/) 76" n[^—iz'Y "~ ~8' /^('.ïN — n' )2

8l JZ^0 -43 7Z^ ___ 1701 7^5

"" ̂  / ^ ( ^ N —^) 3 ' ~1~ "'64" ^(JN — ^ ^ ( ^ N — ; - ^ ) 2 ~' "76" ^ ( a N —,3/^i3 .

1701 ___n^___ 3969 ^z76 567 n^___
+ "lr'6" /7[ïr-̂ 7^ """ ~3T' ̂ ^~^^7 4" "~8~ ^^N^-^STTJ

1701 7?/5 ^969 /^G 1701 /?/° ___
^ -- 15 (̂̂ N^11^7? "~ ""3ï~ n^[ïN'—3^)3 "~" "64"' n^ — n7} ['î'^ — 3 n'f 1 .

567 ___n'^ "243 ^ /4 243 n^
'~~ ""8" /^ (^N — 3-^ Y + '76" /z (9 .N —n'Y "~ '"8"' ^ [^N — n ' y

8ï ^/5 8r 7^4 1 7 0 1 n'5
— "8" ^ ( ^N—/? / ) 2 + "8' n^1^'~IZ~n^) ~" ^jr / î (aN — 3^)3

1 7 0 1 n/i 567 n'3 567 __ 7^1
_ ̂ ^. ̂ .^..^^ -_ -̂ , ̂ ^^-^ ̂ ^ _ _^. ̂ ^^_^^

j43 /z'4 8^ _^_4__ __ 1 7 0 1 _ ^ ^ _ _ _ _ n / 4 _ _ _ 567 y^^ 1
+ ̂  ̂ -^ -4. ̂  ̂ ^^ ̂  ^ ̂  54 ,Ï̂ T^^ '"" 76" 7i2 ( N — n' }\

35. Nous pouvons dès maintenant justifier, en ce qui concerne §3^,
la suppression des termes d'argument il' — ^ns' ou 2^ — 4^+- 2^ d^"8

la fonction perturbatrice.
Prenons par exemple, dans la fonction perturbatrice, le terme d'ar-

gument ^ l ' — rm'. 11 contient en facteur e ' 2 ; il en sera de même dans
cl <?'2o\ l, où le terme d'argument ^^— ̂  sera multiplié par e ' 2 ou par —--•

Examinons maintenant comment ce terme intervient dans la forma-
tion de^-^-La première formule du n° 28 montre que, pour éviter
rintroduction de puissances de é supérieures à la seconde, il faudra

- associer l 'argument ^V— s^\ dans c?,,/, avec l 'argument s /— a^seul .
On obtiendra ainsi des termes d'argument ^l—2^ on^l—^l^ ^^\

53.
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cl />r2

contenant en facteur soit e"2, soit —-- L'introduction du terme d'argu-
ment ^l' — 2^' amènerai t exactement le même résultat dans les deux
autres parties de <h/.

Pour la même raison, le terme d'argument ^Ï — a^' ne pourra être
combiné dans cî\/2, qu'avec le terme d'argument ^l— 2/'. On aura ainsi
des termes d ' a rgumen t^ / -— a^'ou 2 / — !\ l' -+- 2^, contenant en facteur

d e''^soit ^2, soit ——•
7 IN

Reportons-no us main tenan t à l'expression analy t ique de "-^^ donnée
au début du n° 33. Il est clair que l 'argument ^l — 2^', ne se trouvant.
pas dans -y-? ne saurait fournir dans â^n une partie non pér iodique .
L'argument il — [\l'4- W ne donnera une partie non périodique
dans S^n qu^à Ja condit ion d'être combiné avec lui-même; mais il
entre avec le facteur <?'2 d t i n s - . r - L e résultat serait donc mul t ip l ié

d e ' 2

soit par ê74, soit par e'11 ——^ et devra, par conséquent, être entièrement
rejeté.

Un raisonnement tout semblable montre que l'on peut , sans altérer
îa valeur de S^n, se dispenser d'inscrire l 'argument.2/-" 4 /'-(- 2^ dans
la fonction perturbatrice.

36. La valeur de Q^n, que nous venons d'obtenir, constitue la pre-
mière partie de -^L- Les autres parties s 'obtiendront par l 'application
de là formule de Taylor, étendue aux fonctions de plusieurs variables*
Posons

- , =:/î+ !L [A-4-2Bcos(2/+^)] ,

A comprenant les termesdont l'argument ne contient pas/. Pour obtenir
/ "S 1

-^L? il faut, dans le terme pr inc ipal , changera en n -4- 5^n+ ^^n+Q^n,
et, dans le terme perturbateur, changer n en n -+• r î ,^+.^n, / en
/+€? , / •+- c5V, s'arrêter dans le développement aux secondes d imen-
sions des accroissements, et supprimer les parties dont il a déjà été
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tenu compte dans le calcul de (V et de §J. On trouve ainsi

—— ==0371 — -^ [A-4-2B c o s ( 2 Z + a ) ] Ô î ^

f) ̂ fî

-——2Bsin(2/ - ) -a)â, /

2 Ïî i

• 2 B c o s ( 2 / ^ a)<V2
/A

o/^4- ^-y" 2 B sîn ( ̂  -h a) Si /i à, //&
/ / f 2

4.- — [A -+- 2Bcos(2^-ha)]<3./22 .

On devra eiïe'ctuer les multiplications indiquées de manière à ne
conserver que les parties non périodiques. Les accroissements ^/?,
â^n, cU ont déjà été calculés d'une manière suffisamment complète
pour l'objet que nous avons en vue. Nous allons chercher dans à.il2 les
termes de la forme Mcos(2 / -+-a ) , les seuls qui puissent nous donner
dans le résultat une partie non périodique.

En se reportant à la valeur de oV donnée au n°27, on trouve aisément

^cos^1- ̂  [- /TFN^ ? - ̂ d î
_ n'[____ i8ç) _ n'1 _ 631 ,

"^(aN-^/i')2 4 ^(ïN'-^/i') "ïj6 '

+ -'••'- ''-°'[- ̂ r, ï - ..iN'̂  -9].-

—r-'-^'-^^.TN^T. ï+ «^ a'--
On voit aisément, à l ' inspection de la valeur de y-? quels sont les

mul t ip l i ca teur s qu ' i l convient d'affecter à chacun des arguments de
la formule précédente pour obtenir dans le résultat la partie non pé-
riodique.

Pour la même raison, il suffira, dans le produit S ^ n S ^ l , de former
les termes dont les arguments sont de la forme iZ+a ; il sera même
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inutile de considérer les cosinus de ces angles. On trouve ainsi

„ - , . , , ,,,r n'1 w n'3 180-) ,
.,H^s.n(^-^)|^^_^ ^ + ,T(^---3^ -8-T2

+sm(./-Z'-^^l^,'

+sin(^-3^.')[-^^^]e'.

Enfin, dans d\ n2, il suffira de calculer la partie non périodique et le
terme en cos^-—^'). L'inspection de la valeur dec^n , donnée au
n° 27, montre en effet que ^^ r^ ne peut contenir aucun terme dont Far-
gument soit de la forme sl+ a. On prendra donc

7?/4 /8ï 4.o5 ,\ 81 n'4 /, 3q6o' n^^ i.2 —— __________ 1 __ __ J___ //2 l i_ ____________ .o'S i_ '/ « 1 ' «.__. ________ fi'toin - [îi^n'Y^ 32 e )^ 3^ ('2N-^)2 ^lïT (..N-S^)26

^r8 1__ /^__ 567__^__i /4-COS^ ~OT J[~76 ̂ ^-^ +^^^^^^^^

L'expression de -, montre quels sont les multiplicateurs qui doivent
être associés a chaque argument dans à ^ z S ^ l et dans r^n2, pour don-

/'/ À 7
ner, dans ——', les parties non périodiques qui doivent composer le
résultat.

37. Si l'on effectue les multiplications indiquées, il vient, après
quelques réductions faciles :

i° Pour la partie de "-̂  qui provient de â^n,

^r^~—^~—-8^ » n f a ^ ^-i^ /lfiï
L 3-2 n2 ( N — n' f " 16 ̂  (^N"^ 77'/3 ' "Ter ̂ ^^•-^ji''~f

ï35 /z^ a'7 ^ ï32,3 ^/f!

' 16 ^^N —n'Y ~" 76 /^T^^^^ "~~ ""iT ̂ 7(^~zr3^~p

8r y^5 <Sï ///(î
+ .̂ ̂ ^^ ,̂ _. ̂  ̂ .̂.̂ ^^

_ ^ ___n'^ 567 , /i^»
"8 ^(^—n'j^^n^N"'^
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^3 nr:> 81 n^ 1701 TZ^
16 7^N_^-"-8r 7^(2^ __^ •——^- ^ ^ N — S/?/}2

56-7 7^ 0.43 y?/5 81 7?/5
3 7z3^]sr_ 3^) + Q" n2 ( N — n' ̂  ~^ ~T n3 ( ÎS — 7^

2° Pour la partie de —— qui provient de S ^ l ,

, r Si n'^' ^7 n/(i 81 7?/3
^ [," 16 /^(N — ^)3 ~~ '4" /-^(N — ^/)2 + "î' ^(N -- /2/')2

^ /z/-^ ^7 /i^6 81 «/c

'̂  4 , ^ ( N — ^ ) "̂ ""s' ^3 (N — n Y '" 76 n^^—n'Y
8i_ ______}^____ _ 567 z?/0______
ï6 7l3(N — 7 ^ ) ( 2 N — 7 ^ ) l6 7 l 3 ( - A N — 3 7 ^ ) ( N - - ^

8l Tl'5 ^7 7l'5 9.7 7^

'~ 7^" 7^7N^r^ "" T 7l3(2.N—7^'") '~ T 7^(9^—71')'^

8î 7^ 567' Ti'5 i3^3 y^"
4" 76 77i^1S~^^7(TN~^^ """' '"4"" ^ ( ^ N — S / ^ ' f 2 "~ 8 7z3 ( aN — 3 /i7')^

_ 567 _________^_________ 189 7J/5 J

~" 76' ^^F-^^^ ~T" 7^ ; 1 [%N — 372/jJ

3° Pour la partie de €-û— qui provient de dV2,

^__ 567 ___T^
^^alN--7 î ' ) 2 2 7 ^ • l ^ 2 N — n 1 ) 4 ^ ( ' ^N-—

,J-_ 8^ ^ _î^__ _ ^7 r^ __ 067 ___^^____
^ ^— -^ ^-^^ ̂  ) 2 - ^ ,^^^ __ ^/ j 4- ^(.2N — 3/^ y

189 71'- 8î __n!___ . ^7 __"i2L_.
^ "T' 7l̂ ÏN^̂ 7i7") ̂  T6 7^(N — 7^)2 "T" 4 7^ — /l/)

567 TI'rl 189 ^î>

4- •Yg~ ^ ( N _ ^ / ) . + "-4- ^ (N _ ̂

4° Pour la partie de —— qui est relative au produit S ^ n S ^ l ,

/ 2 r— 8 r ^ _ ̂  ^/5
6> [ "" "8' TZ^^IÎ^^T) b 7£3 ( 2 IN — 3 /&' j

8i_ _^JL— 56^ •—.JÎLL—I.81 n/5 56^ -—.JÎLLT6 ̂ p^r^ + 16 7i3 ( N — 7i' ).+ 16 7 • À < N — ^ / ) h 16 7 l 3 (N—7^ / ) J Î
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5° Pour la partie de —^-- qui est due à ô^n2,

,r"567 n^ Si___7^/ti 3969 7^
e [ 641 n'̂ N — n'y "~ 3ï ^N-^Ty2 ~" "Ït ^^--^^y

243 _____j^6 ' 1701 __ n'0 ~]
+I^T ^(N—^J^N"^"/?") ~~ ̂ T T '̂ _ ^^-^-p^--^ J .

38. Aux cinq développements ainsi calculés joignons celui de ô^n,
et réduisons ensemble les termes qui ne différent que par le coefficient
numérique. On trouvera, comme résultat définit if de la troisième ap-
proximation,

d§^_ ^ r ^ 9.43 _/^_^i5
dï ~~ e [^(N—/-^)3 "̂ T + 7ï^~^~^î """8"""

__/^&__4^9 ___/2^___^43 ___/ î ' 5 i-;u5
~ /?,3 ( N — n' ) 2 /î ( 2 jsf-zr,̂  ̂ ' """ ,7T "̂N--r̂ 7F "'Tg^

_ __f^__ 4^9 __ __J^__ î^oî ^' 85o5
n3 ( aN — /z' ) " 8 n ( 2 N — 3 /^p 4 ^-^ -̂ g-

_ __n^___ 32^3 __ ^/6 79.9 ^/a 4.05/t3"(2N"~ 3/•l /) y w ̂ ^ ,̂̂  ̂  4- ̂ ^^^ ̂
__^/(! _ r I O J 7 _ /À^___^ _ nfs ^ î3^n ( N .r̂  )i -54 ^^ ^ _ ̂ ^-^^ ̂ .

_ __ ^_ __ ^969 /z^ r 1907
^ {2N —"i/z7 y 'y .̂.̂ .̂  ^^_

^ ______^_ _ _ ^ _ ^ ^^_ ^° _ _ ï 701
/^ ( N — ri' ) ( 2 N — n'Y 32 ^ ("N — ̂ j^ _ 3 ̂ j, -T^-

.̂  ____L^^^».^ î3 _ __^__/!^___^ ^701
^ ( / îN — ^ ) ( i N — / ^ / ) a 64 /A^O.N — 3^)"(N - ̂ ^ ' 64

^_____,?^___ ^7_ ^^^^ _ 396c)"[
/-À3 ( N — n' ) ( 2 N — ^/ J 3 2 /^'(N — /z7^ Ï'N —1/7) ""32^ J *

"i "\ ï
39. Cette valeur de ^- donne lieu à plusieurs remarques impor-

tantes.
Les termes de 63 n où figurait l 'intégrale double Ç fe^dt se sont dé-

t rui ls rigoureusement. On sait que M. Adams a signalée dans la discor-
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dance des valeurs numériques attribuées par différents astronomes à
cette intégrale, une cause qui rend ses propres résultats peu compa-
rables à ceux qui ont été obtenus par MM. Hansen et Plana pour l'équa-
tion séculaire de la Lune,

L'incertitude provenant de l'intégrale JY2^ ne saurait d'ailleurs être
entièrement évitée, puisqu'elle entre en facteur dans l'expression de
la longitude moyenne, après que l'on a écarté la partie proportionnelle
au temps. Il est aisé de se faire une idée de l'influence qu'elle peut
exercer sur le résultat total. M. Hansen paraît avoir employé pour l'inté-
grale /(c'2"— e'^ndt la valeur — l a ï a ^ Ô ^ 2 . M. Plana l'a supposée
égale à —i^ô/^2 , et plus tard à — i;^^^. M. Adams adopte le
nombre —i^o^2 . Enfin, par l'emploi de la valeur donnée par Le
Verrier pour la variation de l'excentricité de l'orbite terrestre, on est
conduit à attribuer à cette intégrale la va leur—i^o^ô^. On voit
qu'entre les valeurs extrêmes, celles de MM. Hansen et Plana, il existe
une différence de 85\ supérieure à -^ de la valeur totale. Il en résul-
terait une modification de quatre ou cinq unités sur le chiffre des
dixièmes de seconde dans le coefficient de l'accélération séculaire.

Les termes en TZ'\ qui avaient apparu dans le coefficient de e ' 2 par
suite de l ' introduction en dénominateur du facteur n'2 dans un certain
nombre de termes, se détruisent rigoureusement. Si cette circonstance
ne s'était pas présentée, l'existence des termes en n'1 eût rendu illu-
soire, jusqu'à un certain point , la seconde approximation, qui nous
avait fourni pour le coefficient de l'accélération séculaire S^Sg.

L'expression trouvée pour -~Q~>- ne contient qu'en apparence des termes
en ^!>. Si, en effet, on remplace dans les dénominateurs N par TZ, et si
l'on y néglige nf en comparaison de n^ ces termes, ainsi réduits à leur
partie principale, se détruisent exactement. L'ensemble des tenaes en ,
n^ doit donc avoir une valeur numérique faible, en comparaison de la
valeur individuelle de chacun des termes, et comparable à l'ensemble
des termes en 7z'°. C'est ce que le calcul permet de vérifier.

Ainsi, l'expression fournie par cette nouvelle application de la mé-
thode de Poisson est bien du même ordre que la partie provenant de

/ n1 \3

l'approximation précédente et contenant en facteur, avec ^j n\ le
carré de l'excentricité ou de l'inclinaison de Forbite lunaire.

Ànn. de l'Éc. Normale. •2e Série. Tome VIII.— DECEMBRE 1879. o4-



420 P. PUISEUX.

: Par des raisonnements entièrement semblables à ceux qui ont été
f^its au n° 35, on pourra se convaincre que les termes négligés, soit.
dans la fonction perturbatrice, soit dans le calcul de <L/, n'auraient pu
modifier en rien le résultat obtenu.

7 ^ /
40. Réunissons maintenant à la valeur obtenue pour -— celle que

, . d^l , . , ,nous avons trouvée antérieurement pour —j—y après avoir remplace par
leurs valeurs numériques les lettres qui représentent les coefficients des
différents termes de la fonction perturbatrice. On trouvera, pour
l'expression définitive de la partie multipliée par^ 2 dans la dérivée de
la longitude moyenne,

cil , ... n' 1 3 27 27 9-7 , 45 . 9 / 45 ^\
^-''^^^^Tl^-Ti^^Gi^^fe^^^G^^T

+ _^__ /4o5 _ 4^ . ^5 .
^ ( N - / ^ ) 3 \ 82 32 T 32 /

n'3 /4o5 675 , 3375 \-4- ———————— 1 -'__ _ —1_ m2 _ ~---jL-, pi \
n(N-n'y\ iQ 3?. T 3?. )

n1» / 3^ _ 945 4^5,A
«.'(N — r a ' ) \ » 3a '" , 3-.>. }

7l'1 / 9.7 \ n'3 / o :>.7 , ao'7 \^rN-^^-^^^^^i--^-^2-^62}
_ ra^ _ / 21 27 ^ i8q \ 7?," /ro<)3S \

+ /^(N -./) V" '8 + '4'? - "37 e / + ̂ N - j - sn ' f [~^~(")

+ __.._.""____ ( 4o5 _ 4o5 - ^5 \
/î( 3N -^ - are' )2 V 32 3a 9 -T' 3'->. 6 ^

____n'3 f3i5 i35 , i35 \
• + n^3W=J=^nT] \'3T ~ "16' r + "32' ̂

^645 \
(N-1-7—ara ' ) ' \ 32 /

w^____/ i a i5 i2i5 ^ q3i.5 \
+ „ ̂  +j _ 27t'). ̂ ~ -32- + -3^ ? + ~3a~ K ]

, ra" / a835 iar5 i4q85 \'
-4- ——————————————————— | —— ————— .4» ————— /T,2 -L» ^'*7__ /?2 1

M^N'- i -y—a/t ' jV 32 " 16 ^ 3-2 /
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^ / 3969 3969 I9845 \
' [ • i N — 3 ^ ^ ' ) 3 \ 16 • ~~i6~ ç ~1" ~i6~ e )

n" ( 3q6q 66r5 38075 \
-^(2N - 3^r[--T6- -t--^^4- -^eî) .

i • n'3 ( 3o87 9261 463o5 \
"^(2N-3/ i ' )V ib "'"ô^9 "^"o^ J

n'3 ( 81 8r 4o5 \-I-r^r^rr^-ï6-'-YG ̂  +-.6-^
I ^ f 8' , '35 675 \

^?^ (2N—/^ ' ) 2 V lô^ 'Sa" 9 ' ' 32 ' J

n'3 / 63 i8q q45 \ n'1 ! 8r \+/^^N^~/7)v~T6+"64"cp ̂ y^-^r^TT^V"^6;
ra'3 / 27 8i 27 \f^ __________________ ( __ „/ i ___ ..QÎ __ _J_ /,2 l

^ ^(N—j+ra')^ Sa 32 • 8 ;/

/?/•' ___ / 63 _ 8i ,__i_î5 ,\
-+- -̂(-N-.r̂ -̂ r,̂ ) {~'3^. ̂  T6 ̂  ~ ~3y~ e )

n"1 1 8i \ M/3 / 27 8i 27 \
-f- (N'_y_-,,^ ̂ - 32 e ) + » (N'~^7 -^7\~ 32 -t- 3i tp - '8 e )

_ _n'3 _ - ^ - 63 8i , i35 A-I- ̂ .̂_^ .̂-̂ -̂ -̂  ^- ^ -)- ^ q, . Sa e /

, _ __ }^"•_ _ (_ 'J î63 ̂ \
-1- ( 3"N —}• — 3'ft'y \ i a8 )

_____n1^____ / 3ç)6q 8969 , _ ^8.î5 ^ \
"" '" 'u( '3N—7—3»') 'V 12^ i28 ï" 128 e )

n"1 [ 3087 i323 ^ i3a3 ^
+ ,F(3N~-=7^~3ra7) Y"" 728" + "64" (p ~ "liy"<;' Y

, _ __^'â___ ^_ ^»7 ^
raN—y-^)'^ 128 ;

/t'1 . / 81 81 , 4.o5 \_i_ ____________ i _ __ -4- —— ci2 — -!— ^•' i
^ra(3N_-y_-/t ')^ 138 ia8 ' 128 /

____n^_____i_63 27 ^ _ 2 7 .\
+ ~n^y^~-j— n'} \ 128 64 (p 128 7

____n'^___ / 357?_^ \
-1-(N-^-y~—3»')! l \ 128 e /

54.
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-L- nr3 f1^0^ _ i^0? ^ ^^ ,\
^(N+7—3^)^ 128 128 T 128 /

.- nf3 ^7?83 ̂  TIC^ ̂ - I46853 ̂
n ^ N - ^ - j — ' à n ' ) \ 128 64 T 128 '/

i ^3 f 729 A( N + j - ^ ) 3 \ 128 e ;

. nf3 (^ ^ ̂ .̂  I863 ̂
~r' ^(N -^j—n'Y \i28 128 i 128 /

,. /^3 / /^ _ 243 299^ \
"•" ^(N ̂ y _ ^) ̂ 3 g/j y ,^{3 /

_-_z^___ ^l35 2^ __^__- ( J 3 f ) A'4~ ^^^=-J---/-l')a \'~8~e ) '4" /^(aN —j — ̂ ) \ 8 ^ y
__n'^_^/3375 \

+ ^(n'-j-)^ 32 ^

____j^3____ / 27 \ __n^ ___ / 27 \
+ Tî^N'^y-^^)2 \ 64 e ) + ̂ r^î '̂-^-^ ^— ^- e ^

____n/^ ____ /_ 2^ \ ___^:L __ ^ ̂  H ̂
. + ̂ ^-^^-^^y ̂  64 e / + ̂ -̂ FÎ  ,7-J \^ 54 e /

_^^_j^3___^i323 A ^^^_^__ ( _ î^-3 A.+- ̂ ^ .̂̂ ^^ ̂  ̂ ^^ J + ̂ .,̂ ^̂ ^̂  ̂  ̂ ,.̂  ̂ ^
jîf^___ /_ 2^7 \ ^ _n^_ _ ^ /_ 2^7 \

+ ̂ ^^, ̂  _ ̂  ) ̂  y ô y 4- ^H N _ ^j-_^1; ̂  ^ y e ^

TZ'3 / 33075 \ ///3 / 6^5 \
_L ________________ __ ____i—. p'i \ ̂ L, ,̂»___.„„....,__„ ( __ .-.„..i/,,,,̂  ^^ ^

. + n^n'- 9,/) V 64 <; ; + /z'(/,.'- a/) », 64 ;

_____n^____ f_M3 A _____n^-____^_ il3 ^
4' /t ( a N —-a/^+ re'7 \ 64 <? / -1- n' [ 2 N — 2 À -h 7î' ) \ "64" ° )

_____7^_____ / ^ A _ ___n'3 _ / 2 4 3 ,\.
+ n ( 2 N — a À — n' )1 \ 64 (p ) ^~ n^faN --'a/t"— 77) \ 64'<r'/

7î'3 _ / i3î3 \ __ /̂ ^_ / ^7 ^ \
n2 ( 3 n' — i h ) V liT ? J -l- '^'[n1'-^} \ 64 ? J

n^ / 8 ^ \ a ' 3 / 81 \
" ' ^ ( N . - A ^ V 64e'; """^(N-À) Y'Sa9 y'

-.__^_-^5^ ..^ . ^3
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7?/4 I2 l5 7?/4 459

"h ^(N-/^ 8 '^.(N—^) T" ' ' '

TÎ  243 ^ lai 5 ___n74 4^9
~ / ï ( 2 N — ^ ) 3 "4"'""" ^ ( < 2 N — 7 i ' ) 2 16 ^ ^ ( ^ N — n 7 ) ""S'"'

^ n" ^oï nfà 8505 7l/4 32IB

n(ï N—3^ 4 .^(aJN—S^)2 16 z^N—S/i') '~8~"

??.'5 729 n^ 405 n^ 1107
~ ^ ( N — ^ ) 4 "64" "+' ^ ( N — T i ' ) 3 "64 '4-' ^ ( N — ^ i ' ) 2 "64"'

n'5 81 n'^ 2.43
^ ( î N — / * ' ) 3 8 ^ ( ^ N — / ^ ) 2 'aï

n'5 __ ^969 7?/3 11907
"~ ^^N'^^S/T)3 ~~8~' ~~ ;i3]̂ ]̂ ^ '"37""

/î^' 243 y2./5 I 70Ï
4, ̂ .̂̂ .̂ .̂,̂  ^ _ ̂ ĵ ^ __ ^ ̂  -^-

///•> 243 7l'5 1701^ .̂.̂ ^^^^^^^ ^ _- ̂ ^^^ ^^

n1 f' 567 n'5 3q69"14, ̂ .̂ .̂̂ .̂,̂  ^ _ ^^_^^ (^rN'^'Sn7) "^2~J"

Dans cette formule, N désigne le coefficient du temps dans la longi-
tude moyenne de la Lune, telle qu'elle résulte des observations.

n est le moyen mouvement de la Lune dans son orbite elliptique,
abstraction faite de la force perturbatrice du Soleil.

ri!, j\ h désignent les coefficients du temps respectivement dans / /,
rr>, 9. Comme ^ varie avec une lenteur extrême, on a pu négliger par-
tout le coefficient du temps dans ^/, en présence des coefficients du
temps dans / et dans //.

41. Pour réduire la formule précédente en nombres avec toute l'exac-
t i tude que comportent nos calculs, il sera nécessaire d'employer des
données numériques plus précises que celles dont nous avons fait usage ^
dans la seconde approximation. Nous emprunterons aux Tables de
M. Hansen les valeurs des éléments de l'orbite lunaire. Il faut observer
toutefois que les longitudes sont comptées dans cet Ouvrage à partir de
Féquinoxe moyen mobile, au lieu que celles qui entrent dans nos cal-
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culs ont pour origine Féquinoxe moyen du Ier janvier i85o« Pour
passer d'un système à l'autre, il faudra tenir compte de la précession.

SoitP k précession générale, /, CT, 0 conservant la signification que
nous leur avons attribuée jusqu'ici. On a, d'après M. Hansen, pour
1800 janvier o, Greenwich, l'unité de temps étant l'année julienne,

/ ~ CT=I 10° 19'33^64 + (i3x36o°4--33i 158^ 3 7 1 5 ) ( ^ — 1 8 0 0 )

/ // / •>^/ /— I 8 0 0V+ 49^435 ̂ -^—J,

^ — 0 == 192° 7' 11^, 91 + a r61 lô^, 2207 ( t — 1800 ) — W, 3a3 /Ir- ^ooV

/? 4- P = 33° lô^i^ i.5 — 69629^ 3961 (i? — 1800) + 8^, 189 (^--L800) \

P =5o//,a23o (^ — 1800) 4-" i^ ï2i /i^-1^00^2.1 ; \ 100 ;

On en déduit

Ô==330I6 f3l / /,ï5-69679 / /,6I9ï(^- 1800) .4- 7^068 (LZL1800^,

OT=225^3f53//,o6+ï46435//,6oI6(^~I8oo)—37//,255/^^8M

(^ _ Tftnn\ 2
/= SSS^^'aG^ 70 +I7325593", 97,3 i(i! — i8oo)-{-lî/', 180 l .

Prenons les dérivées par rapport ao temps; il viendra

(10 / ' / • / / / - // r ^f t— l8o0-^ =- Sgô^ôigi + o",i4i36 ——^— ?

^== ^46435'/,6oI6-o//,745Io £^-I800,

^^ o fr'/-' n// ^ // /^/^ ^ —— s 800-,-== 173^5593 ,973i-^ o , 24360 ————-"-•
Ul * 100

Prenons pour origine du temps t== i85o janvier o, Greenwich. Les
accroissements en une année julienne seront ;

Pour la longitude moyenne de la Lune.. . » . 17 325594% 0940)
Pour la longitude du périgée..... . . . . . . . . I46435//^29I
Pour la longitude du n œ u d . . . . . . . . . . , ; . . . — 69679//,5484
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II suffira de diviser les nombres précédents par 365,a5 pour obtenir
les mouvements en un jour solaire moyen.

On trouve ainsi, pour l 'époque de i85o,

N^^^SSg,

j == 4oc//,9I8,

h =—190^772.

Nous adopterons pour le mouvement moyen du Soleil en un jour
le nombre donné par Le Vefrier :

^rrr^S^Kjâ.

42.•Cherchons maintenant à déterminer n. On a vu que, si l'on réduit
la fonction perturbatrice à sa partie non périodique, il existe entre N,
n et n la relation

Nw'ï'(—j••-j'••+^•)•
La valeur fournie par celle équation pour n ne serait pas encore

assez exacte pour notre objet. Nous allons, en appliquant la méthode
de Poisson, trouver la partie principale de la correction introduite par
les termes périodiques de la fonction perturbatrice.

On a, en négligeant les excentricités et les inclinaisons,

R == — r /l^2 — 3 J^^ COS ( 2 / — 2 /' ) .4 4 v

On en déduit , par les formules du n° 6,

dn < ) / . / , „,^=^sm(./~./'5,

(11 H"1 3ÏÏ'2 . ., „.
— == n — ~ — —— cos(;u— 'u ,
dt n n • '

Intégrons la valeur de-^- II viendra

Q n'2 / .
-— _ ^ ^,^,,,,,,__^. pr\n ' 't / _. ' ) 1 '—_ .-y. _'™'."""——•—— ^ v.») i <i.> i "' t i .4 N —, n ' ' '
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D'ailleurs,

^'=,,.-^cosl.,-,.)=-(j,^^^)cos(,,-^,

et, en intégrant,,
[ 0 n ' 1 . 3 n^ 1 . , , ,,.^^-[^(N^^^Ï.TN'^^

La valeur de -r" donne, en difféjen fiant,

^=9^cos(./-.Z')^^-[^^^+y^^^

Où pourra laisser de côté Sa^ qui s^ra entièreiïient périodique. Les
deux autres parties de la correction seront

d5,l 3î^fî , , ,,.^ 6/^2 . , , ,,̂  ,
———- == ——^- C O S ( 2 Z — 'îl^ÔiTl 4- ——— S in (2Z -— 2/ ')Ôi/,

u fc '& *ï

ou, en substi tuant ,

rfôj _ 9-7 n'4 ^7 /i'4 9 n^
"̂ r =:: ~ "8" /î^^1^ "~ "y" •̂•̂ 777? — ^ ̂ F^^ ĵ,

et, en réduisant,

r/rîj_ 63 n^ 9.7 /// i
^. — — -y- ̂ .̂-̂ ^ - -^ ̂ ^^^ .

On est donc conduit, pour déterminera, à l'équation suivante :

„ ^T 9 . ^ 2 3 '. 63 n/2 ^7 ^2 1
N-n~nlI^ëo+8e2+^2+^^-^^rh^(N^^^^

Celte équation peut s'écrire

M , ^'t r 9 . , r ) •> 3 „ 63 n'2 217 ^ /2 "i^N+^LI-i^^r^stô^ï.(N^
Si l'on calcule le second membre en adoptant pour valeur approchée
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< J e — le nombre 0,07439, on trouve

/z==: 4-7715,78,

Le calcul, repris en substituant ce nombre à n dans le second membre,
donne

n =: 47715,66.

Les approximations suivantes ne modif iant pas ce nombre, nous l'a-
dopterons dans la suite des calculs.

43. Pour obtenir en secondes la valeur du coefficient de l'accélé-
ration séculaire il faudra, dans la formule donnée au n° 40, rem-
placer ef par é^ 4- al et ne conserver que la parlle qui donne par l'in-
tégration un terme proportionnel au carré du temps. Pour atteindre
ce résultat et effectuer en même temps l'intégration, il suffira de multi-
plier la quan t i t é entre parenthèses par n ' t . ë ^a t . Dans cette formule :

n't doit être pris égal au moyen mouvement du Soleil en cent années
jul iennes. Ce nombre est, d'après Le Verrier, égal à

ï^Sc^z^.

^représente la d iminu t ion en cent années Jul iennes de l 'excentrici té
de l'orbite terrestre.

e'Q est l 'excentricité de l'orbite terrestre à l 'époque choisie pour
origine du temps. On a, d'après Le Verrier, en prenant pour uni lo
de temps l 'année jul ienne,

e/==3459'^^8-~ (//, 08755 / -—o", 00000282 Z2.

Nous ne nous occuperons que de la d iminu t ion accusée par le terme
en t. Nous vérifierons plus loin que l ' inf luence du ternie en t2 est
négligeable dans les limites des temps historiques. Des nombres qui
précèdent, on déduit , pour la valeur de l'excentricité exprimée en
parties du rayon,

€^===0,016771 et !%/== o, 00004 ̂ 44^ '

Enfin, pour l'excentricité et rinclinaison de l'orbite lunai re , nous
Ann^ de l'Éc. Normale. 3e Série. Tome VIIÏ.—DKCEMBRE 1879. 55
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adopterons les nombres de M. Hansen. On trouve

o == iSSig^^ô

ou, en parties du rayon,

cp== 0,089787 et e === 0,054908.

On a ainsi tous les éléments nécessaires pour réduire en nombres la
formule du n° 40.

44. Le Tableau suivant, dans lequel chaque terme de cette formule
est désigné, pour abréger, par un de ses facteurs, donne en secondes
la partie correspondante du coefficient de l'accélération séculaire :

Ternies.

n'
ît

n'3
(N — //)3

7Z'3

^[JN — ii'Y
///3

l i - ^ ^ H ' )

^

(N -y)-1

/^
/ < ( N - y ) ^

7Z'3

^ ( ^ - J )

n^
(3N—y--2 / / ) 3

r?'3
/^3N — y — ^n'Y

n'^
/2 ' (3N — y — 2// ' )

//'3
^^.j^.^n'^

^
^(N -4-y — ïut f

r^
n\ï{ -+-y'-— ^ / i ' )

-t-10,'A 3206

. • - — i , i ï 3 i 7

• . -~ 1,59578

-t- o,o434i

• . -t- 0,09961

— 0,00173

—- o , i3i43

• • -4- j , 91421

• • 4- 3,846%6

Tennert.

///3

[2JN -" 3 / 1 ' ) '
r^

n^—^u'Y
^

/ ^ ( a N — S / z ' )
//;t

( - A N — / ^ ) 3

///3

/Z ( -2N — / Z ' ) ' ^

//3

^N--/^)
//'3

(N-y-^/ / ) ' 5

^/3

/-?(N-/4-//)y

7/3

^(N-/.4-//)

///3

(N-y-^f
//3

/^N--/—/^
//3

^ ( N y « , / )

/Z'3

(3N-/—3//)3

-h 1,07139

-h a,9Gl90

4- 4,07439

4- o,o%()7G

-h 0,0;')'ï4^

4"" o,07GG9

4- 0,000'>.4

4" o,oy.8i 1

4- 0,06914

4- 0,0003(S

4- o,o38o7

4- 0,08078

4- o,oo46o
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Ternies.

//3

^ ( 3 ! \ — j — 3 / i ' r
//3

/^ (SN j 3,/j
//'•'î

(SN-/- / / ) - 1

//3

A ? ( 3 Î M — y — y^^
7i13

^ ( 3 N — y - ~ / / )
//3

(N-^-3/^
//•"•

^(.iN -t-y--3/^"
,//.<

//^N -l-./—3/^
//•î

(N+y' -^y 1

^/,;

/ Z ( N -4-.y—//j ; i

//;t

^ ^ N - ^ y — / z ^

//n

/ / ( ' 2 M — y — n' Y
! î 1 ' - ' 1

/ Z ^ ( 2 J N — j — //J

// i

//•"'(/z'—.y)
/^

/ ^ ( • A N —'2/-1- / Z ' ) ^

//3

/r(:>.-N — a/'-h / / ' j
//3

/ / ( '2JN — îv— //)''
///lt

/^ ( aN — 9.j — u ' }
///;i

y/ ( ̂  N — •> '̂ — 3 / i > Y^
^(4^ î -^-•3/<î / )

// /3

/ / f . ' i . N — i v — 7 ^ ) 2

-r- o//,I5653

"h 0,38070

-4- 0,00008

•+- 0,00288

-î- 0,00640

-4- 0,0674°

— 5,6-2736

—io,32236

-+- o,ooo8i

— 0,08099

— o,ooo53

— 0,00101

—. 0,18287

-•}- 0,00001

-t- 0,00002

-•{- 0,00001

--1- o,oooo3

-+- o,ooi35

-h 0,00253

4- o,oooo3

Ternies.

//3

/z"' ( 4 •N — 2/ — // ' )
^3

^'^3 /// — 'ij]
//3

/ ^ 2 ^ /^ / —•.V)
//3

/ z ( 2 N — 2/; -+- fl ) '

//3

/Z• i(2-N — 2/2 -f- // '}
^/.!

/Z ( 2 .N — 2 /À — /^ ) ï

/ f ' 3

/z'^aN — 'ifi — fi }
n^

^•^^—a//)
//3

^ ( ^ a / / )
^/3

/ / ( N — / z ) ' ^
n'3

/ r ( N / ^ )
//3

^ ( / / / ^
^/i

a(^ —n'Y
//i

^ ( N , / j ^
//i

^ ( N — / ^ J
// / i

^ ( ^ N — / ^ ) "
/z'1

^(2^—// ' ) ' '
/^

^(2^ — / / )
^/<

/^ (2N—3/^ / ) • ' i

/^
^ ; ! (2N—3/^ / ) 2

/^
^ ( a N — S / ^ )

-h o,oooo5

-î- o,a8653

-(- 0,02096

-l- 0,00027

-h- o,ooo56

-l- o,ooo3i

4- o,ooo6o

-+- 03Oa736

4- 0,00107

-i- o,ooo3()

•+• 0,00078

— 0,22024

— o,5o642

— 0,70385

•+- 0,02444

-(- o,o5848

4- o,o8456

•+- o ,ai8ï i

-+- 0,48124

-+- o,64i8i

55.
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Te

fî'
/7[N"^

//
/^( iN-

7/

/ /^N--/< ' ) '
//ft

/r(^N
//

^-^

^"(ÏN
/

/^[-.uN

rmes.

- //)1

r*

- n ' y
5

-//y'

—^T
//'rl

— 3//)3

^/:.
— 3 ^ ) ^

// Q ^ /

. . . . — o,oo4^9

. . . . -,-. o,ooo3o

/ / ' ( N —

/r(N--

/^ (aN-

^ ' ( ' ^N-

/ ^ ( N —

/ ^ ( N —

Ternies.

///:t

, / ) ( ^ N —
//^

/ ^ ^ ( a N —
//&

- / ^ ( N —
y/'5

-3 / / ' ) (N -
///;l

//) ( ^ J N —-
//:>

/ / ) ( % N —

7,'^

3//)"'

//)'•

-n'^

" ' }

3 n ' )

•

— 0,000:17

-4- 0,00389

— 0,00049

"+- o,oo373

— o,ooan

-4- 0,0160^

Si l'on ajoute ces nombres en tenant compte de leur signe, on
trouvera :

1° Pour la parlie qu i contient en facteur n ' .
2° Pour la partie qui contient en facteur n^.
3° Pour la partie qui contient en facteur /^ î.
4° Pour la partie qui contient en facteur n'\

-+- lo^^aoG
- 4\ 03867
4- (//, 07813
-4- o^,06261

Les deux dernières parties sont bien du môme ordre de grandeur,
conformément à la remarque faite au n° 39.

Si l'on fait la somme, il en résulte, pour le coefficient du carré du
temps dans la longitude de la Lune, le nombre

6^33413.

11 convient de faire observer que les deux derniers chiffres ont pu
être altérés par l'accumulation des petites erreurs quand nous avons
fait la somme des résultats partiels.

45. Sans examiner s'il est possible de faire concorder avec ce chiffre
les observations transmises parPtolémée ou par divers historiens, nous
citerons quelques nombres propres à donner une idée de l ' influence
d'une telle accélération sur la position de la Lune dans son orbite à
une époque reculée. Nous avons vu que, d'après Le Verrier, la
variation de l 'excentricité de l'orbite terrestre peut être représentée
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pendant une longue suite de siècles par la formule
e' •==. S.^Sg", 28 — o, 087551 — o7', 000002821\

L'uni té de temps qui figure dans cette formule est l'année jul ienne.
Si l'on prend pour unité le siècle, elle devient

e1 = 3459^ ̂ 8 — 8",755Ï — o^, 0282?.

Nous avons calculé seulement la partie de l 'équation séculaire de la
Lune qui dépend de <?'2, et nous avons supposé la variation de e^ pro-
portionnelle au temps. L'accélération de 6^33 par siècle que nous
avons obtenue aurait pour effet, au bout de vingt-cinq siècles, d'ac-
croître la longitude de la Lune d'un nombre de secondes égal à

6,33x625 ou i^^77,^.

La Lune emploie près de deux heures a parcourir un arc de cette
étendue. Un tel déplacement entraînerait par conséquent une modifi-
cation profonde dans les circonstances d 'une éclipse.

Cherchons m a i n t e n a n t quelle serait l ' influence du terme en T2 qui
figure dans l'expression de <?'2, et qui donnera par l'intégration, dans
la longitude moyenne, un terme proportionnel au cube du temps. Ce
terme, comme on le voit à l 'inspection de la valeur de e\ se composera
de deux parties : 1° le carré du coefficient de ï; ^° le double produi t
de <4 pai* le coefficient de ï2.

On trouve ainsi, pour la partie proportionnelle au carré du temps
dans l'expression de e / 2 ,

- nS^/P.

Dans l ' intégration, ce terme prendra le diviseur 3. Si l'on remarque
que le coefficient de t dans e 2 a donné 6'/,33 pour le coefficient de ^
dans la longitude moyenne, on pourra écrire immédia tement , pour le
coefficient de l^ dans la longitude moyenne de la Lune,

% 118,57x6,33^ ̂ ^̂ .̂ .̂̂ ^̂

L'accroissement qui en résultera dans la longitude de la Lune, après
une période de vingt-cinq siècles, sera exprimé en secondes par le
nombre

11 L^JL3^^^3^ I5525

. 3 345e), 28 x 8, ̂ 5^" ̂  '
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lâC/7^ OU 9f ̂ ,3-].

Cet arc serait parcouru par la Lune en quatre ou cinq minutes de temps.
Les observations d'anciennes éclipses qui nous sont parvenues sont, en
général, affectées d'une incertitude au moins égale à cette durée. On
voit donc que la considération du terme en /3 ne modifierait en rien
les conclusions que l'on peut tirer de l'accord plus ou moins satisfai-
sant des observations avec la théorie.

46. Jusqu'ici nous avons regardé la partie proportionnelle au carré
du temps, dans la longitude moyenne de la Lune, comme fournie uni-
quement parles termes en e/2 qui figurent danç la dérivée de la longi-
tude. Il est naturel de se demander quel changement serait apporté à
ce résultat par la considération des puissances supérieures de e\ Au
point de vue analytique, c'est une petite quantité du même ordre que e
et y, quoique notablement moindre en valeur numérique. On devra
donc regarder com.me comparables aux parties déjà calculées les termes
qui, dans la dérivée de la longitude moyenne, contiendraient en facteur
l 'une des quantités suivantes :

^n'e'^ ^n,̂  ^e^n'e'^ ^n^, ^/^.n n T n ? n0 ' n

On voit clairement, à l'inspection de la fonction perturbatrice et des
formules qui s'en déduisent, qu'il ne se ^présentera pas de puissance?
impaires de é ni de puissances paires du rapport n~- Partout on rem-
placera ef par é^ + a^, et l'on ne conservera que le terme en t, le seul
qui, par l'intégration, donnera dans la longitude moyenne un terme
en ^. 'Ainsi n'e'4 devra être remplacé, en intégrant, par 2e^ at. n't, et
n'e^ par ï é ^a t .n ' t .

47. Les termes qui contiennent en facteur la première puissance du
jf^

rapport — s'obtiendront immédiatement sans aucun calcul d'approxi-
mation. Il suffira d'écrire dans la partie non périodique de la fonction
perturbalrice les multiplicateurs de e"' et de 6^. Posons donc

R = n^e- (~ ̂  + 4^ ~ ̂ A - ̂  35^
\ 32 64 ' 64 ] 64
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Rappelons la formule, qui donne la dérivée par rapport au temps de
la longitude moyenne,

dl _ a OR e àR o àR
cil na à a ina1 àe lîza2 <)<p

On trouvera, par l'application de cette formule,
dl ^ [ i5 i35 î35 \ , - 33 7i' , ,
T, == -4- — — -s- + —r ç2 — —r e'1 n'e^ — — — n'e'^.
dt n\ 8 64 T 64 y ib n

Pour intégrer, on devra, comme nous l'avons expliqué, remplacer
î ^ e ' 1 ' par ^ e ^ a t . n ' t et n'e^ par 3e^ at.jîft.

v.t désigne, comme précédemment, la diminut ion en un siècle de
l'excentricité de l'orbite terrestre; n't est le nombre de secondes dont
s'accroît en un siècle de cent années juliennes la longitude du Soleil.

La réduction en nombres donne, pour la partie du coefficient de
l'accélération séculaire qu i provient du terme en e'\

-+- Q " , 00719,
et, pour la partie qui provient de e ' 6 ,

-4- C/^OGOC^.

On voit que ce dernier nombre est entièrement négligeable. A plus
forte raison pourra-t-on laisser de côté les termes qui dépendent des
puissances plus élevées de ef.

48. Occupons-nous maintenant des termes qui contiennent en fac-
teur avec ê'4 la troisième puissance du rapport /2L- Ces termes seront' i i i
donnés par un calcul d 'approximat ion tout semblable à celui que nous
avons effectué pour les termes çn e ' 2 . Il est clair que, dans cette
recherche, on pourra supposer nulles l 'excentricité et l 'inclinaison de
l'orbite lunaire, et ne conserver que les termes de la fonction perturba-
trice qui contiennent e' à des puissances inférieures à la cinquième.

On est ainsi condui t à adopter, pour la fonction perturbatrice, un
développement composé de vingt termes, dont voici la liste :

(o) K=,^[-^+|^+^.")

0 ^(-J^^-l^cos^-^)
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+ ( L - ^ 3 ' 2 - 4 - I 5 e / 4 ^ < ^ c o s ( / — r o )
\--ï 4 ib / '

+ f _ 3 ' _ _ a Z e ' 3 ^ C O s ( / ' — ( ^ ' )
\ 4 3a /

.-(^J+^^-l^.cosOZ-^-./-)

^ (9 i5 ̂ .^ ^Z ^A ^ eos(/ -4- ̂  - 2./-)
\4 o ^-'î- /

+^^.e /+^ )e /3)cos(^-3^+^)

-4- ( 3 ^ — ^ e7^ cos ̂ /- Z'- ̂ )
\b b4 /

_^.( f3,/-+- ^e^^COSÎ/- Tn~h ^ — ^)

^.(3^ ^ ê ^ e c o s ^ — C T — ^-4-^)
\4 .32 )

— j j^cos^/ '— ^^)

^f^ ^—e^ 3 6 26- / ; l ^êcos (3 /—^—3/ / - ^7^ /

\ y b/ï. /

(3 'î \.̂ e1 -- ,"7 é - ' - • l j ecos (3^— zu — / '— Tn7)

^.(/63 e/— i I 0 2 ^ 3 ^ e c o s ( / - 4 - î ^ — 3 ^ - 4 - w / )
\ o (;>4 /

^(—^ e' •-+- ̂  e^ e cos ( l -4- CT ~ ^ — w )\ o b4 /

_, ^^=COS(^ /—4^-4 -^^ ' )

•+• ^ ô ? 2 ô C O S ( ^ — •U5 -4- ^ / / — ^.CT7 )

-h •̂  e^C C O S ( / "— ?î7 — ^/ / -+- ^TO^ )
b

— ^ 6-^ COS (3/-^---4^"^)b

i53. ^ .̂ —L ^'2 e cos ( / "-h- TTT — 4 ̂  "-̂  2 ̂ '
0
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Comme on doit s'arrêter h la troisième puissance du rapporta
il suffira de calculer dans la longitude moyenne l'accroissement du se-
cond ordre. On voit alors, en répétant le raisonnement que nous avons
fait au n° 7, qu'il est permis de réduire la fonction perturbatrice suc-
cessivement à chacun de ses termes.

49. En écartant le terme non périodique, qui a déjà été considéré, et
les termes (3) e t ( io ) , qui , ne contenant pas /, n ' inf luent pas sur le
résultat , on voit que tous les termes delà fonction perturbatrice rentrent
dans une des deux formes analyt iques suivantes :

ou
R ===: n^cû P cos ( 2 1 -4- il' + i'vs' )

ï\=z n'^PêCOS^'/-- zn -!- a).

Dans ces deux formules, i désigne un nombre entier qu ' i l est inu t i le
de spécifier, a une somme de mul t ip les de /' et de r s ' ' , P une fonction
de e\

Si l'on adopte la première formule, on trouve, par un calcul exacte-
ment semblable à celui q u i a été fait au n° 10, que l 'accroissement du
second ordre dans la dérivée .de la longitude moyenne a pour expres-
sion

d °/ / — / 3G ̂  36^4 2:8 nr! '
dï V p3 np'2 n^p i

P2.

On devra dans P2 ne conserver que la partie qui cont ient en facteur ê^;
p désigne le coefficient, du temps dans l 'argument de chaque lerrne;
on pour ra , sans erreur sensible, traiter dans les arguments -cs1 comme
une constante.

Prenons maintenant la seconde formule. Le calcul est i den t ique à
celui du n° 11 ; on est condui t à l'expression

dM. — _ /3 m^ 7^-11.'
dt \fî.nqï 2/ i 'ç / P2,

q désignant le coefficient du temps dans chaque argument, abstraction
faite de z^'. Comme tout à r beu re ,on ne conservera dans P2 que le
terme en e'^

Ann, de l ' É c . Normale, a® Série. Tome VIII.—DECEMBRE 1879 . 06
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50. Donnons m a i n t e n a n t aux lettres qu i ent rent dans ces deux for-
m u l e s les va leurs qu i leur sont a t t r ibuées dans chacun des termes de la
f o n c t i o n perturbatrice. Nous con t inuerons à désigner les coefficients
du temps dans /, l\ ^ respectivement par N, n' eij\ On t rouvera a ins i
< / o , / _ / ,, f 5io3 7Z'3 5io3 n13

'7/7"' ̂  ne t< L 7ô6' •r^Tn/j ""' 7î8" ^^•••ZT^-Y
3969 n^ 9 n'3 '2 r n^__... _^. ̂ .̂ ^^^ _ ^ ,̂.̂ ,..̂ ,..̂  ̂  "̂ -" ̂ ï^ _.yj

5103 n ' y 3969 _ / / '3 „
"~ "aôo" ̂ -Y -̂̂ J -̂̂ -̂ -Î ""• ,̂ g ^3N —-,/ — 2^')

i53cK) n'3 357-:u ^ / 3_^ _4, ̂ .̂... ̂ ,̂ ^̂ ..,,̂ ^̂  ̂  --^g- ^^-^•ĵ --^^, j

6974.1 ^3 6974t ^n 54^4^ _ ^/:î
+ ̂ .̂ ^ ̂ ^^^^ -^ -.. ̂ ^ .„ ̂ .̂̂ ^ -i... -.g^̂  ̂ .̂̂ ,̂ ^

81 n^ 81 ;z'3 63 n^'. ^ 64 ^^-"_:-^^11, + ̂  ̂ .̂.,̂ ,..̂ ,-̂ -̂  ̂  ̂  ^^ ̂ j\r._ ^"j
. 243 n'3 567 n^ _

"" 7ïy ^^l"3:-j••̂ :-̂ l••J, "̂  7-̂  ^^"•_----j-q^^
243 n'3 ^67 ^3

_ ̂  ̂ .^•••_j-_-^ — ̂  ̂ ..̂ .,..̂ .ĵ ,̂̂

69741 ^ _/?/3 ,34943 _ n^3
+ ...̂ .̂̂ .̂ .̂ ^̂ ^ ^ ̂ ..̂  ^^ .̂̂ -̂ .̂ ,̂ ,̂ ..

fh ___n^___ 63_ ____n^__
" ôTa /^"ÏsT^-j' — ^J '̂ 4" 57a /^ ( 3 IS — j — /•// )

20929,3 /i'3 488187 ^3
_ _^^ ̂ ^^^.^ ^ ̂ ^^ ^^.^^..^^^

2.43 n'3 067 n'3
'""" 5"'̂  ^^•^•y-_7^y2— ̂  -^^

234<'9 n171 ^3^09 n'3 I8<A07 n'3

: -iûS ( . fS—^n 'y : 64 n(N—"a/y/)2 :• 3% /^(JN — •-u?/1

?.43 7?'5 .56'; /i'3

1-28 /i(iN --y 4- 'l'n j 2 1^8 /•fc'(N ---"y -h a^j
243 /î73 567 n^— 7-̂  ̂ - ĵ-^^-y — -^g ̂ ^^^.-^^

234oq ^'^ 18^07 n''^
• '"" -̂ y-.̂ ^^J^^ -- "~^-g- ̂ .̂̂  .

• ; 70^7 ____n'3^___ I(î3863 ' 1 " '^'L' ^ ' '1+ ̂ ^.. ̂ ^^^^^ 4- _^». ̂ .̂̂ ..̂ .̂ .j.
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. On dédu i ra de cette fo rmule le coef f ic ien t du carré du temps dans la
l ong i ludemoyenne en remplaçan t n ' e " ' par 2^3. a ï . n ' t . La réduc t ion en
nombres n'offre a-ucune diff iculté. Le Tableau suivant fait conna î t r e , en
regard de chacun des termes que nous venons d'écrire, la va leur en
secondes de la partie introduite par ce terme dans le coefficient du
carré du temps :

Tcrui;',1?.

/•/

//

U'3

fN-"-/?7
/ / 3

//(IN -- / / ' j *
//:î

^ (N—/ / ' )
//'3

^iN-,/7
//l

^(N-,/)
//"

/ / (3N — j -- '-u^r
//':i

//'''( 'i^ —y'-- - ^ / / ' i
//';1

// (N H--. / --'i/t1 f
//:i

/^(^ .-.(-.y-- ^ / / ' ^

//3

(-.̂  — 3 / - î • ) • (

/^:1

/ / (aN — 3 /t'y
/i'3

//"('2N — ' ? / / ' )

//3

( - 2 N — ///4 '

///;1

^(2N —/^J'- '

^/3

/^(aN—//)
/z^3 '

^(]S(^/4..,z^

•-+"

-.1-

1-^-

'-•i-

.,{.-

'-l--

—

n

.,4..

0 ,00719

0,00055

0 , OC) Ï 0 1

o,coi44

o,oooo5

0,000II

0,0000 r) ,

0,0001 a

0,00175

o,oo349

o,oo4'23

0,0074^

O^OlOl?^

égligeabîe

0,00001

0,00001

0,00004

Tcmcs.

//3

/r(N — j -4- // )
//3

u^-j-fr}'1
//•'•

ir\^ — j — f{' )

n"
^(:ii\ — j — 3// y

r^
u^ 3JN —/ — 3// )

^

/^3iN —•,/ — /{'Y

" " \ .......
//(3i\ •— j — /i )

//;)

// ( ̂  -}- j — 3//')"'
,/3

/r(N -i-./— 3^ ' J
//:s

/ / (N -t-y— /^)2

n'3

/^(N -+-y- /?')
;/•''

(N — a// ' ] '
//3

/^(JN —- ^/i' f
^

^(N^ — 'm' ]
n^

n{^ —j -h •2^'^
^/3

/^(N -y+'^^')
//:i

//(ÎS —/ -- '^fi'f

tf

• • • • négligeubki

. . ' • ' -T- 0 ,01437

. . . . . .-;-. o,oooo 3

. . . . . -j- 0,00008

... » . -4"- O.OOOOG
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Termes. Torincs,.

7l'3 " ///;$ tl - ».——-——:———- . , * , . . . . . -4- o.oooî i -——————-—r, • • • • . . • • - — o,oï'3;)5/r (N —/ — 'in ) ' // ^rs -4-,/ — 4 / t }

——-——:——-—— .. . . . . . . ^ o,ooo54 —-r^——:——:—j~ • * • - * • • • • — 0,03874/ / f 3 N — y — 4 / / } ' 5 / r ( N + / • — 4 / ^ / } •
n

^m-j~W}1 + o, oo 113

Si l 'on fait la somme des résultats qui précèdent, on trouve :

Pour l'ensemble des termes positifs . . . . . . . . . •4- o", 08499
B^our l'ensemble des lermes néga t i f s . . . . . . . . . . —o",09069

La correction fournie par les termes en e'4 est donc

— O^OOÊ'JO.

On se rappelle que les termes en e ' 2 nous avaient donné, pour le
coefficient de l 'accélération séculaire,

6",334i3;

ce coefficient se trouve donc rédui t , par la considération des termes
en e'\ a C^, 32843. Les deux derniers chiffres pouvant être altérés par
l ' accumula t ion des petites erreurs dans la somme des résultais part iels ,
nous adopterons pour le résultat d é t i n i t i f le nombre G'^aS. Si l 'on
t ient compte de la petitesse du changement apporté au résu l ta t par la
troisième approximation, on pourra regarder comme très-vraisemblable
qu 'un calcul plus exact ne modifierait que le chiffre des millièmes de
seconde-
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