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ESSAL

CALCUL DES QUANTITES ASSOCIEES EN SYSTEMES

SON APPLICATION A LA THEORIE DES EQUATIONS SIMULTANEES

(svrrTeE),

Pan M. Cr. MERAY,

ANCIEN ELEVE DE L'ECOLE NORMALE, PROFESSEUR A LA FACULTE DES SGIENCES DE DLION.

Application des principes précédents a la théorie
des équations simultanées.

33. Le caleul des assemblages semble éminemment propre & I'étude
des questions ol sont engagées des quantités solidarisées en systemes
simultanés; son analogie parfaite avec le calcul ordinaire des quantités
isolées permet d’utiliser la plupart des artifices de celui-ci, et met dans
toute I'analyse des équations une uniformité qui facilite au plus haut
degré la conception et la coordination des faits connus, ainsi que la
prévision de résultats nouveaux.

La théorie des équations simultanées, & laquelle, jusqu’a présent, on
a demandé exclusivement des moyens de traiter les questions de cette
espece, n’offre pas des ressources aussi sires ni d’'une mise en eeuvre
aussi facile. D’abord, ces équations ont un caractere de discontinuité
qui les empéche de se préter, sans restrictions variées et incommodes,
a la mise en équation de problemes qui ne comportent pas des solu-
tions en nombres, ou de natures convenables. Je veux dire, par exemple,
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que, si Uon peut assigner deux équations a deux inconnues qui aient
pour solutions communes les coordonnées de quatre points pris arbi-
trairement dans un méme plan, on ne le peut plus s’il s’agit de trois
points non en ligne droite, du moins sans établir des relations spé-
ciales entre les coefficients, ou sans introduire des solutions étran-
geres. D'un autre coté, on n’a point pour les équations simultanées
les procédés généraux qui, pour les équations a une seule inconnue,
permettent (au moins en théorie) de dénombrer facilement les solu-
tions, d’évaluer leurs degrés de multiplicité, de former les équations
plus simples que I'on peut quelquefois substituer aux proposées pour
certaines racines, et d’appliquer le calcul des fonctions syméiriques &
la construction des équations dont dépendent des fonctions données
des racines, elc.

Il semble bien difficile, pour ne pas dire impossible, de constituer
directement une théorie des équations simultanées, comparable pour
la clarté et pour la simplicité du mécanisme & celle des équations & une
inconnuc. Il n’est pas non plus possible d’éviter ces équations qui se
présentent immédiatement dans tout caleul ot sont mélées plusieurs
quantités. Mais on tourne facilement ce double obstacle, en considé-
ant les inconnues comme les pitces d'un méme assemblage, et en
transformant les équations simultanées dont elles dépendent en une
¢quation unigue ayant cet assemblage pour inconnue. A partir de ce
moment, il n’y a plus de difficultés théoriques, puisqu’on dispose de
toutes les ressources de la théorie proprement dite des équations,
comme nous I'avons vu dans les paragraphes précédents.

(est cette transformation que je vais actuellement exccuter; elle
revient, au fond, a élargir I'élimination ordinaire, en reliant les équa-
tions finales ol les inconnues sont absolument dissociées, par une
suite d'équations intermédiaires qui forment avec elles un ensemble
parfaitement équivalent aux équations proposées, et oli, en particu-
lier, la solidarité des inconnues est rétablie. La solution de ce pro-

bleme repose sur des principes spéciaux qu’il me faut avant (out éta-
blir.

- 34. Sotent x, y les picces d’indices (1,0), (0,1) respectivement,, dans un
assemblage primordial (n° 2) variable z, ¥ (z) une fonction enticre quel-
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conque de z, F'(z) sa deérivée (n° 16) et

(l) FA-,.)‘ FI:-—:,:, Flr—s,v, ceey Fu.x—u Fl,k-—n Fo,h

A '’ r ’ hl
(2) 1,0y F/.--—z.u RIS ] Fx,/:_-z, 1"0,,‘_-.,

les fonctions des variables indépendantes x, y qui constituent les piéces de
ces deux assemblages. On a les identités

/ '_(ZFyr,o . (lFo,p,
(3) o= dy ~ dx ’
. Y d¥i,; dF;;., .. .
(4) b= g = SR (i = =),

1° St notre proposition est vraie pour plusieurs fonctions de z, elle l'est
ausst pour leur somme. ~

Cela résulte de ce qu'une somme de plusieurs assemblages a pour
pieces les sommes des pieces de mémes indices dans ses parties, de ce
que la dérivée d’'une somme d’assemblages ou de fonctions ordinaires
est égale 4 la somme des dérivées de ses parties, et finalement de ce
que les relations (3), (4) sont linéaires et homogenes parrapport aux
fonctions qui y figurent et a leurs dérivées.

qui y g

2° Si notre proposition est vraie pour la fonction ¢(z), elle l'est aussi
pour le produit (z) =z9(z). ‘

Si ¢ est la taxe de ¢(z), ¢ + 1 sera celle de (=) (n°7), et I'on trou-
vera facilement, en appliquant les regles du calcul élémentaire des
assemblages,

' Pprie =290 Doy =y %0,
et .
Dij = 2 Qi+ y@ijm (=g +1),

quand aucun des indices 7, j ne se réduit & zéro. On trouvera fina-
lement
V(z) =2¢(2) + 9(2),
d’oti
Ol = 2 Qs+ J Pljmt =+ P
pour tout systeme de valeurs de 7, j dont ]a somme est égale & ¢, mais

2 condition de réduire 2 zéro, dans le second membre, celle des fonc-
Ann. de U'Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VIIL. — Ocrosre 1879. 42
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tions ¢;_, ;, 7, ;. que on serait conduit i affecter de quelque indice
négatif.

Or la substitution de ces expressions dans les relations (3), (4) les
rend identiques, en vertu de celles de méme nature qui existent par
hypothese entre les pitces de ¢/(z) et les dérivées partielles de celles
de ¢(z).

3° Notre théoreme est évident quand F(z) se réduit 2 un assem-
blage constant @ de taxe quelconque; donc il est vrai aussi pour az,
puis pour az®, az®, ... et pour un monéme quelconque az™ (2°).

Il est done général (1°), puisque tout polynéme entier en = est une
somme de mondmes de la forme az™.

35. On remarquera, en passant, que les relations (3), (4) en entrai-
nent beaucoup d’autres analogues intéressant les pitces des dérivées
d’ordres supérieurs de F(z). De méme que deux termes conséculifs
quelconques de la suite (1) différentiés, le premier parrapport a x, le
second par rapport & y, donnent pour résultat unique la pitce de F'(z,
qui est placée au-dessous du milieu de leur intervalle dans la ligne (2),
on trouvera toutes les pieces de F” () en “différentiant une fois, soit
par rapport & @, soit par rapport a y, celles de '(z), ou, cequi revient
au méme, en différentiant deux fois d’une maniére convenable les
pieces de F(z); et ainsi de suite.

Il en résulte que les pieces de F(z),F(z), F/(z), ..., F®(z), ..
peuvent étre disposées par files horizontales décroissantes, en un ta-
bleau (riangulaire quinconcial dont la ni®™ ligne contient les pieces
de F”="(z); et chaque élément du tableau est & la fois la dérivéce
par rapport & « de I'élément qui est au-dessus de lui & gauche et la
dérivée par rapport & y de celui qui estau-dessus de lui, mais a droite.
Cette disposition ressemble & celle des dérivées partielles successives
d'une fonction ordinaire de deux variables indépendantes, i cela pres
que, dans cette dernitre, le sommet du triangle est en haut.

36. Reciproquement, un assemblage quelconque © de fonctions entiéres
données de x, y

(5) : Phoy Pheiyty v v vy Pip—ty Dok

est une fonction (entiére) de I'assemblage primordial = = @, y), si {’on
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a les k + 2 identités
s d(pk,n d(pa,k
‘f)) T /= == 0,
dy de -

’

‘7)

{_1_(?)i+|,j . (Zq)i.j-n-( /

Tz & (i4+j=hk—1).

Ce théoreme est évident quand les fonctions (5) se réduisent toutes
a des constantes, cas auquel ® est un assemblage constant, ¢'est-a-dire
une forme extréme d’une fonction de z. Nous établirons donc qu’il est
général, en prouvant qu’il est vrai pour la valeur m du degre de I'as-
semblage @, c’est-a-dire du degré maximum de ses pieces (5), s’il est
supposé I’étre pour la valeur m — 1 du méme nombre.

Nous supposerons donc que les fonctions (5) sont de degrés égaux
ou inférieurs a m, qu’elles satisfont aux relations (6), (7)., et nous
nommerons ¢; (i 47 =% —1) la valeur commune des deux membres
de I'identité (7).

On a d’abord, cn vertu des relations (6),

i1y . A @L) _____ . 4 (4.%) —o0
dy dy( dx )~ dy )7
et de méme

llC?;_lu»l

dv

On a ensuite, en appclant p, ¢ deux entiers quelconques dont la
somme est égale a £ — 2,

Dy g

AYping . A <d<b,,+.,,,+.>

de  —dz \ dy ) “dxdy .
"l‘P;'.rH-_i _ A (dDprigi\ _ B Ppoiga
dy T dy dx T dxdy ?

dou
Pperg . d¥pas,
dx dy
Ainsi les fonclions ¢ _, o @x_sur «++» Po sy satisfont aux relations
(6), (7); mais, comme elles ne sont évidemment que du degré m— 1

42.
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au plus, notre théoreme leur est applicable par hypothese, et ces fonc-
tions sont les pitces d'un certain assemblage ¢’, fonction entiere de =.

L’assemblage ¢'(z) peut élre intégré comme une fonction entiere
ordinaire; soit ¢ (z) = (@s0s Pses,i» ---» Po,x) Une détermination arbi-
traire de I'intégrale indéfinie f¢'(z)dz: on a (n° 34)

. %ﬂ L dCPo.k
T dy T dz’
) _ ‘ZCPH—I o — dﬁ”l )
9 = dx dy ’

et la comparaison de ces identités avec les relations (6), (7) montre
que les deux dérivées partielles premieres d’une quelconque des fone-
LONS @40y Qpyir -+ 5 Oy SONL respectivement égales aux dérivées sem-
blables du terme de mémes indices dans la suite (5). Il en résulte que
les différences _

Dpo — Dk, 05 Dpy,) — Qh—1,15 + 0 Do p — Qo k

se réduisent toutes & des constantes; en d’autres termes, I'assemblage
D est égal 2 la somme de I'asserablage ¢ et d’un certain assemblage

constant (de taxe k), c'est-a-dire, comme ¢, une certaine fonction
de z

37. Les énoncés précédents se simplifient beaucoup au moyen des
considérations suivantes.

Je nommerai antidérive de 'assemblage ¢ du numéro prcccdenl et
je désignerai par la notation V& la somme des deux assemblages

(8) ((l(Dl )0 d(pk-—n i) (ﬂ)l k=1 (/(po.lr °
dy‘ ? ——‘dy*—-*? teey d__-y E] d]‘ 9 9

ddy,, © A dd, 4

(o) (o =G5 o =T ~ )

qui ont pour pieces, le premier, les dérivées partielles par vapporta y
des pitces de.® et zéro, le second zéro et les dérivées des mémes
- fonctions prises par rapport a « et multipliées par —1.

L’assemblage V& étant de méme nature que @, c’est a-dire ayant
.pour pieces des polynomes enliers, en «, y, a aussi un antidérivé VV9
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ou V2@, qui sera Vantidérivé du second ordre de ®, et ainsi de suile;
V7 ®, antidérivé du n'é"¢ ordre de ® et le résultat de n opérations suc-
cessives semblables a celle qui conduit de ® & V®, exécutées chacune
sur le résultat de la précédente. .

D’apres cela, les propositions des n* 34, 35 et 36 peuvent s’énoncer
partiellement comme il suit :

Les antidérivés de tous ordres d’une Jonction entiére de " assemblage
primordial z= (z, y) sont nuls identiquement.

Réciproquement, un assemblage quelconque de fonctions entiéres des
variables independantes x, y est une fonction de z, sz son premier anli-
dérivé est identiquement nul.

38. La définition des antidérivés s’étend d’elle-méme au cas ou
les pieces de 'assemblage proposé seraient des fonctions rationnelles
non enlieres de o, y ou méme des fonctions quelconques, pourvu,
bien entendu, qu’elles soient olotropes (voir note de la p. ro4).

Voici maintenant les principales régles du calcul de ces nouvelles
expressions; on remarquera son analogie parfaite avec le calcul des
* dérivées ordinaires. .

[. En nommantm le degré de d (38), il est évident que celui de VO
est égal ou inféricur a m — 1, et par suite que celui de V"® est m — n au
plus. Si n est > m, V" s’évanouit identiquement.

Quant & la taxe de VO, elle est précisément égale a k+ 1, k désignant
loujours la taxe de ®; il en résulte que celle de V" ® est égale a k +n.

Si, par exemple, ® se rédoit & un polynome ordinaire en a, y de
degré m, V"® est "assemblage de degré m — n ct de taxe n

d P \p n! d"® . e (—-l)‘" ﬂ)— ,
[WT o (=) (n=p)Tpl dy»vdar’ """’ dx"

Il. L'antidérivé de la somme de plusieurs assemblages (de fonctions
de x,y) est la somme des antidérivés de ces assemblages.

L’antidérivé d’un assemblage tel que @ (37) est, par définition, la
‘'somime des ﬂssemblagcs (8), (9) que nous désignerons pour un mo-
ment par V,®, V,.®. Cela posé, il est bien ev1denl en tenant compte
des proprneles élemenlalres des dérivées, que si ® est la somme des
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assemblages ¢°, 7, ..., ®¥, on a

V,0 =V, + V, 0" +...4 V, 00,
Vb=V, + V, 0" ...+ ¥V, P,

d’ot, en ajoutant membre & membre,
‘10] VO =V + VP” ...+ VPO, .

HI. En appelant ®, ¥ deux assemblages quelconques (de jonctions
de z, y), on a la formule

“re)

N V(DY) =D.VY + .V,

Chaque piece du produit ®¥ étant une fonction linéaire et homo-
gene tant des pitces de @ que de celles de ¥ (n°7,3°), sa dérivée, par
rapport & y, est évidemment la somme des résultats que 'on obtient
en y substituant aux pieces de W, puis & celles de @, les dérivées de
ces fonetions prises par rapport a y. 1l en résulte immédiatement

(B.W), = D.W) + V.0,

o
J

en désignant pour un moment par (W), ¥, ®, ce que deviennent
les assemblages ®.¥', W, ® par la différentiation de toutes leurs pieces
par rapport & y. On en déduit

V(@ W) = 2.V, ¥ + V.V,,

car on voit aisément, avec un peu d’attention, que les assemblages
V,(0.%), V.¥, V,®, &.V,¥, V.V, & sont précisément les assemblages
(DY), ¥, @, ®.¥,, V.0, allongés chacun d’une derniére piece
nulle.

On trouve de méme

V(W) = .V,¥ + V.V,

relation qui, ajoutée membre & membre avec la précédente, donne
précisément la formule (11).

IV. L’application répétée de la formule (117 conduit & une formule
de méme nature pour le calecul de P'antidérivé d’un produit d’un
nombre quelconque d’assemblages de fonctions de w, y. On trouve



SUR LE CALCUL DES QUANTITES ASSOCIEES EN SYSTEMES, ETC. 335

facilement que cet antidérivé est la somme des résultats obtenus en rem-
plagant successivement dans le produit proposé chaque facteur par son
antiderive.

Si le produit en question contient m facteurs égaux h @, il vient
simplement

(12 V@) =mdn V.

V. En combinant les résultats partiels qui viennent d’étre cbtenus,
on trouve facilement cette regle fort simple quiles renferme tous :

Lantidérivé VQ(O, VW, ...) d’une fonction composée entiere Q(®,V, ...
d’un nombre quelconque d’assemblages ®, V, ... de fonctions de x, v
est égal a

78] dQ)
ZF‘D'V(D -t L—[\"[)-'V\y -+ ..,

somme des dcrivées de la composante Q par rapporta &, W, ... (n° 161,
multiplices respectivement par les antidérives VO, VWV, ... de ces assem-
blages simples.

VI. Il résulte de la proposition précédente que I'antidérivé d’unc
fonction composée entiere de plusieurs assemblages est aussi une fone-
tion composée entiere de ces assemblages et de leurs antidérivés; donc
de nouvelles applications de la regle qu’elle établit fourniront Ianti-
dérivé du second ordre de la fonction proposée dont il s’agit, celui du
troisieme, du quatrieme ordre, ..., et ainsi de suite, aussi loin qu'on
voudra aller.

On notera en particulier la formule

(13) Vel Y 2o vy,

pq:
la sommation 3 étant étendue a toutes les combinaisons distinctes des
valeurs des entiers p, ¢ dont la somme est égale & m.

VIL. On remarquera, en passant, que les regles ci-dessus établies per-
mettent de démontrer en fort peu de mots la proposition directe
énoncée a la fin du n° 37. Effectivement, pour une fonction entiere
quelconque f(z) de 'assemblage primordial 5 = (&, y), on a (V)

Vf(z)=f"(5).V 3

or Vz = (0, 0, o) est identiquement nul : done V f(z) I'est aussi.
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39. Solent ¢, U, ... des polyndmes entiers indétermines en x, y el
®{o, Vo, Vg, ..., V7o, 4, Vi, ..., Vg, ...)

une fonction composée enticre de o, ¢, ... et de leurs m, n, ... premiers
antideéripés; soient encore M, N, ... des entiers au moins égaux a m,
n, ... respectivement. Si le polynéme 6 s'annule quelles que soient x, y,
toutes les fois que o, &, ... dégénérent en des produits de M, N, ... fac-
teurs lant linéaires que constants, ses coeffictents sont tous nuls, et par-
tant il §'évanourt quels que soient ©, ¥, . ...

Il est évident tout d’abord que, si cetle proposition est vraie pour
certaines valeurs de M, N, ..., elle I'est nécessairement aussi pour
toutes les valeurs supérieures des mémes nombres; nous supposerons
done M=m, N=n, .... Nous supposerons ensuite, pour faire Ia
démonstration, que © ne dépend que de ¢ (et de ses m premiers anti-
dérivés), ce qui montrera suffisamment comment il faut raisonner dans
le cas le plus général. Cela posé, nous nommerons p. le degré de 6 par
rapport a V¢ et nous commencerons par prouver que si notre théo-
reme est vrai pour mZm, — 1, quel que soit ., et en outre pour m Zm,,
pZp, — 1,1l Pest aussi pour m =m,, p.=p,.

En effet, si m = m,, . = p.,, on peut poser

(14) O = Oyt + O V™14,

Opmts Omy ity - désignant des polyndmes analogues a4 6, dont le pre-
mier peut contenir ¢, Vo, ..., V" 'p, maisnon Vg, et dont le second
est, par rapport & V™o, de degré o, — 1 au plus.

Soit alors g un entier quelconque au moins égal & r et au plus égal
a m,; si Uon remplace ¢ par un produit de g constantes et de m, — g
facteurs linéaires, on a par hypothése ® = o; on a en outre V™¢ =o,
parce que m, — g, degré de ¢, est inférieur a m, (38,1). Larelation pré-
cédente donne donc 0,,_, = o, quelles que soient «, y, pour toutes
les déterminations de ¢ doot il s’agit, et par suite pour toutes les
déterminations imaginables de cette fonction, puisque nous supposons
notre lemme vrai, quel que soit ., pourmZm,— 1, ce qui est le cas du
polynéme o0, _,.

La relation (14) devient donc simplement

(15) 0 = Oy Vi,
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Le produit 6, ,V™¢ s’évanouit donc en particulier, chaque fois
que ¢ se réduitd un produit dem, facteurs linéaires variables; mais,
comme alors V™ ¢ n’est pas nul (38, I), I'autre facteur O, u,—1 S éVa-
nouit nécessairement dans les mémes circonstances. On en conclut
facilement, en appliquant la méthode des limites, que ce polynome
s’annule encore, méme quand ¢ est un produit de quelques constantes
et de moins de m, facteurs linéaires. Donc 0,, ., est nul quel que
soit 9, puisque l'exactitude de notre lemme est admise pour mZm,,
mZp— 1, ce qui a lieu pour ce polyndme, et la relation (15) donne
bien identiquement 6 = o pour m=m,, p.=p,.

Maintenant notre théoreme est évident pour m = o, quel que soit p.,
et en outre, car c’est la méme chose, pour m=1, p.=o; done, en
vertu de ce qui précede, il est vrai pour m=1, n.=1, 2,3, ..., succes-
sivement, et cela quel que soit M, d’apres la remarque par laquello
nous avons débuté.

Mais lc cas dem =1, M =2, p.=1 est identique a celui ou 'on
4 m=2, M=2, p.=o0; donc notre théoreme est encore vrai pour
m=2, =1, 2,3,... quel que soit M, c¢’est-a-dire pour m =2 quels
(ue soient M et p.; et, en continuant ainsi de proche en proche, on arri-
vera & conslater son exactitude pour une valeur quelconque de m.

On notera en outre, bien que cette observation ne nous soit pas’
actuellement utile, que, si les conditions de I’énoncé sont remplies, lu
fonction composée 6 est nulle, méme quand o, ¢, ... désignent, non
de simples fonctiorts indéterminées de «, y, mais des assemblages quel-
conques de semblables fonctions.

40. Nous pouvons maintenant passer & la solution du probleme que
nous avons en vue, savoir :

Etant donndes entre les inconnues x, y deux équations simultanées
enticres de degrés quelconques m, n,

(16) Slz,y) =0, F(z,y)=o,
Jormer Uéquation
) Q(s) =0,

qui a pour racines tous les assemblages: primordiaux z = (x,y) consti-
twés par les couples de solutions communes auzx. équalions proposees.
Adnn. de l’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VIIH, ~—.iOgrdspe; 1850.i10 0, 43
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I. Si les équations (16) sont toutes deux linéaires, on peut prendre
(18) Q(z)=Vf.F—VF.f.

Effectivement, 'antidérivé du second membre de cette formule cal-
culé conformément aux regles du n°® 38 est -

Vf.VF + V:f.F — VF.Vf— V:F.Vf

et, partant, s’évanouit quelles que soient «, y; car f; F étant des fonc-
tions de degré 1, on a V3/= V2F = o (38, I). Donc, en premier lieu,
ce second membre est bien une fonction de z (n° 37).

D’autre part, les valeurs de @, y qui annulent & la fois f(x,y),
F(z, y) forment un assemblage qui anmuule évidemment Q(z); car, en
vertu de la relation (18), chaque piece de I'assemblage Q(z) est une
fonction composée linéaire et homogene de f(x, y) et de F(a, y).

II. Supposons maintenant que fsoit toujours linéaire, mais que r,
de degré F, soit quelconque.

A. Si F est décomposable en n facteurs linéaires F,, F,, ..., F,, il
est évident que 'ensemble des couples de solutions des équations (16)
est celui des solutions communes aux n couples d’équations linéaires
simultanées

.([9) % f=o0, | f=o, ..., f—_—o,A

F,::O, ‘ Fg:::O, aeny F,,.“_."O.

Par suite Q(z), premier membre de I'équation (17), est le produit
des n assemblages

AL AEL .. [fF

déduits, comme ci-dessus (I), des premiers membres des équations (1¢)).
On a ainsi, en vertu de la formule (18),

)= RILEL A

Iy .
J

(20) \ PSR- . .
= pg (-—-I)I’(Vf)" f’.ﬁ’ > [Fgll‘g’. . -l(g”_‘PVl‘/.,VFI:,- . .VF/,FJ (,

0
la sommation 2 s’étendant & tous les systemes de vaieurs des indices
by, by, ..., k, qui constituent les combinaisons p 4 p des nombres
I, 2, ..., naccompagnés chacun du systeme de valeurs des indices
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gir &2 +-+s Znp qui forme la combinaison complémentaire n—p
n—p des mémes nombres.
Or, en antidifférentiant 1, 2, ..., p, ..., n {ois le produit

F=TITF,..F,

et se rappelant que, ses facteurs étant tous linéaires, leurs antidérivés

d’ordres supérieurs 2 1 s’évanouissent tous, on trouvera facilement
(n° 38, 1V)

..Fg, VFi],
F,_,VF.VF,],

17581 "8,

VeF = nlVF,VF....VF,.

Si maintenant dans le second membre de la formule (20) on sub-
stitue aux sommes = Jeurs valeurs tirées des relations (21), il vient, en
développant la somme S,

(22) Q=)= (VSIF = oo (= (Vf)fr SE b (—afr T
formule ot n’entrent plus que les polyndomes /, F avec leurs anti-
dérivés d’ordres égaux et inférieurs a leurs degrés 1, n respective-
ment.

B. 1l est facile de s’assurer & présent que Ia formule (22) est appli-
cable au calcul de Q(z), méme quand le polynéme T n’est pas décom-
posable en n facteurs linéaires.

Supposons effectivement que, dans le second membre [f, | de celte
formule, F représente un polynome entier quelconque de degré n:
comme V™' F s’évanouit (38, I), Pantidérivé de [/, F] se réduit, en ce
qui concerne F, a une fonction composée entiere o(F, VF, ..., V'F;
de ce polyndome ct de ses » premiers antidérivés seulement (n° 38, V).
Or, en vertu de ce qui a été établi ci-dessus (A), [/; F] est fonclion de
, et par suite ©=V [f, F] est nul quelles que soient x, y (n°®37),
quand F est décomposable en n facleurs linéaires et méme en n fac-
teurs tant linéaires que constants, comme on s’en assure facilement

43.
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soit en employant la méthode des limites, soit en discutant directe-
ment la formule (22). Donc le théoreme du n° 39 est applicable, et
o est nul quel que soit F; mais @ est I'antidérivé de [f, F] tant que
F est du degré n. Donc enfin, quelle que soit Ia fonction de degré
que puisse désigner la lettre F, V[ f, F] s’évanouit quelles que soient
x, y, et partant [f, F] se réduit a une certaine fonction de =
(n° 37). )

On peutencore établir a posteriori I'exactitude du point dont il s’agit,
en calculant directement I'antidérivé du second membre de la for-
mule (22), ce qui n’offre aucune difficulté. On vérifie facilement qu’il
s’évanouit quels que soient /; F, pourvu que I'on ait V2f= V"*'F=o,
¢’est-d-dire que les degrés de ces polyndmes ne surpassent pas 1, 7.

D’autre part, lafonction Q(z) s’évanouit quand les pieces de z sont
des solutions communes aux équations (16), parce que le second
membre de la formule (22) ne contient aucun terme qui n’ait pour
facteur F ou une puissance de f.

11I. Supposons enfin que les degrés m, n de f, F soient des entiers
quelconques.

A. Si festle produit de m facteurs linéaires /), /3, ..., /,, on trou-
vera, en raisonnant comme ci-dessus (II, A), que Q(z) est le produit des
mrésultats [f,, F], [fo F], ..., [/fus F] que on obtient en remplagant
successivement f par chacun de ces facteurs dans le second membre de
la formule (22).

On a évidemment

. . \/A ) VeaT - .
(58] 1 F] Lo Pl = § e porome i o S S e OVt

la sommation désignée par 3 s’étendant & toutes les permutations des
m lettres £, /oy -.., /i qui donnent au mondéme f¥ f: ... for des
formes dissemblables (quand on y considere un moment ces lettres
comme désignant autant de variables indépendantes), ces permuta-
tions étant accompagnées chacune des permutations correspondantes
de Vi, Vi, ..oy Vf, dans le produit (Vf, =P VLV s, . (V. [, )Pn.
Quant a la sommation S, elle s’étend & tous les systemes distincts, de
valeurs inférieures ou égales a n, des entiers p,, p, .. , pp.
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Le facteur

STPEPE o fon (e (Vv (Vfu) ")

du terme général de la somme S se réduit visiblement & un polynome
entier en f, V/, V2f, ..., V"f. Effectivement on peut I’écrire

ai it 3| ) () ()]st s

en sc souvenant que f, £, .../, =f, et posant, pour abréger,

Mo, VA, LV
+ T Sl e

- 11
Mais, en appelant R,, Ry, Ry, ..., et R, la somme des expressions
iy Tay «eny I, celles de leurs produits 23 2,3 2 3, ..., et leur produit
total ,ry... r,, on obtiendra, en raisonnant comme dans la théorie des
fonctions symétriques,

{25) S AT = (R, Ry ey Ra)e

Les formules, (21), appliquées au produit de f; f;.../,, donnent
tvidemment

. __er ] _E N .
(26) =~ Re=jom oo Ras

moyennant quoi le second membre de Iéquation (24) devient

N " 1 VfE 1 V2 1 VEf 1 Vrf
(27) FILGE 350 530 0 Fmr)

Or cette expression est une fonction entiere de f, V.f; V2f, ..., V"/,
car on sait, par la théorie des fonctions symétriques, que le degré du
second membre de la relation (25) par rapport & R, Ry, ..., Ry (con
sidérées comme autant de variables indépendantes) est précisément
égal au plus grand des exposants n—p,, ... de 7y, Iy oony T
dans le premier membre de la méme relation; d’ou il suit que ce
degré est au plus égal & n. En conséquence, aucun terme du second

Y,—”:Z-'
.f. 2

2=
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facteur I de l'expression (27) ne peut avoir en dénominateur une
puissance de / d’exposant supérieur a n, et partant, comme ce facteur
est déja entier par rapport & Vf, V3£, ..., V", son produil par /" Iest
en outre par rapport & f.

En résumé, si I’on nomme

vf v Vnf
Aplquq-"vpm<-f.’ -7 3{’ o In! >

1!

la fonction entiere de f, V/, ..., V™/, a laquelle se réduit ainsi 'un
ou I'autre membre de I'équation (24), la formule (23) donne

Ve.F 2. F .V v
- Y Af)x"' 7Fm<f"——')(. "o ’f>_|’

P! P! i’ >l

(28) Q (z): S [(__.I)px-»-...-.-,,,,,

ot la somme S est une fonction composée entiere de f, V/f, ..., V"/,
F,VF, .. , V*F seulement. |

B. Mais, de méme que pour la formule (22), I'exactitude de la for-
mule (28) n’est pas limitée par la possibilité de décomposer / en
m facteurs linéaires.

Il est évident, en effet, que le second membre de la formule (22) ne
cesse pas de pouvoir étre considéré comme une fonction de z, quand
la fonction linéaire /'y dégénere en une constante; car il se réduit
visiblement alors & un assemblage constant de taxe n. Donc le second
membre de la formule (28), qui est un produit d’expressions de méme
nature que celui de la formule (22), est certainement fonction de z
toutes les fois que f peut étre décomposé en m facteurs linéaires ou
constants en tout ou en partie, et partant son antidérivé s’éva-
nouit (n° 37).

Cet antidérivé ne renfermant que V f, V2f, ..., V”f(en ce qui con-
cernef), on démontrera facilement, a I’aide du théoreme du n° 39, en
raisonnant exactement comme nous I’avons fait plus haut (I, B), qu’il
s’évanouit encore quand fest un polyndme quelconque de degré m;
d’ou résulte 'exactitude de la formule (28) pour deux fonctions en-
tieres quelconques f, F de degrés m, n, je veux dire la propriété du
second membre de se réduire toujours & quelque fonction de z.

Finalement, un terme quelconque de la somme S qui constitue le
second membre de la formule (28) contient en facteur I’'un au moins
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des polynomes f; F. Car, si dans le terme général de cette somme 1'un
des entiers p,, p,, ..., p, se réduit a zéro, F y figure comme facteur;
et si aucun de ces membres ne s’évanouit, le plus grand des entiers
n—pi, R—DPs, ..., n—p,, cest-d-dire le degré du second membre de
la relation (25) par rapport & R, Ry, ..., R,,, estinférieur a =, et f
reste encore une fois au moins comme facteur dans tous les termes de

. R . Y
Uexpression (27), apres sa transformation en A, ,,(f, l—‘fa)

De Ia on conclut, comme il restait & s’en assurer, que le polynomr
Q(z), défini par la formule (28), s’évanouit bien chaque fois que z a
pour pieces les éléments de quelque couple de solutions communes
aux équations {16).

&1. Apres avoir calculé le second membre de la formule (23) pour
deux entiers déterminés m, n, a I'aide de deux polyndmes entiers f, F
dégénérant en produits de m, r facteurs linéaires, on peut, comme
nous venons de le faire, y remplacer les lettres £, F par deux fonctions
entitres quelconques de degrés m, n. Mais rien n’empéche de sup-
poser aussi que £, F sont des fonctions entieres de z, y de degrés quel-
conques différents de 72, r. On n’obtient pas alors une fonction de z,
mais on a toujours une fonction composée parfaitement déterminée de
LV, VA F, VE, ..., V*F, qui me semble destinée & jouer un
certain role dans la théorie des fonctions de deux variables. Je nom-
merai-celte expression le dialysant d’indicateurs m, n des fonctions /, ¥
et je le désignerai par [f, Fl.. (').

Si dans [f; F],.. les degrés effectifs de f, F sont précisément égaux
aux indicateurs m, r respectivement, je nommerai cette expression le
dialysant (tout court) des fonctions f, F et je le désignerai simplement
par [f; F]; on peut ajouter I'épithete principal quand il y a quelque
confusion & éviter. '

Ces définitions permettent d’énoncer en ces peu de mots les résul-
tats obtenus dans le numéro précédent :

Le dialysant principal des premiers membres des équattons simulta-

(') Cette notion s'étend d’elle-méme au cas ou f, ¥ seraient des_fonctions ololropes quel-
conques de x, y, ou méme des assemblages de semblables fonctions.
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nees (16) se réduit & une fonction entiere de U’assemblage primordial
z= (=, y), qui s’ évanouit pour toules les valeurs de x, y qui satisfont
la Jois a ces deux €quations.

Voici les premieres remarques i faire sur ces nouvelles expres-
sions. .

1. Onretiendra que la méthode a I'aide de laquelle nous avons formé
[/, F] consiste au fond & supposer f, F décomposables en facteurs
linéaires fi, fo- s four Fis Fau ooy Fouy & exprimer le produit des mn
facteurs [f;, ¥;] = (V/;.F; — VE;. f;) (40, 1) en fonction composée de
f. F et de leurs antidérivés, puis a supposer, dans I'expression ainsi
obtenue, que f, F sont des polynomes entiers quelconques de de-
grés m, n.

Cela fait, sil’on remplace encore f, T par des fonctions quelconques,
on aura [f; Fl,.. dialysant d’indicateurs m, n de ces fonctions.

Il. La'taxe d’un dialysant est égale auw produit de ses indicateurs.

En effet, nous venons de faire remarquer (I) que le dialysant prin-
cipal [£, F] de produits f; F de m, n facteurs linéaires ..., f;, ...,
...» Fjy .. est égal au produit des mn facteurs V/f;.F;, — VF;. f;; tous
ces facteurs ayant évidemment 1 pour taxe commune, leur produit a
pour taxe leur nombre méme, c¢’est-a-dire mn. Or la substitution de
fonctions quelconques a £, F ne peut altérer la taxe du résultat; car,
quelles que soient f, F, les taxesde /; V/, ..., V*f, F, VF, ..., V*F
sont toujours o, 1, ..., M, 0, 1, ..., n. .

On pourrait encore raisonner comme ci-dessous (1II).

1. Les leutres p.. v désignant les degrés des fonctions entieres f, F, le
degré apparent de [ f, F |, par rapport ¢ x, y est égal & my + np.— mn.

On sait, par la théorie des fonctions symétriques, que le poids de la
fonction IT(R,, Ry, ..., R,,) de la relation (25) du n° 40, c’est-a-dire
la somme uniforme des produits des indices des lettres R,, R,, ..., R,
par leurs exposants £,, £, ..., k£, dans un méme terme quelconque,
‘est égal au degré du premier membre de cette méme relation par rap-
perta 7, 7, ..., r,. En d’autres termes, on a

vl +2Jo 4o mikp=mn— (p 4+ p. ...+ pa).

Mais, d’apres les formules (26), les degrés par rapporta z, y de
Ry, Rov ..., R, étant respectivement — 1, — 2, ..., —m, celui du
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second facteur du produit (27) est —(1.k, + 2.ky + ... 4+ m.k,) ou
(py+p2+ ...+ pp)—mn par ce qui précede. Le degré du premier
facteur /” est évidemment np.; donc le degré de Uexpression (27), ou,
ce quirevient auméme, de la fonction A, , . de la formule (28) est
np—mn+ (p,+ps ...+ pPm).

Enfin le degré de VAF.VP:F....VPTF, autre facteur du terme gé-
néral de la somme S, étant '

(v=p) +lv=p) +. o F (y—pu) =my— (pi+pa P,

ce terme général est bien de degré mv + np.— mn, ainsi que la somme
S, ¢’est-a-dire le dialysant [ £, F],, ,.

Il en résulte évidemment que le degré apparent du dialysant principal
[/, ¥, tant par rapport & x, y que par rapport @ !’assemblage s dont il
est fonction, est égal a mn, produit soit des indicateurs, soit des degres
des fonctions. On élablirait encore ce point en raisonnant comme ci-
dessus (I1).

Par degré apparent j’entends le degré maximum en «, y (et en s dans
le second cas) des termes des pieces de [f, F|,,.., abstraction faite de
la valeur numérique de leurs coefficients. Quant au degré effectif, il est
clair qu’il peut s’abaisser au-dessous de ce maximum, car des données
numériques particulieres peuvent réduire a zéro les coellicients de
tels ou tels termes. Mais il importe de remarquer que cet abaissement
n’est qu'accidentel; effectivement, quand /, F sont des produits de m, n
facteurs linéaires dont les dialysants [/, F;] ne tombent pas au-des-
sous du premicer degré, le degré effectif de [ £, I est bien égal a son
degré apparent mrn.

IV. On a lidentite

(29) ‘ U F = (=" [F, [ ]

Ce point est évident quand f, F dégénerent en des produils
S Sivoi fns By FilF, de m, nfacteurs linéaires; car la double trans-
position de £, F et de m, n équivaut a la transposition de f;, F; dans
chacun des mn facteurs V f.F; — VF;. f; dont se compose alors [ £, F],, .
(1), ¢’est-a-dire & la multiplication de chacun de ces facteurs par — 1,
et partant de leur produit par (—r1)™.

Ann. de ’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VIII. — OcroprE ré:g. 44
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On a ainsi

[_/‘: F ]/n,u -— (—" I‘)m" [F’.f]n,m =0,

toutes les fois que £, F sont des produits de m, n facteurs lincéaires, et
méme, comme il est facile de s’en assurer, quand quelques-uns de ces
facteurs dégénerent en des constantes. Or le premier membre de celte
identité ne contient les antidérivés de f, F que jusqu’aux ordres m, n
inclusivement : donc elle a lieu quels que soient f, F, en vertu du
théoreme du n° 39.

Quand les indicateurs m, n sont égaux 4 un méme nombre M, la
double transposition dont il s’agit équivaut & la simple permutation
des lettres f, F dans le développement de [/, F]y ., et l'identité (29)
devient
'30) U Pl == (=)™ [T, fune

V. Tous les termes de [ f, ¥],,, contiennent en facteur soit f, soit F, et
en outre l’'un au moins des antidérivés extrémes V" f, V" F.

Le premier point est une conséquence de ce qui a été dit au n° 40
(II, B); le second pourrait s’établir directement par la discussion du
second membre de la formule (28), mais on a plus (ot fait de raisonner
comme il suit :

Le second membre de la formule (22) se réduit évidemment & zéro
quand F est de degré égal ou inféricur 2 n— 1 et que fse réduit 4 une
constante, car ona alors V f= V”[F =o. Par conséquent I’'une au moins
des expressions [ f;, F], [ /o, F, ..., [/, F] dunuméro précédent (111, A)
et, partant, le second membre dela formule (28) s’évanouissent aussi
quand /el F dégénerent en des produits de facteurs linéaires en nom-
bres égaux ou inférieurs & m —- 1, n— 1 respectivement. Comme cette
hypothese donne V”f= V"F = o, elle annule aussi le polynome 6,
auquel se réduit ce second membre par la suppression des termes qui
contiennent en facteur soit V™/, soit V*F. Mais, © ne contenant que
LVf, VL B VE, L, VIR, il pésulte du théoreme du ne 39
que ce polynome est nul quelles que soient f/ et F; en d’autres termes,
il ne reste rien dans [/, F],,, quand on y a effacé les termes qui ont
pour facteur soit V™" /, soit V*F, ce qui équivaut a ce que nous voulions
prouver.

Il résulte immédiatement de celle proposition que, si les degres effec-
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tifs de f, F s’ abaissent tous deux au-dessous de m, n, on a

l—f, F}m,u =0

quelles que soient x, y; car alors V" /et V#F se réduisent tous deux
identiquement A zéro.

VI. 8t les fonctions entiéres f, F sont de degrésm, n — 1, on a

Y f'

m!

(31) S F1=[f, Flua

Supposons f décomposable en m facteurs linéaires /;, ..., fiy ..., frus 12
formule (22) donne évidemment

(fos Blow=V[i[fis F].

Cela posé, en faisant successivement i =1, 2, ..,m et multipliant
membre & membre toutes les relations ainsi obtenues, il vient

(3) LF Pl = 2 £ F1.

Effectivement, les raisonnements qui nous ont conduits a la for-
mule (28) montrent que I'on a

o
LA B une o [ Fliw oo L Bl = [f F s
on a c¢ncore (TI)

[FF]. [ fo Bl [ F1=[ £, F],

puis, en vertu de la derniere des formules (21),

Ve = vf,
m!

La formule (31), étant ainsi vérifiée dans le cas ol f est un produit
dem facteurs linéaires, est générale, parce que, daus tous les cas et par
définition, [f,F],.. a la forme extérieure qui convient & cclui ot /, F
sont décomposables en m, n facteurs linéaires. Si I'on voulait rendre ce
raisonnement tout & fait rigoureux dans la forme, il suffirait I’appliquer
une fois de plus & la formule (32) le théoreme du n° 39.

Il résulte de ceci que, quand [/, F],,, est connu, on peuten déduire
le dialysant principal de tout couple de fonctions ¢, P dont les degrés

‘ 44.
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sont I'un ou 'autre, ou tous deux, inférieurs i m, n, et, par suile, tous
les dialysants dont les indicateurs sont I'un ou tous deux inférieurs aux
mémes nombres. Il ne faut pas, comme on pourrait étre tenté de le
faire, substituer immédiatement o, ® & f, F dans [ £, F ], ., car, si les
degrés de ces fonctions étaient tous deuz inférieurs & m, n, on aurait
Vg =V"® = o, el lerésultat s’évanouirait (V). Il faut opérer comme
il suit.

Ensupposant ¢ de degré m et @ dedegrén — 1, laformule (31) mountre
que, pour avoir [, ®], il faut effacer dans[ /;F|,, , les termes ot V*F entre

Vm'f

comme facteur, diviser 'ensemble des autres par —=» puis y poser

/=0, F=a. En substituant ensuite des polynomes indéterminés f, F
a¢,®dans [¢,¢], on obtient évidemment [ £, F],, ,—; on trouve de la
méme maniere [ f,F],— .. De la on déduira successivement, par
Papplication répétée du méme procédé, [/, F |, e [ /o F et e
(/i F ] pes ns - - - et finalement tout dialysant ayant pour indicateurs des
nombres inféricurs, I'un ou I'autre ou tous deux, h m, n.

Quand les degrés de /, F sont inégaux, il peut étre plus avantageux
de tirer ainsi [/, F] du dialysant dont les indicateurs sont tous deux
égaux au plus grand des degrés effectifs de f, F que de le calculer
directement; car un dialysant dont les indicateurs sont égaux estsymé-
trique par rapport a ses ¢l¢ments, ou au moins alterné (1V).

VII. On a di remarquer que chaque antidérivé de fou F qui figure
dans [/, F],, » estaccompagné d’un diviseur numérique égal au produit
des entiers naturels,de r & son ordre inclusivement.On simplifieraitdone
sensiblement les formules en y introduisant, au lieu des antidérivés
VAV, Vif ... leurs quotients par 1!, 21, ..., ¢!, ... quelon
pourrait désigner par df, 0*f, ..., df, ... et nommer des antidérivés
réduits. La formule (28) se réduirait alors &

33) (£ F = §l(— x)poetsradn FOnF .. 0aFAp g, pulfy 0384, oc, 971 1]

Mais, au lieu d’avoir, comme pour les antidérivés proprement dits,
¢ = §7(07) = 9/(d%), on aurait

5;(,}:‘) — a/(aj)_—: QI_—I%.{_).! IR
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et le calcul des antidérivés réduits n’aurait plus avec celui des dérivées
ordinaires 'analogie parfaile et si précieuse qu’offre celui des anti-
dérivés proprement dits.

Cet inconvénient est sensible; mais il n’existerait pas si, au lieu des
dérivées ordinaires D+, on avait tout d’abord considéré et dénotéles
13;;- Dans bien des cas, cette pratique serait préfé-
rable aux habitudes actuelles, que les géometres n’auraient sans doulte
pas contractées si, pour définir les dérivées, ils étaient partis du déve-
loppement des fonctions en séries entieres (') et non de cette consi-
dération, analytiquement si stérile et si artificielle, de rapports a
termes infiniment petits.

VIII. Sidans un dialysant principal [ [,F] Uune des jfonctions, ¥ par
exemple, est le produit de deux facteurs entiers ¥ ,,F,, on a

(34) - AFI=LAFRILAF]

Cette identité est évidente, en vertu d'une remarque antérieure (1),
quand /, ¥, F, sont des produits de facteurs linéaires. Elle a donc licu
dans tous les cas, puisque, par définition, le dialysant principal de deux
fonctions quelconques a la méme forme extérieure que si elles étaient
toutes deux décomposables en facteurs linéaires. On pourrait aussi
raisonner i 1'aide du théoreme dun® 39.

Quand /; F sont des produits de g, A facteurs entiers f,, ..., F, ...,
la formule (34) permet évidemment de décomposer [/, F] en gk fac-
teurs telsque [/, F;]. La remarque (I) est renfermée dans celle-ci.

IX. Les formules (28) ou (33) pour le développement de [/, F],,.,
conduisent & des calculs pénibles, aussitot que m, n ne sont pas tres-
petits’un ou 'autre. D’un autre coté, ona besoin de connaitre moinsles
termes ¢lémentaires de cette expression que sa structure intime, c’est-
a-dire, comme pour les déterminants, ses aptitudes spéciales & se méta-
morphoser ou 4 se décomposer convenablement pour I'objet qu’on se
propose.

dérivées réduites

(') Cétait I'idée de Lagrange; je V'ai reprise et développée dans mon Nouseaw Précis
d’ Analyse infinitésimale (1872), ou jai montré qu’il suffit de 'adopter, pour introduire
dans tous les raisonnements de ’Analyse infinitésimale la rigueur et la neltet¢ des théories
purement algébriques, el avec cela une unité parfaite.
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1l faut donc considérer ces formules comme purement transitoires;
j’ailieu de penser qu’unc étude moins superficielle des dialysants con-
duirait a quelque loi de formation trés-simple en principe. Quoi qu'il
en soit, je vais éclaircir lesconsidérations précédentes par un exemple,
en appliquant nos procédés au calcul de [/, F],, .

En prenant pour Fune fonction quelconque du second degré et pour /
le produitde deux facleurs linéaires £, /3, 1a formule (22) donne d’abord

[fi, F = (3fiF — ofi.fi ok + [ d*F,
[ for F] = (8f.)'F — Of fo0F + f30°F.

La formule (34) donne ensuite

St T]~-ff FILA T]

== (3f,0fs ) — (33) Lidfs+ Fi3f FOF + [} (3fa) -+ f3 (3 ] F&F

+ ofi f Ji fi(OF) — (fiofs+ fi0f))f fu0F & F + (fi fu)*(3°F ).
Mais ona, d'autre part,
ife= VIVt Vi fi) = 8 (o),

a cause de la derniere des formules (21), puis

Fdfit ffi=fVfi+ VA=V (£ f)=0(ffi) (38, TII),
[1Ef)+ i3 = (fidfsr fodf ) — 2f fof O =[S (S fo)F — 2./ 120 ([ 13-

Si, apres avoir fait ces substitutions dans la formule primitive, on
remplace partout f; /, par £, puis si 'on suppose que les lettres /, F
désignent des fonctions quelconques, il vient finalement

[f Flp== (8B — Of. 01 fFOF -+ (3f'T &F — of02f. FoF + fo2f. (O
— [Of.0F.&'F + f2(6°F )2,
formule sur laquelle on peut vérifier I'exactitude des remarques pré-
cédentes.

Si maintenant on veutavoir les ¢cing pieces de [/, F|,,., il faut y rem-
placer &f, 0°/, ... par les assemblages

L (4, _dh) _a(ff:f I,

dy’ " dz)’ 2\ dy?’ dydz’ da?

et appliquer les regles du calcul élémentaire des assemblages. Quand
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/> F sont précisément du second degré, le résultat se résout en un po-
lynome du quatrieme degré en 5 =(x,y).

42. Quand deux polyndémes ont un diviscur commun entier, leur dia-
lysant principal est nul identiquement, ¢'est-a-dire quels que soient x, .

1° Le dialysant de deux polyndémes linéaires identiques est identique-
ment nul; car, z désignant Pun ou I'autre de ces deux polynomes,
on a

[myo]=Veos—Ves=o0 (n°h0,I).

2° Le dialysant principal de deuwx polyndmes quelconques identique-
ment égaux w, % esl identiquement nul.

Si d’abord # est décomposable en p. facteurs linéaires z,, ... ., =,.
le dialysant principal [z, =], qui estle produit des p® facteurs [#;, =/,
(n° &1, I), devient nul, parce que p d’entre eux le sont, savoir
(mh @] [T Tals ovs [T, @] (1°).

Ainsi 'identité

[m, z‘ﬂzhzt =0
a lieu toutes les fois que = est décomposable en p facteurs linéaires,
et il est évident qu'elle a licu encore, quand bien méme, dans [, =],
on substituerait & = un produit de p” < facteurs iinéaires seulement.
Or dans [®,%],, ve figure aucun antidérivé de = d'ordre supéricur
aw; done (n°39) [, & ], est nul quel que soitw, el [z, %] est nul
quelles que soient a, y.

3¢ Siles polynémes [, ¥ ont quelque diviseur commun =, [ f, ¥ ] est iden-
tiquemnent nul. '

Car, en posant /= /%, F =F,%, ona (n° 41, VIII)

LS F] =/ ]l o] [, Fi][e, o]

el [w, 7] est identiquement nul (2°).

43. Si fom, ¥ désignent les polyndmes homogénes formes par les
termes de degrés les plus élevés dans deux polyndmes entiers f, ¥ de degrés
m, n, I'ensemble des termes de degré mn dans [f, ¥ ] estégal a [ [, F™].

Ce point est & peu pres évident; car, mn étant le degré apparent de
[/, F] (041, 1IT), les termes de degré mn dans ce dialysant sont ceux
de degré maximum et proviennentainsi des termes des degrés les plus
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¢levés dans les divers monémes en £, Vf, ..., V£ F, VF, ..., V'F qui
composent celte expression. Or, pour chacun de ces monomes, I'en-
semble des termes dont il s’agit est évidemment ce & quoi il se réduit
quand on réduit £, F a /™, F* respectivement.

En appelant ainsi A,z""le terme de degré mn dans [/, F] missous
forme de fonction entiére de z, on a

"35> [.f\"”)’ F(")] f— ADZ'"".
[ fn, e

Zmn

®

Le quotient est donc une cerlaine constante A,, et méme

une constante ordinaire, parce que la taxe du numérateur de cette frac-
tion est mn, comme celle du dénominateur (n°® 41, 1I), et la relation

A.):O
est la condition qui doit étre remplie pour que les polyndmes homo-
genes /U, F™ aient quelque diviseur commun (n° 42). Cette condition
est ici certainement suffisante, parce que /0, F® sont décomposables
en m, n facteurs linéaires; donc le quotient

[f(lu), Ff")]

V.

est (& quelque facteur numérique pres) ce que I’on nomme le résul-
tant ou I'éliminant des fonctions homogenes /@, F®,

Celte obscrvation permet d’exprimer cet éliminant de mn + 1 ma-
nieres nouvelles et différentes les unes des autres, en fonction com-
posée de /™, F* et de leurs dérivées partielles d’ordres égaux et infé-
rieurs & m, n; car, si P;; (i +j= mn) désigne une pitce quelconque
de [/, F*], la relation (35) donne
‘ il Py

(mn)! .. , _
Tryr s del Av=rons ong

Pi,j = Au

el P;; est évidemment une fonction composée de /), F* et de leurs
dérivées partielles ().

(') Lapiéce P;; est un polynbéme en z,y de degré mn dont, aprés réductions, les coeffi-

. . . . . . )l
cients s'évanouissent tous, sauf celui de z'y’ [qul est %,—1- A,,]. Avant les réductions, ces
/ ‘

coeflicients se présentent sous des furmes qui se déduisent de A, par des transformations
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4%4. Quand elle aura été convenablement complétée, la proposition
du n° 42 fournira un moyen fort précieux d’exprimer que deux fonc-
lions eatieres & deux variables ont un diviseur commun entier, et de -
découvrir ce diviseur quand il existe. En attendant, je vais en démon-
trer la réciproque dans un cas particulier, et en faire une application
trés-simple, comme spécimen des ressources nouvelles que procure la
considération des assemblages.

1. Si le dialysant principal de deux polynémes [, F de degrés 1, n est
identiquement nul, le second est exactement divisible par le premier.

On trouve facilement (38, VI), (40, IT), puisque f est du premier
degré seulement,

n!

‘Wx(_[;_,\):!:—l)" .7.m s Fl;

J 7

[? . . ’ - ’ Y
V() est donc nul et, par suite aussi, toutes les dérivées d’ordre n de
/ I .

K . . Yol . N .
7 donc cetle fraction se réduit nécessairement & quelque polyndme en-

tier en x, y de degré (n—1).

II. Supposons actuellement qu’il s’agisse de reconnaitre si un poly-
nome du second degré donné F admet un diviseur linéaire, et de cal-
culer ce diviseur quand il existe. '

En nommant /un polyndme indéterminé du premier degré, la con-
dition nécessaire et suffisante pour qu’il divise'F est, avons-nous dit,

() [f, F] = (VfPF =V [ fVF + f -‘:_‘;r — o

Cette équation, résolue comme une équation ordinaire, donne

Vf_ V:F .
f T VF = [VF)} —2FVe

(B)

pour qu’elle soit possible, il faut donc que 'assemblage (VF)* — 2F V*F

soumises & certaines lois générales, et les identités obtenues en égalant & zéro ce que devient

. A, par les transformations dont il s’agit constituent de nouvelles propriétés des éliminants

tout a fait analogues aux propriétés élémentaires des délerminants. Je reviendrai plus tard

sur ces considérations, qui me paraissent devoir éclairer singuliérement la théorie encore si
obscure des éliminants.

Ann, de l'Ee. Normale., 2¢Série. Tome VIII, — Ocronre 1859. 45
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(de taxe 2) soit le carré de quelque assemblage « {de taxe 1). Or cette
condition est suffisante ; car de

(7) (VF)? —2FVF =

on lire

(VF + 2V (VF — 1) —=a2F.V?F,
et I'assemblage 2FV?F, dont les factcurs 2F, V*F sont de taxes 0,2,
étant aussi le produit des deux facteurs (VF +u), (VF —u), tous deux
de taxe 1, il faut évidemment que l'assemblage constant V*F soit le
produit de deux assemblages constants de taxe 1 divisant Pun VF 4,

, v ’ K
'autre VF — u. Chacune des valeurs de %donnees par la formule (£,
savolr :
2 VT VP

? ' SF+u VFi—u

est donc une fraction dont les deux termes ont pour facteurs communs
un assemblage constant de taxe 1. En outre, la relation (), antidiffé-
rentiée une fois, donne

(e) ?'UVU::V[(VF)’-—zFV?F]:o

(4 cause de V’F=o0), d'ot Vu=o0 et V(VF+ «) = V(VF — )= V*F.
Il en résulte qu'apres avoir été réduites a leurs plus simples expres-
Vi VS

sions, les fonctions (0) sont de la forme ~~, —=, £, f, désignant deux

J fz

fonctions linéaires qui sont évidemment les solutions du probleme.
Effectivement, on tire de la formule (f3)

VI_VA o, =V
S Jr

l.a premiere relation donne

o(£)=tUIY

Ji Ji ’
la seconde donne pareillement V (7{> =o, dott f=C, [, ou = C, /s,

C,,C, désignant deux conslantes arbitraires.
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Il reste seulement & exprimer que (VF,* — 2F V°F est un carré par-
fait : ¢’est bien facile, car I’antidérivé de cette expression étant nul (¢),
clle se réduit (37) & un polynéme du second degré en z= (x,y)

Ajz?--9A,z + A,

dont les coellicients Ay, A,, A, ont des taxes précisément égales & leurs
indices. La condition cherchéc est done, comme en Algtbre ordi-

naire,
AA, — AT =o.

En effectuant les caleuls, on retombe naturellement sur la relation
connue entre les coeflicients de F, mais avec une sireté et une préci-
sion que ne présente aucune des solutions connues de cette question
élémentaire.

- Quand (VF* — 2F V?F est identiquement nul, U'équation («)a deux
racines égales; F est alors un carré parfait qui a VF pour racine, d un
facteur constant (de taxe 1) pres.

45. Revenons & notre sujet: nous avons va que le dialysant prin-
cipal [/, F| des premiers membres des équations (16) se réduit &
une fonction entiére de 'assemblage z = (, y), qui s'évanouit toules
les fois que a, y prennent les valeurs d’un couple de solutions de ces
équations simultanées. Réciproquement, st l'on jfait Q(z)=[/,F],
[’équation (17) a auwtant de racines quily a d’unités dans son degré
effectif, et chacune d’elles donne un couple de solutions des équa-
tions (16).

Effectivement, il y a une infinité de systemes de valeurs des coeffi-
cicnts des équations (16) qui teur font acquérir mn couples distincts
de solutions commnunes, et ces valeurs sont indépendantes les unes des
autres; ¢’est-a-dire que,au lieu d’étre assujetlies a vérifier cerlaines rela-
tions, ce sont, au contraire, certaines relations qu'elles doivent ne pas
vérifier. Pour toutes ces valeurs des coefficients des équations (16), les
polynémes homogenes /™, F® formés dans f, F par les termes de
degrés m, n n’ont aucun diviseur commun, [/, F®¥] n’est pas nul
(n® 43) et I'équation (17) est de degré effectif mn. Notre proposition
est donc vraie dans le cas dout il s’agit, parce que I'équation (17) a les
mn racines qui correspondent aux mn couples de solutions communes

45.
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des équations (16) et qu'elle ne saurait en avoir d’autres, puisque son
degré effectif est mn.

Mais la formation de [/, F] étant indépendante de toute hypothese
particuliere sur les valeurs des coefficients de F, £, saufla condition
que les degrés effectifs de ces fonctions soient bien m, n, il est naturel
d’étendre par continuité a tous les cas imaginables les propriélés que
conserve cetle expression dans une infinité de circonstances indépen-
dantes les unes des autres.

Cette démonstration est insuffisante; on voitbhiend’ailleurs quel’énonce
estincomplet, par des conséquences particulieres inexactes qu’il entrai-
nerait sans cela. Par exemple, si les premiers membres des équations
(16) ont un diviseur commun, celui de 'équation (r7) est identique-
ment nul (n° 42), et il en résulterait que les équations (16) sont abso-
lument indéterminées, tandis que, au contraire, elles ne sont pas
nécessairement satisfaites par des valeurs de «, y prises toutes deux au
hasard. Je ne donne donc ce raisonnement que pour ce qu’il vaut,
¢’est-a-dire comme établissant previsoirement en faveur de notre réci-
proque la présomption la plusrapprochée d’une certitude absolue. Une
étude plus approfondie de la question conduira bientdt, sans doute, &
une démonsiration tout a fait naturelle et satisfaisante (*).

46. Voici les premieres censéquences des résultats que nous avons
obtenus:

I. La discussion des équations (16) ne présente plus aucune difficult¢
théorique. Pour avoir le nombre de leurs solutions communes, il suftit
d’évaluer le degré effectif de Q(z), c’est a-dire de compter combicn
dans ce polynome il y a de plus hautes puissances de = dont les coeflti-
cients sont nuls. En égalant & zéro les pitces de tous ces coefficients
jusqu’a celui de z* exclusivement, on aura sous la forme ordinaire les
conditions voulues pour que les équations (16) aient précisément
1. couples de solutions.

1. La résolution des équations (16) s’opére de la manicre la plus nette
par celle de I’ équation (17). '

‘Soit en effet ju le degré effectif de I'équation (17); comme la taxe de

(') ¥ai trouvé derniérement le principe de cetle démonstration.
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Q(z)=[f, F] est égale & mn (n°® 41, 11), celle de s* & p, et que tous
les termes de ce polyndme sont forcément isotaxiques, Ay, coeffi-
cient de z¥, est de taxe rmn — p.; mais, comme I"équation (17) a préci-
sément p.racines, tous ses coefficients sont divisibles par A,,,_, (n° 18 et
suiv.). Ces divisions réduisent I'équation (17) & une autre équivalente
de degré et de taxe p, ot z* a 1 pour coefficient :

(36) w(3)=z* +a s+ 4. .. a,=o0.

Soient &, =(&,1,), §.=(&,12), .., &= (&, n,) toules les racines
distinctes de I'équation (36) qui ont une méme premiere piece &; soient
ki, ..., k, leurs degrés de multiplicité, et £ la somme &, +. ..+ 4,. On
a l'identité (20)

w(s)=(z—C)...(z2—=C"Q
= (.Z'—-—E,"y‘“‘/),\)kl. . '(x_’é;y‘_'ﬁq)k? (Q:A—k.v’ Q'ru—.—lr——l,\a tey Qﬂ,;l—»lx"y

Q=(Qu-ro» Queeti» +-+» Qo) désignant un polynome entier en =
de degré et de taxe p.— k. qui n’est divisible par aucun binéme de la
forme z—& ol la premiere piece de £ serait ¢gale a &, et dont, par suile,
la premiere piece Q,_, n’est pas divisible par (x —&).

Il en résulte évidemment, en nommant oy g, ®y—y » +-vr gy l€S
pieces de @ (z), que I'équation

$37) Bl = O

(qui ne contient pas ) admet la racine @ =% au degré £ de multipli-
cité, puis, pour x =%, que les fonctions

Oty Du—z,7y v oy Dbty ket
s'annulent quelle que soit y, et que la fonction v, se réduit &
(Queto oz (7 = et (= afe. o o (p==my Py

olt (Qu—s,0 )=t 0est pas nulle, en vertu d’une remarque antérieure.
Pour avoir les racines de 1'équation (36), on résoudra done I'équa-

tion (37), ce qui fera connaitre les valeurs de a; on portera I'une de

ces valeurs & dans wy_ (., Wy_sa, --+» oy ON égalera & zéro la pre-
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miere de ces fonetions w, s, que ’hypothése x =& n’aura pas réduite
a zéro quelle que soit y, et la résolution de I'équation

138 (©p-t4)a=z = O

fournira les secondes piéces #,, 715, ..., n, des racines d¢ I'équa-
tion (36) qui ont & pour premiere piece. Et les nombres £, £.. ..., £,
degrés de multiplicité de 0, na, ..., 1, considérées comme racines de
I"équation (38), seront aussi ceux de &, = (&,4,), ..., &, = (&, 4,)
acines de ’équation (36).

Il est clair que rien n’empéche de suivre une marche inverse, ¢’est-i-
dire de tiver d'abord les valeurs de y de 'équation

Mo, == 0,

au lieu de commencer par la résolution de I'équation (37).

HI. La définition da degré de multiplicité k d’un couple de solutions
communes des équations (16) n’offre actuellement aucune difficulté.
Il est clair, en effet, que I'on dott prendre pour le nombre k le degré de
multiplicité de I assemblage formé par ces solutions, quand on le consi-
dére comme racine de Uéquation (17). 1l reste seulement & ramener les

¢quations de condition Q(5) =Q"(5) = ... = Q%" =0 & des formes
plus simples analogues & la relation

af df

dz’ dy

dF dF |

dz" dy |

qui a lieu, comme on le sait, quand £% 2.

IV. La recherche des couples de solutions multiples des équations (16)
se raméne a la résolution d’équations beaucoup plus simples et que 'on
peul méthodiguement former. Il suftit effectivement de traiter 'équa-
tion (17) par la méthode ordinaire des racines égales.

Par exemple, si deux courbes planes ont des points de contact d’or-
dres différents, le caleul de leurs coordonnées dépendra de simples
équations du premier degré. ~

V. Le calcul des fonctions symeétriques des solutions communes awx
¢quations (16), et par conséquent la formation de ' équation dont depend
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une fonction quelconque de ces solutions communes, n’offrent plus aucune
difficulté théorique. 11 suffit appliquer a ['équation (1~)les méthodes
exposées aux n° 24 et suivants.

VI. Pour obtenir les solutions communes a des équations simultanées
en nombre quelconque : f=o, f, =o, fy=o. .... f,= o, suffit de cher-
cher le plus grand commun diviseur des dialysants principaux | f, fU
(/o /2]y -oos [ L V] considérés-comme polyndmes entiers en z = x,y
et de résoudre ' ¢quation formée en égalant ce plus grand commun (lw .
seur @ séro.

Par exemple, la recherche d’un point singulier d’une courbe du troi-
sieme degré s¢ ramene toujours a la résolution d’équations linéaires.
Si f= o est I'équation de la courbe, les dialysants dont il faut égaler
le plus grand commun diviseur a zéro sont

AN Ta)
dx dy
VII. Soit V(a,y) une fonction entiere qui s’annule, elle et toutes
ses dérivées jusqu’a celles de 'ordre £ au moins, quand «, y prennent

les valeurs d’un couple de solutions du degré de multiplicité £, des
équations (16). Nous avons démontré (30) qu’on a I'identité

Viz,y) =M 0.0 + Moo oui,i+. o . Mg o,y

9y00 - --» désignant toujours les pitces du premier membre de I'é-
quation (36) et My, . ... certaines fonctions entieres de , y. Mais
w(z) est égal & [/, F] Ay (n° 46, 11); les termes de ses pieces
Wyos Gu—r,ir -+ cOnliennent done tous en facteur, comme ceux de
[/, F], soit f, soit ¥ (n°® &1, V), et I"identité précédente donne
Viay)=¢f+ OF,

0, ® désignant certains polyndmes entiers en x, y. Cest une proposition
fort importante que j'ai déja démontrée dans ce Recueil (t. IV), mais
d’une manitre infiniment moins nette et moins simple.

VIIL. Supposons que, outre , y, / et F conliennent une variable
indépendante ¢; au lieu de I'équation (17) on aura

(39) Q(z,t)=o,
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équation entiere qui définit assemblage = considéré comme fonction
de z, et que rien n’empéche de traiter exactement comme une équa-
tion entiere entre une variable indépendante et une fonction implicite
ordinaire.

Par exemple, on pourra développer = par la formule de Taylor, et les
coefficients de la série s"exprimeront comme & [’ordinaire, au moyen
des dérivées partielles de Q(z, z) par rapport & s et ¢£; mais leur
taxe sera toujours 1, comme celle de z, parce quc celles de vz,
%, ... sont toutes nulles. On pourra notamment reproduire a celte
occasion tous les raisonnements des Chapitres X, XI de mon Nou-
veaw précis d’ Analyse infinitésimale. 11 en résulte en particulier que la
série est convergente tant que % conserve un module inféricur au plus

. dQ(z,t 4+ N . . ‘
petit de ceux pour lesquels dQ(z,l + 1) s’évanouit, et que, aux valeurs

as
dQ(z,t)
T dz

de ¢, 5, qui annulent » les valeurs de z se groupent en systemes

circulaires, conformément aux lois découvertes par M. Puiseux.

IX. Quand , y, ¢ sont les coordonnées rectilignes d’un méme point
de I’espace, les équations (16) représentent une ligne algébrique
d’espace dont I'équation (39) & deux variables seulement (extérieure-
ment) fournit une nouvelle représentation analytique identigue a celle
des courbes planes. Cette remarque peut étre fort utile dans I’étude des
lignes d’espace, car elle permet d’en calquer la théorie sur celle des
lignes planes considérées dans un méme plan. Il résulte notamment de
ce qui vient d’étre dit (VIII) que les points singuliers des lignes gauches
sont, analytiquement, de méme nature que ceux des lignes planes et
qu’ils peuvent étre discutés et classés par des procédés identiques.

Dijon. janvier 1877.




