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ESSAÏ
SUR LE

CALCUL DES QUANTITÉS ASSOCIÉES EN SYSTÈMES
ET sun

SON APl^LICATION A. LA THÉORIE DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES

(SUITE),

PAR M. Cn. MERAY,
.ANCIEN ÉLEVÉ Ï'ÏÏS L'ÉCOLE NORMALE, PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DR D I J O N .

Application des principes précédents à la théorie
des équations simultanées.

33. Le calcul des assemblages semble éminemment propre à l 'élude
des questions ou sont engagées des quantités solidarisées en systèmes
simultanés; son analogie parfaite avec le calcul ordinaire des quantités
isolées permet d'utiliser la plupar t des artifices de celui-ci, et met dans
toute l'analyse des équations une uniformité qui facilite au plus haut
degré la conception et la coordinat ion des faits connus, ainsi que la
prévision de résultats nouveaux.

La théorie des équations simultanées, a laquel le , jusqu'à présent, on
a demandé exclusivement des moyens de traiter les questions de cette
espèce, n'offre pas des ressources aussi sûres ni d'une mise en œuvre
aussi facile. D'abord, ces équations ont un caractère de discontinuité
qui les empêche de se prêter, sans restrictions variées et incommodes,
à la mise en équation de problèmes qui ne comportent pas des solu-
tions en nombres, ou (le natures convenables, Je veux dire, par exemple,
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que, si l'on peut assigner deux équations à deux inconnues qui aient
p o u r solutions communes les coordonnées de quatre points pris arbi-
t r a i r e m e n t dans un même plan, on ne le peut plus s'il s'agit de trois
poin ts non en l igne d ro i t e , du moins sans établir des re la t ions spé-
ciales entre les coefTicienIs, ou sans in t rodui re des so lu t ions étran-
gères. D'un a u t r e côté, on n'a point pour les équations simultanées
les procédés généraux qui, pour les équations à une seule inconnue,
permettent (au moins en théorie) de dénombrer facilement les solu-
tions, d 'évaluer leurs degrés de mul t ip l ic i té , de former les équat ions
plus simples que l 'on peu t quelquefois substituer aux proposées pour
certaines racines, et d ' app l ique r le calcul des fonct ions symétr iques à
la cons t ruc t ion des équations dont dépendent des fonctions données
des racines, etc.

Il semble bien difficile, pou r ne pas dire impossible, de const i tuer
directement une théorie des é q u a t i o n s simultanées, comparable pour
la clarté et pour la s impl ic i té du mécanisme à celle des équa t ions à une
inconnue. Il n'est pas non plus possible d'éviter ces équat ions qu i se
présentent i m m é d i a t e m e n t dans t o u t calcul ou sont mêlées plusieurs
quant i t és . Mais on tourne facilement ce double obstacle, en considé-
rant les inconnues comme lès pièces d'un même assemblage, et en
transformant les équat ions s imultanées dont elles dépendent en une
é q u a t i o n unique ayant cet assemblage pour inconnue . A pa r t i r de ce
moment , il n'y a plus de d i f f i cu l tés théoriques, puisqu 'on dispose de
toutes les ressources de la théorie proprement di te des équations,
comme nous l'avons vu dans les paragraphes précédents.

C'est cette transformation que je vais actuel lement exécuter; elle
revient, au fond, à élargir l 'é l iminal ion ordinaire, en r e l i a n t les équa-
tions finales où les inconnues sont absolument dissociées, par une
sui te d 'équations intermédiaires qui forment avec elles un ensemble
parfa i tement équ iva len t aux équations proposées, et où, en particu-
lier, la sol idari té des inconnues est rétablie. La solution de ce pro-
blème repose &ur des principes spéciaux qu'il me faut avant tout éta-
blir .

34. Soient x, y les pièces d'indices ( i , o), (o, î ) respectivement y dans un
assemblage primordial (n° 2) variable -s, F(^) une fonction entière quel-
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conque de z , F^(-s) sa dérivée (n° 16) et

( i ) FA.,(), IY-1,1, F^-:»,?, . . . , F-j./,--?, Fi,A-,, Fo,^,
(2) F/^.t,(, FA— 2,1» • - . » Fi^—2» ^ÎU-I»

les fonctions des variables indépendantes œ, y qui constituent les pièces de
ces deux assemblages. On a les identités

/ „ , ^FM rfFo.A3 o== —— == ——,' dy clx

w ^^-^ (^/-^—).
1° Si notre proposition est vraie pour plusieurs fonctions de z, elle F est

aussi pour leur somme.

Cela résulte de ce qu'une somme de plusieurs assemblages a pour
pièces les sommes des pièces de mêmes indices dans ses parties, de ce
que la dérivée d'une somme d'assemblages ou de fonctions ordinaires
est égale à la somme des dérivées de ses parties, et f ina lement de ce
que les relations (3), (4) sont linéaires et homogènes par rapport aux
fonctions qui y figurent et à leurs dérivées.

2° Si notre proposition est vraie pour la fonction <p(z ) , elle l ' e s t aussi
pour le produit < I > ( ^ ) = = ^ y ( . s ) .

Si y est la taxe de y(;s), <7-+"ï sera celle de <Ï>(^) ( n °7 ) , et l'on t r o u -
vera faci lement , en appl iquant les règles du calcul élémentaire des
assemblages,

<I\y+i,o == ^9y,o, ^Vy-M ==7epo y

et
î)^=^9/_,,y+7y,^, { i + j ' ^ q -h i ) ,

>:-•

quand aucun des indices i^j ne se réduit à zéro. On trouvera f ina-
lement

. <I^(s) rr:^^) 4- 9(^),

(Von
(1)̂ . == .ycp^j +r?;-,/-i -+- y/,y

pour tout système de valeurs de î, j dont la somme est égale à q, mais
à condition de réduire à zéro, dans le second membre, celle des fonc-
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lions (pl-_ij, y^y-i que l'on serait conduit à affecter clé quelque indice
négatif.

Or la substitution de ces expressions dans les relations (3), (4 ) les
rend identiques, en vertu de celles de même na ture qui existent par
hypothèse entre les pièces de y'(-s) et les dérivées partielles de celles
de y (-s).

3° Notre théorème est évident quand F ( ^ ) se réduit à un assem-
blage constant a de taxe quelconque; donc il est vrai aussi pourra,
puis pour az2, az3, . * . et pour un monôme quelconque as7" (2°).

Il est donc général ( i°) . puisque tout polynôme entier en z est une
domine de monômes de la forme az"1.

35. On remarquera, en passant, que les relations (3), (4) en entra î -
nent beaucoup d'autres analogues intéressant les pièces des dérivées
d'ordres supérieurs de F(^). De même que deux termes consécutifs
quelconques de la suite ( ï ) différentiés, le premier par rapport à x, le
second par rapport à y, donnent pour résultat un ique la pièce de F^;
qui est placée au-dessous du mi l i eu de leur intervalle dans la ligne (2],
on trouvera toutes les pièces de V [x} en di f férent iant u n e fois, soit
par rapport à oc, soit par rapport à y, celles de F(^), ou, cequi revient
au même, en d i f fé ren t ian t deux fois d 'une manière convenable les
pièces de F(^) ; et ainsi de suite.

11 en résulte que les pièces de F(.z), Pf^), F^), ' . . . , F^^), . . .
peuvent être disposées par files horizontales décroissantes, en un ta-
bleau t r iangulai re quinconcial dont la n^"16 l igne cont ient les pièces
de F^"0^); et chaque élément du tableau est à la fois la dérivée
par rapport à ce de l 'élément qui est au-dessus de lu i à gauche et la
dérivée par rapport à y de celui qu i estau-dessus de lui , mais adroite.
Cette disposit ion ressemble à celle des dérivées partielles successives
d ' u n e fonction ordinaire de deux variables indépendantes, à cela près
que, dans cette dernière, le sommet du triangle est en hau t .

36. Réciproquement, un assemblage quelconque <I> de fondions entières
données de x^ y

( 5 ) ^o» ^-t,,, ..., <Ï>^-., ^M

est une/onction (entière) de l'assemblage primordial z == ̂  y), si l'on
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a les k 4- 2 identités

Z-l Û .̂O û?<Ï>.,t6) -rfF^-Zc-^0'

^ ^-^ c-/^-).

Ce théorème est évident quand les fonctions (5) se réduiseni toutes
à des constantes, cas auque l <]> est un assemblage constant, c^st-a-dirc
une forme extrême d'une fonction de z. Nous établirons donc qu'i l est
généra], en p rouvan t qu'il est vrai pour la valeur m du degré de l'as-
semblage ^ c'est-à-dire du degré m a x i m u m de ses pièces (5), s'il est
supposé l'être pour la valeur 772—i du même nombre.

Nous supposerons donc que les fonct ions (5) sont de degrés égaux
ou inférieurs à m, qu'elles satisfont aux relations (6), ( 7 ) , et nous
nommerons < p ^ y ( t 4 - / = = ^ — i ) la valeur commune des deux membres
de Fidenii té (7) .

On a d'abord, en vertu des relat ions (6),

rfy î,,, d id^k.\ d fd<îh^\
dy """ dy \ dx ) dx \ dy }

et de même
//Oo.^. i

dx
• o.

On a ensuite, en appelant /?, q deux entiers quelconques dont la
somme est égale à k — a,

< ĵ̂  ̂  ̂  fd^^^\ _ (t^^ ̂  ̂
dx dx \ df ] dxdy 5 .

î̂M.t1 = ^L (^p+^^A ̂  ̂ ^±^±1
dy dy \ dx / dxdy

d'où

^/!±1^ _ î[?^/±1.
dx dy

Ainsi les fonctions y^^ <P^2,t» " •^ yM-i satisfont a u x relations
(6), (7 ) ; mais, comme elles ne soiit évidemment que du degré 7 ^ — 1

4-2.



332 GII. MÉKAY.

au plus, notre théorème leur est applicable par hypothèse, et ces fonc"
lions senties pièces d'un certain assemblage y', fonction entière de z .

L'assemblage ©'(s) peut être intégré comme une fonction entière
ordinaire; s o i t < p ( s ) = = ( y ^ o , (p/^,o . . . » < p o , / f ) une détermination arbi-
traire de l 'intégrale indéf in ie f ^ ( z ) d z : on a (n° 34)

_ d(Qfc,o _ d^Q,î{
dy dx

^ «_ ^-H,/ _ d^i,^ .
^--^-——-^

et la comparaison de ces identités avec les relations (6), ( 7 ) montre
que les deux dérivées partielles premières d'une quelconque des fonc-
tions y^o» yA-1,1 » • - • 9 ?o,/f sont respectivement égales aux dérivées sem-
blables du terme de mêmes indices dans la suite ( Ô ) . Il en résulte que
les différences

^/r.O — <?^o» -̂.,. — ^-1,1, • . . , ^o.A •- Cpo./r

se réduisent toutes à des constantes; en d'autres termes, l'assemblase
(I> est égal à la somme de l'assemblage <p et d'un certain assemblage
constant (de taxe k), c'est-à-dire, cjomme y, une certaine fonction
de s.

37. Les énoncés précédents se s impl i f ient beaucoup au moyen des
considérations suivantes.

Je nommerai antidérivé de l'assemblage $ du numéro précédent, et
je désignerai par la no ta t ion V<I> la somme des deux assemblages

/ q ^ fd^ d^^ rf(I),^, rAI^ \
(0) . ^ .^.^^-.,-^,^,0^

^ 7. ^.o dî\^ d^A
{9 / [ ° » —•""-/— ' * ' • ' — —»— ? — ^j— ?\ dx doc dx I

qui ont pour pièces, le premier, les dérivées partielles par rapport à y
des pièces de .<!> et zéro, le second zéro et les dérivée^ des mêmes
fonctions prises par rapport à x et mult ipl iées par — i.

L'assemblage V<I> étant de même nature que î>, c'est à-dire avant
pour pièces des polynômes entiers, en ^ yy a aussi un antidérivé VV<I>
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ou V 2 ^, qui sera V antidérivé du second ordre de <I>, et ainsi de suite;
V^cP, antidérivé da n1^ ordre de <& et le résultat de n opérations suc-
cessives semblables à celle qui conduit de <F à Vî>, exécutées chacune
sur le résul ta t de la précédente.

D'après cela, les propositions des n05 34, 35 et 36 peuvent s'énoncer
partiellement comme il suit :

Les antidérivés de tous ordres d'une fonction entière de l'assemblage
primordial z ==• [oc, y) sont nuls identiquement.

Réciproquement, un assemblage quelconque débondions entières des
variables indépendantes x, y est une fonction de -s, si son premier anti-
dérivé est identiquement nul.

38» La définition des antidérivés s'étend d'elle-même au cas ou
les pièces de l'assemblage proposé seraient des fonctions rationnelles
non entières de xï, y ou même des fonctions quelconques, pourvu,
bien entendu, qu'elles soient olotropes (voir note de la p. io4).

Voici m a i n t e n a n t les principales règles du calcul de ces nouvelles
expressions; on remarquera son analogie parfa i te avec le ca lcul des
dérivées ordinaires.

I. En n o m m a n t m le degré de<I> (36), il est évident que celuide V<t>
est égal ou inférieur à m — i , et par suite que celui de V^I> est m — n au
plus. Si n est >> m, V^<]> s 'évanouit ident iquement .

Quant à la taxe de V<ï>, elle est précisément égale àk-\- ï , k désignant
toujours la taxe de ^D; il en résulte que celle de V"<I> est égale à k +n.

Si, par exemple, <& se réduit à un polynôme ordinaire en x, y de
degré m, V^t est l'assemblage de degré 7?%-- n et de taxe n

rrf"<i> / ^ ni d1^ f ^ÉÎ1
[•̂ P- • ' • ' l-^/ ^_^ ) îp i df^d^' > t " ' i " 1 J djc11} 1

II. L9 antidérivé de la somme de plusieurs assemblages [de fonctions
clé a?, y) est la somme des antidérivés de ces assemblages.

1/antidérivé d'un assemblage tel que î>(37) est, par définition, la
somme des assemblages (8), (9 ) que nous désignerons pour un mo-
ment par V/I>, V^<I>. Cela posé, il est bien évident, en tenant compte
des propriétés élémentaires des dérivées, que si <î> est la somme des
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assemblages <&', <I>", . . . , ^(y), on a

V,.d> = ̂ V -4- V/Î  +. .. + V,d>W,
V,(I) == V,<y + V.(Ï>" -4-. . . -r- V./I>Cï),

d 'où , en a joutant membre à membre,
' î o ] V(I>== Vcl)' -4-V<Î^4-. ..+ Vcl)(?).

III. JS'n appelante, W deux assemblages quelconques [de fonctiona
de *y»y), o/î a la formule

' 1 1 ) 1 , V((I>.¥)==^.VT+¥.V4>.

Glictque pièce du produil $y étant une fonction linéaire et homo-
gène tant des pièces de <I> que de celles de ¥ (n° 7,3°), sa dérivée, par
nippon à j, est évidemment la somme des résultats que l'on obt ient
en y substituant aux pièces de ¥, puis à celles de <I>, les dérivées do
ces fonctions prises par rapport à y. 11 en résulte immédia tement

((ïï.y.)y==(I),^-+-Y.(Ï)^

en désignant pour un moment par (^.y)^, ïÇ, <ï>y. ce que deviennent
les assemblages <3).T, ¥, <I> par la différent ia t ion de toutes leurs pièces
par rapport ày. On en dédui t

V,(<I>.T) = <i>.v,¥ -+- y.vA
car on voit aisément, avec un peu d'attention, que les assemblages
V^($.D, V^V, V/I>, $.V/F, Y. V^<I> sont précisément les assemblages
f^.y^, T^, (^, (I>.Y^ y.cl^ allongés chacun d'une dernière pièce
nul le .

On trouve de même
V,(d>.¥)= <D.V,T.4- ¥.7^1),

relation qui, ajoutée membre à membre avec la précédente, donne
précisément la formule (u).

IV. L'application répétée de la formule ( r » ) conduit à une formule
de même nature pour le calcul de l 'anlidérivé d'un produit d'un
nombre quelconque d'assemblages de fonctions de x, y. On trouve
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facilement que cet antidérivé est la somme des résultats obtenus en rem-
plaçant successivement dans le produit proposé chaque facteur par son
antidérivé.

Si le p rodui t en quest ion contient m facteurs égaux à <I>, il v ient
simplement
( if! ) V ( ̂ "l ) == m^'" 1 V<î>.

V. En combinant les résultats partiels qui viennent d'être obtenus,
on trouve f a c i l e m e n t cette règle fort simple qui les renferme tous :

U antidérivé VÛ(<I>, ¥,...) d'une fonction composée entière Q(<&, ¥, . . .}
d'un nombre quelcon(fue d'assemblages <&, y, ... de fonctions de x, y
est égal à

(/il -, diï ̂._ . V(T) .-L- _„-. VU^ -i-
d^ l dW ' ' ' '

somme clés dérivées de la composante û par rapport à <t>, V , ... (11° 16 i ,
multipliées respectivement par les antidérivés V<1), VT, ... de ces assem-
blages simples.

VI. Il résulte de la proposi t ion précédente que Pant idér ivé d'une
fonction composée entière de plusieurs assemblages est aussi une fonc-
tion composée entière de ces assemblages et de leurs antidérivés; donc
de nouve l les appl icat ions de la règle qu 'e l le é tabl i t f o u r n i r o n t l 'anti-
dérivé du second ordre de la fonct ion proposée don t il s'agit, celui du
troisième, du qua t r ième ordre, . . . , et ainsi de suite, aussi loin qu 'on
voudra aller.

On notera en particulier la formule
yi ni \

( 13 ) V"1' ( <t>. W ) :-.== > ——— V^ <I>.V-7¥,' / ' Zj p ! q ]

la sommation 2 étant étendue à toutes les combinaisons distinctes des
valeurs des entiers^, q don t la somme est égale à m.

VIL On remarquera, en passant, que les règles ci-dessus établies per-
mettent de démontrer en fort peu de mo.ts la proposition directe
énoncée à la fin du n° 37. Effect ivement, pour une fonction entière
quelconque/^) de l'assemblage primordial z = (^» j )» on a (V)

Vf(z)^r(z).Vz; •

or V z == (o, o, o) est identiquement nul : donc V/(^) l'est aussi.
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39. Soient <p, ^, ... des polynômes entiers indéterminés en oc, y et

^(o^^V2?,...^-^^^^,...^"^,»..)

une fonction composée entière de y, <^» ... et de leurs m, n, ... premiers
antidérivés; soient encore M, N, ... ̂  ̂ ^/^ <m moins égaux à m,
n, ... respectivement. Si le polynôme 0 s annule quelles que soient x, y,
/eûtes les/ois que y, ^, ... dégénèrent en des produits de M, N, .. .Vac-
/ew tant linéaires que constants, ses coefficients sont tous nuls, et par-
tant il s évanouit quels que soient y, (^, ....

11 est évident tout d'abord que, si cette proposition est vraie pour
certaines valeurs de M, N, ..., elle l'est nécessairement aussi pour
toutes les valeurs supérieures des mêmes nombres; nous supposerons
donc M = = w , N = = / î , .... Nous supposerons ensuite, pour faire la
démonstration, que © ne dépend que de <p (et de ses m premiers ant i -
dérivés), ce qui montrera suffisamment comment il faut raisonner dans
le cas le plus général. Cela posé, nous nommerons p. le degré de © par
rapport à V^y et nous commencerons par prouver que si notre théo-
rème est vrai p o u r m ^ w , — i , quel que soit (i, et en outre pour w ^ m , ,
p.^^i — i, il l'est aussi pour m ==7^1, ^ = ̂ .

En effet, si m == m, , p- == ̂ , on peut poser
( i4) e==©^> +e/^-,v^9,
6^-n ©^,,^,-1, •désignant des polynômes analogues à 6, dont le pre-
mier peut contenir y, Vy, ..., V^»"-^, mais non V^iy , et dont le second
est, par rapport à V^iy, de degré p.^ — r au plus.

Soit alors g un entier quelconque au moins égal à i et au plus égal
à w,; si l'on remplace y par un produit de ^constantes et de m^ — ^'
facteurs linéaires, on a par hypothèse 6 == o; on a en outre V^iç^o,
parce que m, —g, degré de y, est inférieur à m^ (38,1). La relation pré-
cédente donne donc ô/^-i == o, quelles que soient <r, y, pour toutes
les déterminations de y dont il s'agit, et par suite pour toutes les
déterminations imaginables de cette fonction, puisque nous supposons
notre lemme vrai, quel que soit p-, ])owm^m^ — î , ce qui est le cas du
polynôme O,/^"

La relation ( i4) devient donc simplement
( ï 5 ) , e=e^,^»vw«ç.
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Le produit ^m^-iV^? s'évanouit donc en particulier, chaque fois
que y se réduit à un produit de/n, facteurs linéaires variables; mais,
comme alors V ^ y n'est pas nul (38, I), l 'autre facteur e^^_, s'éva-
nouit nécessairement dans les mêmes circonstances. On en conclut
facilement, en appliquant la méthode des limites, que ce polynôme
s'annule encore, même quand y est un produit de quelques conslanles
et de moins de m^ facteurs linéaires. Donc ©m,.^-i <ïst nul quel que
soit y, puisque l 'exacti tude de notre lemme est admise pour m^m^
[i^jj.t —• i , ce qui a lieu pour ce polynôme, et la relation (i5) donne
bien ident iquement © == o pour m=m^ ^=^.

Maintenant notre théorème est évident pour m = o, quel que soit p.,
et en outre , car c'est la même chose, pour m ^ i , ^.=0; donc, en
vertu de ce qui précède, il est vrai pour / n== i , ^= i, 2, 3,..., succes-
sivement, et cela quel que soit M, d'après la remarque par laquelle
nous avons débuté.

Mais le cas ( l e / n = = x , M ==2, ^.= i est ident ique à celui ou l 'on
îî w = = a , M = 2, p-==o; donc notre théorème est encore vrai pour
m== à, [L == i, îà, 3, ... quel que soît M, c'est-à-dire pour m= 2 quels
que soient M et p.; et, en cont inuant ainsi de proche en proche, on arri-
vera à constater .son exact i tude pour une valeur quelconque de m.

On notera en outre, bien que cette observation ne nous soit p a s '
ac tue l l ement utile, que, si les conditions de l'énoncé sont remplies, la
fonction composée 0 est nulle, même quand ©, ^, ... désignent, non
desimpies fonctiorfs indéterminées de x, y, mais des assemblages quel-
conques de semblables fonctions.

40. Nous pouvons maintenant passer à la solut ion du problème que
nous avons en vue, savoir :

Étant données entre les inconnues x, y deux équations simultanées
en Itères de degrés quelconques m, n,

(16) /(.r,^)=:o, F^r)^0 .

,/prmer l'équation
( < 7 ) Q (z )==o ,

(lui a pour racines tous les assemblages, primordiaux z= (se, y ) consti-
tués par les couples de solutions communes' auûc^équatipns proposées.

Ann. de l ' É c . Normale. 2^ Série. Tome VIH. •^-.<Q.fîT(Nilî,"; t^Ô^11^'1 '^. '^ 4^
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I. Si les équations (16) sont toutes deux linéaires, on peut prendre

( 1 8 ) Û(2)=V/.F-VF./.

Effectivement, Fantidérivé du second membre de cette formule cal-
culé conformément aux règles du n° 38 est

V/.VF-4-V2/.F—VF.V/—V2F.V/

et, partant, s'évanouit quelles que soient x,y, car/> F étant des fonc-
tions de degré i, on a vy== 7^= o (38, I). Donc, en premier l ieu,
ce second membre est bien une fonction de & (n° 37).

D'autre par t , les valeurs de <r, y qui annulent à la fois f{œ, y),
F(;r,y) forment un assemblage qui annule évidemment Q(^ ) ; car, en
vertu de la relation (18), chaque pièce de l'assemblage û(s) est une
fonction composée linéaire et homogène dey^y) et de F(;r,y).

II. Supposons main tenant que y soit toujours linéaire, mais que n,
de degré F, soit quelconque.

A. Si F est décomposable en n facteurs linéaires Fi, Fa, ..., F,(, i l
est évident que l'ensemble des couples de solutions des équations (16)
est celui des solutions communes a u x n couples d^équations linéaires
simultanées

(«?)
/==o, /==o, . . . . ( /==(>,
F,=:o, F,==o, . . . , ( F.==o.

Par suite û(-s), premier membre de l'équation (*i7), est le produit
des n assemblages

I/.FJ. L/^L -.. [f^n],

déduits , comme ci-dessus (I) , des premiers membres des équations (19).
On a ainsi, en vertu de la formule (à 8),

,Q(^)=L/.F.][/ ,F.]. . .[ / ,F.]
( l ' /'
\ == 8j (-^(W-^ 2 [F,J,,.. .F^VF,,VF^.. .VF^J J.

la sommation 2 s 'étendant à tous les systèmes de valeurs des indices
/^, h^ ..., hp qui constituent les combinaisons/? à p des nombres
i., 2, .. . , n accompagnés chacun du système de valeurs des indices
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g\, ^T ' • • » gn-p qui forme la combinaison complémentaire n—p à
/ ? — p des mêmes nombres.

Or, en antidifférentiant î, 2, . . . , / ? , . . . , 7?, fols le produit

F=F,F , . . ,F« ,

et se rappelant que, ses facteurs étant tous linéaires, leurs antidérivés
d'ordres supérieurs à i s'évanouissent tous, on trouvera facilement
fn° 38, IV)

^ VF ==iî2[F^F^. . .F^,VF,,J ,
V-F = = 2 l 2 [F^.. .F^VF/,VF,,,J,

V/-F=^I 2 [F^.. .F^VF/,VF/,.. .VF^],

^ V"F==nîVF,VF,. . .VF«.

Si main tenan t dans le second membre de la formule (20) on sub-
stitue aux sommes 2 leurs valeurs tirées des relations ( a i ) , il vient, en
développant la somme S,

(.2) Q(^^(V/)"F-...+(~i).(V/)-^^+...+(-i^^^^

formule où n'entrent plus que les polynômes/, F avec leurs ant i-
dérivés d'ordres égaux et inférieurs à leurs degrés i, n respective-
ment.

B, II est facile de s'assurer à présent que la formule (-^2) est appli-
cable au calcul de iî(-s), même quand le polynôme F n'est pas décom-
posable en n facteurs linéaires.

Supposons effectivement que, dans le second membre [/, F] de cette
formule, F représente un polynôme entier quelconque de degré n:
comme V^F s'évanouit (38, Ij, l'antidérivé de f/, F] se réduit, en ce
qui concerne F, à une fonction composée entière 8(F, VF, ..., VF)
de ce polynôme et de se$ n premiers antidérivés seulement (n° 38, VJ.
Or, en vertu de ce qui a été établi ci-dessus (A), [/, F] est fonction de
z, et par suite ô=== V [/, Fj est nul quelles que soient Xy y (n° 37),
quand F est décomposable en n facteurs linéaires et même en n fac-
teurs tant linéaires que constants, comme on s'en assure facilement

43.
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soit en employant la méthode des limites, soit en discutant directe-
ment la formule (22). Donc le théorème du n° 39 est applicable, et
0 est nul quel que soit F; mais 0 est Pantidérivé de [/, Fj tant que
F est du degré n. Donc enfin, quelle que soit la fonction de degré n
que puisse désigner la lettre F, Vf/, F] s'évanouit quelles que soient
«r, j, et par tant [/, F] se réduit à une certaine fonction de z
(n°37).

On peut encore établir a posteriori Inexactitude du point dont il s'agit,
en calculant directement Pantidérivé du second membre de la for-
mule (22), ce qui n'offre aucune difficulté. On vérifie facilement qu'il
s'évanouit quels que soient/, F, pourvu que Pon ait V2/^ V^F^o,
c'est-à-dire que les degrés de ces polynômes ne surpassent pas i, n.

D'autre part, la fonction ù[z} s'évanouit quand les pièces de z sont
des solutions communes aux équations (ï6), parce que le second
membre de la formule (22) ne contient aucun terme qui n'ait pour
facteur F ou une puissance de/.

III. Supposons enfin que les degrés m, n de/, F soient des entiers
quelconques.

A. Si/est le produit de m facteurs linéaires/,/a, ... ,/,p on trou-
vera, en raisonnant comme ci-dessus (II ,A), que Q(-z) est le p rodu i t des
m résultats [/,, F], [f^ F], ..., [/„ F] que Pon obtient en remplaçant
successivement/par chacun de ces facteurs dans le second membre de
la formule ( 2 % ) .

On a évidemment

(23) [^ F]...[/., F] =^ . y^^ ... ̂ F 2 f^...^(V/;]-^...(Vy;;,- ĵ p

la sommation désignée par 2 s'étendant à toutes les permutations des
m lettres/,/s, ...,/^ qui donnent au monôme /f*/^ ... f^ des
formes dissemblables (quand on y considère un moment ces lettres
comme désignant autant de variables indépendantes), ces permuta-
tions étant accompagnées chacune des permutations correspondantes
de V/, V/, ..., V/» dans le produit (V/J^V/y^.. .(V/^/^-.
Quan t à là sommation S, elle s'étend à tous les systèmes distincts, de
valeurs inférieures ou égales à n, des entiers/?,,^, .. , p^
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Le facteur
217W. •./!;'( v/:)"-^(v^)"^.. .(V/.r^]

(ILI terme général de la somme S se rédu i t visiblement à un polynôme
entier en/, V/, V2/, ..., V7"/. Effectivement on peut l'écrire

l.,)W.,..Ai•S[(^)•-'•(2;)"-'••••(^•)•^=/•2^r^''•^r'••;•'î;'-J•
en so souvenant quey,/a.. .f,n. ==/, et posant, pour abréger,

^-.,, v.̂ , . v./»-,-j-r- —— / i ? ~"7— —— ' a » . . * » "7:— —— f m •
</' J2 .7"'

Mais, en appe lan t R ^ , Ra, Rg, * . * , et R,^ la somme des expressions
r,, ra, ..., r/^, celles de leurs produits 2 à 2, 3 à 3, ..., et leur p rodu i t
total r^ ra... r^, on obtiendra, en raisonnant comme dans la théorie dps
fonctions symétriques,

( 25 ) 2 [,r^ /r^... r^} = II ( R > , R., . . . , H. ).

Les formules, (a i ) , appliquées au produit de/i/a.../^, donnen t
évidemment

y.̂  ^2^ y 7^
(.6) H.=n^ '^ÏlT' • • • ' "——mI-T-

moyennant quoi le second membre de Inéquation (a4) devient

/ . ' ^ -TT / I Vf ï V2/' i V3/ i V-A
(^ ^nt/TT /TT- /iT5 "•- 7^) '

Or cette expression est unefonct ion entière de/, V/, V2/, .... V^/,
car on sait, par la théorie des fonctions symétriques, que le degré du
second membre de la relation (a5) par rapport à R,, Ra» . . . , R m ( c o n
sidérées comme autant de variables indépendantes) est précisément
égal au plus grand des exposants n —p^ ... de r\, rg, ..., r^
dans le prennermembre de la même relation; d'où il suit que ce
degré est au plus égal à n. En conséquence, aucun terme du second
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facteur n de l'expression (27) ne peut avoir en dénominateur une
puissance dey d'exposant supérieur à n, et partant , comme ce facteur
est déjà entier par rapport à V/, vy, ..., V'y, son produit par/" l'est
en outre par rapport à/.

En résumé, si l'on nomme

A f^^f ^f ^f\A^,...,^/:yp^-. • • • » -^-j

la fonct ion entière de/, V/, .... V^/, à laquelle se rédu i t ainsi l ' un
ou l 'autre membre de l 'équation (24), la formule (2'3) donne

,̂=S[(-,)̂ . ̂ ...̂ A,,. ..„.(/, --{,.... Zîf)],

où la somme S est une fonction composée entière de /, V/, . . . y V^/,
F, VF, .. , V ^ F seulement.

B. Mais, de même que pour la formule (22) . l 'exactitude de la for-
mule (28) n'est pas limitée par la possibilité de décomposer/ en
m facteurs l inéaires.

Il est évident, en effet, que le second membre de la formule (22) ne
cesse pas de pouvoir être considéré comme une fonction de z , quand
la fonction l inéaire/y dégénère en une constante; car il se réduit
visiblement alors à un assemblage constant de taxe n. Donc le second
membre de la formule (28), qui est un produit d'expressions de même
nature que celui de la formule (22), est certainement fonction de z
toutes les fois que /peu t être décomposé en m facteurs linéaires ou
constants en tout ou en partie, et parlant son antidérivé s'éva-
noui t (n° 37).

Cet aniidérivé ne renfermant que V/, V2/ ...., ^/(en ce qui con-
cerne/), on démontrera facilement, à l'aide du théorème du n° 39, en
raisonnant exactement comme nous l'avons fait plus haut (I l .B), qu'il
s 'évanouit encore quand/est un polynôme quelconque de degré m;
d'où résulte l'exactitude de la formule (28) pour deux fonctions en-
tières quelconques/, F de degrés m, n, je veux dire la propriété du
second membre de se réduire toujours à quelque fonction de z.

Finalement, un terme quelconque de la somme S qui constitue le
second membre de la formule (28) contient en facteur l 'un au moins
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des polynômes/, F. Car, si dans le ternie général de cette somme l'un
des entiers p^ p ^ y ..., p^ se réduit à zéro, F y figure comme facteur;
et si aucun de ces membres ne s'évanouit, le plus grand des entiers
n—p^ n—pa, ..., n—p^ c'est-à-dire le degré du second membre de
la relation (a5) par rapport à R(, Ra, . . . » R//^ est inférieur à n, et/
reste encore une fois au moins comme facteur dans tous les termes de
l'expression (27), après sa transformation en A^p^..^(/, —L • ) • ' - ) -

De là on conclut, comme il restait à s'en assurer, que le polynôn^
û(^), défini par la formule (28), s'évanouit bien chaque fois que z a
pour pièces les éléments de quelque couple de solutions communes
aux équations ( ï6 ) .

41. Après avoir calculé le second membre de la formule (28) pour
deux entiers déterminés m, n, à l'aide de deux polynômes entiers/, F
dégénérant en produits de m, n facteurs linéaires, on peut, comme
nous venons de le faire, y remplacer les lettres/, F par deux fonctions
entières quelconques de degrés m, n. Mais rien n'empêche de sup-
poser aussi que/, F sont des fonctions entières de x,y de degrés quel-
conques différents de w, n. On n'obtient pas alors une fonction de z,
mais on a toujours une fonction composée parfaitement déterminée de
/ V/ ..., V^/, F, VF, . . . , V"F, qui me semble destinée à jouer un
certain rôle dans la théorie des fonctions de deux variables. Je nom-
merai-cette expression le dialysant cF indicateurs m, n des fonctions/, F
et je le désignerai par [/, FJ^,, ( t ) .

Si dans [/, F]/^ les degrés effectifs de/, F sont précisément égaux
aux indicateurs m, n respectivement, je nommera i cette expression le
dialysant ( tout court) des fonctions/, F et je le désignerai simplement
par [/, F] ; on peut ajouter Fépithète principal quand il y a quelque
confusion à éviter.

Ces définitions permettent d'énoncer en ces peu de mots les résul-
tats obtenus dans le numéro précédent :

Le dialysant principal des premiers membres des équations simulta-

( 1 ) Cette notion s'étend d'elle-même au cas où/., F seraient des, fonctions olotropes quel-
conques de .r,j, ou même des assemblages de semblables fonctions*
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nées (16 ) se réduit à une fonction entière de l'assemblage primordial
z == (^, y), çw s évanouit pour toutes les valeurs de a?, y qui satisfont ù
la fois à ces deux équations.

Voici les premières remarques à faire sur ces nouvelles expres-
sions.

I. On retiendra que la méthode à l'aide de laquelle nous avons formé
f/, Fj consiste au fond à supposer / F décomposables en facteurs
linéaires/,/. ... ,/„ F^ Fa, .. ., F», à exprimer le produi t des ma
facteurs [/, F/J == (V/.F/-- VF/./) (40, I) en fonction composée de
/, F et de leurs antidérivés, puis à supposer, dans l'expression ainsi
ob tenue , que/, F sont des polynômes entiers quelconques de de-
grés m, n.

Cela fait, si l'on remplace encore/, F par des fonctions quelconques,
on aura [/, F]^, dialysant d'indicateurs m, n de ces fonctions.

II. La'taxe d'un dialysant est égale au produit de ses indicateurs.
En effet, nous venons de faire remarquer ( I ) que le dialysant prin-

cipal [/, F] de produits / F de m, n facteurs l inéaires ...,/, ...,
..., F/, ... est égal au produit des mn facteurs V/.F/ — VF/./; tous
ces facteurs ayant évidemment x pour taxe commune, leur produi t a
pour taxe leur nombre même, c'est-à-dire mn. Or la subs t i tu t ion de
fonctions quelconques à/, F ne peut altérer la taxe du résul tat ; car,
quelles que soient/ F, les taxes de/, V/ . . . , V^/, F, VF, . . . . VF
sont toujours o, i , ..., m, o, i, ..., n.

On pourrait encore raisonner comme ci-dessous (III) .
HI. Les lettres p., v désignant les degrés des fonctions entières /, F, le

degré apparent de [/, F]^ par rapport à x, y est égal à mv + np. — mn.
On sait, par la théorie des fonctions symétriques, que le poids de la

fonction n(l^, R^, ..., R,J de la relation (^5) du n° 40, c'est-à-dire
la somme uniforme des produits des indices des lettres R < , Ra» ..., R,/.
par leurs exposants 7^, k^ ..., k^ dans un même terme quelconque,
est égal au degré du premier membre de cette même relation par rap-
port à r^ ,i\, ..., r,^. En d'autres termes, on a

l ./f,4-2./f3-4-...-4~W./^=:w^~- (^,+^-+-. . .4-;^).

Mais, d'après les formules {26), les degrés par rappor ta x, y de
R , , Ra, . * . , R,^ étant respectivement — î , /— ̂  .... —m, celui du
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second facteur du produi t ( 2 7 ) est — ( i .Â^ -i- 2.^2 -+- • . . + mJ^) ou
( p i -+• p2 4- . . . -^ pm) — mn par ce qui précède. Le degré du premier
facteur/^ est év idemment /^; donc le degré de l'expression (27), ou ,
ce qui revient au même, de la fonction A.^^_^ de la formule (28) est
np.— mn -t- (/?,, +p^ -+-.. .-+-/^).

.Enfin le degré de V / '<F.V / :>2F....V /7" l lF, au t r e fac teur du terme gé-
néral de la somme S, é tan t

(>—/?,) +- {y— p.) +. . .4- [v — p,n] =•= mv — (/?, -+- p, +. . .-f-;?//,),

ce terme général est bien de degré m^ •+- n^—mn, ainsi que la somme
S, c'est-à-dire le dialysant \f, F]^,.

Il en résul te é v i d e m m e n t que le degré apparent du dialysant principal
[f^ F], tant par rapport à x, y que par rapport à l'assemblage ^ dont il
est fonction, est égal à mn, produit soit des indicateurs, soit des degrés
des/onctions. On établ i ra i t encore ce po in t en ra isonnant comme ci-
dessus ( I I ) .

Par degré apparent j ' en tends le degré maximum en x, y (e t en z dans
le second cas) des termes des pièces de [/,F1^,,^ abstraction faite de
la va leur numér ique de leurs coefficients. Quant au degré effectif y il est
clair qu'i l peut s'abaisser au-dessous de ce maximum, car des données
numériques part iculières peuvent réduire à zéro les coefficients de
tels ou tels fermes. Mais il impor te de remarquer que cet abaissement
n'est (\\i accidentel; effectivement, quand/, F sont des p rodu i t s de m, n
facteurs l inéai res don t les dialysants [/-, Fy] ne t omben t pas au-des-
sous du premier degré, le degré effectif de [/, FJ est bien égal à son
degré apparent mn.

IV. On a l'identité

(^9) . [/^'^.^(--^^[^/'J^ • '

Ce point est évident quand /, F dégénèrent en des produi ts
/i...y}.,./^, F(...F/.».F^ de m, n facteurs linéaires; car la double trans-
position dey, F et de m, n é q u i v a u t à la transposition de f^, Fy dans
< l iacun des inn facteurs Vyî-.Fy — VF/",/Î dont se compose alors [f, FJw^
( I ) , c'est-à-dire à la multiplication de chacun de ces facteurs p a r — ï ,
et par tant de leur produit par (— r)^.

Afin, de i ' É c . Normale, a" Série. Tome VIII. —OCTOBRE 1879. 44
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On a ainsi
L/;F]^-(-ï)-[F,/]^=:o,

toutes les fois que/, F sont des produits de m, n facteurs l inéaires, et
même, c o m m e / i l est facile de s'en assurer, quand quelques-uns de ces
facteurs dégénèrent en des constantes. Or le premier membre de celte
identi té ne contient les antidérivés de/, F que jusqu 'aux ordres m, n
inc lus ivement : donc elle a lieu quels que soient /, F, en vertu du
théorème du n° 39.

Quand les indicateurs 772, n sont égaux à un même nombre M, la
double t r anspos i t ion dont il s'agit é q u i v a u t à la simple permutat ion
des lettres/, F dans le développement de [/, FJ^p et l ' identi té (29)
devient
( 3 0 ) [^^-(-^[F./kM.-

V. Tous les termes de [f, T]w,n contiennent en facteur soit f, soit F, et
en outre l'un au moins des anticlérwès extrêmes V^/, V^ F.

Le premier po in t est une conséquence de ce qu i a été d i t au n° 40
(III , B ) ; le second p o u r r a i t s 'établir d i rec tement par la discussion du
second membre de la fo rmule (28) , mais on a plus tôt fait de raisonner
comme il suit :

Le second membre de la formule ( 2 2 ) se rédui t év idemment à zéro
quand F est de degré é^al ou in fé r i eu r à n— \ et que/se r édu i t a u n e
constante, car on a alors V/= ̂ I^o. Par conséquent l 'âne au moins
des expressions [,/^Fj, [/2,Fj, ..,., [/„, F] d u n u m é r o précédons ( Ï I Ï , A )
et, partant, le second membre de l à formule (28) s 'évanouissent aussi
quand/et F dégénèrent en des produits de facteurs linéaires en nom-
bres égaux ou inférieurs à m— i. n— i respectivement. Comme cette
hypothèse donne V^/r^ V^F = o, elle annule aussi le po lynôme 6,
auque l se réduit ce second membre par la suppression des termes qui
contiennent en facteur soit V^/, soit VT. Mais, 0 ne contenant q u e
/, V/, . . . , V^-1/; F, VF, . . . , V^-T, il résulte du théorème du n° 39
que ce polynôme est nul quelles que soient/et F; en d'autres termes,
il ne reste rien dans [/ FJ^ quand on y a efïacé les termes qu i ont
pour facteur soit V^/; soit V^F, ce qui équivaut à ce que nous voulions
prouver.

Il résulte immédiatement de cette proposition que,^' les degrés effec"
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tifs def, F s'abaissent tous deux au-dessous de m, 71, on a

f /FJ^=o

quelles que soient x,y\ car alors V^/et V ^ F se réduisent tous deux
ident iquement à zéro.

VI. Hi les fonctions entières f, F ^0/2^ de degrés m, n — i, on a

( 3 r ) . [^F]-[/,Fk«:^f-

Supposons/décomposable en m facteurs linéaires/,, ...,/, ...,/„; la
formule ( 2 ^ - ) donne évidemment

U^F].,=V//[/.F].

Cela posé, en f a i san t successivement ^ = = î , î>, . . , m el mu l t i p l i an t
membre à membre toutes les r e l a t i ons a ins i obtenues, il v ient

(3.) [/F]-=^{[/F].

Effect ivement , les raisonnements qui nous ont condui t s à la for-
mule (28) montrent que l'on a

^
L/;, F],, . . . [̂ , F]., . . . [^ F],, =- [/, F].,;

on a encore f J )
[/.,F]...[/:,F]...[./;/.,F]=[/,F],

puis, en vertu de la dernière des formules (21),

v/^v/....v^=^.

La formule (3i) , étant ainsi vérifiée dans le cas o u / e s t un p rodu i t
de m fac teurs l inéaires, est générale, parce que, dans tous les cas et par
déf in i t ion , [/F],,^ a la forme extérieure qui convient à celui où /F
sont décomposables en m, n facteurs l inéaires- Si l'on vou la i t rendre ce
raisonnement tout à fait r igoureux dans la forme, i i su f ï i ra i td ' app l lquer
u n e fois de plus à la formule (3r?) le théorème du n° 39.

Il résulte de ceci que^ quand [/ V},n,n ^st c.onnu, on peut en déduire
le dialysant principal de tout couple de fonct ions ç ,<& dont, les degrés

44. ' .,
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sont FLUI oa l 'autre, on tous deux, inférieurs à m, n, et, par suite, tous
les dia lysants dont les indicateurs sont l'un ou tous deux infér ieurs aux
mêmes nombres. Il ne fau t pas, comme on pourrait être tenté de le
faire, substituer I m m é d i a t e m e n t y , < E > a/, F dans f/FJ^, car, si les
degrés de ces fondions é ta ient tous deux infér ieurs à w, n, on aurait
^m^= V7^ = o, et le résultat s 'évanouirai t (V). Il faut opérer comme
il s u i t .

En supposant y de degré m et <P de degré n— i, la formule (31) m o n t r e
que, pour avoir [y,^], il faut effacer dans [/,FJ^ les termes où V^F entre

V" fcomme facteur , diviser l 'ensemble des autres par —p puis y poser
/==y, F==(]). En subs t i tuant ensuite des polynômes indéterminés/, F
à ^ , < 3 > d a n s [9,$], on obt ient év idemment [/,F.],,,^_^; on trouve de la
même manière [/,F]^_i^. De là on dédu i r a successivement, par
l 'appl icat ion répétée du même procédé, [/, F],//,^» [//F]/,^,/^,
[/, Fj^,,2,/M • • • ^t f ina lement tout d ia lysant ayan t pour ind ica teu r s des
nombres inférieurs, l 'un ou l ' au t re ou tous deux, à m, n.

Quand les degrés de/, F sont inégaux, il peut être plus avan tageux
de tirer ainsi [/, F] du dialysant dont les ind ica teurs sont tous d e u x
égaux au p l u s grand des degrés effectifs de /, F que de le ca lcu le r
directement; car un d ia lysant don t les ind ica teurs sont égaux estsymé-
tr ique par r appor ta ses éléments, ou au moins al terné ( I V ) .

VII. On a dû remarquer que chaque an t idé r ivé de/ou F qui figure
dans f/»FJ,,,^ est accompagné d'un diviseur n u m é r i q u e égal au p rodu i t
des entiers na ture l s , de i à son ordre inclusivement.On s i m p l i f î c r a i î d o n c
sensiblement les formules en y in t rodu i san t , au lieu des antidérivés
Y/' v2/» • • • » ^tf^ • • — le^s quotients par i !, i !, ..., il, ... que l'on
pourrai t désigner par d/, &2/, . . . , <^/, ... et nommer des ant idér ivés
réduits. La formule (28) se réduirai t alors à

(33) [./;?],,== § [(- i)/^--^^ F<^F... a^FA,.^,,,,(/, r5/^/;.../ o-/ )j.

Mais, au lieu d'avoir, comme pour les antidérivés proprement dits,
^'= ^(^)= y {à1), on aurait

S'W^^I.^^^ il±l!lô(^j\
' / ' / 1 1 j !
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et le calcul des antidérivés réduits n'czuralt plus avec celui des dérivées
ordinaires l'analogie parfai te et si précieuse qu'offre celui des anti-
dérivés proprement dits.

Cet inconvénient est sensible; mais i1 n'existerait pas si, au l ieu des
dérivées ordinaires D^^'", on avait tout d'abord considéré et dénoté les
i}ér\Nées réduites --—-.-• Dans bien des cas, cette pratique serait préfé-

i/
râblé aux habitudes actuelles, que les géomètres n'auraient sans doute
pas contractées si, pour définir les dérivées, ils étaient partis du déve-
l o p p e m e n t des fonctions en séries entières ( 1 ) et non de cette consi-
dé ra t ion , analyt iquement si stérile et si artificielle, de, rapports à
termes inf in iment petits.

VIII. Si dans un dialysant principal [/,F] l'une des fonctions, F par-
exemple^ est le produit de deux facteurs entiers F i , Fa, on a

(34) ' L/;F]-L/;F,]L/;F.].

Cette i d e n t i t é es tévidente , en vertu d 'une remarque antérieure (1),
quand/ , Fo F^ sont des produi ts de facteurs linéaires. Elle a donc l ieu
dans tous les cas, puisque, par défini t ion, le dialysant pr inc ipa l de deux
fonctions quelconques a la même forme extérieure que si elles étaient
toutes deux décomposables en fadeurs linéaires. On p o u r r a i t aussi
raisonner à l 'aide du théorème du n° 39.

Quand /, F sont des produi ts de g , h facteurs entiers/,, . . . , F,, ...,
la formule (34) permet évidemment de décomposer [/, Fj en gh fac-
teurs teisque [/, F/]. La remarque (I) est renfermée dans celle-ci.

IX. Les formules (28) ou (33) pour le développement de [/, FJ^
conduisent à des calculs pénibles, aussitôt que m, n ne sont pas très-
petits l 'un ou l'autre. D'un autre côté, on a besoin de connaî t re moins les
termes élémentaires de cette expression que sa structure int ime, c'est-
à-dire, comme pour les déterminants, ses apti tudes spéciales à se méta-
morphoser ou à se décomposer convenablement pour l'objet qu'on se
propose.

( ' ) C'était l'idée de Lagrange; je l'ai reprise et développée dans mon Noumai Précis
cVAnalysc infinitésimale (1871), où j'ai montré qu'il suffit de l'adopter, pour introduire
dans tous les raisonnements de l'Analyse infinitésimale la rigueur et la netteté des théories
purement algébriques, et avec cela une unité parfaite.
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II faut donc considérer ces formules comme purement transitoires;
j 'ai lieu de penser qu^unc étude moins superf iciel le des dia lysants con-
d u i r a i t à quelque loi de format ion très-simple en principe. Quoi qu'il
en soit, je vais éclaircir lesconsidérations précédentes par un exemple,
en app l iquan t nos procédés au calcul de [/, FJs.s-

En prenant pour F une fonction quelconque du second degré et pour/
le produi tde deux fadeurs linéaires/^ /a, la formule (^2) donne d'abord

. [/;, Fj - (o/^F - ôf^SV 4-/ÎO-F,
[/„ F] - (ôY^F - ëf^ô¥ +fÏ o-F.

La formule (34) donne ensu i t e
U^/;,F]-r/,FJL/;,F] •

=fô/;o/;^F--(yo/;)C/;^+^y)FÔF4-[/ lî(â/;)2+/|(^)-]F^F
^ w/^m ~ [f^f^w^f^o^ + (/\.w^

Mais on a, d'autre part,
af\^ V^V/^V^jq - Ô^f^),

à cause de la dernière des formules ( ^ i ) , puis

. /.â/;^^ry.=/.V/.4-/;V/=V(/;/.)=ô(J;./;) ( 3 8 , 1 1 1 ) ,

/2(^)2^^(o/;)2=(/o/;^^^)^2//;^^=[a(^)]^^/^
Si, après avoir fait .ces subst i tut ions dans la formule pr imi t ive , on

remplace partout/^ par /, puis si l'on suppose que les lettres/, F
désignent des fonctions quelconques, il v ient f inalement

[./, F].^=-- (o2/)^2 - O/.ÔVTÔF + (ô/)2!^^ - VOV'.F^F ^fo\f\[8V}2

~/ô/.ôF,(î2F+/2((î•2F);^,

formule sur laquelle on peut vérifier l'exactitude des remarques pré-
cédentes.

Si maintenant on veut avoir les cinq pièces de [/, F) 2, s» il faut y rem-
placer c?/, rî2/, ... par les assemblages

l ( d / «^\ ï W _ ^f ^A
i! \(:y d x ) ' ' ï\\d^ 2 dyd^ d ^ ] ' " '

et appliquer les règles du calcul élémentaire des assemblages. Quand
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/, F sont précisément du second degré, le résul tat se résout en un po-
lynôme du quatr ième degré en z=Çx,y).

42. Quand deux polynômes ont un diviseur commun entier, leur dia-
lysant principal est nul identiquement, c'est-à-dire quels que soient x, y.

1° Le dialysant de deux polynômes linéaires identiques est identique-
ment nul; -car, ^ désignant l'un ou l'autre de ces deux polynômes,
on a

[OT, •Hf] r= VTD-.CT — VOT CT •=•- 0 (ri0 M, ï).

2° Le dialysant principal de deux polynômes quelconques identique'
ment égaux 7^, ^ est identiquement nul.

Si d'abord ̂  est décomposable en [M facteurs linéaires ̂ ,, ^2,.. . , ̂
le dialysant principal [^r, CT-], qui est le produit des ^2 facteurs f^-, ̂ /j,
(n0 4 1 , ï), devient nul, parce que p. d'entre eux le sont, savoir
[^,CTj, [^2» ^2]. • < • » [^ ^pj ( ï ° ) -

Ainsi l ' ident i té
[^7, CT ];,,;, -=: 0

a lieu toutes les fois que r^ est décoinposable en [M facteurs linéaires,
et il est évident, qu'elle a lieu encore, quand bien même, dans [^, w j y
on substituerait à CT un produit de ^/'-<^ facteurs !inéaires,seulemenî.
Or dans f^.-^j^u, ne figure aucun aniidérivé de ^ d'ordre supérieur
à /x; donc (n° 39) [ro', ^]^x est nul quel que soit ^, et fzy, TTT] est nul
quelles que soient x, y.

3° Si les polynômes f, F uni quelque diviseur commune, [f, F] est iden-
tiquement nul.

Car, en posant/--=/i7^, F r^F,^, on à (n0 4 1 , VIII)

[/:F]-[/;,F.][/;,^[^FJ[^^

et [ ' ^ , 77!" est i den t iquemen t nu l (2°).

43. Si yW, F^0 désignent les polynômes homogènes/ormes par les
termes de degrés les plus élevés dans deux polynômes entiers f, F de degrés
m, n, V ensemble des termes de degré rnn dans [f, F] est égal à [/v/î), F^j.

Ce point est à peu près évident; car, mn étant le degré apparent de
L/» FJ (n°41 , III), les termes de degré mn dans ce dialysant sont ceux
de degré maximum et proviennent ainsi des termes des degrés les plus
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élevés dans les divers monômes en/, V/, ..., V^/ F, VF, ..., VF qui
composent celte expression. Or,,pour chacun de ces monômes, l'en-
semble des termes dont il s'agit est év idemment ce à quoi il se réduit
quand on réduit/*, F à/(M), F^ respectivement.

En appe lan t ainsi Ao^le terme de degré mn dans [/F] mis sous
forme de fonction entière de z , on a

•
(35) [/(^F^J^Ao^.

r f(m) Fc"n
Le quo t i en t u—^—' est donc une certaine constante A o » et même

une constante ordinaire, parce que la taxe du numéra teur de cette frac-
t ion estmn, comme celle du dénominateur (n° 41, II), et la relation

A<,==o

est la condition qui doit être remplie pour que les polynômes homo-
gènes/^,'F^ aient quelque diviseur commun (11° 42). Cette condi t ion
est ici cer tainement suffisante, parce que/^, F^ sont décomposables
en m, n facteurs linéaires; donc le quotient

f/W, F^]
z1^

est (à que lque facteur numér ique près) ce que l 'on nomme \G résul-
tant ou V éliminant des fondions homogènes/(w), F^.

Celte observation permet d'exprimer cet é l i m i n a n t de mn •+• i ma-
nières nouvel les et différentes les unes des autres, en fonction com-
posée de/(m), F^ et de leurs dérivées partielles d'ordres égaux et infé-
rieurs à m,n\ car, si "P^ (^-+-/== mn} désigne une pièce quelconque
de f/^, F^], la relation (35) donne

n A. (mn}^ . i i> . A i l / î P/;P/j = Ao "^r— x^i, (TOU Ao == r—7--, ——,t i j i (mn) î sc'yf

et P^- est évidemment une fonction composée de/(w), F^ et de leurs
dérivées partielles ( i ) .

( ' ) La pièce P/j est un polynôme en ,r,jr de degré mn dont, âpre y réduction^ les coefïi"
cients s'évanouissent tous, sauf celui de </ [qui est •^ A^T Awnt les réduction^ ces
coefficients se présentent sous des formes qui ge déduisent de A(, par des transrormations
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A4. Quand elle aura été convenablement complétée, la proposition
du n° 42 fournira un moyen fort précieux d'exprimer que deux fonc-
tions entières à deux variables ont un diviseur commun entier, et de
découvrir ce diviseur quand il existe. En attendant, je vais en démon-
t rer la réciproque dans un cas particulier, et en faire une appl icat ion
très-simple, comme spécimen des ressources nouvelles que procure la
considération des assemblages.

I. Si le dialysant principal de deux polynômes /, F de degrés ï y n est
identiquement nul, le second est exactement divisible par le premier.

On trouve faci lement (38, VI) , (40, II) , puisque/es t du premier
degré seulement ,

v« ( !L\ _ ^_ i \n J^L. r f FI .V 1 __ ^ ï j -^ [J-, i J ,

w / J
t F\^17) ̂  donc nu l et, par suite aussi, toutes les dérivées d 'ordre n de

1F
j. ; donc celle f ract ion se rédu i t nécessairement à quelque polynôme en-
tier en oc, y de degré {n — i ).

II. Supposons actuel lement qu'il s'agisse de reconnaître si un poly-
nôme du second degré donné F admet un diviseur l inéaire, et de cal-
culer ce diviseur quand il existe.

En nommant / 'un polynôme indéterminé du premier degré, la con-
di t ion nécessaire et suffisante pour qu'il divise'F est, avons-nous d i t ,

(^ [./; F] =(V/^F~V/:/VF +/^== o.

Cette équation, résolue comme une équation ord ina i re , donne

Vf V^fg) . -̂ ===___========^^
./' VFd^^^—aFV'F

pour qu'elle soit possible, il faut donc que l'assemblage (VF) 2 — .aFV^F

soumises à certaines lois générales, et les identités obtenues en égalante zéro ce que devient
Ay par les transformations dont il s'agit constituent de nouvelles propriétés des éliminants
tout à fait analogues aux propriétés élémentaires des déterminants. Je reviendrai plus tard
sur ces considérations, qui me paraissent devoir éclairer singulièrement la théorie encore si
obscure des éliminants*

Ann, cleUÈc. Normale. 2e Série. Tome V Ï Ï I .— OcTOirnE 1879. 4^
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f d e taxe a) soit le carré de quelque assemblage u (de taxe i ) . Or ce t te
condition est suff isante; car de

(y ) (VF) 2 —2FV 2 F==M 2

on lire
(VF^.^VP^.^^F.V^,

et FassembLige ^FV'F, don t les facteurs aF, VT sont de taxes 0,2,
é tant aussi le produi t des deux facteurs (VF -4-^), ( V F — ^ ) , tous deux
de taxe ï , il faut évidemment que l'assemblage constant V^T soit le
produi t de deux assemblages constants de taxe i divisant l 'un V F + ^ ,
l 'autre VF-^/. Chacune des valeurs de -1 données pa r l a formule QSj,
savoir :

VF V2!7
I / VF-+-^ V F — ^

est donc une fract ion don t les deux termes ont pour facteurs communs
u n assemblage constant de taxe i. Ea outre, la relation (7), amidiffé-
rentiée une fois, donne

f s ) ^Va^V^VF)^-^!^2!^:^

(à cause de V^^-'o), d;ou V^=o et V(VF+ u) ̂  V(VF- ^)== V'F.
II en résulte qu'après avoir été réduites à leurs plus simples exprès-

V/* V/"*siens, les fonctions (à) sont de la forme •^-5 -~rî/i»/2 désignant deux
fonctions linéaires qui sont évidemment les solutions du problème.

Effectivement, on tire de la formule (?)

v/^v/< „, ^v/-.
7""7T 0 ""7.

La première relation donne

^ffÇ^,

la seconde donne pareillement V ( - ^ - ) ==o, d'où j*==:C,/< ou = ^2/2»
C^ Ça désignant deux conslantes arbitraires.
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11 reste seulement à exprimer que (VF/ — aFV 2? est un carré par-
fait : c'est bîen facile, ca rFan t idé r ivé de cette expression é t an t nul (s) ,
elle se r édu i t (37) à un polynôme du second degré en s== (<r,y)

A o Z 2 -;- ^Ai Z -+- Aa,

dont les coefficients Ao , A ^ , As ont des taxes précisément égales a leurs
indices. La condi t ion cherchée est donc, comme en Algèbre ordi-
naire,

A o A a — A2 ==: o.

En effectuant les calculs, on retombe na ture l lement sur la relat ion
connue entre les coefficients de F, mais avec une sûreté et une préci-
sion que ne présente a u c u n e des solutions connues de cette question
élémentaire.

Quand (VF/ — aFV^ est identiquement n u l , l 'équat ion ( a ) a deux
racines égales; F est alors un carré parfai t qui a VF pour racine, à un
facteur constant (de taxe ï ) près.

45. Revenons à notre sujet: nous avons vu que le dialysant prin-
cipal ("/, F] des premiers membres des équations (16) se rédui t h
une fonction entière de Fassemblage z ' = = - : [ o c , y ' ) , qui s 'évanouit toutes
les fois que oc, y prennent les valeurs d'un couple de solut ions de ces
équations s imultanées. Réciproquement, si l'on fait Û (z) ==[,/, F j ,
l'équation ( 1 7 ) a autant de racines quily a d'unités dans son degré
effectif, et chacune d'elles donne un couple de solutions des équa-
tions (16).

Effectivement, il y a une infinité de systèmes de valeurs des coeffi-
cients des équations ( r6 ) qui leur font acquérir mn couples distincts
de solutions communes, et ces valeurs sont indépendantes les unes des
autres; c^est-à'dire que, au lieu d'être assujetties à vérifier certaines rela-
tions, ce sont, au contraire, certaines relations qu ' e l les doivent ne pas
vérifier. Pour toutes ces valeurs des coefficients des équa t ions (16), les
polynômes homogènes/(w), F^5 formés dans/, F par les termes de
degrés m, n n 'ont aucun diviseur commun, [ / ( m ) , î^j n'est pas n u l
(n°43) et l ' équat ion (17) est de degré effectif mn. Notre proposition
est donc vraie dans le cas dont il s'agit, parce que l 'équation (17) a les
mn racines qui correspondent aux mn couples, de solutions communes

45.
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des équa t ions ( t 6 ) et qu'elle ne saurait en avoir d'autres, puisque son
de^ré effectif est mn.

Mais la formation de f/, F] étant indépendante de toute hypothèse
particulière sur les valeurs des coefficients de F,/, s a u f l a condition
que les degrés effectifs de ces fonctions soient bie/i m, n^ il est na ture l
d'étendre par continuité à tous les cas imaginables les propriétés que
conserve cette expression dans une inf in i té de circonstances indépen-
dantes les unes des autres.

Cette démonstration est insuffisante; on voit bien d'ail leurs que l'énoncé
est incomplet, par des conséquences particulières inexactes qu'il en t ra î -
nerait sans cela. Par exemple, si les premiers membres des équat ions
(16) ont un diviseur commun, celui de l 'équation (17) est i d e n t i q u e -
ment nul (n° 42), et il en résulterait que les équat ions (16) sont abso-
lument indéterminées, tandis que, au contraire, elles ne sont pas
nécessairement satisfaites par des valeurs de x, y prises toutes deux au
hasard. Je ne donne donc ce raisonnement que pour ce qu'il vaut,
c'est-à-dire comme établissant provisoirement en faveur de notre réci-
proque la présomption la plus rapprochée d'une certitude absolue. Une
étude plus approfondie de la question conduira bientôt, sans doute, à
u n e démonstration tout à fait naturelle et satisfaisante { i )*

46. Voici les premières conséquences des résultats que nous avons
obtenus :

L La discussion des équations (16) ne présente plus aucune difficulté
théorique. Pour a v o i r l e nombre de leurs solutions commîmes, il su f f i t
d'évaluer le degré effectif de û(^) , c'est à-dire de compter combien
dans ce polynôme il y a de plus hautes puissances (le z dont les coefti-
cients sont nuls. E n é g a l a n t à zéro les pièces de tous ces coefficients
jusqu'à celui de z^' exclusivement, on aura sous la forme ordinai re les
conditions voulues pour que les équations ( i G ) aient précisément
[i couples de solutions.

II. La résolution des équations ( ï 6 ) s'opère de la manière la plus nette
par celle de l'équation (17 r ) .

Soit en effet y. le degré effectif de l 'équation (17) ; comme la taxe de

r) J'ai trouvé dernièrement le princiiie de cette démoîisirafcion.
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Q(s)== [/, Fj est égale à mn (11° 41, I I ) , celle de ^ à ^-, et que tous
les termes de ce polynôme sont forcément isotaxiques, A/,^,.p., coeffi-
cient de z^, est de taxe mn—^; mais, comme Féqualion (17) a préci-
sément pi racines, lous ses coefficienis sont divisibles par A,nn-^ (n0® 18 et
suiv.). Ces divisions réduisent l 'équation ( 1 7 ) à une autre équivalente
de degré et de taxe u^ où z^ a i pour coefficient :

( 36 ) o) ( z ) ==: z^ -4- cii s1^-1 +. . . 4- ̂  == o.

Soient Ç,, =--(§,73,), ^=(^2), . . . . Ç y = = ( Ç , ^y) toutes les racines
distinctes de l'équation (36) qui ont une même première pièce ^ ; soient
k^ ..., k^ leurs degrés de multiplicité, et k la somme ^, -h. ..-4-X^. On
a l ' identité (20)

^(^=(^-ç.)^.-(^-ç//sQ
== (^—^.r—TÎ,)^. . . ( ^—"^^—Tîy)^ (Q;.-/-.o> Qsx»/r-l,^ • . • , Qo,;x-.../^

Q==(Q^^,, Q^^,^, . . . , Qo,^) désignant un polynôme entier en =?
de degré et de taxe y . — / c , qui n'est divisible par aucun binôlne de la
forme z — Ç où la première pièce de Ç serait égale à Ç, et dont, par suile,
la première pièce Q^-^o ^st pas divisible par ( ^—£) .

11 en résulte év idemment , en n o m m a n t 00^,0» ^--<,i> - • " » "o^- ^s

pièces de ^ ) ( ^ ) , que l 'équation

^ 3 r ] ] 6^,0 =-"0

( q u i ne contient pâs r ) admet la racine ^ =^ au degré k de mul t ip l i -
cité, puis, pour <r==£, que les fonctions

. Û);j(.—l,(, OÏ;A—2,-S» <• • - » ^);A-.<--+,1^-.1

s'annulent quelle que soit y, et que la fonction w^^, se réduit à

(Q^^)^^-7?-)'1^"^^3--^-^^^^

où (Q^<))^ n'est pas nulle, en vertu d'une remarque antérieure.
Pour avoir les racines de l 'équation (36), on résoudra donc l'équa-

tion (37), ce qui fera connaître les valeurs de oc\ on portera l 'une de
ces valeurs ^ dans ^,^, 00^^, . . , , w^, on égalera à zéro la pré"
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mière de ces fonctions co^/,^- que l'hypothèse ^=Ç n'aura pas r édu i t e
h zéro quel le que soit y , et la résolution de l 'équation

(38; . (^u)^^ o

fournira les secondes pièces -/h, 732» • • • » '̂  des racines do l ' équa-
lion (36) qui ont Ç pour première pièce. Et les nombres k^ k^, .... ^,
degrés de mul t ip l ic i té de ^ 1 , ^ 2 » • • • > '̂  considérées comme racines de
l 'équation (38), seront aussi ceux de Ç, = = ( £ , 7 5 1 } , . . . , Ç y = = ( ^ , ^ J
racines de l 'équation (36).

Il est clair que rien n'empêche de suivre une marche inverse, c'esl-a-
dire de tirer d'abord les valeurs dey de l 'équat ion

Wo^ =z 0 ,

nu lieu de commencer par la résolution de l 'équation (37) .
III, La déf in i t ion du degré de mul t ip l i c i t é A' d 'un couple de solutions

communes des équat ions ( ï6 ) n'offre a c t u e l l e m e n t a u c u n e d i f f i c u l t é .
I l est c la i r , en effet, q u e Von doit prendre pour le nombre k le degré de
multiplicité de F assemblage formé par ces solutions, quand on le consi-
dère comme racine de l'équation (17) . 11 reste seulement à ramener les
équations de cond i t ion i ' Ï ( z ) = Pf(z) = : . . .== . Q^-1) == o à des formes
plus simples ana logues à la relat ion

^f, d!
dx^ dy
dF dP ^oï

dx dy

qui a l i e u , comme on le sait, quand /î"?2.
IV. La recherche des couples désolations multiples des équations ( i 6)

se ramène à la résolution d'équations beaucoup plus simples et que l'on
peut méthodiquement former. II s u f f i t effectivement de traiter l ' équa-
t ion ( î 7 ) par la méthode ordinaire des racines égales.

Par exemple , si deux courbes planes ont des points de contact d 'or -
dres différents, le calcul de leurs coordonnées dépendra de simples
équat ions du premier degré.

V. Le calcul des fonctions symétriques des solutions communes aux
équations (16), et par conséquent la formation de récitation dont dépend
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une fonction quelconque de ces solutions communes, n offrent plus aucune
difficulté théorique. Il suff i t d ' appl iquer à l ' équat ion ( 1 7 ) les méthodes
exposées aux 0^24 et su ivants .

VI. Pour obtenir les solutions communes à des équations simultanées
en nombre quelconque : /•== o, y, = o, f^ == o. . . . , / •==- o, il suffît de cher
cher le plus grand commun diviseur des dialysants principaux [f, /, j ,
f /* /2L • • • ? LA/J considérés comme polynômes entiers en s==;.r,y • ,
^ de résoudre l'équation formée en égalant ce plus grand commun divi-
seur à zéro.

Par exemple, la recherche d 'un point singulier d 'une courbe du troi-
sième degré se ramené toujours à la réso lu t ion d 'équa t ions l inéa i res .
Si/'== o est l ' équa t ion d e l à courbe, les dialysants dont il f a u t égaler
le plus grand commun diviseur à zéro sont

w [̂ }
VII. Soit V(^ ,y) une fonction entière qui s 'annule, elle et toutes

ses dérivées jusqu'à celles de l'ordre k au moins, quand oc, y p rennent
les valeurs d'un couple de solutions du degré de mul t ip l ic i té A-, des
équations ( i6) . Nous avons démontré (30) qu'on a l'identité

V^y^M^or^o 4- M^-si o.)i,-.i,i+. . . 4-Mo,;^a»o,;.,

^o, . . . , désignant toujours les pièces du premier membre de l'é-
quation (36) et Mp,o, ... certaines fonctions entières de œ, y. Mais
^) est égal à [ / ,Fj :A^^(n° 46, I I ) ; les termes de ses pièces
^o, oa-ij, ... contiennent donc tous en facteur , comme ceux d^
['/, F] , soit/, soit F (n° 41, V), et U identité précédente donne

Vf^^'^y/^^F,

y, î> désignant certains polynômes entiers en x , y . C'est une proposition
fort importante que j'ai déjà démontrée dans ce Recueil (t. IV) , mais
d'une manière infiniment moins nette et moins simple.

Vin. Supposons que, outre oc, y, / et F contiennent une variable
indépendante t; au lieu de l 'équation (17) on aura

(3g) , Û[Z, /•)==0,
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équation entière qui définit l'assemblage z considéré comme fonction
de ï , et que rien n 'empêche de traiter exactement comme une équa-
tion entière entre une variable indépendante et une fonction implicite
ordinaire.

Par exemple, on pourra développer z par la formule de Ïaylor, et les
coefficients de la série s'exprimeront comme à l 'ordinaire, au moyen
des dérivées partielles de Q.ÇZ, t } par rapport à z et £; mais leur
taxe sera toujours ï , comme celle de z , parce que celles de /,
/\ ... sont toutes nulles. On pourra notamment reproduire à celte
occasion tous les raisonnements des Chapitres X, XI de mon Nou-
veau précis d'Analyse infinitésimale. Il en résulte en particulier que la
série est convergente tant que h conserve un module inférieur au plus
petit de ceux pour lesquels —~Â-^L9•——'- s'évanouit, et que, aux valeurs

de i , z , qui annulent —-.zv ' ? les valeurs de z se groupent en systèmes
circulaires, conformément aux lois découvertes par M. Puiseux.

IX. Quand a?,y, £ sont les coordonnées rectilignes d^un même po in t
de l'espace, les équations (16) représentent une ligne algébrique
d'espace dont l 'équation (39) à deux variables seulement ( extérieure-
ment) fournit une nouvelle représentation analyt ique identique à celle
des courbes planes. Cette remarque peut être fort ut i le dans l 'étude des
lignes d'espace, car el le permet d'en calquer la théorie sur celle des
lignes planes considérées dans un même plan. Il résulte notamment de
ce qui vient d'être dit (VIII) que les points singuliers des lignes gauches
sont, analytiquement, de même nature que ceux des lignes planes et
qu'ils peuvent être discutés et classés par des procédés identiques.

Dijon, janvier 1877.


