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ANNALES
SCIENTIFIQUES

L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE.

SUR UNE CLASSE D'ÉQUATIONS
AUX

DU
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I N T R O D U C T I O N .

Dans ce qui suit, nous désignerons, selon l/usa^'e, par x, y^ z les trois coordon-
nées rectangulaires d'un point, z étant regardé COÏT) nie (onction des variables indé-
pendantes x et y. Nous représenterons par/> et y les premières dérivées de z rela-
tives à x et a y, par r. A", t les dérivées secondes

d^z d'^z d'^z
dy'^ dxdy cl'f2

Ce travail est divisé en deux Parties. Dans la première Partie, nous exposons deux
méthodes qui permettent de traiter d'une manière complète la question .suivante :
Trouver l'équation générale -des surfaces définies par une propriété commune, relative à
la direction élu plan tangent le long d'une ligne de courbure ('/uelconc/ue'cle tun des
systèmes.

j./une de ces méthodes n'exige que l'intégraliori d^ime équation aux dérivées par-
tielles du premier ordre; niais elle s'applique seulement a. un cas particulier, et
par conséquent n^est qu'accessoire.
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L'autre méthode, qui au contraire s'applique à tous les cas, conduit à IMûlégra-
tion d'une équation linéaire de la forme

s -+- Pp 4- Q q == o,

dans laquelle P et Q sont fonctions de x etj seulement.
Cette forme se prête à l'application immédiate de la méthode que Laplacc a ex-

posée dans les Mémoires de l'Académie de 1773; elle permet par conséquent de
trouver l'intégrale générale ou de s'assurer que cette intégrale ne peut. pas être
mise sous forme finie, en restant, toutefois, placé au point de vue de l ' i l lus t re
auteur.

Nous faisons voir que tous les groupes de surfaces ainsi définies âppar t ienneni
à la classe qui a pour équation différentielle

Rf -{- S s -+- Tt = o,

R, S, T étant des fonctions dep et de q satisfaisant à la relation

R^+p^-t-S/^ 4 -T( ï+^ )=o .

Nos méthodes nous permettent d'intégrer les équations de cette forme q u i ,
en général, ont une infinité d'ombilics réels formant des lignes (mbilicales.

La seconde Partie est consacrée-à l'examen spécial de quelques-unes de ces
équations.

pAimiL
§1.^. — Surfaces enveloppes et surfaces enveloppées. Envehppée^ prmm.»

pales; usage de ces dernières,
i. Une équation

,F(.y,j-, s, a ) = = o ,

dans laquelle a désigne un paramètre variable et F une fonction déterminée, re-
présente une infinité de surfaces qui correspondent respectivement a u x diflerenles
valeurs de a;, et l'on sait qu'il existe toujours une surface, réelle ou, imasiru»ire ,

•appelée par Monge enveloppe des premières, dont l'équation s'obtient en él iminai t
a entre l'équation précédente et l'équation

6np

da '' = o.

Monge donne aux surfaces de la première équation le nom âen^loppees.
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L'enveloppe touche chacune des enveloppées suivant une ligne représentée par
l'ensemble des équations précédentes ; cette ligne est l'intersection de deux* enve-
loppées consécutives, quand le paramètre varie d'une manière continue.

I/enveloppe peut être considérée comme le lieu de toutes ces lignes de contact.
On conçoit d'ailleurs que Téquation F === o peut avoir des formes très-différentes

et conduire néanmoins à une même enveloppe. C'est ainsi qu'une surface de révo-
lution peut être envisagée comme enveloppant les cônes droits circonscrits suivant
les parallèles, ou les cylindres circonscrits suivant les méridiens, etc.

à. Si l'équation donnée est
V{x,y\z,a, ̂ ):=o,

c'est-à-dire renferme deux paramètres arbitraires a et &, en éliminant ces deux
paramètres entre cette équation et les deux, suivantes,

JF d'V
—— =•= 0 , -7,- == 0 f(/a db

on obtient l'équation d'une surface qui peut être considérée, d'un certain point de
vue , comme l'enveloppe des surfaces F == o. Seulement, chacune de ces surfaces
n'est touchée qu'en un seul point par l'enveloppe.

A.u lieu de regarder les deux paramètres comme indépendants l 'un de l 'autre,
supposons que b soit une fonct ion arbitraire de a. L'équation

F[.%',y» z, ci, <p( r t ) ] = o

doit être traitée comme la première. A, chaque forme de la fonction y correspond
un,e ciwdoppe; on a donc une in f in i t é d'enveloppes quand y prend des formes dif-
férentes. Toutes ces surfaces ont un caractère commun, indépendant de la. fonction
arbitraire, et lié à la, na ture des courbes suivant lesquelles chaque enveloppe est:
touchée par ses différentes enveloppées. C'est pour cette raison que Monge donne
à la courbe représentée par l'ensemble des équations

(iv „...„.„„„ .
—-—— ::;̂ :: 0 5daF [x,y, z, a ,9 (^ ) ' j == o,

le nom de cwucicnslù/ue.
Prenons, par exemple, l 'équation générale des sphères de rayon constant, dont

le centre est situé dans un plan pris pour plan des^y dans un système de coordon-
nées rectangulaires. Leur équatio'n est

( x — a ) 2 4- ['7 --- 9 («)" ) ' 4- ^ == r2.

L'enveloppe de ces surfaces est une surface canal, dont la nature varie avec la
Ânnaics A 'cic/i (ifnfin'K (.{.<,' l'École Nor'inn'itc supcrit'fif'e. Tome III. 3-
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forme de la fonction y, mais qui, dans tous les cas, quelle que soit cette fonction,
est touchée par chacune des sphères suivant un cercle dont le plan est pot-peïHh-
culaire au plan des.ry; ce cercle, représenté par Inéquation précédente et réqua-
tion du plan

gc — a -t- [r — ? ( ̂  )] 9' (a ) ̂  °^

est la caractéristique de la surface canal. Quelquefois la caractéristique est une
ligne de courbure, mais ce n'est pas un fait nécessaire*

3. Les méthodes d'intégration des équations aux dérivées partielles du premier
et du second ordre, données par Monge et par Ampère, ont pour base la considé-
ration et la recherche préalable des caractéristiques.

Toutefois, ces courbes ne sont pas les seules que l'on puisse employer dans les
questions de cette nature. Dans certains cas, il peut être avantageux, de considérer
une surface comme l'enveloppe des surfaces développables, appehkïs par Moitié
enveloppées développables, qui sont formées par les interjections successives dos
plans tangents aux différents points de lignes quelconques tracéi^ sur la surface

Parmi ces enveloppées développables, celles qui sont circonscrites le long d ' u n e
ligne de courbure jouissent de propriétés spéciales. La plus importante est que la
ligne de contact se trouve à la fois ligne de courbure de l 'enveloppe et do l'enve-
loppée. Il résulte de là que, si dans une question on connaî t la nature de <;cs enve-
loppées, il suffira, pour-avoir l'enveloppe, de régler le mouvement des enveloppées
pa r l a sûule condition que chacune d'elles soit coupée par la suivante le lo î i« d 'une
de ses propres lignes de courbure. Nous les appellerons pour celle raison cfw.hp-
pées principales. Chaque surface a donc deux sysiènws d^nveloppées pr inr- i paies.

4. Supposons que, dans un problème, on eût en vue de trouver r é q u î i t t i o n gêné"1

raie d'un groupe de surfaces, et que par des considérations géométr iques ou
autres on fût arrivé à savoir que toutes les enveloppées principales d ' u n système
sont représentées par une équation, F === o renfermant un corlain tiomimî <1e par;»"
mètres; on exprimerait, s'il était possible, tous ces paranielHis au moyen d 'un seul
d'entre eux en assujettissant chaque enveloppée pr inc ipa le a couper h suivante h*
longd'une de ses lignes de courbure, et alors on obtiendrait l ' équat ion générale
cherchée par la méthode habituelle des enveloppes.

Au lieu de cela, dans ce qui suit, nous traiterons les cas oh les enveloppées pr in-
cipales sont définies seulement par une équation f(p, y, a} s= o entre lfîs1 coeffi-
cients du plan'tangent? et q et une constante a relative a, chaque ligne de cour-
bure.

Si cette relation est linéaire par rapport à/? et à y, notre première méthode nous
conduira à l'intégration d'une équation aux dérivées partielles du premier
ordre. Notre seconde méthode, applicable à tous les cas, nous mettra w pré-
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sence d'une équation linéaire de la forme

54- Pp 4- Qq = o,

où P, Q désignent des fonctions de a*, y seulement.
L'application de ces méthodes exige donc la connaissance préalable de l'équation

différentielle des enveloppées principales de l'un des systèmes* Quelquefois cette
connaissance résulte immédiatement de la définition géométrique des surfaces
dont on veut l'équation générale. Dans tous les cas dont il est parlé dans l'Intro-
duction, les surfaces peuvent être définies par une équation aux dérivées partielles
du second ordre de la forme indiquée au même endroit,

Rr -4- S s -4- ï^ == o;

alors, l'examen de cette équation elle-même conduit à l'équation différentielle des
enveloppées.

5. Supposons, par exemple, que l'on demande quelles sont les surfaces dont les
lignes de courbure de l'un des systèmes sont des cercles parallèles à un même
plan.

L'enveloppée circonscrite à l'une des surfaces suivant un de ces cercles est cou-
pée partout sous le même angle par le plan du cercle; c'est donc un cône de révo-
lution dont l'axe est perpendiculaire au plan donné. Or, pour que des cônes droits
dont les axes sont parallèles se coupent successivement suivant des cercles, il fau t
évidemment que le sommet décrive une perpendiculaire au plan. De là résulte que
les cercles ne peuvent pas être pris arbitrairement quant a la position de leurs
centres. Ces centres doivent être situés sur une même droite perpendiculaire à leur
plan, et la surface cherchée est de révolution autour de cette droite. Ici, l'on aper-
çoit immédiatement que l'équation différentielle) des enveloppées principales de
l'un des systèmes est

I -+.. pï ̂  q-i :-_ ̂

le plan fixe étant pris pour plan des xy^ et c'est à cette équation que l'on applique-
rait les méthodes qui seront exposées plus bas, si le résultat n'était évident.

6. Supposons maintenant que les surfaces cherchées soient définies par une
équation aux dérivées partielles du second ordre.

Nous allons faire voir que, dans le cas où nous nous supposons placés, cette
équation différentielle est nécessairement de la forme

R, r+S5+ T / = = o ,
R, S, T étant liés par la relation

R, ( î -4" p2 ) -4- Spq -4- T ( î +• (f ) == o.
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Pour le démontrer, nous allons modifier la forme sous laquelle on prend habituel-
lement réquatioû des lignes de courbure, qui est, comme on sait,

(A) ^[(i 4- q^s -pqt] 4- cl3cdy'[[ï-+- q 2 ) r — ( i 4-/?2)^] — dx2 [ ( i - h p ' ^ s — p q r ] = o.

Cette équation équivaut à la suivante :

( B ) dp ( dy 4- qdz ) = dq ( dx -4" pdz ).

Remplaçons-y dx et dy par leurs valeurs en fonction des différentiolles totales di»
et dq, et de r, s, l : on a

dz ==: p dx -i- q dy,
dp ==: r dx 4" sdy\

û?g==-: À'J.Z- 4" ^'/r;

tirons de ces deux dernières équations

^^Z^^^,

^r== ~^(lP^l''Èi.7 r t — ^ '

en portant ces valeurs dans l'équation ( B ) , mise m préalable sons la (orme

[pqdp^ (i 4- p^d^dx = [pqdq - ( x 4... q^dp}d:r.

où obtient, après réductions faites,

(G) df[s(ï 4-^) - r^] 4- ̂ ^[r(r + ̂ ) - / (, 4- ̂ ,] ̂  ̂ (.,(, .,. ̂  „. ̂ ^ , _ ^

Cela étant, désignons par
F = = o

1 équation aux dérivées partielles du second ordre d'un sroupe do siirlares <loat
tous les individus jouissent d-une propriété commune relative à h din..fi<m du
pla.1 tangent le long dune ligne de courbure de 1-un des systèmes, .1 sn^pribl.
d^e traduite par u^ équation entrer q et une con^nte qui ^.rtidiari..
haque ligne de courbure. En un mot, supposons que tout, le L^hn,e li.o.

de courbure p et q soient liés par une relation de la fbrme

îK'e.s -cioat
) re jal ivc u la dinicliori du

s systèmes, ^l sî i î4C(,*nl, i |» |(»

f[p,q)^a,

puis différendons cette équation en laissant a constant, ce <p, donne .« ,,<,,u|,,,
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de la forme
dq _ dp
M ^ ' N 9

M, et N étant des fonctions dep et de q. L'équation (G) des lignes de courbure doit

être vérifiée identiquement par la valeur du rapport — l 5 tiré de l'égalité précé-

dente, et par tout système de valeurs dep, q, r, s, t satisfaisant, à Inéquation dif-
fère n fie Ile

F=o.

Réciproquement, si on élimine - . ' ent re l'équation

dq _ dp
M'~"N"

et l'équation (C), on doit retrouver l'équation différentielle donnée
F = o.

Celle-ci est donc de la forme
(•[)) ,.[(i -f- cfyWN — pqM'^] •4-^[(i -^-p2)M:2-- (i -4- ^)N2] — / [ ( i +p ï )MN — pq^\ == o,

ou plus simplernent de la forme
S0...4- s.ï+T/1 ==o,

R, S, T étant liés par la relation

R( i -h p2) -(- Spq + T( i -l- q'^ ) == o.

Si une pareille équation nous est donnée, nous poserons

dq dp
M == "N";

le rapport M étant égal. ̂ =^^=1^ == ———^l———, et en intégrant cette1 1 .N iD % T — S q= y^ — 4:1^
équation, qui est aux différentielles ordinaires, nous obtiendrons l 'équation ditÏé-
rentielle des enveloppées principales

V ( p , q, a) =o.

Si F est linéaire par rapport à p et y, nous appliquerons notre première mé-
thode, qui consiste à intégrer celle équation, puis à chercher l 'enveloppe des sur-
faces représentées par l'intégrale générale, en regardant a comme un paramètre
variable, et exprimant que deux enveloppées successives se coupent suivant une
de leurs propres lignes de courbure.

7. Comme cas particulier, faisons
M == q ,
N == p .

*?
À finale"! scienti/iqucs de l'Ècûlc Normale supérieure. Tome III. J
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Inéquation donnée devient, après réductions,

r — t _ J^

p ' 2 - (f """ M '

et celle des enveloppées principales ,
dq __ dp
y --y

Cette dernière s'intègre immédiatement et donne p - = a q , a étant une consit inle
arbitraire. . . .

Telle est l'équation des enveloppées principales. On peut d 'a i l leurs ob ten i r ;use~
ment, dans ce cas, leur équation en termes-finis; c'est:

y -4- a.y==cp(,s).

Seulement, nous devons considérer y comme contenant a d 'une man iè re quel-
conque.

Nous savons maintenant que les enveloppées principales sont des cy l indres don t
les génératrices sont parallèles au j)lan xy. Réciproquement, tout cyl indre de
cette espèce circonscrit à la surface la touche suivant une ligue de courbure carac-
térisée par une valeur particulière de a qui demeure la rnême loul le long tic
cette ligne.

Reste à déterminer la nature de la fonction y, de manière q u e deux enveloppées
•successives se coupent suivant une ligne de courbure, ce qui est facile (huis le
cas actuel.

8. Nous remarquerons, en effet, que les lignes de courbure d'un r .yl iudre sont,
les génératrices et les sections droites. Ici, les génératrices é t an t para l lè les î » u
plan des xy, les plans des sections droites ont des traces perpendieuhlires aux
projections des génératrices sur le plan des ,ry, et c'est sur ces traces que se pro-
jettent les tangentes aux sections droites. Il nous suffit donc d'écrire, en dési-
gnant par y-- le coefficient angulaire de la projection d 'une de ces la» renies, que
l'on a l'égalité

<r ^ -.,
dsc

9. Pour avoir ce coefficient nous différentions les deux équations

y-4- a^==: cp(^, a),

^=^2,
da
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ce qui donne
dr -4- a cisc == -J- â?,s,a^

, ^co ,a^ == -,—— ciz ;
^ad2

d'où, en éliminant dz y

dy _ dz cios.dz
dx d'^

dadz

Puis, portant cette valeur dans l'équation

dr— a == i,
dx

nous obtenons, pour déterminer y , l'équation

cl'^Q , , dv)——- { i -{" a' ==.-; -— a.
âfa^-s ' ^^

Cette équation peut être intégrée, une première fois , comme si elle était aux
différentielles ordinaires. On peut, en effet, la mettre sous la forme

^ W
à a \ d z ) _ (y.
" ' " """"y 'y1""""""" rï"""̂  *

Tz

Chaque membre est une dérivée exacte; on a donc, en égalant les intégrales et
remplaçant la constante par une fonction arbitraire de z , parce que cette variable
est considérée comme constante pendant l'intégration,

( d ^ \ -...-i^ , ̂ /T^-^=F(.W^.

En intégrant de nouveau, mais en remplaçant cette fois la, constante par une
fonction de a, on obtient définitivement pour la valeur la plus générale de y

cp == ^T^T^ \ F( z)(h 4" ^ (a),

ou plus simplement
y,=; ̂ r^r^f(z)^ i^(a),

/et ^ étant des fonctions arbitraires.
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Ainsi, l'intégrale générale de l'équation
r— t s

p'-—'f^~pg

est représentée par l'ensemble des deux équations

y-^-ax=. /i •+ Gc\f( z ) "+- ^ ( w. ) ,
^=_^/(^+4/(^),

yr 4- a2

dont la seconde est la dérivée de la première par rapport à a.
10. Il est aisé de vérifier que le système de ces deux équations constitue bien

une intégrale de l'équation donnée. On a, en effet, en différentiant la prentien*
successivement par rapport à x et par rapport àj,

a=^TTa\f{z)p,

i ==:^/i + a\f'{z) q,

et en divisant ces dernières membre à membre,

P===o^.

Différentions actuellement celle-ci par rapport à x, puis par rapport ;;i y , nous
obtenons

d'où l'on tire

docr^a^q^

dcf.s — a t === q — ;Â dy^

d^
r—ccs dx
s— oct'~~"doc9

dy

Or, la seconde des équations intégrales donne

î-——===:f(z)p î
^ == ——^±^1^ ̂  _^Z^3 _

f(z) ——L-^ + y^ f^ ——^_ ̂  ̂ .

( I-+•^)2 (14"^)^

^a.
dy '

^(z)? --?-„.
. . _ _ _ _ _ i + a'

f(z)———,++ff(^) /^)—L—^//^
î^"')3 (IH-^)7
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On a donc

s — at a

dW ou,
a ( r — t)-===:(^—i)s,

ou, en remplaçant a par sa valeur ^?

F — ̂  ,W

11. Nous pourrons suivre une marche analogue a la précédente toutes les fois
que l'intégrale générale de l'équation différentielle des enveloppées principales de
l'un des systèmes

f(p, q, a) == o

se composera d'une équation unique

F[^,j%^ a, 9 (w , «)] ==o,

dans laquelle y désigne une fonction arbitraire renfermant u et a d'une lïsaniere
quelconque et u une fonction connue de x, y, z^ a. Or cela a lieu seulement quand
la fonction/est linéaire par rapport à p et y. Soit donc

( ï ) p === aq -+-y(a) [J'esl une fonction dorumî")

l/équation différentielle des enveloppées principales; son intégrale générale est,

y + ̂  = 9 j ^,, [,s -- xf[a)"\ j .

Nous allons chercher quelle forme doit avoir y pour que, a venant à varier, chaque
surface représentée par cette équation coupe la suivante suivant une de ses propres
lignes de courbu.re; alors cette équation, jointe à sa dérivée par rapport à a, re-
présentera, l'ensemble de toutes les surfaces dont les enveloppées prirKiipales sonS,
définies par l 'équation ( ï ) . Posons

z —^(a)==^;

les équations du système intégral prendront la forme

( 2 ) y 4- ax-=. cp (a, u},

(3) ^^^^f'^^da du" ' /
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De ces deux équations on tire
,,, , dcQ

^f^'Tup^= û?<p
dît

' d<^
'du

Actuellement, dans l'équation des lignes de courbure
( 4 ; dx^ï-^-p^ dq — pq dp} === dy [ ( i 4- (f ) dp — pq dq},

on doit porter les valeurs précédentes de p et y, puis substituer à ̂  -> -^ les valeurs

que prennent ces rapports en fonction de a, a, se-, tout le long d 'une meiïHï l i^nc
de courbure. Nous obtiendrons ces dernières valeurs en différentiant les équ;-»"-
tions ( i) , (^ ) , (3), comme si a était une constante. En opérant ainsi , on trouve

dp4^*-. -î ^d î'̂  - sy[" -fw
dx d2^ d^x f ' (a} -;—•- — .-—••-.•̂ ...•/ ' / d^ da du

[ , ^9 y / / ,1 dv> r" ... , ̂ œ d'^ ~"\
i -{- -7'- r (û) -J" + scf(ci} —L — ~,--•~•T- I//

= ~-^^-^^^L^ l- (iii/MÏ dadu]
,.,. d'^ d2^

XJ w d^ ~" da7!u
d,^

puis, en substituant dans l'équation ( 4 ) , et remplaçante par - -
/̂/ç ^ ^

<+^/^^J

(/''"â'ë-,â;[-â,n«)]il——rM]^|^;^-i«)]'^« .A,,) .,.
là. Telle est l'équation du second ordre qui fera connaître la forme de ^ ; si on

l'écrit sous la forme

Ir^-h^JA-^SS,.«.̂ ,— F 7̂'ï,r '
on aperçoit immédiatement que chaque membre est une dérivée exacte par nippon
à 4; on est ainsi ramené à l'équation du premier ordre '

C/îp

f 5 ] ^ZLfS^^L — ^
^-.^/-(.)-~;^-.- ̂ )>

c/^"' ' /

dans laquelle F désigne une fonction arbitraire.
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13. Si nous faisons f{a} == o dans l'équation ( ï ) , nous retombons sur l'exemple
traité au n0 7. u se réduit 'à z , et l'équation (5) à

Jcp 09 -r,, ,r _ _ _ T _ ^ F ^ ) ^ ^
^ ï -+- a2 /

En appliquant à cette équation les formules connues pour l'intégration des équa-
tions linéaires à deux variables et remplaçant la constante arbitraire par une fonc-
tion arbitraire de s, on trouve

y ̂ /7^^(;5) + F(^

et pour équation intégrale
j' -4- ax •== \/1 -+- a2 ip (-s) -1- F(^) 5

qui ne diffère pas de celle que nous avons déjà trouvée au n° 9.

§ II.—Equation linéaire a laquelle conduit l'emploi des deux systèmes
d'enveloppées principales.

.14. Dans la méthode précédente, applicable seulciioent au cas où l'équation dif-
férentielle "des enveloppées principales de 'l'un des systèmes est linéaire par rapport
ï p et y , nous n'avons pas fait usage des enveloppées de l 'autre système. Nous
allons maintenant montrer comment, en employant les équations des deux systèmes,
on est dans tous les cas conduit à intégrer une équation de la forme

s -+. pp 4- (}q :̂: o ^

dans laquelle P el Q sont des fonctions de x et de^y seulement.
15. Toute surface S, quelle que soit sa nature, peut être d'une infinité de ma-

nières considérée comme l'enveloppe d'un plan variable dont les coefficients sont
des fonctions convenables de deux constantes arbitraires. Soit

z -= F ( «, (> ) 4- ;r ^ ( a., b ) •4- yf{ a, b }

l'équation de ce plan. Si, l 'on y laisse constante l'une des deux quantités a ou b,
a, par exemple, tous les plans représentés par l/équatioa qui. résulte de cette hypo-
thèse enveloppent une certaine surface développable qui touche la surface S sui-
vant une ligne l ; si l'on donne à a une valeur différente, on a une autre*
surface développable touchant la surface S le long d'une nouvelle ligne V diffé-
rente de la première. On obtient ainsi une première série de surfaces développa-
bles enveloppées par S et que nous appellerons les surfaces [ a ) , parce que leur
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équation générale contient ce paramètre; ou, pour cire plus explicite, parce que
chacune de ces surfaces est complètement déterminée quand on donne à a une
valeur particulière.

Dé même, nous aurons une autre série de surfaces que nous noïnHHTons les
surfaces [b].

Ainsi, la surface S-peu t , de deux manières différentes, dii po in t î le vue a u q u e l
nous noas sommes placés, être considérée comme enveloppée par des surhiccs
développables.

16. Un point, quelconque P de la surface S est représenté par ron^n' ihh* des
trois équations

z •=. F ( a, b ) -h x f {a, b ) 4" ,r/( a, b j,
d ' y rfy df

o = — -i- x -j1 4- 7 — ?a^ aa «<'/
(/F ^9 ^/

0 == -y,- -i- .F — -4- r -rf ?(/b dh " db

et l'on aura l'équation de la surface S en éliminant a et b entre ces trois der"
ni ères équations.

Les lignes de contact (a) et (6) sont respectivement représentées p;u' les d ^ u x
rmrkpc emvante *groupes suivants :

'...»-}
z=V(a, h) +a;sf (a, b) -4-,r./'(«, !>),

df rio t/f
o == -JT -+• x — -+- Y -'- :

db clh " db '

a=F(a , l>) +.vcf(a, h) +yf[u, ! > / ,
(^) df df df0 == — + x —3- + y .-.î .

l da da •' ifa

Le point P est à l'intersection des deux lignes ;>p[t ;>rt<in;ml, l 'mic ;iii s \ s < c n i f , '/ ,
l'autre au système ((3). Pour toute surface, on peut choisir ( l ' i i r r ' i n ih i i t c s ic
manières ces deux: systèmes de lignes,

Nous allons chercher quelle est la relation a laquelle doivent si>tisf;iirc f<-.,
trois fonctions F, y, /pour que, en chaque point P, inxi des deux ^in'rsilrin-
rectilignes qui y passent soit tangente a la ligne de contact appartc,,;n>( :, I;,
surface de l'autre système. Nous allons exprimer, pi», cxonipic, qu.. la lipH. .1,.
contact de la surface (a) est tangente a la gémiralrice de la surlacc ( h , .

17. La tangente à la surface [a] étant déjà située dans le phm hin^-tit i> )„ sm-.
tace S. aussi bien que la génératrice ( b ) , il suffit d'exprimer que [(.s «rop.cîions
de ces deux droites sur le plan ..y sont parallèles, c'est-a-din. <i'écri,.<.m,<. |<,<
différentielles dx et dy le long de la ligne de contact satisfont a la r<,l»ti«n

o=^^f,/,.
(ut dn ti
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Différentions les secondes équations des groupes (a), (^), en laissant constant le
paramètre a. Nous obtenons

/ ^F d2^ oPf \ „ - d<û , df ,
0 ̂  — — _ ( _ ^ ——T. _+_ .̂ ___/ ^ ._(_ T ̂  _j_ _/. .̂.,

\ âfa db cla db J da db / cl a da J

fd^'F d2^ f^A -, â?œ , df ,o -=:: -^ .y -_î ^_ y. ^ ^ _+. T: J.y ^_ J .̂̂
\ rf62 db2 ll âf^2 / c/f; db "

Pour que ̂  et dy satisfassent à la première des deux relations précédentes, il
faut et il suffit que l 'on ait;

j^F_ ^ d^ • ^l\f
dadb * cladb " dadb

18. Nous remarquons que si nous eussions voulu, exprimer que la ligTie de
contact ( & ) est tangente à la génératrice d'une surface f a ) , nous eussions été
conduits à la même équation. Donc, quand la ligne de contact d'une surface de
l'un. des systèmes est tangente à une génératrice de Paulre système, l'inverse a Sien
pareil lement; ou, en, d'autres termes, les génératrices de chacune des deux sur-
faces développables (a) et ( b ) sont à la fois tangentes à la ligne de contact de
l'autre surface développable avec la surface S. Nous transformerons l'équation de
condition qui, précède, en y mettant à la place de .r et de y leurs valeurs'iirées des
secondes équations des systèmes ( a ) , (|3).

N (.) u s a 1:) te n o n s a i n s i

d-^'F (d^df ^ 9 ^ / \ d^ (dfd¥ ^f_<^\ d ^ f i d V d ^ dV d^
[ 7 / dadb [ da db ~~ 26 da ) + dadb \(ùi "db ~" dT> "da ) '4"1 ^db [ lia Tib ii~"i 7/b 'da) i " i " i : " 0 '

19. Cette équation laisse indéterminées deux des trois fonctions F, <p,/l .Mais
si nous prenons pour nos surfaces (a) et (b) les enveloppées principales de la
surface S, il n'en est plus ainsi : les fonction s f et <p sont liées par une équation
que nous obtiendrons en écrivant que les génératrices des deux surfaces f a ) , (fi)
se coupent, à angle droit.

Cette équation est

. - s . , / „. df df „ I d^ df d(£/df\ , /. d^ d^o i .4» q,̂  ^ ..'f _,..„ ••^ Ï. ^ 4,. r ^ \ „{„. .» _^. •f1 r Y ̂  ̂  ^
' ' d a d b " ' \da db db da, ) ' " da db

Pour la former imïnédiat.eî'rieiii, il suffit de considérer les équations

x y z
df """ c/rp """"" df /„ des)7

db 'db 9 - ^ — J ' ^ y

.%' Y z
df """""" d^ 1"""1"" df /, Î7©5

da da da da
/hi.fui.h's KcicnftfKftic'i de rÉc^U' 'Nof'irudc supérieure. To.ine î î î .
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"i représentent respectivement des droites menées par rorigme des coordonnées
^aUèlement aux deux génératrices et d'exprimer la perpe.uhculurH. <h- <-es

droites, i i " ^ i
Remarquons que la première de ces deux équations est du, deuxième ordre,

mais linéaire par rapport à chacune des trois fonctions 1s ?, / ^ 1 1 ^ ^] "Hllm>

de la forme très-particulière s 4- Pj? 4- Q^== o,

P et Q étant fonctions seulement des deux variables indépendantes.
20. Si donc y et/sont données par deux équations de la (onne

^ (cp,jf, a)==ô,
^i(<p,/, ^ )==o,

et satisfont à l'équation (^), on obtiendra F par une équation linéaire du second
ordre ne contenant pas les dérivées extrêmes de cet ordre.

Si l'on connaît seulement l'équation différentielle de l'un des systèmes déve-
loppées principales, on déterminera l'équation des enveloppées pr incipales du se-
cond système par l'équation, du premier ordre

. df df /. ( d ^ df d^ df\ , , , .... d^ d^ ,
t 1 +^ W^ te î  ̂  da ) ""HI +/ ̂  % ̂  1 1 • : 1 1 o î

et l'on retombera alors sur le cas précédent, ou, les équat ions

(̂  =: 0,

t^l^O,

sont données.
Il suffira d'ailleurs de prendre 'une intégrale avec ime Beule coïfôtaïU-e »r t î i*

traire. On connaîtra donc y , /, F en fonction do a ci h, F mifcnmmi dîUisH wn
expression deux fonctions arbitraires. On portera ces valeurs dmis réquatNm

z ,=r: F ( a, 6 ) -h x ̂  ( a, ^ ) 4- j;/*( a, ^ ).

puis on éliminera les deux paramètres entre celle équation et, les deux éq i i i t tmns
dérivées

dV d^ dfo == — -}-. ̂  — •+• r -f- y
da da v dci
d'F d^ df

o=^-+^^4..,r^-

Les deux fonctions y et/ne sont autre chose que les dérivées priblles de .s pr
rapport à x et à y dans l'équation de la surface S, dérivées que mm dw^iww
habituellement fwp et q. Nous n'avons fait qu'un chao^eineoi (le variaMes ^
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exprimant ces coefficients différentiels au moyen de a et b, au lieu de les exprimer
au moyen de x et de y .

21. Quand on connaît l'équation différentielle des enveloppées principales de
l'un des systèmes

^(p, q, a )==o ,

il n'est pas nécessaire, pour trouver l'autre, de recourir'à l'équation ((?). En effet,
de l'équation précédente nous tirons

r == oc. s ,

^==^
oc^

en désignant par a le rapport — — - Portons ces valeurs de re t de t dans Féqua--

' . , dp

tion différentielle des lignes de courbure. Elle devient

[a(î + a > 2 ) — pq}dpî •+• [ï + ;̂  -— a ( i -+- f}}dpdq -4- [ a ' p q — a( i 4- p2 )] dcf === o.

Le premier membre se décompose en deux facteurs

dp — OL dq,
[a(i -+- q ' ) —pq}dp -+- [ï -+- ̂  — cf.pq\dq ,

qui. correspondent respectivement aux enveloppées principales des deux systèmes.
ââ. Reprenons l'exemple déjà trailé :

r """i ^ s

P2 -̂ P '"' m '

Nous avons trouvé, pour équation différentielle des enveloppées principales de
l'un des systèmes,

p=aq,

c'esi-a-dire, avec la notation que nous avons employée en dernier lieu,

cp •=: af.

On dédui t de cette dernière équation, en la difîérentiant successivemeîit par rap-
port à x et par rapport à y,

ÔQ „ df— .-=f-4-.a"^î(la " c/a
do df
<7t:=^<

Portons ces valeurs de y , -^ ̂  dans l'équation différentielle qui lie y et/ Cette

4.
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équation devient

.—/^^-/•[(/-^^-^^"•^•'^"•^"^
ou, en effaçant les termes qui se détruisent,

df df /. df(^^)^^-,a/^-=o.

Le premier membre de cette équation se décompose en dimx f^Umrs,

1 -• (-^I-^
le second facteur,.égalé à zéro, nous donne, pour déterminer / ; r é q m i t H H i

( l 4 - ^ ) ^ - 4 - ^ / ' = ^ 0 ,

qui peut être intégrée immédiatement.
On obtient ainsi

f ̂ -:̂  ̂  ^

[il ne serait pas plus général de mettre c p ( & ) |.
On a donc

f^-1^
^ï "h a1

ab
9 """" ^lî'•+l^î

Ces valeurs vont nous servir pour déterminer F : on en dédu i t , w d1l"i

df_ ab df i
^^^(,7^7 ^^7^^
d^ _ b Jçp a

^""(TTo^' jr""-"- :̂̂ '
-^£- = - a ^ 'dadb (.-^r ^=:^7^•

En portant ces valeurs dans l'équation

rf2F (^ df_ ̂  S} ̂  dV_ Id^ jPf df d"^ \ dV ( df ^', d-, d'f \
dadb \da db dl> da ) da \db dadb " db dadT>) + 'dïï \da 'd^îiÏ, " 7tÏi dddî, ) •
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on obtient, après réductions,
J2F ^-.^-^o

cZaâ?& â?a

On tire de là, en intégrant deux fois,

F= b f ^ ( a ) d a ^ - + ( & ) .

Désignons f^(a)da par/(a) ; nous aurons, pour représenter Fmtégrale de

l'équation proposée, le système des trois équations

cib b
^W.)^^W^^^^^^^

o^(^-———---^.
(i-ha2)2 ( 1 - 4 - a 2 ) 2

o == f( a ) -4- ^ / ( b ) -+- -—^-= -4- -—=== "
• / { ' • \ ^ ï+a 2 \ / ï+ a 2

23. Il est aisé de vérifier que ce système de trois équations est équivalent au
système des deux équations précédemment trouvées

y -4- a.r == \ /1 + ̂ \f(^ ) + ̂  ( a ),

^=——^/(^)+V(^.
V i -i- a2

En, effet, on tire de la troisième

- d/^) == f(a} -(- -^= -+- .—^t l / 7 • ^ / ï 4 - ~ a 2 s / ï+^

D'autre part, la première équation peut être écrite de la manière suivante :

z = W ̂  b \f{a) ̂ -î= ̂  -=_];
L V ï + a y I •4" a .1

on a donc
z = . ^ ( i h ) - b y ( b ) ,

et, par conséquent,
A = = < Ï ) ( ^ ) ,

le signe $ désignant une fonction complètement arbitraire. La troisième équation
peut donc être înise sous la forme

y -}» ax ::= v î̂  [./'('s)] +• 4'' (a) ^

puis, en multipliant la troisième équation para ei l'ajoutant membre à membre
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avec la seconde, on obtient
o= af(a) •+-(1 -+- a^f^a) •+• a^'[b} 4- .r /i""T^

OU
. = + ———=/•(.) - ————fW - ̂ ToV'(a) - ——--,/'^ -•- ̂  (")•

a
4- -T -f W - —==/- [ c i ) — y . -r- c. ., (0} == ^_,^.,

i/i-j-/^" ' v'i +a2 V 1 •"•r a

Cette dernière équation, jointe a l'équation

y^-a^=</1 "4-</"0î)-4- ^«(a),

constitue précisément le système déjà obtenu.
24. Prenons maintenant le second facteur ̂  que r24. Prenons maintenant le second facteur ̂  que nous ïivons lîussé de côttî; ^n

régalant à zéro, on trouve
/=X(^

et on en déduit par l'équation y === a/\ n° 22,

y==«%(^)-

L'équation (7), qui donne F, est identiquement satisfaite; ou peut doin* pn 'mire
pour F une fonction entièrement arbitraire de a et de 6, mais Ynm f ies equat.imis
dérivées se réduisant ici à

dïo == -^"}
do

b est fonction de a, et il n'est pas moins général de poser

F=w(^
Par conséquent, la valeur de z est

z == js(a) -+- xa^(a) + ,^7.(^)»

II faut joindre à cette équation sa dérivée par rapport à a,

°=^(^)+^[^x ' (^)+x(<] ^ r ' / ' W .
puis éliminer a entre ces deux équations; mais la foncl ion ^ u(^i ()MS ^rbi t ra i re ,
Cherchons, en effet, à vérifier l'équation différentielle donnée.

On a toujours
: , .. : p-=aq,

d ou
(U

r — as dx
s — at du,

• ! ^J"
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Pour qu'on retrouvât l'équation donnée, il faudrait que l'on eût

da
dx i
da a ^
dy

or
da
^—X^) ^-^W

Oïl doit donc avoir

ou

da_ ^[a]
dy

7,(a)~t-«y/(a) ̂  _ ^
y; (a) a

^X^)-1- (a2 -4" i)'/^)--^),

(ce qui exige que ^(a) soit de la forme • ' ; ? c étant une constante. Ainsi , le

facteur-^— correspond à une intégrale particulière; c'est ce qui aura lieu toutes les
fois où, l'on trouvera que l'une des variables a, h n'entre pas dans les fonctions
/et y.

25. Nous avons dit que, l'équation différentielle des enveloppées principales d'un
des systèmes étant connue, l'équation générale des lignes de courbure peut tou-
jours fournir, par une simple division, l'équation des enveloppées du second sys-

», _ i f } .
terne* Si de l'équation-^——, == — on tire la valeur de s pour la porter dansp -..,. q pq
l 'équation des lignes de courbure, celle-ci prend la forme

j.Z __ ,,î

dq^ .4-. i———L x dpdq — dp2 :=: o.

Cette équation fournit deux valeurs de -r* :

^2^2 et ^^~£
dp p '' dp q

qui correspondent aux enveloppées principales des deux systèmes. La première de
ces équations donne

p ^ a q ,
la deuxième

p2-^2^;
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on en déduit b _
"*" ^7-̂ :""̂

^

C'est ce que nous avons déjà trouvé.
à6. Nous remarquerons encore, à l'occasion de réqua l ion

r —• / .y
pî^p-'-'Jnj'

que c'est l'équation différentielle représentant toutes las surianîs1 dont les l i ^ î i c ^
de courbure de l'un des systèmes'sont parallèles au plan des ,w.

Ce qui précède nous apprend que celles du second système sont phmcs r u m i n e
les premières, mais non parallèles entre elles. Leurs p l a n s soni p; i r ; i lU*h^ » m^
même droite perpendiculaire au plan des premières. Nous au rons huTilol. omisinii
de retrouver cette catégorie de surfaces. Leur intégrale se» présentent li nous ,^HSS
une autre forme qui mettra en évidence un. mode de ^énéra l im» iTè.s-sHnjp!^ drp
indiqué par Monge.

§ III. — Formules de Monge pour les sur/hce^ réc^n^/ucs. /l-lét/cnf/c rfr
Lciplace pour l'intégrcition des équations aw déri^éi^ prt/'l/^l/^ l i -
néaires.

27. Dans certains cas, il y a avantage a abandoniMir les v a r i s î h f c s i îH l^p rn ihHi î r 1 "
a et b, et à considérer F comme fonclion (le y (;i de /. On rc ion î lx î î t io rs sur h un* -
fchode de Monge pour les surfaces réciproques. Nous a l h m s écrin" r^ ^w d c v î ^ î i i
l'équation qui fait connaître F. On a

^ — ^ d^ dlî ^f
da ~ d^ da ' df ' ITa^
d ] F _ d¥ (l^ dV df
db ̂  d^ ' db ^ 1if'dJ>'

^1- =. ̂ F ^ ^ . ^F (df <h ^ ̂ \ d 1 ¥ df df
^ dadb df da db d^df'VdI'da 1 db d a ) l l l ï ! ' 1 1 '''d'p 'du dh

^F ^ _^ dï d\f
d^ ' àaclb T/f * ~da7ih '

On^dédaitde ces'trois équations

^ ^F _ ^\ ̂  ...... d¥ l^f ^9 df d^
da db db ' da """ Tç \da * db " " " i i ' i " " '"d^ ' 7ia ) '
d¥ ^^dvd? ^F l^ ' f f^ ^f d^\

1 da " db db da ̂  'df [ da dt """ Ib < "da ) "



AUX DÉRIVÉES PARTIELLES BU SECO'NB ORDBE. 29

Remplaçons, dans l'équation du n0 18, les quantités qui figurent aux premiers
membres des deux dernières équations par les seconds membres des mêmes équa-

, , • 'i p , /' df dvî df d(û\fions; iioiis obtenons, par la suppression du facteur commun \~.'- • »'- — -^ • -r-j ?

ou enfin

d 2F d2 © dV _ ^Pf dV_,_
~da db dadb do dadi) ( ' . i f î

d^ d^ d^ ^2F_ (df d<p d^ df\ ^F (if df _
~df" Ja * ̂  + Jo'cy' ̂ a 7fï '4" ̂  db 1 ^ df^ ' da' db " " " 0 '

En remi")lrtcant -r^-» 4^9 ^î ̂  par leurs valeurs en fonction de ç et de A- nous1 ' ' d,a db a a db r T . <1 '
aurons encore, pour déterminer F, une équation linéaire du second ordre.

28. Nous avons meritioDïîé cette dernière forme d'équationi parce qu'elle peul
quelquefois conduire à une forme très-simple. Nous cilerons, par exemple, le cas
où l'on a

df d<û • df d?cp _
ta^'db ^ ' d b ' d d ' " " ^ 7

auquel cas cette équation devient

^F Jy ^9 ^F ///' df
dcf r da " db ^ "df^ > 7hi ' 'dh =: °"

L<s même hjpol.tièse, introduite dîrns l'é^ii.ïalion qui. liey" el, y, (loiHie

, /.„, dœ dço , ,. df df( , ^ ^ ^ , _ + ( ï + ^ ) ^ ^ : = , : o ._ _ A
da ' dh ' v * '"'"^ ; 'da ' 'db '

En divisant membre à membre les deux derilicres équations, on obtieni

.d^ , ..^^F
(z+cp-)^:=,(^,-J-)^,.

Nous 'aurons à revenir sur cette équat ion.
Dans la p lupar t des cas, c^est l 'équation du n0 18 qu/'il faui employer , pîjsrc'c

qu'on lui applique immédiatemeiït la mélliode de L^plîicc.
Nous croyons devoir rappeler en quelques mots en quoi consiste ceUc méthode ,

publiée dans les Mémoires de V A.cadérnie des Sciences de s'j 'y?).
29. Etant donnée une équation linéaire de la forme

A, r -+- 'Rs -h C / + ï)p -)- 'Eq «4" F z -h G •••^ o,

A, B, G, D, E, F, G- étant fondions de oc ely seulement, Ltipbce commence par la
trausformer en wf autre pareillement l inéaire et ne contenant que ^,

À" •4- mp -+•" nq 4" fz -+" l ••"=""• o'.
Annales scientifiques de l'Ecole Nut'maif {supérieure. Tomtî îîl. 5



o SUR UNE CLASSE .D 'EQUATIONS

Pour cela, il pread. deux nouvelles variables indépemi ailles % et 13, cl po^, iw»«ïc
•nous avons fait tout. à l'heure,

dz da dz dç>
P ^ d ^ ' J ï ^ d ^ t 'd^

dz da dz d^
' q "^ Ja ' dr "4" îp 7ty-"

d^ (d^ , d^ da ^ ^.(^Y^^ ^ , ^ Ç3.
^ • ^ ' [ d S ) ^ ' d a ^ d ï ' ^ ^ d ^ \d^ ] " ^ ̂  ^ d^

d^z da doc d2. fd^da d^ dcc\ d^ z d^/f5 ^ ^/z é3^ , d^. ^^ ^
^J^^dx dr ^ d^d^\dy (hc ^ ' d ^ d r ) d^ d^ dr • ^ d^dr • d^ d^-dr

(̂  fdocV d^z d^ d^ ^ (d^Y dz ^^ dz d^,
^"^[dy') ^^da^'dy dy d ^ \ d r ) d^ dy^ d3 d r "

puis il déterminé ces quantités de façon que 1^ cocfÏicienis (IH ̂  ^î. ^y^ sûi^iil

nais dans l'équation transformée, c'est-à-dire par les deux équat ions n u x t l ^ r ivd-s
partielles du premier ordre,

, /dos-Y ,.. dût. dff. ,.., i d.y/\ïA +,B^-. „ 4,. <; ......... -:•,,: o,
\ dx ) dx dy ' d'y j

A^y-.Bf.^-.c^r.o,\ dx j dx dy \ dy ;
ou

, ! da _ — B •+ vlliÏ'i:::'4A(] dw.
dx " a A c/r

^l3^...-'1-^17^7

r '̂ ~ 2 4 c/f

Quand ces de'ux dernières peuvent être intégrées, l'énu^iioïl

A.r-4" Bs 4-C/ "h, . .^- o
prend la forme

s 4- mp -h nq 4- ^s "+" ^ ::•-; o.

30. Nous remarquerons d'ailleurs que I'OTI peut suppî - i l î î aâ ' l sans î ï t î î r < * ^ i^
généralité de la méthode, pourvu que l'on connaisse une solulioîi par thmiicrf* 1 ^ ,
ce qui généralement est très-facile. On posera en effet

! , . z == Zi 4" a,
et. comme--Si.satisfait à la relation

s 4- mp 4" nq + lz\ 4- t "=: o,

u sera déterminé par Téquation. sans terme iûdépeaxiâni,

. ' S 4- W/? -h WJ •4- ̂  •:= 0.
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31. On sait que dans la composition de l'intégrale de cette équation doivent
figurer deux fonctions arbitraires, rime portant sur a? et l'autre surj seulement.
Laplace démontre que cette intégrale, si elle existe, est linéaire par rapport à
l 'une de ces deux fonctions arbitraires et à ses dérivées successives.'.. C'est-à-dire
qu'elle est de la forme

ou
z == R -4- A<p(.y) -+- Aiîp^j:.-) •+- A.îC/^.-r) •+-...,

^=S -+-B^(.r) -4- B.^rî+B^fr)^--. ..,

R, A, A , , AU , . . , , dans la première, ou S, B, B ^ , B a , . . . , dans la seconde, renfer-
"mant d'une certaine façon celle des deux variables qui. ne figure pas explicitement
dans l'expression clé z ,

3â. Laplace commence par donner des règles qui permettent de déterminer à
l'avance le nombre des termes dont se compose cette expression. Il pose

. dm,u.\ =:: / —-. —.— — mn,
dx

d^
drm i :.:= m — —— t" • ^

. (J.T dfi/ j := a, 4- mn —• n •••-'—'• -•f-1 -,—,
^i (ty

, dm.iu^ :,:.•=.• /i — —,-— —... m in.
• <7.r

En général,
dfÏtr--lu.r =^ (r^t — —.-•-••• — nm,,..

dx

dp..,.

mr ==-' /nr-i —• -"-— î^
, dr clfilr := Ur -4- nm^i — ri •"•-•-'— -4-. .-,-.-,

[j.r dr
., d'rnr

u.r^ -= lr —i —/77 — 'nm..;

et selon que l'on a

z est de la forme
.̂l ==,0, ^ .::= 0, . . . , Ur =:-:• 0,

z - = k ^ { x ) ,
z :=.:» h ^ { x } •+•• A i ^ ' f ^ ) ,

2; == Ay(^ 1 + A,^^.^) -+1.. < 4- A/.^^),
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\3 Pour appliquer la méthode, il faudra chercher lu loi de formation des
quantités ̂  , ̂ ,... P-r en fonction de r ; et alors ou déterminera le r^ du der-

mer terme en posant
{J-r == 0 ;

sinon on fera une suite d'essais en formant ̂  , f^.... sufcrssm'mcnl.: mais dans
ce cas on pourra être conduit à exécuter un nombre d'cs^is (•otisidmihk- .sans
obtenir autre chose qu'un résultat négatif.

La détermination du rang du dernier terme est la seule parl.ic d i f f înh- f ! » 1 1;» HH-
thode; quand ce rang est connu, il est aisé de former 1 "ni itérait; ^•néciilc par ni.
procédé régulier et toujours le même.

Remarquons, en effet, que l'équation peut être inisc sous l;i forme

d (^ , .»,\ , ^(dz^^\^^l....f!md ( d z + , n ^ + n ( d z + /». ) -4- . ( /... ^ - n,n} »,dx\dy I \dy 1 \ <i-v 1Û

on, en posant
dzZt == -7- -^- m'z,dy

dêi„ -4» nz^ 4- u.\ =".1 o,dy '
De mèiïie, en faisant

dz,^=^4-m.^ ,

dZî
Z 3-=——- 4"W^î,dy

dz^
Zr ̂ : —.•".-. 4- W ,̂.( p̂,,,,,,,,, ^^7

on aura
c/Zî
J^ ^ ̂  ̂  ̂  "= o.

(fjS»
Y- 4" Ĵ , + f/3 :=ïï 0,

dz.^4-n^4-^=;o.

Or, si ̂  = o, la dernière équation donne

d^.,„.,.,.„ 4» ^^ ;̂ Q
dsc

d'où l'on lire
— fn</a;' , / .^•=e J ^(y),
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4' étant une fonction arbitraire ; puis de la relation
dz.^

Z ^ ———— 4- mr^Zr-\
cly

on déduit, en appliquant les formules connues pour Finlég'ration des équations
linéaires à une seule variable,

on aura ensuite

d'où

puis

— | m,, dy \ i > i i i / \ 1 w, i dy — jndx |Zr-,-==e J /~ t J 9(^) -h j d r ^ { y ) e J /'-1 7 J ,

dzr-i /, dirir-2 \
0 === ——,—— -t- nZr-\ "+" -3r-2 /r—2 —— ——/—— —— ^Wr-î )dx \ dx J

dZr^
—— -4- nzr-idx

-Or—2 —— ——————————— y — — 7dmr^ ,
nm,r-.î •+ —/— — <r~.2

âf^

dZr—î—,— -4- n^^3
M /̂'

Z f———3 ———— y ^ — — 1 - •?

dfrir-3 .
/ZW/.-s 4- ——7—— —— (r-.3a.̂ ."

et ainsi de suite jusqu'à z .

D E U X I È M E PARTIE.

§ Ier. — Généralités sur les ombilics.

34. Monge a donné le nom d'ombilics aux points d'une surface pour lesquels les
deux courbures principales sont égales et de même sens.

Désignons par p, et pa les deux rayons de courbure; ils ont pour valeurs respec-
tives

_ ,D,
711 +^2 -+"^î'i).
^^rpT^qïV T —."T:^^

D, et Dâ étant les deux racines de Inéquation du secoûddegré , , •

[D (, + ̂ ) ̂  r] [D ( i + cf ) - ï ] - [pq-B -^]2 = o.

Cette équation a , en u'ériéral, ses deux racines réelles et inégales; en effet, le
coefficient de D2 étant i-h//2 -h-y2 , où obtient deux changements de signe en
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substituant successivement, dans le premier membre, a h» place (le H -» . ( 'une
r /des deux quantités ——; OH -——-„ et -+- oo .1 [+/»•' i + q1

Les deux valeurs de D ne peuvent dont; être égales que si l 'on ;i

;• /
r -l- p1 s + q'- '

mais alors le premier membre de l ' équa t ion devient u n e din'ércnce d» ' d ' ' n x car ' ffs

et chanse de sisne quand on substitue, à la place de I), - ' . et ' . t ) < n i < ' , i > o i i r' 0 1 i [ . [„ p ^ pq \ "»

que l'équation ait ses deux racines égales, il Huit. é^iticr le nippni ' i ' nn\ (|(;ns

précédents, ce qui donne la double condit ion

' -i- /' ' -i- < l " l»l

Ces deux équations, jointes à celif de lit surface, de te rminc i ) ) . |<", ( » u i ! ) i l i < ; , s .
35. En ces points, toutes les sections normales ont nu'nic rolir ixirc; < ! < • ici!»-

sorte que l'élément de la surface peut ('•l.rc assimile a mi ( ' ((• i inî i i t . < i < . spficn;, ou ,
pour être plus précis, la surface possède une splierc oscuiiitricc; <. i i (j ' ;iutrcs tcrun.s
encore, l'indicatrice est un cercle.

Les ombilics peuvent aussi être définis connue hs points ou lc,s deux vaicnrs < ) < •
dr 1 1 , , .-ci dans l équation

<fy'-[pqt-^+q'-}\ +^,.[<(r - f - ^ j - - /.(, 4 ^; ) . . , ,/,,.••[,»', , /,- /,y, ^

deviennent égales; c'est-à-dire qu'en ces points s'dTertue le p;,̂ e des il.,,,...., ,t,.
courbure d'un des systèmes aux liû:nes de courburft de j'atitre Mvsti.iHc

Cette nonvelle définition nous montre que nous pourrons ob«,)ir fomm.. o,,,|,,...
lies des points qui n'en sont pas; car, pour que d<-s poinis M. p ,̂,le,,, av..,. <..
caractère, il suffit que leur projection sur le plan des,.-y serve de p^- <•„»,,. h.s
projections sur le même plan des lignes de courbure d.. l'un i. h.utr.. Js.hu.. '

duï:::̂ ^ (iu conlou" apparen< "(> l'(•!!i^)s<H<h• <- -Pi- - P<-

oa^S^ de COOI•don"ées• il SCT;l to^u^s focil<• • i-> -"""—— - -ti——.t

P^ t̂°S.T:̂ ^ ^ ———-

les surfaces qui advient des sections 0,;;,, ^ '"lm<>- •' t l ls l•• î ;•us

^————— II. „ . nombre de quatre d:;̂ ;;:,;;: :Ï;;:;:Zb::
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deux nappes, et au nombre de deux seulement dans le paraboloïde elliptkpie. Dans
Fhvperiboloïde à une nappe et le paraboloïde hyperbolique, non plus que dans toute
autre surface à courbures opposées, il ne peut y avoir d'ombilics.

A priori^ il semble que toute surface a une infinité (jToinbilics constituant une
ligne, puisque, pour exprimer Fégalité des "racines de l'équation en D, il suffit, de
poser la condition

o = [ t ( i 4-^) - r [ ï -4-- ç2)? 4- ^ [ p q r - s ( î -4- p2)] [pqt -^ ( ? 4- q2)].

Mais cette équation se décompose en deux, qui sont celles que nous avons posées;
elle représente en général une ligne imaginaire à deux branches qui se coupent aux
ombilics réels. Cette ligne a été nommée par Monge ligne des courbures sphériques,
parce que tout le long la surface admet une sphère osculatrice; elle a pour.points
doubles les ombilics réels.

Nous allons examiner un certain nombre de cas où, cette ligne peut devenir
réelle, et nous lui donnerons le nom de ligne ombilicale.

g ]'î, — Surfaces dont tous les points sont des ombilics.

37. Monge'a fait voir qu'il n'y a que la sphère dont, lous les points soient îles
ombilics. M» Bertrand a, depuis, démontré celte proposition, par la Géométrie, avec
l'élégance qui lui est habituelle. On en trouve encore, dans le Calcul différentiel du
même auteur, une démonstration analytique très-smiple que nous avions également
rencontrée, et que nous allons reproduire afin de donner plus d'ensemble à ce
Mémoire.

En chaque point de la surface les deux équations

L -. -.. -s
Y^:~p"-~-pg7

t 8
î ̂  q- pq

sont satisfaites; chacune d'elles peut être intégrée imrnédiaten'ient une pren'iière
fois.

La première, par exemple, peut être mise sous la fon'ïie,

dp da
dx dx

l ' ï _L., n'^ 11

et donne par l'intégration
</î 4-;^== g ̂ (r).
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On a de même __
^I"4~g2:=p^(,y),

les fonctions y et^ étant jusqu'ici, arbitraires; mais, on realité, ws forn'ticrns doi»
vent satisfaire à la relation qui exprime que

dp dq
cly ' " " dx

On a
«^ ^ ( r ) ^ 1
P 1 ^^^^y^"^

^= Ji2^)-4-1 .1 +2(.r)^x(„r)-,^

^---Î^I^IM-^^^
on en déduit

^ " ^^(r)1 ( ' •'• [̂ (.̂
^^^IWlWr^^/.„ — . — — — — — ^ [ ï -h 9 (J^J.---1-1-- -......-.—„..„.,„:,,,—.„.- . „

^ ^-4-^(^) [^(.^^(.r)—:!3

puis,, en égalant les seconds membres et eu ^upprinuini le facteur foiHiïnm
[ff^^fy)-!?",

Jî.î lîlM ..-. „„<^•r) ^(<%>)
: - 1 [^^(r)]11 1 [ï+^^T

Or, une fonction dey TIC peut être identiquemeut épie à mw (onetl(îr» <ir; ̂  (îîH1;
si chacune d'elles se réduit à une conshmfcc; (IOÎK; 1(^ d^m mpyw^ ((tî! prôi^^ii^it
sont égaux et constants.

On a donc
î̂lzl̂ M.. - ..iiîl̂ ff), , „ . „ , ï

E14-^^)]'1 [ï+^^l1 r

On tire de là, par l'intégration,
1 ___i_^ ^ ^^^ .f -"••" a

^7T""^("ï)<"1"'1"' r '

.̂,...,,-_L»,_ ^ ..,„. r '""1 P^^^._ ^.-»

r, a, p étant des constantes arbitraires.
Portons dans les expressions de^ et y ies vt.Ieur.s d, ^ (^) <,t y C y ) <I,<I,H«.., <},s

relations précédentes. On trouve r . ;

p-^————^*..
. . l/r1 — [x ~^'~Z~{J~Z'J;Y''

g = -̂ _.,....4~i.,l. ; 1 .
v'^-l(,ï-a}'-(J•"•r;-p)i•
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.d'où
(•y ~ ̂ ^^îJl^^ZL^^

^ == ̂ ï̂ T^^p^T^^
et en intégrant, . _________________

z - y =: /r2 - ( x - a Y - (r - P Y

OU
(^ - a)2 + (r - (3 )2 -+- ( z - y Y = r\

Cette équation représente, comme on sait, une sphère de rayon et de positions
quelconques. Cette surface jouit donc exclusivement à toute autre de la propriété
d'avoir en chaque point ses deux courbures égales et de même sens.

Cette conclusion est complète et rigoureuse, si l'on se borne, comme nous
avons intention de le faire, aux surfaces réelles.

g Ijl. — Surfaces fjui peuvent avoir des lignes ombilicales réelles.

38. Pour qu'une surface ait une ligne ombilicale réelle, il faut que les deux
équations qui déterminent les ombilics se réduisent à une seule. Cela pourra avoir
lieu si, en ajoutant membre à membre ces équations respectivement multipliées
par des facteurs convenables, on forme une nouvelle équation satisfaite pour tous
les points de la surface, Mais cette condition n'est suffisante que dans le cas où les
facteurs ne s'annulent pour aucune valeur réelle de x et de y . Nous sommes
donc ainsi, conduits à chercher quelles sont les surfaces en tous les points desquelles
on, a
( i ) }. „— - ( ̂  + ?/ ) ̂  -4- r l -.-.-, :=. o,v / i -4- p2 pq ï -+- q

c'est-à-dire à intégrer cette équation, \ et X' étant des facteurs quelconques qui
ne contiennent que .r, j, z, p , q.

Comparons cette équation à celle que nous avons déjà examinée au n° 6 et qui
n'en diffère qu'en apparence lorsque X et )/ renferment seulement/.? et </,

/.[(i +^)MN—jr.?g'M2] •^s[{i -+-pî)'mî—[ï 4- g^N2] — t[(ï -+-p^MN — pq'N2] == o.

11 faut, pour qu'elle lui soit identique, qu'il soit possible de choisir M et N de
façon à satisfaire à l'égalité de rapports

( î + rj^MN -- pr/M2 (t -f^)11^ ̂ (ï -h;^)lVP _pq^ ~JI„±£21MN.,.,.̂ ^̂ .̂̂ .__ -= ̂ ;̂ y "̂̂  ••^^••^^^^^^ — ——^^-^ ̂

Chassons les dénominateurs et égalons chacun des termes extrêmes à celui du
milieu. Nous obtenons l 'équation un ique

(2) }/(i -4"^)prjM2 4 -À( i •+- f^pq^ — (^ + y ) (I '+•• P'X1 "^ ^)M,N =: o.
annales scientifiques de t'Ecole Normale supérieure, TWÏG tlï. 1 1 u
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' Cette équation donne, pour le rapporta les deux valeurs

M (^^^(^^^(i+g^^^TïWr^^^^^^^^^ ̂  ————————..— —— ̂  ̂  ̂  ̂  ̂

En les séparant et remplaçant ̂  par ̂ , nous aurons deux <-qu,tions mn di f fé-

rentielles ordinaires qui seront les équations différentielles (les envdopjHïes prin-
cipales des^deux systèmes. L'ensemble de ces deux genres (hmv^bppws ^i
représenté par l'équation

(3 ) 7.(î +^)^-{-?/(r 4•^2)^2-- l(^+?/) (-• l•'"'u

39. Si ^ e tX ' ne contiennent que p et y, on conçoit qu i l csl, l t ) t t j ( H î r h jïossil)!^
d'intégrer ces équations diflerentiolles ; mais on nu peut pîis former î i î $ f ^xj ï îTssioi i
générale de l'intégrale tant que les valeurs do 5. ci de >/ res i rn i ind^ t^r î inne^s .
Nous nous bornerons donc à étudier quelques cas simples. ûmlîtih^H'ii !» lui t- t i re
des enveloppées principales, une de nos deux méUiodes l ions touni inh qi î .md die
existe, l'équation générale des surfacea, à ligneîs ominlùmles, re l î l 'esr î i îpi» par
l'équation proposée. Mais nou3 choisirons ces exemples diî f i ieoii i» l îKmî. î^*! ' - ( juc,
même dans des eas où l'on peut ^voir l'équation la plus ^ériwab îles ( ' în-elojî j^^^
principales, il n'est pas'toujolirs possible de; rnettre sous tbriïte l i i i ie l ' i t î tegr i i l i*
générale de l'équation proposée et que cette impossibilité imt ds i î i s l» i j î i l t i re î)(,^
choses.

40. Premier exemple. —• Nous avons déjà traité le cuis où l ' un Ihi l /. - . ' 1 - i 1 1 ^ s ,
^ == — (i + ç 2 ) ; ce qui donne

1 r ..„„... t ^

p^~f >"1":"' p// "

, Faisons maintenant À' = o. L'équation f ï j deviersi

^ ' 1 1 ï 4-;)-' ' l l l l i " 1 1 1 1 " 1 ' pfj '
l 'équation (3 ) nous donne
( 4 ) 1 1 . ' ! ^^o,
et

(5), , 1 •,1 ^I^L±.£:^,^^
• ^ pq li • i i • • i • l i i •

Première méthode. - L'équation ( 4 ) {bwmt

(6) , ' ' , , \ p ^ a ,
. ! ^ ^ ! • • ; ! f ^ =•: «^ 4" <p(y, (%),
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De cette équation et de sa dérivée' par rapport à a
o?cp

( 7 ) 0-^-4-^,

tirons le rapport — pour le porter dans l'équation générale des lignes de cour-dz'
bure, qui se réduit dans ce cas a

(ty2 .pq 4- clx dy ( i -4- p2 ) === o,

et se décompose dans les deux suivantes :

(Ê-.
"" i*:-_i-t£.

\ doc ' " pq

La première de ces équations nous apprend que toutes les lignes de courbure
de l'un des systèmes sont parallèles au plan, zx. Nous devons donc retomber sur
des résultats déjà trouvés, sauf le changement-d 'axes, car nous avons vu que
l'équation

p - ^ - q 2 pq

représente toutes les surfaces dont les lignes de courbure de l'iiîi des systèmes
sont parallèles au. plan xy.

Les équations (6) et (7 ) nous donnent

dy^ _ _ _i_ ^
dy " ' " " d^ 9

da dy

II faut égaler cette valeur à Ijine des deux valeurs de -'̂  fWrnies pai* les équa-
tions (8). En égalant à la première, on exprime que y est indépendant dey; tes
surfaces correspondantes sont des cylindres, dont les génératrices sont parallèles à
l'axe des y.

En égalant à la, seconde, il vient

^^^&y=-f^

ou, en remplaçant p par sa valeur a,

, ,. d1 (p dïû
ï 4-a2 -.—Ç- ̂ .a"/.a a dy. dy

Cette équation est mtégrable facilement, comme celles que nous âvoûs déjà
6. 1



4<> SÏÎR UNE CLASSE D^EQlîÀTïOHS

traitées; nous avons pour représenter, l'intégrale cherchée

z == (x.x 4" ̂ T^ïf^Y} •+ F ( a ) ,

o^.r^—^^.^r^+F^a).
V ï + a2

Ce système n'est autre que celui déjà obtenu au 11° 9 avec le seul clinn^ciîumi île
y en z et de -s en jr,

Nous aurions pu faire usage de l'équation (5) des enveloppées du dmixièmu
système en la combinant avec l'autre solution des lignes de courbure

dy—=:o.dx

4-1. 'Deuxième méthode. — Des équations (4) et (5) , nous tirons

p = a, ^/7'ï"'pï =:; ^ [3,

ou, en prenant les notations du § II,
! 9==a, ^Ï^'^^fft;

nous en tirons
d^ , ^o^-r, ^o;

• / ^^—^__, df ^T^doc p^/i +?1 ijâ'^"""1'"" '•-1'^^^^^^
_û^9_ _ ^sy y
d^=0' ^r-'-p^rî.--

En portant ces valeurs dans l'équation (y), n0 18, on obtu.iil

__<^F_ _ a ÀV ,
rfat/p ~11 l^"..+.l"a'"'(/p:•

puis, en intégrant deux fois cette équation, on trouve que la propos ,.s, ,.,,„..-
sentee par le système des trois équations p

^=a^+y^r++(^+^/« l+ÏBT(fi),

^'n^^^'^^^^
\/ï -4-ï ,___
——^——y 4.. ^ / 1 4,^ „/ ^p^

p?:̂ ;::S^̂ ^̂ ^̂
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42. L'équation
r s

1-4-^ pq

qui vient de nous servir d'exemple, et qui nous a donné pour intégrale première

^r+T2^/^),
pourrait être intégrée complètement par les méthodes habituelles. On peut, par
exemple, lui appliquer les formules d'Hâmilton. La présence de la fonction arbi-
traire/fr) n'empêche pas l'intégration. On trouve ainsï pour intégrale complète

( z — c ] 1 -4- {x — a)2 -=f(y),

a et b étant deux constantes arbitraires.
•Ce résultat étant connu, il est aisé d'y arriver très-simplement à posteriori. En

effet, l'équation d'une sphère quelconque
( z —cY-^- ( x — ^-4- ( y — by=.• r2

satisfait évidemment à l'équation différentielle proposée. Effectuons les calculs par
lesquels on le vérifie : nous sommes conduits à écrire les relations

( z — c} p •+• ( x — a ) == o,
[z — c ) g •4- ( y — b ) = o,

d'où
( z — c ) r ^ i •4-p2 == o,

( z — c)s + pq = o,
r _ s î

ï 4- p 1 pq ~ ' -s — c

Or, il est évident que dans tous ces calculs une fonction arbitraire dey eût joué
le même rôle que f y -— & ) 2 . En effectuant cette substitution, nous obtenons notre
intéû'rale complèteD 1 [ z - c Y ^ { x - a y - ^ f [ y } .

Nous en déduirons l'intégrale la plus générale, par la méthode de' Lagrange, en
regardant l 'une des constantes comme une fonction arbitraire de l'autre, et pre-
nant la dérivée par rapport à celle-ci.

Nous obtenons ainsi pour système intégral, en remplaçant/(y) par ^ / ( y ) pour
la, commodité des calculs postérieurs,

( z —• a Y + [ oc — 9 ( a} ]2 ̂  '\f{ y ),
z _, a -4- [ se — cp ( a )] 9 / ( tô ) == o.

Il, serait aisé, d'ailleurs, de montrer la concordance qui existe entre ce système
et le système précédemment obtenu.

43. La forme actuelle de ces équations met en évidence un autre mode de gé-
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nération des surfaces; c'est l'enveloppe décrite par uruî surface d(* révohitifm
constante de forme qui se déplace parallèlement à elle-ïïiénuï < le manière que son
centre décrive une courbe plane quelconque située dans un p lan pwp^ndicuhnr^
à l'axe de révolution.

Ce résultat est énoncé par Mon ge sous la forme suivîmic, dans le chapit.n* ( tu il
traite des surfaces dont les lignes de courbure de l ' i t ï î des syst^nws soûl parît i lèbs
à un plan donné :

c Si, sur un cylindre à base quelconque, et dont, In droiliî ^énérïilrircî .soU per-
pendiculaire au plan donné, on pousse une ïmmhire (S ' i i i i profil (jiiefaHiqiH* mais
constant et qui ceigne le cylindre parallèlement à sa hase, h surfî tes (h* a*tU*
moulure sera la surface générale demandée. »

44. Cherchons l'équation de la ligne ombilicale, l /équatimi diffîinmtieth de-
cette ligne est

/ _. s
ï '+g ï—p^ '

Pour obtenir son équation en quantités finies, difimmikms deux, ùw, pïir nipj»orî.
à x et àj, les équations du système intégral

Nous obtenons ainsi

( z - «)2 4- [x - 9 ( a)]3 ̂ . 2/^r),
z — a •+- [x — <p ( a ) ] ̂ f ( a ) -^ o.

( z — a ) p •+. [x — ç ( a )1] •-•.. :- o,
{ z - a ) q ^ f ' ( y ' ) ;

(z - a) r-h i ̂ /^ - [^ 4- ^ ( ^ ) J ̂  -,., ̂

(^ -• ^1) ,y -4. pq — [^ .4.,. y ' ( ̂  )] ̂  ,;., (,,

(^a)£+q^f^^^,^^,^^

tirons, des deux dernières de ces équations, la dificrence — / . , , ,..- ...i. ^ i^^...
la ,â o; nous. trouvons pour l'équation cherchée 1 '+ t pfi

rw^^q^^ 1 , ! ^ ! ____ .̂Iĵ ,-,,.,, E^"' ̂ f ( ̂  ) ̂1 1 1 . ' ' ' 1 1 1 + ^ ' ! ^:; . ' ^ ç ^
ou, en remplaçant ̂  par sa valeur.

^?-...,.„ ^ !

: 1 - , 1 ' ! ! 1 1 , 1 1 1 , ! , ^y^T^^'^
et effectuant les réductions,

! rr (r) ̂ 'ii [i + y ,̂-. (^ -«, ̂  ̂ ] ̂  ,̂ , ̂  ̂  ̂  ̂  ̂
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Remplaçons enfin dans cette équation/», </, (x — ip ) par leurs valeurs en fonc-
tion de a et de y :

i
p=^Ta')' ^

__/W^L±Ï2
<I V ' (a) ^7 '

V'aJ
_'y« .____ /Q ———— ...__.„„-_;;___—— «,^^7r

nous obtenons l'équation

( i+9T (^^-/ /2)=?'(%/T (.r+1);
cette équation, jointe à celles du système intégral, représente la ligne ombilicale.

' 45. Comme vérification, supposons que la courbe décrite sur le plan zoo, par la
trace de l'axe de la surface génératrice, soit un cercle; l'enveloppe est elle-même
de révolution; on a, dans ce cas,

[ 9 ( a] — pp 4- ( a — a)2 --= r\

a, (î, r étant des constantes; on en déduit

( i 4 ~ c p ^ ) 2

par conséquent, l'équation de la ligne ombilicale se réduit à

_(^rcr^i)/ 1"" --^^^^•/r-

Cette ligne se compose donc île parallèles de la surface.
46. Il était aisé de parvenir directement a ce résultat. D'abord, dans une sur-

face de révolution quelconque, si. un point est un ombilic, par une raison de
symétrie il en est de même tout le long du parallèle engendré par ce point. Donc,
s'il y a des lignes ombilicales, ce sont forcément des parallèles. Soient p le rayon
d'un parallèle, B. celui d'une section normale tangente à ce parallèle, IV celui, d'un
méridien à son point d'intersection avec le même parallèle, a' l'angle de la nor-
male à "la surface avec l'axe de révolution. On a , en vertu du théorème de
Meusnier,

p ."•= 'R s in a ;

le rapport des deux courbures principales est

li.^ ^ .
H'""""" lYsino;^
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donc, étant donné un profil quelconque, on peut le faire tourner autour (fou axe
situé dans son plan, en Féloignant de cet axe d-une quantité telle, que pour vxi
point pris à l'avance on ait

R . . P _ .
^""'IVsîna^ ï i

c'est-à-dire de façon que ce point décrive une ligne ombilicale.
En nous reportant au^cas que nous avons pris pour vérificatioïx, Féquatum du

profil dans le plan des zy est
(^(3-r)^^/(y)î

OD en déduit
p.== r4- \/V'"(.r)»

R/^.^^ri,•""'^r-.r2

- v/Tf
sin a == —^•—•=:=^r—ï :^.f+f'f.

d'où
î./r-.r r+^jw
ïf+f'1 7ïf"~

ou.
^Tff{i+f")

~ -2/y"-r7/^"'
ce qui est le résultat déjà trouvé.

47. Deuxième exemple. — Dans l'équatiou

ï ....r- (^ + y ) ± .4. ̂  ...,_L., ., (
i •+- p1 ' pq t -»- q^

faisons
X y

(i +j3')[pî + (i -|- gï")] "' f-^î^5[^+(I.^. //')! • •

il vient, après réductions,

[/?(? + (i+.Ç3)] y + (ç'--^),(,-[^ 4. (, .,,, ̂  )p . „

L'intégrale générale de cette équation, du second ordre r<-[»rcscii(.<;ca (KK- ft;is»<*
de surfaces susceptibles d'avoir des lignes oml)ili<;al(;s réciter toutcCoi.s. <wmw
les facteurs [pq + (i+^2)], [pq+ h+p1}} s'annulent pour dw v;il<.urs rcciffi,
âep et de q, il y aura lieu de faire une petite discussion.

L'équation des lignes de courbure, qui dans ce cas se réduit ;i

ip<!+^+q')dp'^(f-..p')dpdq-.(p<j+i^p^^,, ^
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se décompose dans les deux suivantes :

dp -4- dq •==. o,
^-^(î^-q'^^dp—^q-^ii-hp^^dq^o.

La première de ces deux équations donne, par deux intégrations, pour les en-
veloppées développables de l'un des systèmes,

puis
p + q == a,

- a x =-= cp ( z — a. y ).

Cette équation, pour chaque valeur de a, représente1 u'n cylindre dont les géné-
ratrices sont parallèles à une certaine droite située dans le plan bissecteur des
plans zoc et z y ; autrement dit, les enveloppées principales de l'un des systèmes
sont des cylindres parallèles à un même plan. Nous avons complètement étudié
ces surfaces.

Si l'on voulait achever le calcul avec le système actuel de coordonnées ei par
notre seconde méthode, il faudrait intégrer Féqnatiorî différentielle des envelop-
pées du deuxième système.

Pour cela, on peut prendre pour facteur d'infcégrabilité

b+(^</)T
et l'on trouve pour F intégra le

_,.._£.r:l.-..._ ==6.
[9.-^(p^qr-Y

-48. Troisième exemple. — Nous prendrons pour dernier exemple l 'équation

I -h- /^ 1 -f- (f

que l'on déduit de l'équation ( i j , n0 38, en y faisant A == •-.->/. Son intégration
nous avait été proposée par M. J.-A. Serret; c'est en cherchant à la trouver que
nous avons été conduit aux considérations qui précèdent- Quant à la tbrroatkm de
l'intégrale générale, nos efforts n'ont pas été suivis de succès; mais nous sommes
arrivés à démontrer que cette intégrale ne peut pas être mise sous forme f in ie .
C'est ce que nous allons établir le plus brièvement possible.

49. En séparant les deux, facteurs linéaires du premier mes'iibre de l 'équaiion
des enveloppées principales et en intégrant séparément les deux équations correR-

Àtiîiciîes scif'ïitffinïi/'s tîe i'.Kco'{c NWJH ûÏ<î supvrieurei. Torne HL '"7
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Pondantes, nous trouvons, pour. les équations différentielles du premier ordre
des enveloppées principales des deux systèmes,

-J^=±:̂ =.
^ï-4-/?2 V l - t - î 2

( ̂  ) (p -+- v'ï"^) (<z4- ^/7-+:T2) ̂ a '
P •t̂ 7"̂  — 6

(^ ^rî7- p'

a et ? étant des constantes arbitraires.
50. Appliquons la seconde méthode.
On tire des équations (a) et (&)

D == ' ,___• 9
r 9/s/a(3•^p

î:
s V a p '

puis
dp i, a (3 + i^=^^_ P.
dp _^ a(3j- i- a,
r fP-î ,pi

^ _ i a + ? g
^-4 ^ p>

^g __ ï <x4-|3
^——4^-^

^^ _ i a [3 — ï
^^-y

d^q _ î |3-— a
doLd^~~~ 8 "

a.?2

Portons ces valeurs dans l'équation

— ^F / ^P ^ ^P ^'\ ^ JF / ^P ^ it^ d^ jl1? \
°^Ja^['da îp ~~Jp 'da)^da \Jp <7o^ ~' Jp3Ï^j

d¥ f ̂ 1 ^^P _ ̂  dî ^1 \.
dÇi \doc. da. d^ dcx. da d ^ ) '

celle-ci devient, après réductions,

( c ] dîî -1 a ^ — x ) d_F _ ^ ^(a^—t) _ ^F _ ,
{ € t dad^ îp(ap-H)(a-4"(â)Ïa i a(a(â -+" ï)(û; + ?) d^ M 0'
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'51. Nous sommes conduits à intégrer cette équation linéaire, qui se trouve mise

sous la forme à laquelle h méthode de Laplace-est immédiatement applicable; puis,
quand F sera connue, rinlégrale cherchée sera représentée par le système des trois
équations

z = F ( a , ^ ) ^ p x 4-<^r,
//F dp dq

0 :•:,::• —— -4- .z" f -+-. y- ï
dv. d,a •' (Icc
d¥ dp ddf^ .......... ^_ _i .y, ___!__^ '-4-., i.' „ - , *
^(3 '"^ c / . ^ ' ^ ~d^

II est évident que les intégrales des équations ( c ) et —r— -=::—"—; sont en-

scmb'le de forme finie ou non finie.
52. Cherchons a appliquer la, méthode de Laphice à l'équation (c) ; il faut, en

reprent'mfc les notations des n01* 29 et suivants, faire dans cette équation

.2;-(j12— I)
ÏH • • . —• --....--,-.--..——.'--..-.— ,..-.....-..-.-—.-.-, ,<?^r(^y-4- î ) ( .y •4- y)

,/-....,...,.. .„„.„.„„.„.., ..,r(̂ r:2l..,.,.,̂
2,y(.yr-4- x ) ( . r -+7')

Ces v î i l ( î u r s ont entre1 elles deux relations trcs<"-î leInarqllah^es; on a

dm dn ^ . (<r21""": ''K^ """""' I)
/̂.r 1 1 ' 1 dy " " " " " " '' " 1 1 " 1 1 " 1 -2 ( ;rf -h i )' ( .y -(""1 j')2

53. (Jcs ï^'iations voni nous pcrmetire de trouver la loi de formation des termes
^i . ^a » - . » p-r.

J'écris le ia!)lcau df.^ valeurs (x^, m^., 4-- ^n faisant successivement r égal à i,
2, 3, on a

/ i d/n'^ / ^ ^yn
a, .̂:;., • 1 1 ' - - 1 1 1 1 3w^, m., "• ""••1- w -4- "- •1•7"•"- p <i :-::":-:• '•••-- ^-t'w — — • , -?' » • ^ ,̂̂ ^ ^^ ,̂,, j fl^ (fy

/. .•% dtn\ , / %^ ̂ -^ ::-,: -h 5 /^n, m. :- - ̂  3 m + ̂  ̂ ^ ^ =.. 4 /^ - -^- ̂  ^

/ ^ ''l r/m,"-, , o 3/î ^/'n,̂, .;-. ...4- 2 1 mn, m, ̂  - [brn 4- ̂  ̂ ;^ 4 =- ibm^- ̂  ̂ :-

Ces valeurs suiveni la loi de ibrmation exprimée par les formules

.̂ -:.:.: [4 r ( r — î ) —11 3] rnn,
r dmm—.. — ' A / ' — î ) m, "••-" -"• •]-,""^{ ' m. dy"

fi dm.
l,-...-z / • (a r -3 ) mn~r ^-^. ••

i-^
! '
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or, il est. facile de. démontrer que si ces formules ont lieu pour une valeur de r,
elles ont aussi lieu pour ( r+ i) : donc la loi est: générale.
. .Le nombre, des termes qui entrent dans la valeur de z est donc racine de
l'équation du second degré en r

ou
^r[r— i j — 3 = = = o ,

4r2 — 47 ' — 3=o;

mais les racines de cette équation sont | et — j. La, valeur de ̂  ne pouvant jaiims
s'annuler pour une valeur entière de r, il en résulte que Fintégrale de l'équation

r t
-^ ne peut pas être mise sous forme finie.î -{- p2 i 4-192 -—r—r^ uvlv "v^^ .^^^///c,^/MM/t/.

On peut néanmoins trouver une infinité d'intégrales avec cinq constantes arbi-
traires, et si l'on cherchait à déduire de l'une d'elles l'intégrale la plus générale
par la méthode de Lagrange, tous les efforts seraient infructueux : cela nous est
arrivé à nous-même. C'est seulement après iine foule de tâtornwmcnts de cette
nature que nous avons cherché à démontrer l'impossibilité de l'intégra lion.

5i. On trouve aisément que l'équation, {p + ̂ T^2) (q + ̂ T^^} = a ^
pour intégrale complète

(^) ^ ^ ( X - X ^ ^ (j.^j^+'^p (^-^)(^~.>o)::=0.

Cette équation est une solution de l'équation différentielle donnée. En effet,,
différentions deux, fois par rapport à x et par rapport à y, en posant, pour î.tbn^(^
%--+- T———.== w, on a

£X

on déduit de la

Zp -+-(^— ^o)"l-w(y—y"o):=o,

zq + y — ^ -i-m(^—^)=o,

^r-4-y?2 + ï ~= 0,
Z t: 4- f 4- î ,-= o ;

-—- =, _L_ .„. _ ï
p^ î —— g2 _^ ^ '-̂  —— ^T

ïi est facile d'ailleurs de voir que chacune des équations

, (p -{- vTTp^) (g + v'T^r^) -,, ^^
1 , 7^+^ï~^2=p(g^^/7"î"^}

.est une intégrale particulière du premier, ordre,, de l'équation ——— :::::: ...J,_.

.Donc toutes les surfaces développables représentées par1 l̂ dein P^mi1.̂
.,..ûon.»i.f«.tU. p,,,,̂ ; „ ,,„„ ̂ ,̂ ^ ,̂ ^ ;̂ ̂  ̂  ;, I.:,,';:,;;;;:,'.:



AUX DÉRÏVÉKS PARTIELLES D'V. SECOND ORDRE. 49

z pars -— ZQ, les coefficients par des constantes quelconques, les calculs de véri-
fication qui précèdent s'exécutent de la même manière, et l'équation

x'1 + r2 -4- -s3 -4- 2 axy -+- a bx -+-1 c'y -t- 2 rf-s + <? == o

est une intégrale avec cinq constantes de l'équation

i 4" p2 ï 4" <f

55. Nous al lons faire connaître un autre moyen d'arriver à cette intégrale,
parce que 'nous aurons occasion, chemin faisant, de montrer qu'un certain système
de deux équations simultanées aux dérivées partielles, de forme très-simpie, que
nous avons nous-mêmc rencontré plusieurs fois avec espoir de l'intégrer, n'a pas
de système intégral susceptible d'une forme finie, et que les moindres remarques
sur ce genre d'équations nous semblent bonnes à noter.

Nous avons vu qu'en chaque point des surfaces représentées par l'équation

ï ••+•• [^ ' ' i -+" (f••-9 on a
a(3 — ï:p_,^^,

^-^-^,
'^^

a et p ayant des valeurs déterminées pour ce point. Si on connaissait la forme
générale de a et de j3 en fonction de oo et de j, nous obtiendrions l'intégrale
générale cherchée par l 'sniégration simple

ï=,; j { p d x ' - ^ - q d y ) .

Nous formerons les équations qui doivent fournir a et (3 en écrivant que p et q
satisfont à l 'équation di'fïerentielle donnée et à la relation ̂ =^ on obtient
ainsi les deux équations

dcx. dof.
dy dy

p̂"1":̂ "";' 1""""" ^ 4- p ï

â^ d^
3Î _ _ dy^ ^

^"T'T w" "' "a'^r [3 "

L'intégration de ce système d'équations et celle de l'équation ^-—, "= ̂ "^ ̂
sorît donc au fond qu'une seule et même question. Donc l'impossibilité que nous
avons démontrée pour là dernière intégration a pareillement lieu pour la première.
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Une solution particulière de ces équations est

a === c,
(^+i)^+(^-+.(3)^^((^

c étant une constante et y une fonction arbitraire.
Prenons en particulier

a == c,
(a? + ï)^ — (a -<- (3)r == m? 4- r^

m et n étant des .constantes. On en tire

û _ ^ — cy — n

d'où
(̂  —— y. —— f^ 7

Posons

a(3 — i :

a-(3:

. ̂ ^ r̂il̂ l.4",r)̂ ' — c n ~ w
C.A. — J. — ĵ(, ' '~ »

Ï̂."" ̂ 2 + I )x 4- cw -+* ^
6"̂  — j- — m ' ' " " " " *

On a

et en intégrant,

ex — r = M, du = câ^ —- ̂ lt,
x — cy = (/, ^ == ̂  ̂ ., ç^^

— dz == ̂ ..ll̂ ,,̂ .̂ ",̂  ^ — ^) ̂
2\/~ c ̂ '̂̂ J '̂Z '̂

- ^ -{-j»==- --^= \/^^'n')71'^7-l''71wl),^/^,.

puis élevant au carré et remplaçant m et n par leurs valeurs,

• ^^^^^^^-(^-^.^(/n^^),.^^,,,^^^^

équation qui ne diffère que par la forme des constates de 1-équation

Z2 -+- ̂ -4-^ ̂  20^+2^ + 2(^4- 2^ .+. <- :::-. o.

.̂ L̂ x:::̂ ;:̂ ;̂:,,:'1::,;" -r1- o"•^c ll"i -"' '-""- ̂  ̂  „. „„ ̂ j:1^ ̂  r..:1,:;,';";;,;:̂
1 1 1 1 1 , 1 ^ ! ' '--JL^ -,. •ç

^ ^ i^p^'^ 1... i. »„.„, .„„.„ „. i. .^.^ ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  ̂
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étonnant; on sait, en effet, que la projection de cette ligne sert de passage entre
les projections des lignes de courbure de l'un des systèmes et celles des lignes de
courbure de l'autre.

57. Bien que nous ne puissions pas trouver l'intégrale générale de l'équation

r t
i H- jr i -4- g2

l'élude de cette équation, elle-même va -nous fournir une propriété remarquable
commune à toutes les surfaces qu'elle représente. On peut, en effet, mettre-cette
équation s,ous la forme

ûfarc tangp _ Jarc lang^
dx dy

Soient M un point de la surface, MX la, section par un plan parallèle au plan zx,
MY la section parallèle au plan zy, a, |3 les angles respectifs des tangentes à ces
courbes avec les axes ox et oy, p et ç ' les rayons de courbure de ces courbes,

on a
arc tangj? === a,
arc tang q == (3,

dx == ds cosc&,
d'y == ds' cosp*

La relation précédente peut donc être mise sous la forme

ou,, en vertu des relations

sous la forme

_da ̂  _ _^ê_
ds cosa ds1 cos (3T

^<x ^ I ^P — L
Ts'^^ dF^p^

çTtoscx. p'cosp
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d'où l'on déduit enfin
pcosa== p' cos(3.

Cette équation nous indique que les deux centres de courbure o ' el a " se pro-
jettent sur l'axe des z au même point N ^ : on déduit aisément de là. qin^ les sec-
tions normales tangentes à MX et MY ont même rayon de courbure; les Um^tmtcK
aux lignes de courbure sont donc les bissectrices des angles formés par les
droites MT, MF. Ainsi, toute surface représentée par l 'équation

i -t-/^ i -+• (f
jouit de celte propriété :

58. Si, en un point quelconque, on mène le plan tangent et deux p la m nmwcit^
cément parallèles à deux plans fixes, ceux-ci coupent le premier suivant deux droite
dont les angles sont bissectés par les tangentes aux deux 'lignas de courbure /wwit
par le point donné.

59. Cette propriété nous fournit un nouveau moyen d'obtenir une inU^ra le
complète de l'équation donnée. Cherchons, pour cela, l 'équation des cônes doul
les génératrices jouissent de cette propriété. I/équation ^érale des rôm*s qui
ont le sommet pour origine est

.=^o(£) :
W

l'équation du plan tangent suivant une génératrice représentée par

r— == a
x

est
-s = ( y —• a^ ) x 4" o 'y ;

les traces du plan tangent sur les plans zy et zx et la sénérairice ont rcspecti ve-
inent pour équations \

x- -=. r ^ —L-
o ï ~ 9' ( a ) 5

î_ . r^__z
1 • , ï ~ o " ^[a)—^^)'

î. — y z
, ! ï y. ' (p

Pourqae la génératrice soit bissectrice de l'angle de ces deux iram, -. ^loit s.ti.-
iaïre a 1 équation , 1 ( " IJ '

CC~+- ̂ ' ^^ ï ̂  ç?--t_,. ^^1

v 1 - ^ - ^ 3 \/'î -^7 ̂ "'" '̂"ïî'j2
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On a une solution en posant
i -i... <p2 — 2 a îpîp ' — a2 ==1 o ;

or, on peut la mettre sous la forme

et l'on obtient, en intégrant,

2<p(p -4- 2 CC _
7^-^=^

; 4_ ç>2 -^ ^2 ̂  ̂  ̂

ou, en remettant •^- à la place de a et 2- à la place de y,
< î̂* *3"

;̂ï 4_ y2 -4- ^2 — a ;n.yy ==: o.

Nous retombons ainsi sur Inéquation déjà trouvée.
60. La propriété qui vient de nous servir peut encore être énoncée d^une autre

manière qui a son intérêt.
I/équation

pcosa ^.^p^ cos(3

nous apprend que les centres de courbure des sections MX. et MY, respectivement
parallèles aux plans zx et zy, sont situés dans un même plan perpendiculaire à
l'axe des -s; donc :

61 . Dans toutes les surfaces dont il s'agit, si Von mène par un point M deux plans
respectivement parallèles à deux plans fixes, les cercles oscillateurs au point M'des
sections ainsi déterminées se coupent en un second point situé sur l'intersection des
deux plans.

Sous cette forme, nous apercevons immédiatement que les surfaces du second
ordre, admettant deux séries de sections circulaires parallèles, jouissent de cette
dernière propriété.

Dans les surfaces du second ordre, on sait que si l'on mène un plan sécant quel-
conque, puis un plan parallèle à celui-ci et tangent en M, les axes de la section
sont parallèles aux tangentes des lignes (le courbure qui passent par le point M;
nous pouvons donc énoncer ce théorème rencontré par Oïlivier dans ses re-
cherches :

62. Si, dans une surface du second ordre, on mène par le centre un plan quel-
conque, les axes de la section sont les bissectrices de l'angle formé par les traces du
plan sécant sur les plans des sections circulaires.

Tout ce qui précède ayant pour point de départ la recherche des ombilics, nous
avons supposé jusqu'ici que les plans zoo et zy sont rectangulaires; mais les trois
dernières propriétés n'exigent pas cette condition; elles sont complètement géné-
rales.
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