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ANNALES

SCIENTIFIQUES

DE

L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

SUR UNE CLASSE D'EQUATIONS

AUX

DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE,

Par M. E. STEPHAN,

ANCIEN ELEVE DE L'BGOLE NORMALE, AGREGE DES SCIENCES,
ASTRONOME ADJ/OINT A L'OBSERVATOIRE.

INTRODUCTION.

Dans ce qui suit, nous désignerons, selon 'usage, par z, y, = les trois coordon-
nées rectangulaires d’un point, z étant regardé comme fonction des variables indé-
pendantes z et y. Nous représenterons par p et g les premieres dérivées de z rela-
tives a et i y, par r, s, ¢ les dérivées secondes

d*z d*z d*z

Ce travail est divisé en deux Parties. Dans la premicre Partie, nous exposons deux
méthodes qui permettent de traiter d’une maniere compléte la question suivante :
Trouver [équation générale des surfaces définies par une propriété commune relative a
la direction du plan tangent le long d’une ligne de courbure quelconque’de Lun des
systemes.

L'une de ces mathodes n’exige que Vintégration d’une équation anx dérivées par-
tielles du premier ordre; mais elle sapplique seulement & un cas particulier, et

par conséquent n’est qu’accessoire.
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L’autre méthode, qui au contraire s’applique a tous les cas, conduit a I'intégra-
tion d’une équation linéaire de la forme

s+Pp+Qqg=o,

dans laquelle P et Q sont fonctions de @ et y seulement.

Cette forme se préte a I'application immédiate de la méthode que Laplace a ex-
posée dans les Memoires de I Académie de 1773 elle permet par conséquent de
trouver I'intégrale générale ou de s’assurer que cette intégrale ne peut pas étre
mise sous forme finie, en restant, toutefois, placé au point de vue de illustre

auteur.
Nous faisons voir que tous les groupes de surfaces ainsi définies apparticunent

3 la classe qui a pour équation différentielle
Rr+Ss+Tt=o,
R, S, T étant des fonctions de p et de ¢ satisfaisant a la relation
R(1+p?)+Spg +T(1+ ¢*)=o.

Nos méthodes nous permettent d'intégrer les équations de cette forme qui,
en général, ont une infinité d’ombilics réels formant des lignes ombilicales.

La seconde Partie est consacrée 4 I'examen spécial de quelques-unes de ees
équations.

PREMIERE PARTIE.

SI¥. — Surfaces enveloppes et surfaces enveloppées. Inveloppées princi-
pales; usage de ces derniéres.
1. Une équation
Flz,y,z,a)=0,
dans laquelle @ désigne un parametre variable ¢t F une fonction déterminée, re-
presente une infinité de surfaces qui correspondent respectivement aux différentes
valeurs de a; et Uon sait qu'il existe toujours une surface, roelle ou unaginaire,
appelée par Monge engeloppe des premieres, dont Péquation s’obtient en éliminant
a entre I'équation précédente et I'équation
d¥

——==o0.
da

Monge donne aux surfaces de la premizre équation le nom d’enveloppies.
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L’enveloppe touche chacune des enveloppées suivant une ligne représentée par
I"ensemble des équations précédentes; cette ligne est 'intersection de deux’ enve-
loppées consécutives, quand le parametre varie d’une maniére continue.

L’enveloppe peut étre considérée comme le lieu de toutes ces lignes de contact.

On concoit d’ailleurs que I'équation F = o peut avoir des formes tres-différentes
et conduire néanmoins & une méme enveloppe. Cest ainsi qu'une surface de révo-
fution peut étre envisagée comme enveloppant les cones droits circonscrits suivant
tes paralleles, ou les cylindres circonscrits suivant les méridiens, ete.

2. Si Iéquation donnée est

Flz,y,z,a,b)=o0,

¢’est-a-dire renferme deux parametres arbitraires @ et b, en éliminant ces deux
parametres entre cetle équation et les deux suivantes,

¥ dF

—— =0, —7—=—o0
da ’ ’

on obtient I'équation d’une surface qui peut étre considérée, ’un certain point de
vue, comme enveloppe des surfaces F = o. Sculement, chacune de ces surfaces
n’est touchée qu’en un sceul point par enveloppe.

Au licu de regarder les deux parambtres comme indépendants Pun de Pautre,
supposons que b soit une fonction arbitraire de . L’équation

Fla,y, z,a, 9 ()] =0
doit ¢étre traitée comme la premiere. A chaque forme de la fonction ¢ correspond
une enveloppe; on a done une infinité d’enveloppes quand o prend des formes dil-
férentes. Toutes ces surfaces ont un caractére commun, indépendant de la fonction
arbitraire, et 1ié & la nature des courbes suivant lesquelles chaque enveloppe est
touchée par ses différentes enveloppées. Clest pour cette raison que Monge donne
a la courbe représentée par Pensemble des équations
Flz,y,z,a,¢(a)] = o, ((/[—: =0,

le nom de caractéristiqgue.

Prenons, par exemple, équation générale des spheres de rayon constant, dont
le centre est situé dans un plan pris pour plan des 2y dans un systeme de coordon-
nées rectangulaires. Leur équation est

(@ —a) 4 [y — g (@) + 2 = o

L’enveloppe de ces surfaces est une surface canal dont la nature varie avee la

Annales scientifiques de U'Ecole Normale supérieure. Tome 1L 2



10 SUR UNE CLASSE D EQUATIONS

forme de la fonction ¢, mais qui, dans tous les cas, quelle que soit cette 1'()1‘1(:Liou.,
est totchée par chacune des spheres suivant un cercle (.lont Ic’ pllan est 'p(}l',lfcll(ll-
culaire au plan des zy; ce cercle, représenté par Iéquation précédente et équa—

tion du plan
z—a+[y—o(a)l¢(a)=o0,

est la caractéristique de la surface canal. Quelquefois la caractéristique est une
ligne de courbure, mais ce n’est pas un fait nécessaire.

3. Les méthodes d’intégration des équations aux dérivées particlles du premier
et du second ordre, données par Monge et par Ampere, ont pour base la considé-
ration et la recherche préalable des caractéristijues.

Toutefois, ces courbes ne sont pas les seules que on puisse employer dans les
questions de cette nature. Dans certains cas, il peut élre avantageux de considérer
une surface comme I'enveloppe des surfaces développables, appelées par Monge
enveloppées deéveloppables, qui sont formées par les interscctions successives des
plans tangents aux différents points de lignes quelconques (racées sur la surface.

Parmi ces enveloppées développables, celles qui sont circonserites le fong d'une
ligne de courbure jouissent de propriétés spéciales. La plus importante est que la
ligne de contact se trouve & la fois ligne de courbure de enveloppe et de Penve-
loppée. Il résulte de 1a que, si dans une question on connait la nature de ces enve-
loppées, il suffira, pour avoir 'enveloppe, de régler le mouvement des enveloppées
par la seule condition que chacune d’clles soit coupée par la suivante le long d'une
de ses propres lignes de courbure. Nous les appellerons pour cetle raison crvelop-
pees principales. Chaque surface a done deux systemes d’enveloppées principales.

4. Supposons que, dans un probleme, on etit en vue de trouver 'équation géné-
rale d’'un groupe de surfaces, et que par des considérations géométriques ou
autres on it arrivé a savoir que toutes les enveloppées principales d'un systeme
sont représentées par une équation F = o renfermant un certain nombre de para-
metres; on exprimerait, s'il était possible, tous ces parametres au moyen d’un seul
d’entre eux en assujettissant chaque enveloppée principale h couper Ia suivante le
long d'une de ses lignes de courbure, et alors on obtiendrait Péquation générale
cherchée par la méthode habituelle des enveloppes.

Au lieu de cela, dans ce qui suit, nous traitcrons les cas ol les enveloppees prin-
cipales sont définies seulement par une équation /(p, g, a) =0 entre les coeffi-
<l:)1ents du plan tangent p et ¢ et une constante « relative & chaque ligne de conr-

ure.

St cette relation est linéaire par rapport a p et a ¢, notre premiere méthode nous

A g s L
conduira & Pintégration d’une équation

aux  dérivées partielles du premier
ordre. Notre seconde méthode, applicable

a tous les cus, nous mettra en pré-
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sence d’une équation linéaire de la forme

s+Pp+Qg=o,

ot P, Q désignent des fonctions de «, y seulement.

L’application de ces méthodes exige donc la connaissance préalable de 1'équation
différentielle des enveloppées principales de I'un des systemes. Quelquefois cette
connaissance résulte immédiatement de la définition géométrique des surfaces
dont on veut I’équation générale. Dans tous les cas dont il est parlé dans I'Intro-
duction, les surfaces peuvent étre définies par une équation aux dérivées partielles
du second ordre de la forme indiquée au méme endroit,

Rr+8s+T¢t=o;

alors, I'examen de cette équation elle-méme conduit & I'équation différentielle des
enveloppées.

5. Supposons, par exemple, que 'on demande quelles sont les surfaces dont les
lignes de courbure de I'un des systtmes sont des cercles paralleles & un méme
plan.

L’enveloppée circonserite a 'une des surfaces suivant un de ces cercles est cou-
pée partout sous le méme angle par le plan du cercle; ¢’est done un cone de révo-
lution dont I'axe est perpendiculaire au plan donné. Or, pour que des cones droits
dont les axes sont paralltles se coupent successivement suivant des cercles, il faut
évidemment que le sommet déerive une perpendiculaire au plan. De la résulte que
les cercles ne peuvent pas étre pris arbitrairement quant a la position de leurs
centres. Ces centres doivent étre situés sur une méme droite perpendiculaire a leur
plan, et la surface cherchée est de révolution autour de cette droite. Iei, Pon aper-
coit immédiatement que I'équation différenticlle des enveloppées principales de
I'un des systemes est

L+ pr - gt =,

le plan fixe ¢tant pris pour plan des @y, et c’est & cette ¢quation que Uon applique-
rait les méthodes qui seront exposées plus bas, si le résultat n’était évident.

6. Supposons maintenant que les surfaces cherchées soient définies par une
équation aux dérivées partielles du second ordre.

Nous allons faire voir que, dans le cas ol nous nous supposons placés, cette
équation différentielle est nécessairement de la forme

Rr—+48s—+ Tt=x0,

R, S, T étant liés par la relation

Rt p*)+8Spg + T(1 + ¢*)== 0.
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Pour le démontrer, nous allons modifier la forme sous laquelle on prend habituel-
lement I'équation des lignes de courbure, qui est, comme on sait,

(A) dy*[(1+¢)s—pgt]+ dedy[(1+ ¢*)r— (1 +p*)t] — dx* [(1 =+ p?)s— pyr]==o.
Cette équation équivaut a Ja suivante :
(B) dp |dy + qdz) = dq(dz -+ pd3z).

Remplacons~y dz et dy par leurs valeurs en fonction des différenticlles totales dp

et dg, etder, s, 2: ona
dz = pdz + qdy,
dp=rdzx + sdy,
dg=sdz + tdy;

tirons de ces deux derniéres équations

. ——s(lq+t¢l£

du = Pt —
—sd .

dy = Np+,”/q;
rt — §*

en portant ces valeurs dans équation (B), mise au préalable sous fa forme
(pgdp — (x~+ p*)dglde = [pqdq — (x = ¢*)dp |dy

on obtient, apres réductions faites,
(Cy dg*[s(x=+p*)—rpql=dpdqlr(t+q)— t (x4 p* | —dp*|s(1 -+ ¢*) = Lpyg | e 0.

Cela étant, désignons par
Péquation aux dérivées partielles du second ordre d'un groupe de surfaces dont
tous les individus jouissent d’une propriété commune relative i la dircetion du
plan tangent le long d’'une ligne de courbure de I'un des systemes, ot stseeplible
d’étre traduite par une équation entre p, ¢ et une constante (qui partienlarise

chaque ligne de courbure. En un mot, supposons que tout le fong d'une ligne
de courbure p et ¢ soient liés par une relation de la forme

S q)=ua,

puis différentions cette équation en laissant a constant, ce qui donne un résoltat
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de la forme
dg dp
M N’
M et N étant des fonctions de p et de g. L’équation (C) des lignes de courbure doit

dtre vérifiée identiquement par la valeur du rapport £, tire de I'égalité préci—
dq

dente, et par tout systeme de valeurs de p, ¢, 7, s, ¢ satisfaisant & 'équation dif-
férentielle

F=o.
, . . . e dp ) e
Réciproquement, si on élimine q entre 'équation
dg _ dp
M~ N

et équation (C), on doit retrouver I'équation différentielle donnée
I =o.
Celle-ci est donc de la forme
(D) #[(1 + g*)MN — pgM2] + s[(1 ~+ p*)M? — (1 + ¢*)N?] — £[(1 + p*)MN — pgN:| = o,
ou plus simplement de la forme
Rr+8s-+Tt=o,
R, S, T étant liés par la relation
R(1 -+ p?) 4+ Spg -+ T(1 -+ ¢q*) =o.

Si une pareille ¢quation nous est donnée, nous poserons

i 2R
T S YS —4RT
équation, qui est aux différentielles ordinaives, nous obtiendrons I'équation diffé-
rentielle des enveloppées principales

F(p, q, a)=o.

M, feral o in ,
lerapport N élant égal & » el en ntégrant cetle

Si F est linéaire par rapport & p et ¢, nous appliquerons notre premicre mé-—
thode, qui consiste i intégrer celte équation, puis a chercher 'enveloppe des sur-
faces représentées par intégrale générale, en regardant @ comme un parametre
variable, et exprimant que deux enveloppées successives se coupent suivant une
de leurs propres lignes de courbure.

7. Comme cas particulier, faisons

Annales scientifiques de U Lcole Normale supéricure. Tome I1L
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L’équation donnée devient, aprés réductions,

r—t S

P P
et celle des enveloppées principales,

dq __ dp.
g P

Cette derniere s'integre immédiatement et donne p = 2¢, = ¢lant une constante
arbitraire.

Telle est 'équation des enveloppées principales. On peut dailleurs obtenir aisé-
ment, dans ce cas, leur équation en termes finls; c’est

y 4oz =0(5).

Seulement, nous devous considérer ¢ comme contenant z d’une maniere quel-
conque.

Nous savons maintenant que les enveloppées principales sont des eylindres dont
les génératrices sont paralleles au plan @y. Réciproquement, tout cylindre de
cette espece circonscrit & la surface la touche suivant une ligne de courbure carac-
térisée par une valeur particulitre de o qui demeure la méme tout le long de
cette ligne.

Reste & déterminer la nature de la fonction ¢, de maniere que deux enveloppées
successives se coupent suivant une ligne de courbure, ce qui est facile dans le
cas actuel.

8. Nous remarquerons, en effet, que les lignes de courbure d'un eylindre sont
les génératrices et les sections droites. Ici, les génératrices étant paralleles au
plan des @y, les plans des sections droites ont des traces perpendiculaires aux
projections des génératrices sur le plan des ay, et ¢’est sur ces traces que se pro-
jettent les tangentes aux sections droites. Il nous suffit done ’éerire, en dési-
gnant par :% le coefticient angulaire de la projection d’une de ces tangentes, que
Pon a I'égalité

dy

"Z; o == 1.
9. Pour avoir ce coefficient nous différentions les deux équations

}"—i—ax:(P(z, a)’
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ce qui donne

d’otr, en éliminant dz,
do d*o
dy dz ~ “duadz
dz — dio '
dads

Puis, portant cette valeur dans I'équation

nous obtenons, pour déterminer ¢, I'équation

d*o

do
dodz

’):;E..

(1 -+«

Cette équation peut étre intégrée, une premiere fois, comme si elle était aux
différentielles ordinaires. On peut, en effet, la mettre sous la forme

d (do

=) .

"""" do 14+
dz

Chaque membre est une dérivée exacte; on a done, en égalant les intégrales et
remplacant la constante par une fonction arbitraire de z, parce que cette variable
st considérée comme constante pendant Uintégration,

(ICP Y. —
((72) -v—-l(a)\/l—i‘*d.

En intégrant de nouveau, mais en remplacant cette fois la constante par unc
fonction de o, on obtient définitivement pour la valeur la plus générale de ¢

v =T + o / F(z)ds + ()
ou plus simplement
gV o f(3) + (@),

J ety étant des fonctions arbitraires.
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Ainsi, Uintégrale générale de I'équation
r—1t s
PrP—q¢ pq

est représentée par I'ensemble des deux équations

y—!—ax:\/! + ot fz)+ (),

7= e f(3) + (),
VI + !

dont la seconde est la dérivée de la premiére par rapport i «.

10. 1l est aisé de vérifier que le systtme de ces deux équations constitue bien
une intégrale de I'équation donnée. On a, en effet, en différentiant la premitre
successivement par rapport & x et par rapport & y,

og::\/r—}-a’f’(z)p,

t=vyi1-+a'f'(2)¢,

et en divisant ces dernitres membre 3 membre,

p sy dq-
Différentions actuellement celle-ci par rapport a x, puis par rapport i v, nous
obtenons
do
P—as= q zl—;,
S—at=yq @ 3
LY ) M dy,
d’ol1 I'on tire :
da

r—as __dz
s—at” da
dy
Or, la seconde des équations intégrales donne

o

v T
dz — 1 L T 7
f(z) 3+ 4 (a)  flz) 5+ 7 (z)
(1 +a)? (1a2)?
d ey o
f{i‘_ —VI-l-zx‘f (2)¢ TiE®
dy — =
fla)—— + 0" (a)  f(3) : U ()
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On a donc
r— oS — 1
- = —
s — ol o
(1’0[‘1

a(r—t)=(a*—1)s,

ou, en remplagant & par sa valeur ga
r—1f s
PP—q Py

11. Nous pourrons suivre une marche analogue & la précédente toutes les fois
que I'intégrale générale de I'équation différentielle des enveloppées principales de
I'un des systemes

Sfp,g,a)=o0

se composera d’une équation unique
Flz,y, 2, a ¢(u,a)] =o,

dans laquelle ¢ désigne une fonction arbitraire renfermant u et @ d’une maniere
quelconque et » une fonction connue de «, y, z, a. Or cela a lieu seulement quand
la fonction fest linéaire par rapport a p et ¢. Soit don¢

(r) p=aq + f(a) [f est une fonction donnée |
I’équation différentielle des enveloppées principales; son intégrale générale est
y+ax=gla,[z2— zf(a)) z

Nous allons chercher quelle forme doit avoir ¢ pour que, @ venant i varier, chaque
surface représentée par cette équation coupe la suivante suivant une de ses propres
lignes de courbure; alors cette équation, jointe & sa dérivée par rapport a a, re-
présentera 'ensemble de toutes les surfaces dont les enveloppées principales sont
définies par I'équation (1). Posons

z — zf(a) = u;
les équations du systeme intégral prendront la forme
(2) y4ar=9(au),

_dy _dy .,
(3) %=t — (l—,—‘f (a) 2.
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De ces deux équations on tire

a+ fla)
pP= dcp
du
1
q E
du
Actuellement, dans I'équation des lignes de courbure
(4) dz[(1+ p*)dg — pgdp] = dy[(1 + ¢*) dp — pq dq],

d
on doit porter les valeurs précédentes de p et ¢, puis substituer a —/{-;, == les valeurs

que prennent ces rapports en fonction de «, a, z, tout le long d’une méme ligne
de courbure. Nous obtiendrons ces dernieres valeurs en différentiant les équa—
tions (1), (2), (3), comme si a était une constante. En opérant ainsi, on trouve

ap _
dg—
do d ‘9 d*y
L [”f ) T (/zz(/,z][ —fla)]
dr — d*o e

- , tr— St o—— -
zf'(a) du? (ladu

d9 4, ) B8 P9 ]
:_[I_i—ng (a](lu [ e (lu‘i~ dadu_ “

" (/ dg d*q
zf'(a) du' ~ dadu

dy
puis, en substituant dans I'équation (4 ), et remplacant  par - - '//”A ,
dy .,
-+ (/2_/ “
do d'g dio do ,, § - do T/ de ‘
f’(“)%'z{‘u', - c—[a_dz;[ + g&f (“)];[J + @+ fa)] + [‘r “+- (h{:‘/’(a)l (:I;: « ,/'!u,)) 0.

12. Telle est I'équation du second ordre qui fera connaitre la forme de %5 sioon
Iécrit sous la forme

dc? /" T d* , do
2 a—fla) [ % pia J_.‘P_.h'/(,”‘_i‘_.a“

_ da du da duw?
1+ at + f*a) l’ ’

-

g

on apergoit immédiatement que chaque membre est une dérivée exacte par rapport
8 u; on est ainsi ramené & I'équation du premier ordre '
d

(5) a9 —fla).u da i
t+at - fa) T Tdy -+ F(a),
v+ @)

dans laquelle F désigne une fonction arbitraire.
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13. Si nous faisons f(a) = o dans I’équation (1), nous retombons sur 'exemple
traité au n° 7. u se réduit & =z, et 'équation (5) a

dp _ _ag

da 1 +“2+F(a):o.

En appliquant & cette équation les formules connues pour P'intégration des équa-
tions linéaires & deux variables et remplacant la constante arbitraire par une fone-
tion arbitraire de z, on trouve

o= Vi+ al(z) + I (a),
et pour équation intégrale
¥y -+ ax =1+ @(z) + F(a),

qui ne differe pas de celle que nous avons déja trouvée au n® 9.

§ II.—LEquation linéaire & laquelle conduit U'emploi des dewx systémes
d’enveloppées principales.

14. Dans la méthode précédente, applicable seulement au cas ot I'équation dif-
férentielle des enveloppées principales de 'un des systémes est linéaire par rapport
a p et ¢, nous n’avons pas fait usage des enveloppées de I'autre systeme. Nous
allons maintenant montrer comment, en employant les équations des deux systemes,
on est dans tous les cas conduit & intégrer une ¢quation de la forme

s+Pp+Qq-=o,

dans laquelle P et Q sont des fonctions de x ¢t de y seulement.

15. Toute surface S, quelle que soit sa nature, peut étre d'une infinité de ma-
nieres considérée comme I'enveloppe d’un plan variable dont les cocfficients sont
des fonctions convenables de deux constantes arbitraires. Soit

=T (a,b)+zv(a,bh) +yf(«,b)

Péquation de ce plan. Si Pon y laisse constante 'une des deux quantités a ou b,
a, par exemple, tous les plans représentés par I’équation qui résulte de cette hypo-
these enveloppent une certaine surface développable qui touche la surface S sui-
vant une ligne [; si T'on donne & @ une valeur différente, on a une autre
surface développable touchant la surface S le long d’une nouvelle ligne 2 diffé-
rente de la premiere. On obtient ainsi une premiere série de surfaces développa—
bles enveloppées par S et que nous appellerons les surfaces (@), parce que leur
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équation générale contient ce paramétre; ou, pour étre plus explicite, puarce que
chacune de ces surfaces est complétement déterminée quand on donne & « une
valeur particuliere.

Dé méme, nous aurons une autre série de surfaces (ue nous nommerons les
surfaces (6). '

Ainsi, la surface S peut, de deux manitres différentes, du point de vue auquel
nous nous sommes placés, étre considérée comme enveloppie par des surfaces
développables.

16. Un point quelconque P de la surface S esl représenté par Vensemble des

trois équations ‘ ;
z="F(a, b)+ x'ﬂl(q, by yf(a, b),

_dr dy df
O—EE x% v ;l—{(’

d¥  do  df
TG YAy

0 =

el I'on aura I'équation de la surface S en éliminant @ ¢t & entre ces trois der-
niéres équations.

Les lignes de contact (@) et (b) sont respectivement représentées par les deus
groupes suivants :

z=F(a,b)+zxo(a, b))+ yfla, b},
db a6 VA’
(z=T(a, b) +x0(a,b)+y/la, b
) o= pde 4
da da da
Le point P est a Vintersection des deux lignes appartenant Mune au systeme (o,
Pautre au systeme (B). Pour toute surface, on peut choisic d'une infinite de
maniéres ces deux systemes de lignes,

Nous allons chercher quelle est la relation i laquelle doivent satisfaive les
trci?‘ fonctions F, ¢, fpour que, en chaque point P, une des deux géneratrices
vectilignes qui y passent soit tangente & la ligne de contaet appartenant & o
surface de V'autre systeme. Nous allons exprimer, par exemple, que la ligne de
contact de la surface (a) est tangente b la génératrice de la snrface (). V
‘ 17. La tangente 3 la surface (@) étant déja située dans plan tangent i by sur-
face S, aussi bien que la génératrice (5), il suffit dexprimer gue les projections
dfe ces d.eux droites sur le plan ay sont paralliles, ¢ est-idive d'¢erire e les
différentielles dw et dy le long de la ligne de contact satisfont i lx relation

—dg afr
= Ta dz ~+ da dy-
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Différentions les secondes équations des groupes (), (8), en laissant constant le
parametre a. Nous obtenons

( d*F d*9 d:f
T \Tadb T F T Y dadh
0:(’(121’ d*o d*f

‘W -+ T 5 C/bz +7 112> Ib+ /{ (]7;._'_ f([}_.

)db—u— % e +"fd

Pour que dx et dy satisfassent & la premiere des deux relations précédentes, il
faut et il suffit que l'on ait

d*F o d*e , dif
dadb - (la(/l) TV dadb

18. Nous remarquons que si nous eussions voulu exprimer que la ligne de
contact (b) est tangente a la génératrice d’'une surface (a), nous eussions été
conduits & la méme ¢équation. Done, quand la ligne de contact d’une surface de
I'un des systemes est tangente a une génératrice de Pautre systeme, Uinverse a lfieu
pareillement; ou, en d’autres termes, les génératrices de chacune des deux sur-
faces développables (@) et (b) sont & la fois tangentes & la ligne de contact de
autre surface développable avee la surface S. Nous transformerons Péquation de
condition qui précede, en y mettant & la place de o et de y lenrs valeurs tirées des
secondes équations des systemes (a), (f2).

Nous obtenons ainsi

d*F (dodf dodf dig (dfdY df dF drf (d¥dy  d¥ dg\
N e\ A G- ww e E - E )

19. Cette équation laisse indéterminées deux des trois fonctions I, ¢, /. Mais
si nous prenons pour nos surfaces (a) et (b) les enveloppées principales de la
surface S, il n’en est plus ainsi : les fonctions /et ¢ sont lices par une équation
que nous obtiendrons en éerivant que les génératrices des deux surfaces (o), (3)
se coupent b angle droit.

Cette équation est

df df Py <(/, vdf dedf\ dy (/ca_0
da db -+ db da

(9) (1-+ ’?2)7(—1 db + 0+ (/(t db

Pour la former immédiatement, il suffit de considérer les équations

z r o z

df — T de (l/ _ 7 do’

b db b 71T
P

I/ / n dy *—(/—/_‘T

da (l(l " da” A da

Annales scientifiques de I Ecole Normale supérieure. 'Tome 1. /|
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qui représentent respectivement des droites menées par l'origine flcs (:(toxl'(lnnm‘(:s
parallelement aux deux génératrices et d’exprimer la perpendicularit¢ de ces
droites.

Remarquons que la premiere de ces deux équations est du deuxieme ordre,
mais linéaire par rapport i chacune des trois fonctions F, ¢,/ Elle est meme

de la forme trés-particuliére
s+Pp+Qg=o,

P et Q étant fonctions seulement des deux variables indépendantes.
20. Si donc ¢ et fsont données par deux équations de la forme

b(fsa)=o,
d(‘((f”.f’ [)):07

et satisfont & 'équation (&), on obtiendra F par une équation linéaire du second
ordre ne contenant pas les dérivées extrémes de cet ordre.

Si I'on connait seulement I'¢quation différenticlle de T'an des systémes d'enve-
loppées principales, on déterminera I'équation des enveloppées principales du se-
cond systeme par I'équation du premier ordre

ZdFdf . (dedf dodf oy dy
(‘+°P)(7a7/;“f“’(2172%"‘715712)+('"*‘-/")'i/u';’//; 03

et I'on retombera alors sur le cas précédent, ol les équations

Y=o,
(.I/, =20,

sont données.

Il suffira d’ailleurs de prendre unc intégrale avee une seule eonstante arbi-
traire. On connaitra donc ¢, f, F en fonction de « et b, F renfermant dans son
expression deux fonctions arbitraires. On portera ces valeurs dans I'équation

z=F(a,b)+xqg(a,b)~+yfla,b)
puis on éliminera les deux paramitres entre celte équation et les deux équations
dérivées
_dF " dy df

T s A
da da +‘Vzla,7
dr dy df
[ R e I /RN S O PR T A
b " Cay Y
Les deux\ fonctions ¢ et fne sont autre chose que les dérivees particlles de @ pa
rappor : ¥ : e e
b I}’)Ptortua x et d y dans Uéquation de la surface S, dérivies que nous désignons
abi 8 ] e e
uellement par p et ¢. Nous n’avons fait qu’un changement de variables en
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exprimant ces coefficients différentiels au moyen de a et b, au lieu de les exprimer
au moyen de x et de y.

21. Quand on connait I'équation différentielle des enveloppées principales de
Uun des systemes
$(p, g a)=o,

il n’est pas nécessaire, pour trouver 'autre, de recourir i I'équation (¢'). En eftet,
de I"équation précédente nous tirons

d?'
. ‘ dg .
en désignant par « le rapport — an° Portons ces valeurs de 7 et de ¢ dans P'équa-
ap
tion différentielle des lignes de courbure. Elle devient
[a(t + fﬂ) — pqldp* + (1 + p* — a(1 + ¢*)ldpdq + [«*pg — «(1 -+ p*)]dg* = o.
L.e premier membre se décompose en deux facteurs
dp — adg,
[ee(r + ¢*) — pqldp +[1 + p* — apqldq,
qui correspondent respectivement aux enveloppées principales des deux systemes.
22. Reprenons exemple déja traité :
r—1 s
P 1
Nous avons trouvé, pour équation différentielle des enveloppées principales de

'un des systemes,
P = aq,

c’est-b-dire, avee la notation que nous avons employée en dernier lieu,

¢ = af.

On déduit de cette derniere équation, en la différentiant successivement par rap-
port & & et par rapport a y,

da ™~ da’
dy _ df
ab = dn

Portons ces valeurs de ¢, ?;Z—, (7%, dans V'équation différentielle qui lie ¢ et f. Cette

4.
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équation devient

df d ai f df df
(1+af?) a’fc—z’{— o [<f+“ dg bt d({ :I{} (1 ’(/ o d«) “n

ou. en effacant les termes qui se détruisent,

df a’f
(r+a) 7, da db “/ (II

= 0.

Le premier membre de cette équation se décompose en deux factenrs,

ar U
ap o (@ Gt

le second facteur, égalé i zéro, nous donne, pour déterminer /, I'équation

i ,
(1 + a*) ;(/(-/[ ~+ af=o0,

qui peut étre intégrée immédiatement.
On obtient ainsi

ya Vit @ == b

[il ne serait pas plus généml de mettre ¢ (b)].

On a donce
b
SIS eIy
\/r -}
. ab
VI “
Ces valeurs vont nous servir pour déterminer F: on en déduit en effet
df ab df 1
-5 — T m——— T e
da (14 a");‘ db Vi at’
do b dry 1%
_—_t—_ = T e
da (I+a2)2 db ‘/, v
(l‘f a ([z,? [
dadb™ = T8 gaap T TRl
(i b

En portant ces valeurs dans I’équation

d*F (dcp df dg df> d¥ /do d* ay? , C
T\ o — L L2 (dy dif df d'g d¥ (df diy  dy deof
dadb \da db  db da da (db dadb ™ dbdadb) T (;/a deedb ™ Ta dedi )
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on obtient, apres réductions,
d*F dF o
dadb da

On tire de la, en intégrant deux fois,
F:bf:p(a)da—i—q;(b).

Désiguonsfcp (a)da par f(a); nous aurons, pour représenter l'intégrale de
I’équation proposée, le systtme des trois équations

ab b
Z—bf(a)+¢(b)+7:_;_,”+m%

o=f"(a) + —— — L,

3

El E
(1+a*)  (1+ &)

. ax ha
=f(a)+d'(b) + e + ———
o=/f(a) vi(P) \/I-i—a" \/I+a'“‘

23. Il est ais¢ de vérifier que ce systtme de trois équations est équivalent au
systeme des deux équations précédemment trouvées

y+ar=yi-+af(z)+ {(a),

En effet, on tire de la troisieme

— Y (b) = f(a)

I
Viea  Ji+a

D’autre part, la premiére égquation peut étre éerite de la maniére suivante :

z:_‘q;(l))—&—l)[f(a o s+ = ]

) e e et
Vi-a Vi+a
on a done

z==y(b)— b{’()),

et, par conséquent,
b=10® (z),

le signe ¢ désignant une fonction complétement arbitraire. La troisieme équation
peut donc étre mise sous la forme

y o+ 4w = TTE ()] +dfads

puis, en multipliant la troisieme équation par a et I'ajoutant membre 4 membre
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avec la seconde, on obtient

o= af(a)+ (1+ @) f'(a) + ay'(b) + & Y1+ a
ou

a f(Z) _ a

=+ — -
“ Vi+a 1+ a* Vi+ @

Cette dernidre équation, jointe & I’équation
y+ax =1+ & f(z)+ $i(a),

constitue précisément le systeme déja obtenu.

4

24. Prenons maintenant le second facteur Zz» que nous avons laissé de coté: en

I’égalant & zéro, on trouve
S =zla),

et on en déduit par I'équation ¢ = af, n° 22,
o =uay(a).

L’équation (y), qui donne F, est identiquement satisfaite; on peut done prendre
pour F une fonction entierement arbitraire de @ et de £, mais P'une des équations
dérivées se réduisant ici a
o= 2L,

db

b est fonction de a, et il n’est pas moins général de poser

F=w(a).
Par conséquent, la valeur de z est

z=w(a) -+ xay(a)+yyla)
Il faut joindre & cette équation sa dérivée par rapport i «,
o=w'(a)+zlay (a) + y(a)] + ) /()

puis éliminer « entre ces deux équations; mais la fonction 7 w'est pas arbiteaire.
Cherchons, en effet, & vérifier Péquation différentielle donnéc.
On a toujours

d’ol p=caq

da
r—as _dx
s—at  da’

(_[;.
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Pour qu’on retrouvat I’équation donnée, il faudrait que Ion eut

da
dz 1
da— —a
o
or
da
dzr __ y(a) + ay'(a)
da™  y{a)
&

On doit donc avoir

wla)+ay'(a) 1
Vi) T«
ou

ay(a)~+ (@ +1)y (a)=o,

. . \ . ) 4 . . .
ce qui exige que y (@) soit de la forme ——==» ¢ étant une constante. Ainsi, Je
\/a’ —+1
df

facteur -7 correspond & une intégrale particuliere; ¢’est ce qui aura lieu toutes les

fois ou I'on trouvera que 'une des variables a, b n’entre pas dans les fonctions
Jetg.

25. Nous avons dit que, 'équation différentielle des enveloppées principales d’un
des systemes étant connue, 'équation générale des lignes de courbure peut tou-
jours fournir, par une simple division, I'équation des enveloppées du second sys-

N . , . r—
teme. Si de Péquation ———;
Py

I’équation des lignes de courbure, celle-ci prend la forme

S .
= — on tire la valeur de s pour la porter dans
r4 '

2 ])2 - (I'I _— f—
dg* + T X dpdq — dp* = o.

- , . ) . dq
Cette équation fournit deux valeurs de 7/—,-1):

dg_ g9 o d9__»
p=p " BT g

qui correspondent aux enveloppées principales des deux systemes. La premitre de
ces ¢qualions donne
p==aq,
la deuxieme
P gt= b;
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on en déduit

b
1=rxa

. ab_.
P=Tita

C’est ce que nous avons déja trouve.
926. Nous remarquerons encore, a 'occasion de I'équation

r—t s

que c’est I'équation différentielle représentant toutes les surfaces dont les lignes
de courbure de I'un des systémes sont paralleles au plan des xy.

Ce qui précede nous apprend que celles du second systeme sont planes comme
les premiéres, mais non paralleles entre clles. Leurs plans sont paralleles o une
méme droite perpendiculaire au plan des premitres. Nous aurons hientot occusion
de retrouver cette catégorie de surfaces. Leur intégrale se présentera it nous sous
une autre forme qui mettra en évidence un mode de génération tris=simple deja
indiqué par Monge.

§ HI. — Formules de Monge pour les surfuces réciproques. héthode e
Laplace pour Uintégration des équations awx dérivées purticlles -
néaires.

27. Dans certains cas, il y a avantage 4 abandonner les variables indéependantes
a et b, et a considérer F comme fonction de ¢ et de /2 On retombe alors sur Laome
thode de Monge pour les surfaces réciproques. Nous allons éerive e que devient
Uéquation qui fait connaitre F. On a
dE _dF dy  d¥ df
da ™ dg da " df " dd’
dF _dF dy dV df
db " dy db " df " db’
o= e g G M (A e )y
dadb — d¢* da db " dydf \db da " db da) s da db
d¥ dig d¥ S
o e
dg dadb ™ 7" dedb
On déduit de ces trois équations

AV _df ¥ ¥ (df dy df b
da db  db da ™ dg \da db = deo da l?

dF dy dF do  dF <ﬂ dy df dy

da db "~ db da T df \da db " db ida ) '
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Remplacons, dans P’équation du n° 18, les quantités qui figurent aux premiers
membres des deux derniéres équations par les seconds membres des mémes équa-

. . "df do df d
tions; nous obtenons, par la suppression du facteur commun (—f do & 29

da db db " da,

af e dF &) dF
dadb  dadb do  dadb df T

ou enfin
d°F dy do T (dfde  dedfy  d'F df df
der da db T dodf \da db T da db) T AfF dadb T
. dw (l.,J df df ) Tanne o " . '
En remplagant ~=, =%, -, -7 par leurs valeurs en fonction de ¢ et de /, nous

aurons encore, pour déterminer F, une ¢quation linéaire du second ordre.

28. Nous avons mentionné cette derniere forme d’équation parce qu’elle peut
quelquefois conduire & une forme tres-simple. Nous citerons, par exemple, le cas
ou l'on a

df do  df dg
da" @b T db da T
auquel cas cette équation devient

d'F do do AT df df
;7({»‘2 ’ -(72‘ db (4/‘2 da b o

L.a méme hypothese, introduite dans équation qui lie / ¢t ¢, donne

(/(p do drodr
(r+77) da " d (8" o dh ™

En divisant membre a2 membre les deux dernieres équations, on obtient

A (/ I
e e

Nous aurons a revenir sur cette ¢quation.

Dans la plupart des cas, ¢’est Uéquation du n® 18 qu’il faut emplover, parce
qu’on lui applique immédiatement la méthode de Laplace.

Nous croyons devoir rappeler en quelques mots en quoi consiste cette méthode,
publiée dans les Mémoires de I Académie des Sciences de 1793,

29. Etant donnée une équation lindaire de la forme

Ar-+Bs+Cl+Dp+-Eq -+ Fz-+ G=o,

A, B,G D, E, F, G étant fonctions de @ ety sculement, Laplace commence par la
transformer en ung autre parcillement linéaire et ne contenant que s,

§A=-mp ~ ng 4 (z £ =0
Annales scientifiques de LEicole Normale supéricure. ‘Tome I
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Pour cela, il prend deux nouvelles variables indépendantes 2 et 3, et pose, comime

nous avons fait tout a 'heure,
_ds da _dz df§
P=Ta dz " A dx
o ds de dz df
e dy AR dy
d*z [da\? diz da dB  diz fi@)z_}.. i/':« 4/_7 ‘ dz t/";"‘{j
h??) ’ dz dz T dB \dz ) T do it dp i
d*z da da ds (dpda  dpda\ d'z dpdfE iz dio o diod .
= e dx dr - d;z?lT@ (?/7 dz " dx ?/7) dBr da oy da dady LS dady
dis(doy | bz da dB 4 (B, dz iz ds 5
< ) zilc/.clﬁ dy dy  dBr\dy do dyt " ds oy

.. , - o’ o .
puis il détermine ces quantités de fagon que les coefticients de e el g moient
nuls dans 'équation transformée, c’est-i-dive par les deux équations anx derivees

partielles du premier ordre,

A <Q>2 -+ B‘L{E' da 40 "/) o,

dx dx dy Udy
dp\: dp dp fdE
ou B v
da _ —B-+ B — {AC dn
= D —— 7/',) s
dB _ —B—yBi— 4ACdp
dx ~ 2 A ,(y: y

Quand ces deux derniéres peuvent étre intégrées, I'équation

Ar+Bs-+Ct- ..o

prend la forme
S mp +ng 4z - (o,

30. Nous remarquerons dailleurs que Uon peut supprimer ¢ sans nuire a la
gener:f\hte de la méthode, pourvu que on connaisse une solution partienlivree z,,
ce qui généralement est trés—facile. On posera en effet

E R T
et comme z, satisfait & la relation

S+ mp - nq -+ 1z, 4t =0,

a détermina *daati : inda
u sera déterminé par 'équation sans terme indépendant
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31. On sait que dans la composition de U'intégrale de cette équation doivent

figurer deux fonctions arbitraires, I'une portant sur & et I'autre sur ¥ seulement.

Laplace démontre que cette intégrale, si elle existe, est linéaire par rapport a

'une de ces deux fonctions arbitraires et & ses dérivées successives. (est-a-dire
qu’elle est de la forme

z=R 4+ Ag(2)+ Ao (2)+ A" (&) ...,
ou
z=8 + Bd(y) -+ BV (»)-+ B (1) +. ..,

R, A, A,, A,,..., dans la premitre, ou S, B, B,, B,,..., dans la seconde, renfer—
-mant d'une certaine facon celle des deux variables qui ne figure pas explicitement
dans I'expression de z.

32. Laplace commence par donner des regles qui permettent de déterminer
’avance le nombre des termes dont se compose cette expression. 1l pose

Im
My == o e — TN
- dx ’
du.,
dy
My == M — ey
[
Ao
y dn
ly= 0+ mn — n =~ + ——,
o
{ dm, m,r
D P . T
[ ! dx '
En général,
U == dm,. nm
r =l T — [
[y dx ki
dy.
dy
M = My = ..L,
phr
d,
dy dn
b= pr =My — 1 A =
{or dy
dm,
R S e )/ (TH
' dx
et selon que 'on a
P =20, [l =m0y, e 20y
z est de la forme
z == Ag(a),

fone ﬁo(l-i- AI{P’(%')“"‘--"‘" A""V’(x)
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33. Pour appliquer la méthode, il faudra chercher la loi de formation des
quantités g, , fhas .- fr €0 fonction de r; et alors on déterminera le rang du der-
nier terme en posant

"J.,. == 03
sinon on fera une suite d’essais en formant (1, , f,, ... successivement: mais dans
ce cas on pourra étre conduit & exécuter un nombre d'essuais considerable sans
obtenir autre chose qu'un résultat négatif.

La déterimination du rang du dernier terme est la seule partic difficile de 1o me-
thode; quand ce rang est connu, il est aisé de former Pintégrale générale par un
procédé régulier et toujours le méme.

Remarquons, en effet, que I'équation peut étre mise sous la forme

(_l 'fl_z_'_mz n dz . 2/ mn |
dx(d]- -+ & m.z) + 3 (- e ,,,,,) o

ou, en posant
dsz
B = (75; -+ ms,

=2 - nz, Py 7 0.
Y

De méme, en faisant

z dz, 4= 10
I e e [0 B
3 (lf'}" 247y

dz,..,

Bp == i e Wy By qy

dj'
0n aura

dz,
Iz -+ NZy - 1y =z 0,

el
a7z ~+ N3y - g =z o0,

dz,
dz T e =0,

Or, si g, = o, la dernitre équation donne

‘) dz,
: le Nz, o0,

d’ott I'on tire
2 = e-—fmlx ’«P (7)

y
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¢ étant une fonction arbitraire; puis de la relation

_dze_,
Er= dy

-+ My By

on déduit, en appliquant les formules connues pour Uintégration des équations
linéaires & une seule variable,

= e [w) + f dy b (y)ed == f ”'J

on aura ensuite

dz,_, dmr-—2
= pre ~+ RBry + Breo { Lo — de. nme—; |»
d’ou
d‘r——l
_dx -+ N3,y
By =2 2
dm,_,
My —+ — 1l
dz
puis
dz,_,
e = R B g
. dx
[— dmr—a I
nMyp_y A —— — L,
dz

et ainsi de suite jusqu’a z.

DEUXIEME PARTIE.

§ I™. — Généralités sur les ombilics.

34. Monge a donné le nom d’ombilics aux points d’une surface pour lesquels les
deux courbures principales sont égales et de méme sens.

Désignons par p, et g, les deux rayons de courbure; ils ont pour valeurs respec-
tives
D,
P

Vi p+ g("7

D, et D, étant les deux racines de I’équation du second degré
DG+ p?) — P [ D1+ q*)— 1] —[pgD ——/3]’ = 0.

Cette équation a, en geéndéral, ses deux racines réelles et inégales; en effet, le
coefficient de D* étant 1 + p* + ¢*, on obtient deux changements de signe en
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34 ’
e, i la place de D = Pune

substituant successivement, dans le premier membr

ST /
des deux quantilés —— OU 7 et -+ oo .

i+ P .
Les deux valeurs de D ne peuvent done étve wales que st Pon a
r r
x—-l-:/)“ gt
mais alors le premier membre de Péquation devient une difference de deux carres

| " §
. ) R TURE T B oo (e } s R ¢, .
et change de signe quand on substitue, & la place de D, - el vy Done, pow

que P'équation ait ses deux racines éaales, il faut égaler le rapport g MU deux

précédents, ce qui donne la deuble condition

. ! o ”
gty

Ces deux équations, jointes a celle de la surface, déterminent les ombilies,

35. Bn ces points, toutes les sections normales ont méme conrbure: de telle
sorte que I'élément de la surface peut ¢tre assimilé & un elément de sphere. ou,
pour étre plus précis, la surface possede une sphere oseutatrice; en d’autres termes
encore, 'indicatrice est un cerele.

Les ombilics peuvent aussi étre définis comme les points ot les deux valenrs de
dv

o dans I'équation

dy*{pgt —s(v =) -+ dady (104 prj— v G )b das sl p oy o,

devicnnent égales; c'est-a-dire qu’en ces points s'effectue le pussage des lignes de
courbure d'un des systemes aux lignes de courbure de antre systeme.

Cette nouvelle définition nous montre que nous poureons oblenir comume ombi-
lies des points qui n’en sont pas; car, pour que des points se présentent avee er.
earactere, il suffit que leur projection sur le plan des xy serve de passage entre les
projections sur le méme plan des lignes de courbure de 'un i Pautre systeme

Tels sont tous les points du contour apparent de Vellipsoide par rapport an plan
du grand et du petit axe.

En changeant de coordonnées, il sera toujours facile de reconnaitee si reellement
on a un ombilic.

36. Les ombitics étant déterminés par trois Gquaations , celles du numern
précédent et celles de la surface, leur nombre est en géneral limite, Ainsi, dans
les surfaces qui admettent des sections civenlaires, ce sont les seetions cireulaires
évanouissantes. Ils sont au nombre de quatre dans Pellipsoide et Phyperboloude o
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deux nappes, et au nombre de deux seulement dans le paraboloide elliptique. Dans
I'hyperboloide & une nappe et le paraboloide hyperbolique, non plus que dans toute
autre surface & courbures opposées, il ne peut y avoir d’ombilics.

A priori, il semble que toute surface a une infinité "ombilics counstituant une
ligne, puisque, pour exprimer ’égalité des racines de I'équation en D, il suffit de
poser la condition

o= [1(1+p) = r(1=+g)]* + 4 [pgr—s(x=p)] [pgr —F (1 + ¢*)].

Mais cette équation se décompose en deux, qui sont celles que nous avons posées:
elle représente en général une ligne imaginaire & deux branches qui se coupent aux
ombilics réels. Cette ligne a é¢té nommée par Monge ligne des courbures sphériques,
parce que tout le long la surface admet une sphere osculatrice; elle a pour.points
doubles les ombilies réels.

Nous allons examiner un certain nombre de cas ot celle ligne peut devenir
réelle, et nous lui donnerons le nom de ligne ombilicale.

§ IT. — Surfaces dont tous les points sont des ombilics.

37. Monge a fait voir qu’il n’y a que la sphere dont tous les points soient des
ombilics. M. Bertrand a, depuis, démontré cette proposition par la Géométrie, avee
I’élégance qui lui est habituelle. On en trouve encore, dans le Calcul différentiel du
méme auteur, une démonstration analytique trés-simple que nous avions également
rencontrée, et que nous allons reproduire afin de donner plus d’ensemble & ce
Mémoire.

En chaque point de la surface les deux équations

sont satisfaites; chacune d’clles peut ¢lre intégrée immédiatement une premiere
fois.
La premiere, par exemple, peat étre mise sous la forme

dp g
dx dx

!) - ,__..........‘ —— -
L+ p q

et donne par I'intégration

Vi pre=ge(r).
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On a de méme
V1= ¢ =pd(x),
les fonctions o et ¢ étant jusqu’ici arbitraires; mais, cn réalité, ces fonetions doj-
vent satisfaire 4 la relation qui exprime que

dp _ dq

7} T dx
On a

on en déduit

dp o ()¢’ (r) : !

—— I e oo [1—1-'("!7(1” o i)
ar Vi ¢i(y) [d2(a)9t () — 1]
E_lg — jjjﬁ)};ﬂ('x) I _;‘ ’(l)/')] PR ! s .
AT O R [W()p(r) 1]

puis, en égalant les seconds membres et en supprimant le facteur commun

3
[V* ()9 (y) —1]*,
e(n)e'(r)

e

[+l [ )’

b= i) |

Or, une fonction de y ne peut étre identiquement égale & une fonction de a que
si chacune d’clles se réduit & une constante; done les deux rapports qui precedent
sont égaux et constants.

On a done

e (y) . @) (x) ;
5 o e
o ) [ ()
On tire de [a, par intégration,

LS ot

IO
r, @, {3 étant des constantes arbitraires.

Portons dans les expressions de p et ¢ les valeurs de & () et oy} déduites des
relations précédentes. On trouve
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d’ou
o (z — a)dz + (y— B)dy
Z = > -9
T Vr—(z—aF—(r—B;

et en intégrant,

s—y=Vri—(z—a)f—(r—pB)
ou
(2 —a)f+(r—QFr+(z—yp=r
Cette équation représente, comme on sait, une sphere de rayon et de positions
quelconques. Cette surface jouit donc exclusivement a toute autre de la propriété
d’avoir en chaque point ses deux courbures égales et de méme sens.
Cette conclusion est complete et rigoureuse, si 'on se borne, comme nous
avons intention de le faire, aux surfaces réelles.

§ [Il. — Surfaces qui peuvent avoir des lignes ombilicales réelles.

38. Pour qu’une surface ait une ligne ombilicale réelle, il faut que les deux
équations qui déterminent les owmbilies se réduisent & une seule. Cela pourra avoir
lieu si, en ajoutant membre & membre ces équations respectivement multipliées
par des facteurs convenables, on forme une nouvelle équation satisfaite pour tous
les points de la surface. Mais cette condition n’est suffisante que dans le cas ol les
facteurs ne s’annulent pour aucune valeur réelle de x et de y. Nous sommes
done ainsi conduits a chercher quelles sont les surfaces en tous les points desquelles
on a

(r) 2

r_ $ r b
1+ pr pq v+
c’est-d~dire & intégrer cette équation, X et )’ étant des facteurs quelconques qui
ne contiennent que x, y, z, p, q. _

Comparons cette équation 4 celle que nous avons déja examinée au n® 6 et qui
n’en differe qu’en apparence lorsque X et X renferment sculement p et ¢,

Pl 4+ ¢ )MN — pgM?] + s{(r 4+ p?)M? — (1 + ¢*)N*] — ¢[(x + p*)MN — pgN:] =o.

Il faut, pour qu’elle lui soit identique, qu'il soit possible de choisir M et N de
facon a satisfaire & I'égalité de rapports

(U )MN — pgM* (1 - ¢*)N* — (1 +p) M2 pgN* — (1 + p*) MN

L1+ g*) pq T+ WY (- pt) (@) T N (1 p*) pg

Chassons les dénominateurs et écalons chacun des termes extrémes a celul du
milieu. Nous obtenons I’équation unigue

(2) W14 p ) pg M2 (1 q*) pg Nt — (A + ¥ ) (1 + p*)(1 + ¢*) MN == o.

Annales scientifiques de I'Ecole Normale supérieure. Tome III. 6
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M DTN ate "
Cette équation donne, pour le rapport g les deux valears

(i W) (1 p2) (1 @) 2V (o VP (o PP (R g @ ) (o
= TN (1 ph)py

2| =

M dq o . s
Anars ant — L9 nous aurons deux cquations aux diffe.
En les séparant et remplaqant v P d])a |

rentielles ordinaires qui seront les équations différenticlles des enveloppées prin-
cipales des deux systemes. L'ensemble de ces deux genres denveloppées est
représenté par 1'équation

(3) Mo+ gt)dpr 4V (14 pr) gt — (34 nlt* I)./)u(/l Sy o,

39. Si X et ) ne contiennent que p et g, on coneoil quiil est foujones possible
d’intégrer ces équations différentielles ; mais on ne peut pas fovmer nne expression
générale de I'intégrale tant que les valears de 2 et de 2" vestent indétermingees,
Nous nous bornerons donc a étudier quelques cas simples. Connaissant T nature
des enveloppées principales, une de nos deux méthodes nous fournira, quand elle
existe, 'équation générvale des suvfaces, a lignes ombilicales, vepresentee par
I’équation proposée. Mais nous choisirons ces exemples de facon i montreer que,
méme dans des cas ot on peut avoir Péquation la plus géncrale des enveloppees
principales, il n’est pas toujours possible de metre sous forme finie Pintégrale
générale de I'équation proposce et que cette impossibilite est diuns I nature des
choses.

0. Premuer exemple. — Nous avons déji traité le cas oir Pon fait 2 1 4 p?,
2= — (1 + ¢*); ce qui donne

£l $

1. M
I'équation (3) nous donne

( 4) (/[) 0,

et

(5) ([[) — i_tﬁ- ([,l 0.
Pq

Premiére méthode. — L’équation (4) fournit

(6) ‘ p=a,

ls=az+9(y, o).
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De cette équation et de sa dérivée par rapport a «

_ dg
{(7) o*x—i—a—a,

tirons le rapport —= pour le porter dans Péquation générale des lignes de cour—
bure, qui se réduit dans ce cas a
dy*.pq + dzx dy(1 + p*)=o,

et se décompose dans les deux suivantes :

dy __
H — Y
(8) ?(/47" ____I-l—pl'
 dx Pq

La premiere de ces ¢quations nous apprend que toutes les lignes de courbure
de I'un des systemes sont paralleles au plan za. Nous devons donc retomber sur
des résultats déja trouvés, sauf le changement d’axes, car nous avons vu que
I’équation

r-—1 S

P—q' P4
représente toutes les surfaces dont les lignes de courbure de 'un des systemes
sont paralleles au plan ay.

Les équations (6) et (7) nous donnent

(_Q N I
dz

, N dy . . ,
Il faut égaler cette valeur & lwne des deux valeurs de (TE fournies par les équa-
tions (8). En égalant 4 la premitre, on exprime que o est indépendant de y; les
surfaces correspondantes sont des cylindres dont les génératrices sont paralleles &
'axe des y.
En égalant a la seconde, il vient

s
(v —[..[,:)a;z‘z_y_ = pg,

ou, en remplacant p par sa valeur o,

d* ¢ dy

(1 +a2)(lo¢(ly""“_oz'):'

Cette équation est intégrable facilement, comme celles que nous ayons déjh
6.
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traitées; nous avons pour représenter 'intég ale cherchée
z=azx + 1+ atf(y)+ F(a),

fly)+F(a).

0=x +

T

Ce systeme n’est autre que celui déja obtenu au n® 9 avec le senl changement de

yen z et de z en 7. .
Nous aurions pu faire usage de I'équation (5) des enveloppées du denxieme
systeme en la combinant avee I'autre solution des lignes de courbure

dy
(7; 0.

M. Deuxieme méthode. — Des équations (4) et (5, nous tirons

ou, en prenant les notations du §1I,

v=a, VTEF =B
nous en tirons

de _ deo .
[—Z-;~I, (7—(’)- 103
C'I'I:*——:—i—:::—:’ ,f{/. -
do ™ B\i 4o dp
Ao o I S
deadB — 7 dadp — i o

En portant ces valeurs dans I'équation (), n® 18, on obtient

&F o dF

Tl T v adp

puis, en intégrant deux fois cette équation, on trouve que la proposee est repre—
sentée par le systeme des trois équations

Z=ax -+ ‘\/1 g—m?"*i- Y (a) -+ ":““"“'?’7’((3%

— o . o .
0= 2 - SJKA;;; Yy LIJ, ( o) ~t= -\'/‘X** 7; oy ( .(‘) Ja
\/l -+ o? J——
0= — Ty Yi+aiw (),

62
systeme d’ou il est aisé de déduire celui des deux equations du numeéro precédent
par un calcul tout semblable & celui que nous avons ¢xécuté au o 23.
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42. L’équation

s
1+p* T pg

qui vient de nous servir d’exemple, et qui nous a donné pour intégrale premiere

\’/'—:;'—I;z =qf(r)
pourrait étre intégrée complétement par les méthodes habituelles. On peut, par
exemple, lui appliquer les formules d’Hamilton. La présence de la fonction arbi-
traire f(y) n’empéche pas I'intégration. On {rouve ainsf pour intégrale complete

(z—c)p+(x—afp=[f(r),

a et b étant deux constantes arbitraires.
-Ce résultat étant connu, il est aisé d’y arriver trés—simplement & posteriore. En
effet, 'équation d’une sphere quelconque
(z—c)p+(z—a)+(yr—bp=r

satisfait évidemment & I'équation différentielle proposée. Eftectuons les calculs par
lesquels on le vérifie : nous sommes conduits & éerire les relations

(z—¢)p—+(x—a)=o,
(z—c)g+(r—bj=o,
d’ol
(2—c)r4+1+4p*=o0,
(z—¢)s+pg=o,

r s I

r-{~-[)"‘:[7(}:w z—c¢

Or, il est évident que dans tous ces calculs une fonction arbitraire de y eut joué
le méme role que (y — b6)%. En effectuant cette substitution, nous obtenons notre
intégrale complete
(2—c)p+(z—a)=[f(r)
Nous en déduirons U'intégrale la plus générale, par la méthode de Lagrange, en
regardant I'une des constantes comme une fonction arbitraire de 'autre, et pre—
nant la dérivée par rapport & celle-ci.

Nous obtenons ainsi pour systeme intégral, en remplacant /' (y) par 2f(y) pour
la commodité des calculs postérieurs,

(2 —af+[z—g(a)f=2[(r)

2%
Z—a+[x-qa(a)]w’(a).~_:: 0.

Il serait aisé, d’ailleurs, de montrer la concordance qui existe entre ce systeme
et le systeme précédemiment obtenu.
43. La forme actuelle de ces équations met en évidence un autre mode de gé-
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nération des surfaces; c’est Uenveloppe déerite par une surface de révolution
constante de forme qui se déplace parallelement 2 elle-méme de maniere que son
centre décrive une courbe plane quelconque située dans un plan perpendicalaire
4 T'axe de révolution.

Ce résultat est énoncé par Monge sous la forme suivante, dans Ie chapitre ou il
traite des surfaces dont les lignes de courbure de 'un des systemes sont paralleles
4 un plan donné:

« 8i, sur un cylindre & base queleonque, et dont I droite génératrice soit per-
pendiculaire au plan donné, on pousse une moulure 'un profil guelconque mais
constant et qui ceigne le cylindre parallelement & sa base, fa surfuce de cette
moulure sera la surface générale demandée. »

4%. Cherchons I'équation de la ligne ombilicale. L’équation différentielle de
cette ligne est '

Pour obtenir son équation en quantités finies, différentions deux fois, par rapport
axetdy, les équations du systeme intégral

(z—af+[z—g(a)= 2f(r),
s—a-+[z—qg(a)] o (a)=: 0.
Nous obtenons ainsi
(z—a)p+{z—q¢(a)] o,
(2—a)q=["(»);

" '
.

(2—a)r-v4pr—|[p q/(u)}l/" o,
da
(2—a)s+pg—{p-+q¢ ()] :7; o,
(B—a)t+q—["(y)~q du 03
« . (/.’.
tirons, des deux derniéres de ces équations, la difference  * Lot fganlons
s y, . gt 1,
la & 0; nous trouvons pour I'équation cherchée o
da
..I/ ) A I e e
/() 1 dy  p=+e'(a)da
(g Py (I-j;,

ou, en remplagant %ﬁ par sa valeur,

da

.
dy r+<p”-—~—(x~-wqa)(g”7
et effectuant les réductions,

L)+ Qi+~ (2 —g) ) ps p 4 o (14 ),
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Remplacons enfin dans cette équation p, ¢, (xr — ) par leurs valeurs en fonc-
tion de a et de y :

. I
b= ola)
__ [V
1= 79l oy
x (P_\/m<P,2
nous obtenons I’équation
(19" (2f-f =) =" (2f ) (" +1);

cette équation, jointe & celles du systeme intégral, représente la ligne ombilicale.
5. Comme vérification, supposons que la courbe décrite sur le plan za, par la
trace de I'axe de la surface génératrice, soit un cercle; 'enveloppe est elle-méme
de révolution; on a, dans ce cas,

lo(a) =B +(a—a) =,

«, B, r étant des constantes; on en déduit

par conséquent, 'équation de la ligne ombilicale se réduit i

o

T gy
Cette ligne se compose done de paralleles de la surface.

46. 11 était aisé de parvenir directement & ce résultal. D’abord, dans une sur-
face de révolution quelconque, si un point est un ombilic, par une raison de
symétrie il en est de méme tout le long du parallele engendré par ce point. Done,
s’il y a des lignes ombilicales, ce sont forecément des paralleles. Soient p le rayon
d’un parallele, R celui d’une section normale tangente & ce parallele, R’ celui d’un
méridien a son point d’intersection avec le méme parallele, « Pangle de la nor-
male a la surface avee Paxe de révolution. On a, en vertu du théoreme de
Meusnier, '

p = Rsina;

le vapport des deux courbures principales est

R P

R~ Rsina’
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é : leongue, on peut le faive tourner autour d’un axe
donc, étant donné un profil quelconque, ped! e e hour
situé dans son plan, en I'éloignant de cet axe d’une quantité telle, que j
point pris a 'avance on ait

R.
R 7 R'sine
cest-a-dire de faon que ce point décrive une ligne ombilicale. '

En nous reportant au’cas (ue nous avons pris pour vérification, I'équation du
profil dans le plan des zy est

(2 —p—r)=2/(r);
on en déduit .
p=r-+vVaf(y),

w2l

77T

|4

ou

W) )

A

ce qui est le résultat déja trouve.

47. Deuxiéme exemple. — Dans I’équation
y RS W VS N VAL
T pr ( +)\)[)([ - A T"P‘(]’ o,
faisons
A y

(1+p*)[pqg + (1 - ¢*)] - (@) [pg + (1 + I3

il viént, aprés réductions,
lpg+(t+¢q)r + (g% = p?) .~ Lpg 4 (14 Pt oo

L’intégrale générale de cette équation du second ordre representers une elasse
de surfaces susceptibles d’avoir des lignes ombilicales réelles: toutefois, comme
les facteurs [pg + (1 + ¢*)1, [pg—+ (1 <+ p*)| Sannulent pour des valeurs reelles
dep et de g, il y aura lieu de faire une petite discussion.

L’équation des lignes de courbure, qui dans ce cas se reduit

(g +1+q)dp + (¢* — p*)dpdg — (pg + 1 + p) dip

n,
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se décompose dans les deux suivantes :

dp + dg =o,
lpg +(+¢q*))dp—[pqg+(1+p*)dg =o.

La premiere de ces deux équations donne, par deux intégrations, pour les en—
veloppées développables de 'un des systemes,

p+qg=e,
puis
F—axr=g¢(z—ay)

Cette équation, pour chaque valeur de 2z, représente un cylindre dont les géné-
ratrices sont paralleles 2 une certaine droite située dans le plan bissecteur des
plans zz et zy; autrement dit, les enveloppées principales de I'un des systemes
sont des cylindres paralleles & un méme plan. Nous avons complétement étudié
ces surfaces.

Si on voulait achever le caleul avec le systeme actuel de coordonnées et par
notre seconde méthode, il faudrait intégrer I'équation différentielle des envelop-
pées du deuxitme systeme.

Pour cela, on peut prendre pour facteur d’intégrabilité

et 'on trouve pour 'intégrale

P—4 —
— Pt =g
[2 -+ (p-+q))
48. Trowusicme cxemple. — Nous prendrons pour dernier exemple Uéquation
” {

T+ Pt o+ (["

que l'on déduit de Péquation (1), n® 38, en y faisant A = — 2'. Son inlégration
nous avait été proposée par M. J.-A. Serret; ¢’est ¢n cherchant & la trouver que
nous avons ét¢ conduit aux considérations qui précedent. Quant a la formation de
Pintégrale générale, nos efforts n’ont pas été suivis de succes; mals NOUS SOMInes
arrivés & démontrer que cette intégrale ne peut pas ¢tre mise sous forme finie.
Cest ce que nous allons établir le plus brievement possible.

49. En séparant les deux facteurs linéaires du premier membre de Péquation
des enveloppées principales et en intégrant séparément les deux équations corres-
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4
pondantes, nous trouvons, pour- les équations différentielles du premier ordre

des enveloppées principales des deux systemes,

dp Y
Vi+p? Vi+g
(a) (p+vivp)lg+Vi+g)=e
(b) g_+______v'___t+p’ =6,
q—|—\/1+q’

a« et (3 étant des constantes arbitraires.
50. Appliquons la seconde méthode.
On tire des équations (a) et (&) -

. af—1
P=nvee’
_2—P.
1= ovat
puis
@:_—l“@“*‘.{@
a4 aﬁ%
dp _ 1 #B+1,
BT L
dg 1 a+p
2a=F gt
af
dg__1e*B,.
T e
a’=p :laf)—l
dedB ™8 1
d*q :_x_|3—ac
dadp =8 7

Portons ces valeurs dans I’équation

d*F (dp dg dp a’q) dF (’dp d*q dq dp )

T dadf d_acd_ﬁ——d_ﬁﬂ +21_E \JB (Iad@—'g_ﬁd(xdﬁ

dF(dq dzp dp d*q >

+ —— p—— — — t———
dB \da dadB  da dadB)’

celle-ci devient, apres réductions,

d*F T a(B?—1) dF 1 Ba?—1) dF

() -~ o —
dadf 2 B(af+1)(x+PB)da 2 a(ap+1)(a+f)dp
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'51. Nous sommes conduits a intégrer cetlte équation linéaire, quise trouve mise

sous la forme a laquelle la méthode de Laplace est immédiatement applicable; puis,

quand I sera connue, 'intégrale cherchée sera représentée par le systeme des trois
equatlons

z2=F(a,p) -+ px -+ qy,

o d¥ . dp N dq
Cda de "V da’
o - d lf_» r//) N dq
A TV ap TV ag
[l est ¢vident que les intégrales des équations (¢) et — — = L sont en-

L= p? 1+ g
semble de forme finie ou non finie.
52. Cherchons & appliquer la méthode de Laplace & Péquation (¢ il faut, en
reprenant les notations des n®* 29 et suivants, faire dans cette équation

(y?— l)‘d i
e (xy =~ lu)( )
P y(xt—1) .

(w~4 )(1 —%«7)

Ces valeurs ont entre elles deux relations tris—remarquables; on a

dm  dn ,
— L DN T
dux dy

53. Ces relations vont nous permetire de trouver la loi de formation des termes
Pt Pogsonnn [
Féeris le tableau des valeurs p,, m,, {,. En faisanl successiyement r égal & 1,

2, 3, on 4

3 ( I dm / n dm

2 - mit n, = m - 9 | e DRI = ey

fa ’ ' m dy ) me dy

] 2 dm' 2n dm

” < Bmn My e B e )y Lo fmn —

P ’ ! < m dy ' ‘m dy’
(,, 3 odm / 5 3n (Im

s +e2nmn,  my Bt e oo i Ny ly =2 18—

/‘ ’ ’ \ m (/"y') ' mdy-

Ces valears suivent la loi de formation exprimée pay les formules

pr o G (r 1) 3] mn,
‘ ¢ r dm
R C A D w iy »

! 3 n dm
oo p{ap e— ) 1 N e e i)
o 2 (20 yma - m dy

<1
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or, il est facile de démontrer que si ces formules ont lieu pour une valeur de 7,
elles ont aussi lieu pour (r + 1) : donc la loi est générale.
Le nombre des termes qui entrent dans la valeur de z est done vacine de
I'équation du second degré en r
fr(r—i1)—3=o,

ou
4r:—4r—3=o;

mais les racines de cette équation sont 2 et — %. La valeur de p, ne pouvant jamais
s'annuler pour une valeur entitre de r, il en résulte que intégrale de I’ équation
;jl_;)—z = —I_f_—p ne peut pas étre mise sous forme finie.

On peut néanmoins trouver une infinité d’intégrales avee cing constantes arbi-
traires, et si I'on cherchait & déduire de 'une d’elles Uintégrale Ia plus générale
par la méthode de Lagrange, tous les efforts seraient infructucux : cela nous est
arrivé & nous-méme. Cest seulement apres une foule de titonnements de cette

nature que nous avons cherché & démontrer 'impossibilité de intégration.

54. On trouve aisément que l'équation (p 4 i+ p?) (g4 i+ ¢%) = a

pour intégrale complete
ot -1 S

(d) (=2 )+ (=)0 + — (2 — &) (3 — 1) = o.
Cette équation est une solution de P'équation difféventiclle donnée. En cffet,
différentions deux fois par rapport A @ et par rapport 4 y, en posant, pour abréger,
a1

x

=rm, on a .
2p +(x— %)+ m(y—oy)=o0,
3+ y— yo+mlx—mx)=o,

ir+p'—4+r1=:o,
3+ ¢ —+1=0;

on déduit de 12

I est facile d’ailleurs de voir que chacune des équations

(p+VTE7) (g + V7T ) = o
pH+VI+p=0(qg+ 1+ ¢)
est une intégrale particuliere du premier ordre de Péquation -—— - 1.
- p? L gt
' Do?c toutes les surfaces développables représentées par les deux premivres
équations satisfont a la proposée; si I'on ordonne Péquation () et si 'on remplace



AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE. 49
3 par 3 — 5, les coefficients par des constantes quelconques, les caleuls de véri-
fication qui précedent s’exécutent de la méme maniere, et I'équation

24y 4 3 2axy + 2bx + 20y 4 2dz +e =0
est une intégrale avee cing constantes de I'équation

r 14

55. Nous allons faire connaitre un autre moyen d’arriver & cette intégrale,
parce que nous aurons occasion, chemin faisant, de montrer qu’un certain systeme
de deux équations simultanées aux dérivées particlles, de forme trés—simple, que
nous avons nous-méme rencontré plusieurs fois avec espoir de I'intégrer, n’a pas
de systeme intégral susceptible d'une forme finie, et que les moindres remarques
sur ce genre d’équations nous semblent bonnes & noter.

Nous avons vu qu’en chaque point des surfaces représentées par I'équation

r {

e ey QT )
1 p? gt
ofp —1
P = =
2y af
o —
= ———_:E’
2\ ap
2z ¢l 5 ayant des valeurs déterminées pour ce point. Si on connaissait la forme

géndrale de @ et de f en fonction de @ et de y, nous obtiendrions I'intégrale

générale cherchée par Pintégration simple
Z f(p(lx -+ qdy).

Nous formerons les équations qui doivent fournir e et 8 en cerivant que p et g
. p . 172 . < . , R . d, d .-
satisfont i I'équation différenticlle donnée et a la relation flg'-:?l%:' on obtient

ainsi les deux équations

do da
dx dy
_____ S ,
af -+ 1 a-+[
dp dp
dz dy
afp +1 o+ f
Lintégration de ce systeme d’équations et celle de 'équation —-— =—'_ ne
intégration de ce systeme d’équations et ce 3 ST TR
sont done au fond qu’une seule et méme question. Donc I'impossibilité que nous

avons démontrée pour la derniere intégration a pareillement lieu pour la premicre.
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Une solution particuliére de ces équations est

o==0C,

(afp + )z +(x+Ply=20(B)

¢ étant une constante et ¢ une fonction arbitraire.

Prenons en particulier
a=2c,
(e + 1)z —(a—+ L)y =mp +n,

m et n étant des constantes. On en tire

L —
d’ou
2cx — (€ 1)y — ¢h —
acﬁ—tz—— (¢-+1)) n w”_i,
cx—y—m
a__ﬁ__z(;y—(r;2+1)x+cm—+~n
- cx—y—m :
Posons
cx —y=u, du=cdx—dy,
z—cy=v, dv=dzx— cdy.
On a

s B m)dv+(v—n)du

_ T oay—cevVv=n){u—m)
et en intégrant,

— 2+ p= S Viv— n)(fi—- mj,
V—¢ :
puis élevant au carré et remplagant m et n par leurs valeurs,
c(z—pP+c@+ey—(c+1)oy —(m+nc)z-+(n-+ me)y -+ mn- o,
équation qui ne differe que par la forme des constantes de équation
B2y 2axy 4+ 2bx - 2cy + 2dz + e 0.

ofﬁ. Cet.te équation représente toutes les surfaces du second ordre qui ont leurs
sections circulaires respectivement paralltles au plan des z2 el au plan des zy
Ces surfaces n’ont pas igue ilicale ré i ournie par ation
ace: pas de ligne ombilicale réelle; la ligne fournie par Péquation

r $

-p T pyg

est le contour apparent de la surface par rapport au plan xy. Ce résultat n’est pas
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étonnant; on sait, en effet, que la projection de cette ligne sert de passage entre
les projections des lignes de courbure de I'un des systemes et celles des lignes de
courbure de I'autre.

57. Bien que nous ne puissions pas trouver I'intégrale générale de 'équation

ro 1
1-+p 1+ ¢

Péude de cette équation elle-méme va nous fournir une propriété remarquable
commune a toutes les surfaces qu’elle représente. On peut, en effet, mettre cette
équation sous la forme

darctangp  darclangq
dz - dy

Soient M un point de la surface, MX la section par un plan parallele au plan zx,
MY la section parallele au plan zy; «, 8 les angles respectifs des tangentes & ces
courbes avec les axes ox et oy, p et p’ les rayons de courbure de ces courbes,

on a

arctlangp = a,
arctang ¢ =10,

dx = ds cosa,
. dy =ds’' cosp.

La relation précédente peut donc étre mise sous la forme

dao df
dscose  ds' cosp’

ou, en vertu des relations

sous la forme

et T s §
pcosa  p’cosP
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d’ott I'on déduit enfin
pcosa=p'cosf.

Cette équation nous indique que les deux centres de courbure o” et 0” s¢ pro-
jettent sur 'axe des z au méme point N”: on déduit ais¢ment de la que les see—
tions normales tangentes & MX et MY ont méme rayon de courbure; les tangentes
aux lignes de courbure sont donc les bissectrices des angles formés par les
droites MT, MT'. Ainsi, toute surface représentée par I’équation

P {

Lpr T i+ @

jouit de cette propriété :

58. St, en un point quelconque, on méne le plan tangent et deux plans respecti-
vement paralléles & deux plans fixes, ceux-ci coupent le premier suivant dewx droites
dont les angles sont bissectés par les tangentes aux deux lignes de courbure passant
par le point donné.

59. Cette propriété nous fournit un nouveau moyen d’obleniv une intégrale
complete de ’équation donnée. Cherchons, pour cela, Péquation des cones dont
les génératrices jouissent de cette propriété. Léquation générale des cones qui
ont le sommet pour origine est

Z= X0 <2:) M
X

Péquation du plan tangent suivant une génératrice représentéc par

est
z:==(g — ot )z -+ o'y

les traces du plan tangent sur les plans zy et z2 et la génératrice ont respeetive-
ment pour équations .

I

~18 ©I8
~ =
N
]

I

RIR ol

()= o(e)’

{l

=18

74
Z
o qJ.-r..

Pour que la génératrice soit bissectrice de Pangle de ces deux trace

T . s, % doit satis-
faire a I’équation

29y A4y — agy

7

\/I—l-qﬂ Vi (0 — g
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On a une solution en posant

[+ 0 — 2200’ — a?== 0;
or, on peut la mettre sous la forme

200+ 20
1@

y

et I'on obtient, en intégrant,
I+ @ - == mae,

o z .
ou, en remettant = 4 la place de & et Z & la place de o,
x x i

z2* 4y + 2 — 2mxy =o.
Nous retombons ainsi sur I'équation déja trouvée.
60. La propriété qui vient de nous servir peut encore étre énoncée d'une autre
maniere qui a son intérét.
I’équation
pcosa =p'cosf

nous apprend que les centres de courbure des sections MX et MY, respectivement
paralleles aux plans zx et zy, sont situés dans un méme plan perpendiculaire &
I’axe des z; done :

61. Dans toutes les surfaces dont il s agut, si I'on méne par un point M deux plans
respectivernent paralleles a deux plans fixes, les cercles osculateurs au point M’ des
sections ainst détermindes se coupent en un second point siué sur l'intersection des
deux: plans.

Sous cette forme, nous apercevons immédiatement que les surfaces du second
ordre, admettant deux séries de sections circulaires paralleles, jouissent de cette
dernitre propriété.

Dans les surfaces du second ordre, on sait que si 'on mene un plan sécant quel-
conque, puis un plan parallele  celui-ci et tangent en M, les axes de Ja section
sont paralleles aux tangentes des lignes de courbure qui passent par le point M;
nous pouvons donc énoncer ce théoreme rencontré par Ollivier dans ses re-
cherches :

62. Si, dans unc surface du second ordre, on mene par le cenire un plan quel-
conque, les axes de la section sont les bissectrices de |'angle formé par les traces du
plan sécant sur les plans des sections circulaires.

Tout ce qui précede ayant pour point de départ la recherche des ombilics, nous
avons supposé jusqu’ici que les plans zz et zy sont rectangulaires; mais les trois
dernieres propriétés n’exigent pas cette condition; elles sont complétement géné-
rales.

Annales scientifiques de r'Ecole Normale supérieure, Tome 111, 8



