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SUR LA

SOMMATION DES FONCTIONS PERIODIQUES'

Par M. Huco GYLDEN,

Astronome de I'Académie royale des Sciences, Directeur de I'Observatoire de Stockholn.

1. Si I'on donne un nombre fini de valeurs d’'une fonction corres-
pondant & des arguments qui croissent d’une quanlité conslante et
finie, opération qui a pour but d’exprimer la somme de ces valeurs
de la fonction au moyen d’une nouvelle fonction s’appelle sommation
de la fonction donnée. Le résultat s’obtient par I'intégration d’une équa-
tion aux différences finies

Ys—Jea==F(s),
ot F(¢) est la fonction donnée ct y, le résultat cherché; s désigne tou-

(') C’est par suite de ses recherches sur le calcul des perturbations des coméles que
I'habile auteur a été amené a étendre, d’une maniére appropriée a I'objet proposé, la formule
sommatoire de Maclaurin. -

M. Baillaud, dans une Thése présentée a la Faculté des Sciences de Paris, a, d’autre part,
exposé avec talent les principes des nouvelles méthodes de M. Gyldén.

Outre ce (ui se rapporte & Ja sommation des fonctions, il faut signaler, dans le présent
Mémoire, de nouveaux développements trigonométriques pour

cosxS, sinxd (— ; S35+ 7)_:)
De tels développements méritent de fixer I'attention des gloméires et surtout des asiro-
nomes.

Aprés quelques notes ajoutées par le traducleur, dans le but de préciser ou d'étendre
quelques-uns des points abordés dans le Mémoire, on trouvera deux additions de M. Gyldén;
elles ont pour objet de régler la convergence de certains développements trigonométriques.

En remerciant vivement le savant astronome pour ces additions, je dois exprimer toute
ma gratitude & M. Hermite, qui m’a donné toule facilité pour prendre connaissance du

Mémoire.
Octave CALLANDREAU,

Aide-astronome i Observatoire.
26.
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jours un nombre entier, les valeurs de z étant choisies de telle sorte
que la quantité constante dont croit I’argument soit représentée par 1.

Dans certains cas, par exemple lorsque F(z) désigne une fonction
algébrique rationnelle et entitre, ou encore une fonction exponenticlle
ou trigonométrique d’une certaine nature, I'équation précédente peut
s'intégrer rigoureusement. Si F(¢) est d’une autre nature, on trouve ),
au moyen d’un développement en série, comme celui qui est connu
sous le nom de formule sommatoire de Maclaurin. Cette formule ne peut
cependant étre employée d’'une maniere générale, parce qu’elle appar-
tient aux séries appelées semi-convergentes. Pour s’assurer que cette
formule donne un résultat précis, il est nécessaire d’étudier ce que 'on
appelle le reste. Mais veut-on employer ce reste seulement pour un tel
critérium, il n’y a pas grand avantage, et, une fois évalué, on ne gagne
pas grand’chose avec cette solution du probleme sur la sommation
directe des fonctions. Si I’on fait subir au reste une transformation qui
le rende calculable numériquement, la formule de Maclaurin peut
alors étre employée en plusicurs circonstances 1a ou, auparavant, elle
était négligée et donnait des résultats illusoires. Cette transformation
consiste & développer le reste en une série convergente; mais, bien
qu’on arrive ainsi & trouver un résultat qui jouisse de toute la précision
désirable, le nouveaun développement est de telle nature, que son emploi
est encore plus pénible.

Dans les recherches sur la théorie des perturbations, dont je me suis
occupé depuis quelque temps, le probleme ci-dessus parait avoir un
usage important. J'ai donc entrepris de rechercher si la formule de
Maclaurin ne pourrait pas étre remplacée par une autre plus conve-
nable. Or, il parait que cette formule est seulement un cas particu-
lier d’un résultat plus général d’oui I'on peut déduire plusieurs consé-
quences utiles dans diverses occasions.

Dans ces recherches, je me suis hborné aux fonctions périodiques
réelles et & quelques-unes qui s’y rattachent, parce que je les ai vues
seulement se présenter dans les applications.

Vadmets, comme point de départ, que F(z) ainsi que ses dérivées
puissent s’exprimer par des séries de la forme

) F(£) =M+ M cos(§ -+ pt) -+ M, cos2 ( - ) + ..

‘
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ol ¢ désigne un angle constant et p. un nombre incommensurable
arbitraire. Nous metlons = & la place de 'unité pour I"accroissement de ¢,
et nous avons '

_7’5“‘3"5——1:1?(575),

ce qui donne, en posant y, = F(o),
(2) yi=F(o)+F(w)+...+F(sm).

On peut donner au probleme une autre forme avantageuse dans les
applications. Qu’on pose, en ecffet,

w=o(ut),

en supposant que u« soit une fonction périodique de .z, et

puis
u=3(o),
w,= o (pm),
| U= g(spm);
alors

ye=J(w) + flw)+. ..+ f(u),

et notre probleme consiste & exprimer y, en fonction de .
Nous mettons dans U'équation (2) les valeurs de F(o), F(z), ..., et
nous obtlenons, en partant de 'équation (1), c’est-a-dire

F(t)=M,+ M,cos(d + pt) +M,cos2 (Y + ut) +.

)

ys=={s-+1)M,~+ M,cos ¢(1--cos pm--COS2um + ... COS sum)
—M,sin ¢( sin pm+sinopm4-...--sin spz)

-+ Macosad (1 - cos2um ~+ COS4pm . .. + cOSaspT)

)

— M.sinod(  sinopmw + sinfpm +. .. -+ sinasyur

Avec le secours des relations connues

. I
sm<s - —) nuw
5 "

_{._ - ——

1
-+ cosnpm + QNPT 4. = COSSR T = - B P
[ -+~ COSR /LT ~+ COS2N LT [T > sin £ npm ’

I
, ) 2
{3) :

o
COS(S + = ) num

1
sin n . sinonum +~ ..+ Ssinsnumr = -colinum — — -
SR I ¢ oA 2 sintnum
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on trouve, pour I’équation précédente,

. * I 1 . T .
yi=ls+1}M, —i-z M,,<; -+ ;COli,npm' sinsnpm + ;cosmy.rr) cosny
A t
\u|"

z I 1 T . .
_2 M,,<— cotynpuw — 5 cotinpum coSsnum —+ 5 sinsn p.ﬂ:) sinn .
3 2

On pourrait maintenant songer & exprimer spn en fonclion de u; et
substituer son expression dans I'équation (4), de sorte que le pro-
bleme serait résolu. Mais, dans le cas ou le développement de F(¢)
suivant les multiples de ;22 convergerait lentement, la solution devien-
drait comme illusoire, ou du moins elle serait impraticable pour le
calecul numérique, car, méme si le résultat final ordonné suivant les
multiples de u, comme argument devait converger rapidement, les
coefficients du développement seraient formés par des séries infinics
dans lesquelles beaucoup de termes resteraient sensibles. Nous devons
donc chercher a transformer la formule (4) de la maniere la plus con-
venable pour notre objet, et nous allons représenter y, avec une inlé-
grale définie. Nous remarquons d’abord qu’une partie des termes de
I"expression (4) peut élre sommée aussitdt. On a '

F(o) :Mu--r—z M, cosni,
1

Fsm) = Mn—f—z M, cosnd cosns;m-—z M, sinmpsinsn/m.'
1 1

Si I'on pose

il vient
0

1" . . .
zs=sM,+ 5 Z M. cotynpumsinn{spm -+ ) -—Z M, cotinumsinnd;
1 1
mnais, 4 cause de .

T o \ .
5 cotynyr[sinn(spr 4+ ) —sinnd]=s pour n=o,
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on peut aussi écrire cette équation

®

1 . I
z= ;2 M.cotynunsinn(y + sur) — ;2 M, cotinumsinny,
o 0 !
Si nous pouvons déterminer une fonction y(¢) de sorte que la con-
dition

R
(5] [ cosn(d -+ ut) g (t)dt = cotinpr[sinn(d + sur) — sinnd]
0

soit remplie, nous aurons aussitot

25:12 M,,f cosn (g + pt)y(t)dt = éf X(‘)d'fz M.cosn{d -+ ui’,
2 0 0 ) 0 l

¢’est-a-dire
(6) zs::lf F(1)y(¢)dt.
2 0
La difficulté consiste surtout a déterminer la fonction y (), et elle

estrésolue de suite si I’on substitue pour cot$rpm, dans I'équation (5,
le développement connu

cold 2 4 xmp L 2rp
s =2 np (ap)r—2r " (np)—4 7]

On a, en effet, si 7 désigne un nombre entier,

s n[J. ] , . . '
(7) j}: cosn(y + pt)cosamidt = RpT— (o) [sinn({ +spr}— sinnd],

d’ott il suit que la condition (5) est remplie si

(1+2c082¢-+ 2 COS{L +. ..,

=)

x(4)=
¢’est-a-dire
sin(2k +1)¢

2.
z(_t):;lun Ging

ol lim signifie que le nombre entier £ doit croitre & infini.
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Le résultat cherché, a savoir

+ )¢
—_——hmf F(¢ sm (2F —'—)—dt,

sin [

n’a pas d’utilité immédiate pour notre but et ne donne rien de plus
que la formule de Maclaurin.

Si on considere la voie qui a fourni ce résultat, on observe que
tout dépend du développement employé pour cotinpr. La difficulté
que nous avons & vaincre consiste donc & trouver quelque autre déve-
loppement plus convergent pour cette fonction. Or on peut trés-aisé-
ment en obtenir un, et il ne parait pas qu’il ait été remarqué jusqu’ici.

De la formule connue
2 22 xz\
L (=B -R) (-5
coliny = — £

I

8

{
we

LA

N

I z I x
colima . (201 )| Toi+3)p) "

T e s 78 (e

On décompose le second membre en fractions simples de méme forme,

; .
colimz o XY 22X axX
: - , = | R e D ]
&t Xt a? | @ xt— 2zt 4
T— =) 1—2= ) eee} 1= ir—o - “
i)\ 3 (20—1)?

et ’on trouve, pour les coefficients X, les valeurs suivantes:

]2

X

" (2n)t—1?

(2) 1%, 32
Xoos [n)—r[(2n) =3}
X 12,3252

(enfF—]l2nfF—3]2an) =57
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20Q
Si ’on pose
s xilt) = %[Xg")—l—zXf”cosat +2XPcos4t+...],
(9) A , . . . .
' I _—bf')x?—kbil)x“*‘ L b i = <r — .x_> (I — f—) . -[1 — ___x - ]9
s i 12 3¢ (20 —1)2

on a

o

10 1 » 25 ) : 1
=1, b=, p0=1, pW=29, P01, pv=

T 225" — 35

2
225

Avec le secours des équations (7) et (8), on obtient la relation sui-
vante :

f '[Cosn(q./+[u.l)—-bfi)(np.)’cosn(4l+ul)—1—-...ib£”(n;/.)"COSIL(L}) + . t)] 0 dt

0

= cotynpun[sinn (Y +spm)— sinnd],

d’ou résulte aussitdt la formule sommatoire

on .
(10) zs:ifo [F(z).:rbf”d”z(f)+b§">"‘5t£”+...+b§""fid%iqx,.(z;(/z.

2. Le développement de cotima, sur lequel Ia formule (10) est fon-
dée, peut étre obtenu d’une autre maniere, mais un peu plus longue.
On peut donner a ce sujet de nouvelles expressigns pour la fonction
désignée par x;(¢) dans le numéro précédent et quelques autres fone-
tions analogues.

Les résultats suivants se rapprochent de ceux que j'ai démontrés
dans mon Mémoire : Relations entre les sinus et cosinus d’angles irra-
tionnels ; Helsingfors, 1867.

Si 0 désigne un angle qui peut varier entre les limites — fnet + &7,
la fonction cos®+' 0, ol ¢ désigne un entier positif, peut s'exprimer au
moyen de la série suivante:

Co'— 2Cy' cos20 -~ 4C, ' cosf b —....

On a

1

i 2 .
€2 f cost+1 G df
T 0

Ann. de l’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VIII. — Juix 1879. 27
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et
: .
. VA 2 )
C e 2 L cos2nf cosi+' Hdo,
2 2w 2n ),
ou bien J
G 2.4.6....21' )
o m1.3.5...(21+1)
2n +1 (—1)ix.2.3...20(2i+1)

. .I .
0= 4L
T 2n

2 77[(:).n)“— [(2n)—3%... [[2n)— (2i+1)]

En comparant ces valeurs avec celles que nous avons obtenues dans
le numéro précédent pour les coefficients X[, il vient

(i)
PR 1 ., 2n—+41 i
(11) 22— o~ sin ——— 2 X
L) n n
0
* On a ainsi
1 . . i i
(12) ——cos®+ 0 =1 —2X"*"cos20 4+ 2X{"cosfs —. ..,

ch“

et, en tenant compte de I'équation (9g),

) covi — TG 2.4.6...21 .
3 sin '*0; Cs Ziwi (0) = 1.3.5...(20 + 1) Ziwr (9]

tant que
020Zm.

Comme I'équation précédente ne change pas si 0 augmente d’un
multiple de 27, elle reste vraie pour toutes les valeurs de ¢ qui satisfont

a la condition
ommrZ0Z (2m+1)m.

<

Ona de méme

2.4...21 4
b2l inl0),

('4) " osin¥+ g ::———T——3 (2i+[)

tant que
(2m—1)rnZ0Z2mn.

Si maintenanton multiplie 'équation (12)par d5, et que I'on integre,
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on obtient comme résultat

(15) 0= B”smoné)—i- Z @ sin(2n +1)0,

s 2!l+l

ﬁ(‘): — (:.l_)j X(i+1) C2 n

“n n n (1 )

W o__ 3B (2l 1) x 1 (at+1)2i(2i—1)...(i+n+2)
S 2.4.6...21 ap-+12¥ 1.2.3...(i —n) '

De méme que 'équation (12), I'équation (15) est établie seulement
pour les valeurs de 6 qui ne dépassent pas les limiles — % met + é T

On multiplie ensuite les deux membres de I'équation (15) par
cosz 9db, sinz 0d0, ol x est une quantité arbitraire; on obtient, par
I'intégration,

(]

N (i)
an 2n —‘}"1 d
f@cosx@d@ —cosxGZ B —.cos2nf — cosxOE zn—;—xl s : cos{2n +1)7

(!) (i)
~ “ )
— zsinz -—-31’«———sm°n0—'—“xsmx9 “'“ sin(2n+1)%,
2n 2 2n s

D

_2n| T 2N -+ 1 052n+1 \
b § = C,— sinz 0 - smx()z , Cos(2n + 1 /
./ §sinxfdf = C,— sin Z 2n ] (
m A
2n 21+
———~——— inonf + - xCOsxO — P sin(2n 4115
+xcosx02 e =S 2 Grtif— ( ,

oll nous désignons par C et C, les deux constantes introduites par les

intégrations.
Nous multiplions la premlcre de ces équations par cosz 4, laseconde
par sina 6, nous ajoutons les produits en ayant égard a la relation

coszf [Ocosxﬁdé + sinx@f@sinx@d!ﬂ:;’z,
il vient

i) (i
2n 2n 41 )din—f—l
(a) Ccosx@—i—C.smx@_—-%—z [3 — cosand+ o 2 nri—a cos{2n + 1;0,

B 27,
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et, en différentiant par rapport a 4,

P (i) . (i
. . 2n ) Ben . NV (2n 4+ 1) canpy . .
— X = (2n]'Pan gne-—_z " Tsinfan+1)
(6) —aCsinzf+xC coszh 21 LrP— & sin 2 2 Zn1p—a ! —+1)4.

En faisant ¢ = o dans I'équation (4), on trouve

C=o.

On donue ensuite 4 0 la valeur =, et I'on pose

(i)

i Aap 41 . 2n-+1I I .
2 sin T= ?
0 x 2

) (O — % 9.1'—|~1,x-75)
(2n+1)? 2,

alors la méme équation donne

T 1

C=-

b

. . T
zsinz - x(zz—i—r,x—)
2 2

vec ces valeurs de C et C, on trouve fin nt, pour I'équation (a),
A lears de C et C, on trouve finalement I'équation (a)

/ P (i)
. 2 . om . m\[ 1 an
coszl=x=sinw-z{2i+1, -)|—+ —————,—@ﬂ-—-coszno
T 2 2/ [x?  (20)'— 2!

i (20 +1) dh, _
+Ezozw +—I%‘_'—_‘—§-f;cos(2n—+~n)0 .

(16)

On trouve de méme, pour I'équation (&) [on peut aussi différentier
Péquation (16) parrapporta 4],

. 2 .7 . a2 * (20} Bin
sinzl==sinz - u(2i+1,2 - Z —(———’—-@ismznfj
T 2 2  (2n)— 2

i(an Vo ()
+§Zo((—2——n—::_:‘7%‘£j_;‘_1 Sin(zn..;. I)O .

(17)

Les équations (16) et (17) correspondent aux équations (26) et (27)
de mon travail : Relations, etc.
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Ces dernieres, écrites avec les notations adoptées, sont:
(i) (i)
T . n n o,
(18) coszf =cosx - z(w, z-)| 142 E e B 5 €08 (27 +1 0—2 _2R%n_osan ]
: 2 2 o (20 +1)P— 22 2n )t — 2* -

. T .7 on -1 n) a,
{19 sule:xcosx—x(zz,x - E ( )B"‘*‘ sin(2n +1 a_E Ln)a, 1" sinan
I 2\ 2 (2n+1)— 2

Ces équations peuvent résulter de I'équation

o .
/ N . O
0= Eo B, Sin(2n +1)0 — .;.xa”‘ sinanf,

absolument comme (16) et (17) résultent de I'équation (15). Une tout
aulre voie a été suivie dans le travail mentionné.
Sil'on compare les expressions de £}, fio . ,, & savoir

(-—-l)" 1. ."3»2 (9i+1)’

aliy T .

P 7T g cosnm [('),n)“—-— I':“. 2n) ] L 2n) (2l'_|_l)2]7

0] 2 2 2N -1 (._ L4t (20)? e
e = o S0 T n[:'n =t (2n)—3]. . [(2n)P— (204-1)*] 20— {ai-1],

on trouve la relation suivanlte :

Bives 2 2m . 2! 42.6%...(20)
Lon =il oy

2
T
o n T 20 -1

On a de méme les expressions

@ 11 ai(ai—1).. . (i+n~+1) 2.4.6...21

B T om 1.2.3...(i—n) 1.3.5...(20—1)
ORI 1 (20-F1)20... ({+n-2) 1.3.5...(2[—;‘1),
e o e ¥ ,_2‘3.”([_.11) 2.4.6...21

d’olt résulte I'expression simple

Jzu 2N 1 . 22.41'62___[21"):

= e (210 + 21 -+ 2) ] -.

i) ( T A E "
a(zn+1 2n 12,3465 . (21—}-1)

H , . . . A o
La fonction que nous avons désignée par x <2t, m;) a enfin la défi-
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nition suivante :
. i3 x? . x? . x?
P 2, - = —_— —_— =] e A —
SNV A A (2i]

Sil'on pose 6 = gdans I’équation (16), on obtient, en tenant compte

des relations entre £, , et X!+,

x 2x?— o2 xz__4z

. T\ =«
wl2i+1,2

Ce développement doit étre identique avec celui de I'équation (8),

d’olt
¥ 2‘_}_] x._\ __2 ._..,: __._.__7_ .
A\ ’ 2) TE)\ T E ! (20 —1)* ]’

’

-
x — . . .
cotz - 2 [1 2z XUEH g XUETY ]

ll

nous avons d’un autre coté

\
. T I
z<zz +-1,x;): ma 7 o
) | 3 (i)
e Tttt e
2 32 (21 +1)*

" . . s . .

Comme manifestement x(zz-i— I,w§> doit étre une fonction synce-
lique qui ne peut devenir infinie pour des valeurs finies de x, il est
nécessaire, pour que l'identité en question soit vérifiée : 1° que

. T . ' , .
les deux expressions indiquées pour z(zz - r,x;‘) s’évanouissent ¢n
méme temps; 2° que ces expressions ne soient pas différentes pour
une valeur déterminée de x.

Si la fonetion
<,__ x? x? x?
12>(1—§;) [ I—('EZ'———H)J

s’évanouit de laméme maniere que

I

(i) (1) (i)
) Ay “2:‘-}-_1

1 — — —_—— — e

1 1 A
1 3t (27 -+1)2
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on peul dire, d’une autre maniere, que la fonction

et
(i) 1) (i)
Xy % T ai+1
2 x2 x2
| I— = [ — ———
12 32 (20 +1)?

se comportent semblablement pour les valeurs infiniment grandes, et
laréciproque est vraie.
Cette seconde forme nous permet de conclure aussitot que les deux

. . m . . .
expressions de x<9.z+ 1,2 ;) sont identiques, ou du moins ne peuvent

différer que par un facteur constant. Ce facteur peut étre détermind
en faisant 2 = o, et I’on voit qu’il ne peut étre autre que 1, puisque
I’équation (15) donne

(i (i (i)
1=al! — o ey

Comme conséquence de 'identité démontrée, nous avons les expres-

sions suivantes des coefficients «, ', &, . ..:

o\ = B . = ; =
(’“@)("@"'[‘”(ziw)’J

W !

I R WA 5
——{r1—=).. ] 1——
( l‘x>< 54) [ (9.[—%—1)“‘J

(i) !

a, = 5 ( __ff 5 ,I =
<"‘F) S 3*)(‘“’%)"3“@7‘:’.‘}]

3. La formule (1o) peut subir une transformation trés-importante
dont nous allons parler.

Si nous rappelons le développement en série donné pour y,(1) el
que nous posions, pour abréger,

) 87 e s 2 W iR ! ; . )
T = Ef [F(z) + b9 d—-——gl(f) Ao b EZ—AEI;;(‘.——)](X,‘ Yeosat-+ X" cosft ... di,
0

i
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il vient
Y w @F (1) @ @R (1) ()
z,—l_:fo [ (8)+ 6" —p— +o 07— dt+T°.

Notre transformation concerne seulement le terme T{", pour lequel
nous obtenons, i I'aide de I'intégration par partie,

T — 2§ @ F(U]( ) ) =
T, —ﬂ[l'(l)+ + b, I X, Sn2g1+4x singt +.. 1

2 [T[dF(1) m@F(1) WEHF ()T (1w, T g@
__E‘/: ‘:T_l—bi —313 l W] ;XI Slnlt+ZX2 Sln4[+...>dl.

Nous répétons celte opération, en observant que sin2t, sinjt,
s’évanouissent pour o et sm, et que cos2?, cos4Z, ... prennent pour
ces mémes limites une seule et méme valeur, 'unité; nous trouvons

a2 1o 1@ dF(¢) @ F(t) o d* B (27
T, _E<5.—=X' —|—42X2 +>[ T + b, e T + b’ T

5 ST dg]r(” ) d4F( } ()d2:+zF( ) @ )
_;]0‘ [T‘*‘b. —i +b; i ]< X coszu-/,X COS4L+.. )dz
En continuant, on obtient, en désignant par v un nombre en-
tier,
W__ 2 (U T () ‘)E.]E(_t_) o & TF() )T
L. ;E‘(«Xx fpt e )[__di b e O g
21w, 1yl dF(t) wodF(1) e y A F (1)
—7.[<24X| ,+44 Xz +.. )[ dr _1' ll des +o+b d,m+.s
0 dzv—lF’(t) ) d2/+1 ( ) (0 d'u‘+2v—1F(t)’.r:
( X +42:X )[ div— +b1 dlzwrl ++ba P -t J
dvF wdF (D) wd*+F (1) (0 (@)
+ f [ dtv + b7 i+ +b; dW_](sz cos21 - 4~/X2 cos4t+...>.(ll.

%. Pour employer la formule (20), il nous reste & déterminer les fac-
teurs constants dans les termes libres d’intégrales. Ils se présentent
d’abord sous la forme de sériesinfinies; mais, avec le secours des ré-
sultats obtenus dans le n° 2, il est aisé de trouver leurs valeurs sous
forme finie.
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Nous avons d’aberd, eu égard & 'équation (13),

B0 (el 4+ 2 ; ;
»I————————(————) sin®+' § — = = 4 X e0s20 + X Ve0s4b+... )3
2.4.6...21 T ow\ ! ?

nous multiplions-cette équation par dé et nous intégrons; alors il vient,
en désignant la constante d’intégration par C{",

; 3.5 (20 . 2 1 (i) ) '
(1) € 4 ! 3?54 6‘—)-5;?fsin"+‘0(/0 —- O:é(é Xf‘+)smz@+%X£+')sm49 e

Or on a, avec nos notations,

I22b(ql+l)fsln“""0t10~a cosf — a Dc0s30 +. +0'(‘ (€08 (20 +1}4.

En mettant cette valeur dans I’équation (21), on obtient

/

i 2 .
SCE”——O -2 cos0 — a7 c0s30 4. . .24 cos(2i+1)0
n

v

L (i) e T (i)
+-4—‘<;Xf"")smzﬁ—r-ZX,ﬁ”")sm40—;—...).

On donne & 0 la valeur particuliere zéro :

(i) (l) ' (i)
= d + R sy, 2 DI

;. == o

= I.

Apres cela, I'équation (22) donne, par la multiplication avee d0 el

I'intégration,
ﬂ(‘) (i) T2\, am o a;ii)-l—l : ; [
+CP9 -2 (2) =2 sm0——-—3—sm30+ o sin(2 i) 4
(23) I
? ' .—% <22X('+‘)(,0520+4 X§i+"cos49+...>,
d’otr il suit
(i) 4 T~ (E1) T i)
cz _—E<;X. - X >
28
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[’équation (23) nous dounne, de plus,
I 5 (n (_1] ali\
m () _-(_‘ ”_,_-_____ & 00830 —. __.__.‘lf;*l_m of -1V
+C C fr— '5\7._>j,—- cos + & 51 cos3 Fora it s(20 10
4

| ) . 1
— 4 (—axf"‘"smw + 5

i
\

X sing0 + ... ) ,

d’olt 'on obtient, en faisant 6 = o,

(i) (i) i
((i) . 3! o . Claiu
13 - —

TS T T i

Si l'on pose = §, la plupart des termes de I'équation précédente

disparaissent, et 'on obtient

- o) 5

En appliquant successivement ce procédé, on obtient d’'une maniere
générale

ct

] l?l

I [ I ™
L(’) L(') 0 L(’ R T @ povr _ s oo
R S R P 3...(2:/———1)(:' ’ 1.2.3..9.1/9.9
() ('i ( 7
(24) = (=1 ——‘—smo ’ sin3f +...=% -——Oi“’l'f—]"-‘ sin(27+1)0
. 2! 52) 1 (2[’—*—1)1‘_ )
-+ (-1)"14t< X('+‘)00590—r—4 X" eosf0+.. )
et
. 1 . 1 ')‘
c? +C(l)0 i— C(l) /R —— L T — () rietet
Bkt =t 1.2.3...2v € 1.2.3. (?y+r) a
OC‘” (i) all)
(25) :{—l)[——‘COSO—E;; 0830 +.. F(—;;f_ﬁcos(zz-q-w@]
\ +(—1)”§(22VH X*sinag *‘ZW‘X(’H‘”“M"“-'-)-
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L’équation (24) nous donne

" 2 (:+-) I G+ 1 NG
(26) = (2“ X 4'2‘, X"+ ) = S (—1)C,"
avec I’équation (25), on trouve ensuite
) aii; a(i) am

CU (=) | 2 = 2 e T

2941 ( ) [lzv 51~; A (21 +I)xv ?
T v (D) NIRG) () (7:' DT [w\®
P [) Cv - ; (_') [Cz;H T 5 Cz;-—x \2> [.2.3 ¥ 2(3) +

! @ (T ) <1
-+ — ) - — (=
1.2.3...20 ! (z) to2. 3., (2v+1)\2

Au moyen des équations (26) et (27) on peut avoir, sous forme
finie, les coefficients constants qui figurent dans I’équation (20). Sil’on
donne & ¢ dans cette équation la valeur zéro, les formules données en
dernier lieu s’appliquent encore. Dans la méme hypothese, les sommes
des séries précédentes peuvent étre trouvées, puisque

XEU — X(Zo)_:__. e
et
l , ,n.i'l
pe il z~ o=y B s

ou les B désignent les nombres de Bernoulli

5. Les résultats dont on a fait usage dans le travail précédent dépen-
dent de la possibilité de pouvoir developper les cotangentes des angles
en série convergente. Nous avons déja vu comment ce developpement
permettait d’avoir une convergence suffisante pour les sommations
numériques. Je vais maintenant, bien que ces propriétés ne se rap-
portent pas au sujet actuel, indiquer des développements analogues
pour les tangentes, sécantes et cosécantes.

Ces développements résultent aisément des équations (16), (17),

(18), (19), lorsqu’on donne a @ des valeurs particulicres convenables.
28.



220 H. GYLDEN.

On obtient ainsi

cpt 3 56 ]
_ _ et

T . om
tangx - =xn|21,2 — : ;
8% 3 ( ’ 2>[1’——x’ P—ar B2z

(i) (i)
T 2 . T\] 1 223, x
oty — —= - 2l+1,xi - — 52,—{—4_ By s |

T 2/lx 22— 44— x

RN Ll

séex & ai, 2 )| 1+ z
- =% ; — - ,
2 o 12— 22 33— g?

20{‘2“ 4.0:2“ (’li)d(eii)+2
22_‘”2*42_‘2’::_“'— (?l)z_x; ?

(i) (i)
. T2 . T\ | T 22 3; x 5
coséexr —==nl2i+1,2—|| =4 = BQ. 4y e
2 T 2/l 2—at fP—2?
m xay’ 7:3xoe§,”+ .
21—zt 23—

T (9‘"""1)”“2?—;-1 .
2 (2041 —a!

Je termine ces recherches en indiquant les conséquences nombreuses
quon peut tirer des relations précédentes. En différentiant, par

exemple, la seconde de ces équations par rapport a , on obtient

1 2\2 [ . m\[ 1 2020  2.4228)"

—— =) r2i+ L2 )| 5+ — T T T oy T

E o \m 2) |z T e T e T
2

. S i) (i)
+<3 w(2i+ 1,22 ?pz - — 48, e
T - 2/ \2*—a* fP—a?

dx <2i+l,x7—r (i) (i)
. (2)2 2 (r 2.2 By - hxPy \

dx x  2r— 2 4 — 2P /

™

Si I'on considére p. comme une variable dans les équations (3), et
si I'on différentie par rapport & cette quantité, on trouve

sinnur + 2sin2npn ...+ ssinsnpn

__1 sinsnpymw  cos(s+-)npm
4sin*ynpm- ? singnpn

I+ COSnYm -+ 2€0S2nUT ~+. ..~ § COSSRUT
T 1 1 COSSnuT g sin(s+ +)npm

L— - — - = -
4sin*ynpr 4 sintinpm 7 sin4npm
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Au moyen de ces formules on obtient le résultat de la sommation
pour les fonctions

(M, + M, cos(¢ + ) +...]

tout a fait comme pour la série (1).

Sur la formule

. YR sin(2/
Zg —l-llm‘[ E (t) “(qfvﬁgf)f dt pour =
i o sin ¢

On peut désirer une démonstration directe de cette formule. Or, il
n’y a pas de différence essentielle entre I'étude de cette limite et de
celle que 'on considére pour la formule de représentation de Fourier.

On partage I'intervalle swen portions contenant chacune une valeur
qui rende discontinue la fonction placée sous le signe [, et & I'égard
de laquelle on fait les seules hypotheses qu’elle soit finie entre les
limites o, sm, et ne posstde qu'un nombre limité de discontinuités ou
de maxima et minima.

Dans chacune de ces portions, on considere plus spécialement les
valeurs o, m, ..., sm de la variable et les valeurs voisines. On peut sup-
poser qu’elles different assez peu des premieres pour que la fonction
n’offre pas de discontinuités dans les environs de o, =, ..., sm.

Toutes les autres portions d’intégrales n’ont pas d’influence sur le
résultat.

Cela posé, le fait essentiel consiste en ce que les limites des deux inté-

grales

re sinht 0 sin it
' f (1 di,
jo F(1+a) 2l ar, f_ll( +a) 202

pour / == %, sont
T‘:‘? E [
gl(a), 2I’(az).
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1l résulte de 1a que la limite de ’expression considérée sera

VA : T!':. 7_,:1 ] E«/ — ]
1\ + ZF(x)+...+ S Fl(s —1)7] t—zl"t.c,.)}
— Cy
T T T Ty

(;I‘(o)-i—';]‘(r)-i--.uw%—;l‘[\ﬁ—-l)r] s

¢’esl-a-dire z,.
En partant de

I ST ) . .
zm= = [ F(t()(1+ 2082t + 2084l +...+ 2cos2ht)dt,
™
)

intégrant par parties, comme on le fait pour avoir la formule (20), et
passant & la limite, on obtient la formule sommatoire de Maclaurin.

Sur le développement

(=89 l-m=m] T

qui sert a établir la nouvelle formule sommatoire.

xz z!l— 28 | xt- 47

i) (i (i
cotina 2 [ o azXy  axXY ]
e 0

On fait usage des formules qui donnent la décomposition de
sina cosz en un nombre arbitraire mais limité¢ de facteurs. (Poir la
Trigonométrie de Serret, n° 187.)

On en déduit

colymx )
(,_ f)(,_ i’)...[r— __fi_._l
1} 2? (27— 1)*
[, _ .___if___] [, _ J ... [ - Mf_-]
2 {2ar—+1)* || {20 + 3)2 (2i+2m—1)t] [ €
TX P x* zt R > ’
(=) (=%) [ )

¢ étant un nombre fini et 2 un entier qu’on peut supposer aussi grand
que I'on veut.
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. Cela posé, il sagit de démontrer que la somme des fractions par-
tielles dans lesquelles peut se décomposer la fraction rationnelle du
second membre tend vers une limite déterminée, i savoir : ,

.
o2 X!

. .
Xo'  axX

A ——— - — -+
x x?— o xi—(2n)?

Il est bon d’observer, avant d’aller plus loin, que la somme des
termes de celte suite converge en effet vers une limite. Cest ce qui
résulte clairement de la nature des coefficients X!, qui ne dépassent
pas une limite finie, et de la formule ordinaire de la cotangente

7

2 /1
Col, o = — (— 4 e, e >
T\ at—2?

On considere la fraction simple dont le dénominateur est x*— (2n *;
2%
et on ob-

en désignant par Y, le coeficient du terme simple _, (a7
— (2]

N v [ o NP
@G

Multipliant haut et bas par

[ =&)L -EE) )

1
observant que le nouveau numérateur differe infiniment peu de cosnz,
. , . e . . cosnm ,
que P'ancien dénominateur differe infininent peu de — === (cela ré-

sulte du n° 187 cité), on conclut

B 5 P e P s

1
‘Quand, n ¢tant donné, m augmente indéfiniment, on-a, a la limite, X'?

. s . , . . 1 m
Dés lors, le raisonnement qui sert 3 démontrer la limite de (I+ ’—1—1>

est ici applicable.
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Sur la démonstration des deux jormules conjuguces (n°2)
9 —2 Bsin2nf + = 2 ol sin(2n +1)0,
g ——E g sin(2n -+1)6 -—2 e Vsinanb.

On obtient ces deux résultats en développant les deux fonctions
cos* 6 et cos* 0 en séries trigonométriques. Ils mettent en évidence

. , . . . . ™
fait que la représentation d’une fonction entre les limites — ~ et

™ o . o N ' , .
-+ par une série trigonométrique n’est pas absolument déterminée,

et des conséquences importantes résultent de la.
Supposant les développements possibles, on aura
cos? 0 =C, +C, €080 + C,c0820 +. ..+ C,cosnl +. ..,
cos* §=D,+ D,cos0 + D,cos20+...+ D,cosnl +...;

7 . . . , . 1 f
on détermine leurs coeflicients par I'intégration entre — ~m et + 7,

apres avoir multiplié cos**'0 ou cos*‘0 par le cosinus qui mul(nphc le
coefficient cherché.
Soit a calculer 'intégrale

1
e 1,

2 2
f cos’ cosnfjdfj:'),f cosPfcosnldy.
1 0
—ix
L’application de la formule d’intégration par parties donnera, en
posant V=cosn¥, U=cos"l,
—n?fcostfcosnbdi=fUV"d)=UV — UV -+ [VU"ds;

de plus,
U =— pcosr—'0sind,

U'=+p(p—1)cosr—6(1— cos?f) — p cosP ¥,
== p(p—1)cost~*0( — p*cosr .
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Les termes dégagés d’intégrales étant nuls pour les limites consi-
dérées, on obtient une relation récurrente

- -7

0 :p(p—r)f cost—?6 cosnbdf + (n*—-pﬂ)f cosP 6 cosnfdo,
/g 0

qui donne aisément la valeur des coefficients cherchés.

Il n’entre dans le développement de cos**'¢ que des multiples pairs
de 6, que des multiples impairs dans le cas de cos* 0.

On peut observer que, si dans les deux formules on remplace ¢ suc—

. ™ ™ . . - .
cessivement par - —r, 7 on obtient des résultats contradictoires,
. ;e e T .
ce qui montre que les formules ne sont pas légitimes pour 6> ~sielles

™
le sont pour §<Z -
Il est, d’ailleurs, facile de démonitrer Ja légitimité des développe-
ments pour 0 compris entre — 7 et + 4m; Panalyse qui démontre la
formule de Fourier n’a besoin d’aucun changement.

Sur la sommation des fonctions de la forme

F(t) = t[M+Mecos(d—pt)-...].

On a successivement, en suivant la marche indiquée par 'auteur,

= Flo)+Flx)-4.. +Fsn)={1+2-+.. .45 Mmx

® - e . gl 1 -
I 1 1 COSSN T TSNS -+ 5, nuT
-+ 7 M,, cosn ‘-1) e el TN - =8 """'\A.—"{- S e
1 gsinttnpm 4 sintinpm 0 2 sing num

w . 1 -
z: \ . 1 SInsnuT I COS(S -5 )npumn
—_— T M" s n "p [_.. - AR SRR, 8§ - ( e l) [‘ ], .
1 4 s .

in*jnpr 2 sintnpzw

M , .
i = [cosn(~+spm—cosny]

”
1 L . 7

5y Py = F (0) — = F (s7) == ~ "My m +

Y 21() 2, (s7) o TR L sin

L
T o0
-3 2 M, s cotynprmsinn (Y -+ spm).
1 .

En prenant les valeurs des deux X entre o et =, il faudrait

Ann. de I'Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VIIIL — JuiLLer 18759, 20



226 H. GYLDEN.

ajouter £ s*M,7; c’est précisément le premier terme. Done

B 42 sm“nmr [cosn(q,_;_ S{J-Tr)—COanJ]
+§Z Mnscol%n#ﬁsinn(kp_I__S[iﬁ)-
“ i0

Cela posé, on est amené & déterminer une fonction y(z) par la
condition suivante :
ST
/ tcosn({ + pt)y(t)di=mscolfnprsinn (b +spm)
Jo

1 \
+ T [cosn(d - sum) — cosndl.
7 It sm’ny.n'[ (‘rJ AU i o]

T ‘
Or, si I'on substitue & cotfnpm et & — leurs développements
SN 47 T

connus,
, of 1 27 (L 2N L. '
COLg npaw == = | —— A e s e ],
iy  npp—2 (np)t—4*
1 AN R | 2(np? + 27) { (n’u’—}—/ﬂ , ’
siwvinpn T \7) Lnpr 7 (wpr—oay T Twipi =g ]

en tenant compte de

teosn (Y - pt)cosamidi =ms .9.17’_/:’“,?}1]‘,"(4’ -+~ spm)
0 ' (np)r—(om)

[n*p? - (2m)] .
[ g = [ i o (002t spm) — cosn ],

on voit que la condition ci-dessus est satisfaite en prenant

[r+4-2cos2t -+ 2c084¢-+...],

= RN

x(l e

desorte que la formule cherchée est précisément

Z == f Fe)y(¢)de.

Enfin, on vérifie que la formule (10) est applicable.



SUR LA SOMMATION DES FONCTIONS PLRIODIQUES. 227

Sur Uextension de la nouvelle formule sommatoire
aux fonctions en genéral.

On peut penser que la formule de M. Gyldén ne s’applique pas
seulement a certaines classes de fonctions. En suivant la voie indiquée
par Abel (OEupres, t. 11, Mémoire VII), il est possible, en ellet, d’établir
d’une maniere simple et générale le résultat en question.

La quantité constante dont croit 'argument est supposée égale a =,
ce qui est permis. Partant de la définition de la fonction sous la forme
employée par Abel,

: gla@) = fenflo)do,

les limites de 'intégrale étant quelconques, mais indépendantes de «,
on en tire, en prenant les intégrales finies des deux membres,

C, o o
=glx: 1‘/(:"‘ AS '.,i- de,

e
et -

et une constante arbitraive doit étre ajoutée.
On a maintenant

—— ' ((,vr-r. — l"\ f‘m
o) b "¢
Cela posé, on a égard au développement suivant :
€1 2 - v - g2’ ‘1 ] vt i I 20X',":' ! 20 X0 {
e™ — 1 - T 12) 3‘.:’) ' {'Zl‘ —l‘)"_ v Pl afe 0 V1+[l2 ’

qui ne differe pas, dans le fond, du développement de la cotangente,
etd I’égalité suivante :

1 L e 1Y) G U
z,:;:y,—-—;(p(o)m;q;(mr; :.[e .;{"’\-—Ax‘du—"[‘}}ﬁ(w)l (/v--l«;’"[(e’ F—1) () dv

Sleydo.

8T v
/ € COS2M X A o= —mmmm (@7 — 1] 5
Jo Vit (2m)*

29.
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on trouve

Fo=~ f -[‘P(x) + b dolz) + .00 . (x)] xi(z)dz,
0

2 dx? dx*
%:(z) et les b étant définis ainsi qu’il suit:

2 . . .
wi(x) = = (X7 +2X cos 2w - 2 X7 cosfx +...),

; i DEPY v v v
'+bl(:)02_l__ [);)‘,4 -+ [)5,)(/2’:.:: (l—-f*';;)(l_l—g]')"' [l+ 721 ﬂl)"]‘
; [ A

Sur la représentation des fonctions par des séries de sinus et de cosinus
entre des limites données de la variable. Calcul des coefficients des déve-
loppements par interpolation.

On sait le role considérable quejouent, dans ’Astronomic en parti-
culier, les développements trigonométriques.

Le calcul des coefficients des sinus et cosinus se présente donc
comme une recherche de la plus grande utilité. A la vérité, on peut
donner de ces coefficients différentes expressions analytiques; mais,
dans les applications, on préfere les calculer au moyen de valeurs par-
ticulieres de la fonction qui doit étre développée en une telle série de
sinus et de cosinus.

La considération des limites entre lesquelles on peut représenter
une fonction par une série trigonométrique n’est pas moins utile dans
les applications que dans I’analyse, et I’on peut trouver beaucoup d’a-
vantage & prendre, au lieu des limites ordinaires —m et 4=, les limites

iy ™ . P
— - et + - L’exemple suivant mettra cela en évidence.

Que l'on se propose d’intégrer par rapport 2 I'une d’elles une fonc-
tion de sinus et cosinus de deux variables, 'une de ces variables pou-
vant étre exprimée par une série trigonométrique dont I'autre variable

. .« . « . ™ ™
est 'argument assujetti & rester compris entre les limites — S et 4+

C'est le cas de la fonction perturbatrice lorsqu’on suppose que I'or-
bite de 'une des planttes a une faible excentricité : alors, en elfet,
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. N . . ™ e
I'anomalie moyenne de cette planete peut, entre les limites — - et + {;,

s'exprimer par une série de sinus dépendant des multiples de Pano-
malie excentrique de la planéte troublée.

Donc, entre les limiles considérées, on peut développer la fonction
perturbatrice en une série (rigonométrique procédant suivant les sinus
et cosinus d’un seul argument, et l'intégration est des lors facile.

Cest la Vorigine d'une méthode donnée par M. Gyldén (Fiertel-
Jahrsschrift der Astronomischen Gesellschaft, 1875, p. 25 etsuiv.).

Gauss, dans son Mémoire Theoria interpolationis nova methodo trac-
tata, apres avoir établi parallelement ce qui se rapporte a I'interpola-
tion des fonctions entieres de sinus et de cosinus et des polynomes
entiers, Gauss, dis-je, s’étend sur les méthodes appelées depuis qua-
dratures mécaniques, dans lesquelles les arguments correspondent aux
points de division de la circonférence en parties égales.

Les résultats généranx de Gauss ont été établis simplement par
M. Hermite dans son Cours d’ Analyse.

Hansen, dans ses divers (ravaux (Perturbations absolues des comctes.
Perturbations des petites plancies), a toujours fait usage de la méthode
des quadratures mécaniques.

En 1841, Le Verrier eut l'idée de substlituer aux quadratures
mécaniques un proeédé ingénicux qui, dans la suite, a été heurcuse-
ment perfectionné par M. Hoiiel (Arnales de ’Obsercatoire de Paris,
t. VIII : Sur le développement de la fonction perturbatrice, 1875). Carac-
tériser de la manicre Ia plus simple ces différentes méthodes, en ayant
surtout égard aux exigences des applications astronomiques, tel st le
but de cette Note.

Apres avoir considéré le cas ou les limites sont o el 27, je prendrai
™

.

Arrétant le développement

. \ T
celui ol elles sont — 5+

Jlx)=A,+ A cosx ... - Apcoskz + ...+ B,sinz 4. ..+ Bysinka ...

aux termes Ay coska, Bysinka, et supposant pour un instant les antres
négligeables, toute la question est de savoir quels argnments il [aut
choisir pour le caleul des 24+ « valeurs particulieres qui formeront
les termes toul connus de 24 - 1 équations linéaires.
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Les coefficients cherchés s’expriment par des fonctions linéaires des
valeurs particulieres multipliées par des quantités qui ne dépendent
que des arguments arbitraires. Peut-on déterminer ces arguments pour
amener une simplification et pour affaiblir 'erreur commise en négli-
geant, comme on a vu, tous les termes du développement a partir de
termes d’arguments déterminés?

Avant d’aller plus loin, je vals montrer comment la supposition la
plus simple, celle qui consiste & prendre des arguments correspondant
aux points de division d’une circonférence en parties égales, donne
satisfaction a ces deux exigences.

Il suffira de considérer la détermination des coefficients des cosinus.
Les valeurs des arguments élant égales a

27 2T V2T
0, —»5 2—3 +-xy (B—1) =
n n n
on observe que la somme des cosinus d’un are ma est nulle si 7 n’est
pas un multiple de n e, dans le cas contraire, est égale & Ln. Suppo-

sant
F(xz)=A,+Acosx -+ Aycosaw ...~ A, coskx+...,

on aura, pour un coefficient A,

i A= F (o) + F(1) cosh 25+ F(2) cos 2k 25 4. 4 F(n—1) cos(n—1)k -

“+~1in (A,H-k + A+ A A . )

/

En négligeant la parenthese, on commet sur A, une erreur insigni-
fiante si £ est petit et » assez grand. Cette erreur augmente en méme
temps que % et devient comparable, pour le dernier des coefficients que
I’on considere, au coeflicient suivant.

La formule précédente montre de plus que, abstraction faite de la
parenthese, le coefficient A, sera obtenu avec la méme précision que
les valeurs particulieres.

Le second résultat pourra sans doute étre obtenu avec les autres
méthodes; mais 'importance du premier et la simplicité du procédé
de calcul donnent une place a part 2 la méthode des quadratures méca-
niques.

Revenant au cas général, jobserve que linterpolation des fonctions



SUR LA SOMMATION DES FONCTIONS PERIODIQUES. 231

entieres de cosinus et de sinus dépend de deux formules qui sont 2
rapprocher du résultat bien connu concernant les fonctions entieres et
rationnelles d’une variable.

Soient, en effet, n -+ 1 arguments

a, b, e, d, ..., k 1;

Jlx)=2A + A cosa + A,cos2x + ...+ A, cosnz,
o(x) = B, sinx + B,sin2x +... + B,sin nx;
les deux formules suivantes ont lieu :
flz)

(cosx-—cosa)(cosz —cusb)...cosx—cos!)

Sla) ! -
COSx — CoSa (Cosa— cosb)(cosa—cosc)...(cosa— cos!)

1(b) 1 ‘

COSZ —COSb {COS b~ COsU)(COS0— COsC)...[Cusb— cos)

. 1

e - .
cosx — cosl [cosl—cosa)cusl—cosbj...icosl—cosh)

wlar)

sinx{cosx —cosb)lcosz — cusce)...[Cosw — COs{)
o wlh) 1
T sinb{cosaw —cosb) (cosb— cosc){cosb —cosd)...{cosb—cos{]

9(e) '

sinclcose

“cos¢) (cose—cosb)(cose — cosd)...(cos¢— cosl)

oll) i
" sinl{cosz — cosl) (cosi—cosbj{cosl—cosc;...(cosl—cosh)

Il est clair que, si 'on se donne les valeurs des arguments a, b, ¢, ...,
il est possible de caleuler lestocfficients A et B; ils résultent des valeurs
particulicres des fonetions f(x) ou o) multipliées par des nombres
auxiliaires dépendant des arguments choisis.

Au moyen d’une Table de nombres auxiliaires construite une fois
pour toutes et des valeurs particulitres d’une fonction arbitraire répon-
dant aux arguments

ab, ¢, ... Ik
—b, —c, .., =k, —I,
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on pourra donc effectuer, au moins avec une certaine approximation,
le développement d’une fonction arbitraire en série (rigonométrique
de sinus et cosinus, et, en prenant un nombre suffisant d’arguments,
on augmentera la précision & volonté.

Il est possible, avec quelques tatonnements, de distribuer a peu
pres uniformément sur la circonférence les arguments, et cela pour
les différentes valeurs de 2n-+ 1. Un (el résultat importe & la bonne
détermination de la fonction.

Le Verrier, dans la méthode imaginée par lui en 1841, faita=o0 et
prend pour arguments b, ¢, ... les multiples successifs d’un angle «.
(Test en prenant ¢ ==141°1" que M. Hotel a construil une Table de
nombres auxiliaires pour 'usage de la méthode de Le Verrier.

Si pour un instant on s’arréte h ce point de vue, I'unique objet
qu’on se propose étant de choisir les arguments a, b, ¢, ... de maniere
que le caleul des nombres auxiliaires soit facilité le plus possible, les
formules établies précédemment montrent qu’on obtient un tel résultat
en se donnant @ priore cosa, cosb, cosc, ... avec trois décimales (par
exemple, on prendra les trois premieres décimales de cose, cosaa,
¢0s3u, ...). La Table de multiplication de Crelle permet alors de faire
commodément le calcul.

Mais on peut rechercher un résultat plus important et se proposer
de souder I'une & Tautre Ia méthode de Le Verrier et celle des qua-
dratures mécaniques. Par la, on donne satisfaction 4 ces deux exi-
gences : obtenir dans certains cas dilliciles une approximation tres-
grande, et, dans tous les cas, rendre le calcul le plus facile et le plus
sar.

A cette fin, ayant divisé la circonférence en un nombre de parties
assez grand pour que la quadrature mécanique atteigne les cas les plus
difficiles, je prendrai un multiple de cette partie aliquote premier avec
le nombre de divisions de la circonférence; et ainsi, d’une part, pour
les petites valeurs de 22+ 1 on a la méthode de Le Verrier, et d’autre
part, pour la totalité des valeurs ou le maximum de 22+ 1, une qua-
drature mécanique.

Pour le moment, il est inutile de donner d’autres détails a ce sujet
et au sujet des quadratures mécaniques. Jai dit, en commengant, que
Pillustre Gauss avait abordé ces dernieres méthodes dans son Mémoire
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Interpolationis. .., et la, comme dans ses autres recherches, il semble

n’avoir rien laissé a désirer.
Je termine en disant quelques mots des nouveaux développements

de M. Gyldén, dans lesquels ’argument est compris entre — get + 75

il en a été parlé en commencant.
Il semble tout d’abord que les valeurs des arguments des valeurs

. .y . N . ™ T . P
particulieres doivent étre comprises entre — 5 6L +5; mais, si I'on ob-

serve que les développements en question, en dehors des limites men-
lionnées, ne cessent pas d’étre convergents, bien qu’ils ne représentent
plus Ia fonction, de sorte que I'on peut assigner la valeur des dévelop-
pements en série figurant dans les membres de droite, il n’y a aucune
difficulté dans 'application de la méthode des quadratures mécaniques
au caleul des coefficients. Caleulés par la méthode des quadratures
mécaniques ou toule autre, les développements obtenus subsistent

entre les limites — 7;T et -+ g: comme les formules (16), (17), (18), (19)

du Mémoire d’ott la transformation proposée de la fonction perturba-
trice a été tirée.

Ainsi, la construction d’une Table de nombres auxiliaires servira en
plusieurs circonstances aussi bien pour les perturbations relatives que
pour les perturbations absolues des planétes et des cométes.

Note de M. Gyldén sur quelques développements trigonométriques doni la
valeur est indépendante de la variable entre des limites determinées.

En partant des équations

S = 2 £Psinans + = 2 o) sin(2n 4 1)s

b3 ~~Z (E;L‘sln (2n -1 9——2 «sinzns,

on déduit aisément des résultats qui pourraient étre employés daus
certains calculs numériques.

Ann. de U"Ec. Normale, 2° Série. Tome VIII. — JuiwLer 187¢. 30

ct
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Les résultats dont il s’agit consistent en développé'menls trigonomé-
triques qui jouissent de la propriété de conserver la méme valeur nu-
mérique pour toute valeur de la variable entre des limites déterminées.

En effet, il résulte, par différentiation, des équations ci-dessus,

i i
. - ;
1:21 znﬁﬁi)coszns + ;Zu(zn —+ x)a;")ﬂtvlcos(zn +1)9%,
? o) NG
1:2 (2n +1)B,., cos(an ~+1)9 —2 2no,, COS2nS
0 1

Maintenant, si I'on suppose, par exemple, i=14, on obtient les
expressions numériques :

SR

<5

IN

s
+5)-
2

| 1=+ 0,4744078 (1) 1= 0,4714947 (1)
-~ 1,0000000C0S
— 0,8456069 cos 2%

i -+ 1,0000000 C0OS &
— 0,8600600 cos 2%

+ 0,6666665 cos 33
— 0,463 1090 cOS 4%
~+ 0,2857142 cos 55
—0,1543697 cos 63
+ 0,0714285¢cos 7%
—o0,0272417 cos 8%
-+ 0,0079365 cos 9%
—0,0014338 cos10%
-+ 0,0000683 cosi12%
— 0,0000089 COS14 %
+ 0,0000018 cos16%

................

—~

~——

-+ 0,6363637 cos 3%
— 0,4228034 cos 4%
~+ 0,2447553 cos 5%
—0,1208011 CcOs 6%
-+ 0,0489510 cos 7%
- 0,0151001 cOS 8%
+ 0,0028795 cos 9%
— 0,0001516 cosr1 %
-+ 0,0000216 cOS13%
— 0,0000047 cos15%
-+ 0,0000013 cCOS17 %

Par des procédés tres-simples on peut déduire une infinité d'expres-
sions de la méme espece que la précédente. En intégrant, par exemple,

(") On a divisé toute I'expression par le coefficient de cosJ, aprés quoi on a ajouté aux
deux membres respectivement o0,4744078 et 0,4714947.
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I’équation (A), apres I'avoir multipliée par sinsds, on obtient

{, 0= const. — 0,0955622 cos &
-+ 0,0833333 cos 2%
— 0,0661585 cos 3%
-+ 0,0476191 cOS 4%
— 0,030873gcos 59
+0,0178571 cos 6%
-~ 0,0090806 cos 7.5
-+ 0,0039632 cos 8%
--0,0014338 cos g%
—+ 0,0003968 cos109
— 0,00000683 cos11.3
-+ 0,0000030 cOSI13%
- 0,0000004 c0S15%

const. == -~ 0,0500002.
Pour 5= r, on déduit de I'équation (B) la valeur
— 2,8656329,
tandis que U'équation (C) nous donne
~+ 0,4063494 ;
en multipliant la dernitre équation par

2,8656329

0,406:3-494’
il résulte une expression dont la valeur numérique reste constamment
’ . . . ™ T "
zéro autant que la variable ne sort pas des limites — S et -+ —» mais

qui re¢oit une valeur opposée a celle de I'expression (B) pour s=m.
Par cons¢quent, la somme de ces deux expressions, que nous désignons
par o, conserve la valeur numérique 1 pour toute valeur de < ne sor-

: . . T iy . v, .
tant pas des limites — ~ et + = mais, de plus, elle s'évanouit pour

9= m.
3o0.
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La fonction ¢ est donnée par le développement suivant :

'a:+o,8241021
+0,3260823cos ¥
—0,2579289 cos 2%
-+ 0,1698050 cos 33
— 0,0869874 cos 4%
-+ 0,0270281 cos 5%
+ 0,0051299 cos 63
—0,0150864 cos 75
--0,0128845 cos 85
— 0,0072316 cos 9%
-+ 0,0027986 cos10.3
— 0,000632g9 cosr1 %
-+ 0,0000425 cos133
— 0,0000074 cos15%
-+ 0,0000017 COS17

On a appelé la fonction ¢ un facleur de separation, parce qu’on peut,

en plusieurs cas, en multipliant par un tel facteur, régler la conver-

’ . o . ™ ™
gence d'une fonction de & entre les limites — ~ et + ~-

Sur lutilité du facteur de separation ¢ dans le calcul des perturbations
relatives. Extrait d’une Leltre de M. Gyldén & M. O. Callandreau.

. Il s’agit d’un artifice de calcul pour rendre les séries suivant
’anomalie excentrique (¢) plus convergentes, en employant, sans alté-
ration, le procédé reproduit dans le Pierteljahrsschrift. Pour étre plus
clair, je vais expliquer mon idée sur un exemple.

Jemprunte donc des calculs de M. Backlund sur les perturbations
relatives de la planete (i?) les nombres suivants.
Pour les seize valeurs de ¢, calculées d’apres la formule

6—2 B sin(2n 41 E—Za sinane
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(dans le second membre, on emploie toujours pour ¢ des valeurs équi-
distantes), M. Backlund a obtenu les valeurs suivantes de la fonection

wo(%):
SAde/ do. do
o

5 (%) (%)
0....... -+ 05949 -+ 0,949
1....... ~+ 0,060 ~+ 0,060
2., — 0,790 — 0,790
3....... — 1,027 — 1,027
b..... .. — 1,968 — 1,968
5....... — 2,222 — 2,218
6....... — 1,921 — 1,629
Toeoi... + 4,593 “+ 1,101
8. ...... -+ 5,225 0,000
9.. — 5,697 -~ 1,498
10....... — 2,291 — 1,043
11....... -+ 0,243 -+ 0,243
12....... -+ 1,311 “+ 1,311
13....... —+ 1,998 + 1,998
1h....... ~+ 2,640 ~+ 2,640
15 ... ... -+ 1,670 -+ 1,670

La méthode des quadratures mécaniques, appliquée aux nombres de

la deuxiéme colonne, a donné ensuite :

dQ
(2)
- cos sin
0....... -~ 1,387 )
1....... -+ 3,758 — 7,193
2.0 -+ 7,987 —12,611
3. ..... ~ 10,204 11,235
hoooo L. ~+ 7,879 —11,340
5....... -~ 6,922 ~+ 9,005
G....... -+ 5,675 — 5,011
Tooeiis - 3,736 -+ 3,693
8....... + 1,769

On voit aisément que ce sont surtout les

qui rendent la convergence faible.

nombres entre (5) ¢t (10)
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Or, I'emploi du facteur ¢ permet d’éviter cel inconvénient. En
. . dQ . ,
multipliant, en effet, a<z€~> par ¢, on obtiendra un résultat plus con-

, . .. 7T T . , .
vergent, et néanmoins, entre les limites — '; et + > on obtient préci-

. s . [dQ
sément les mémes valeurs numériques pour la fonction a<72,?>-

En appliquant la méthode des quadratures mécaniques aux nombres
de la troisieme colonne, on trouve

aQ
a( 7
cos sin B
0........ — 02495
1...... . -~ 7,773 —«106147
2... ... -+ 2,925 — 7,819
: JA — 4,235 - 4,154
hoooooL.. ~+ 2,014 ~- 3,718
L — 0,935 - 2,004
6........ -+ 0,227 — 0,031
i .. 4 1,793 — 0,819
8........ — 0,935 R

Vous voyez, monsieur, que le résultat obtenu & I'aide de la multipli-
cation par o.est bien préférable au résultat donné¢ dans la premiere
application de la méthode proposée. . ..




