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SUR LA

SOMMATION DES FONCTIONS PÉRIODIQUES"',
PAR M- HUGO GYLDÉN,

Astronome de l'Académie royale des Sciences, Directeur de l'Observatoire de Stockholm.

1. Si l'on donne un nombre fini de valeurs d'une fonction corres-
pondant à des arguments qui croissent d'une quanti té constante et
finie, l 'opération qui a pour but d'exprimer la somme de ces valeurs
de la fonction au moyen d^une nouvelle fonction s'appelle sommation
de la/onction donnée. Le résultat s'obtient par l 'intégration d'une équa-
t ion aux différences finies

y.~r^=F^),
où F ( / ) est la fonction donnée ety^. le résultat cherché; s désigne ton-

( ' ) C'est par suite de ses recherches sur le calcul des perturbations des comètes que
l'habile auteur a été amené à étendre, d'une manière appropriée à l'objet proposé, la formule
sommatoire de Maclaurin.

M. Baillaud, dans une Thèse présentée à la Faculté des Sciences de Paris, a, d'autre part,
exposé avec talent les principes des nouvelles méthodes de M. Gyidén.

Outre ce qui se rapporte à la sommation des fonctions, il faut signaler, dans le présent
Mémoire, de nouveaux développements trigonométriques pour

cos.f'5, sinxS- ( — ^ <. .9- $4- ^ ) —V ÎÀ - -- ï ]
De tels développements méritent de fixer l'attention des géomètres et surtout des astro-
nomes.

Après quelques notes ajoutées par le traducteur, dans le but de préciser ou détendre
quelques-uns des points abordés dans le Mémoire, on trouvera deux additions de M. Gyidén ;
elles ont pour objet de régler la convergence de certains développements trigonométriques.

En remerciant vivement le savant astronome pour ces additions, je dois exprimer toute
ma gratitude à M. Hermite, qui m'a donné toute facilité pour prendre connaissance du
Mémoire.

Octave CALLANDREAIÎ,
Aide-astronome à rOLservafon'c.

26.
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jours un nombre entier, les valeurs de / é tant choisies de telle sorte
que la quanti té constante dont croît l 'argument soit représentée par i .

Dans certains cas, par exemple lorsque F(^) désigne une fonction
algébrique rationnelle et entière, ou encore une fonction exponentielle
ou trigonométrique d'une certaine nature , l 'équation précédente peut
s'intégrer r igoureusement. Si F(^) est d 'une autre nature, on trouve y .
au moyen d'un développement en série, comme celui qui est connu
sous le nom de formule sommatoire de Maclaurin. Cette formule ne peu t
cependant être employée d 'une manière générale, parce qu'elle appar-
t i en t aux séries appelées semi-convergentes. Pour s'assurer que cette
formule donne un résultat précis, il est nécessaire d'étudier ce que l'on
appelle le reste. Mais veut-on employer ce reste seulement pour un tel
cr i tér ium, il n'y a pas grand avantage, et, une fois évalué, on ne gagne
pas grand'chose avec cette solution du problème sur la sommation
directe des fonctions. Si l'on fait subir au reste une t ransformation q u i
le rende calculable numériquement , la formule de Maclaur in peut
alors être employée en plusieurs circonstances'là où, auparavant, elle
é ta i t négligée et donna i t des résultats illusoires. Cette transformation
consiste à développer le reste en une série convergente; mais, bien
qu'on arrive ainsi à trouver un résultat qui jouisse de toute la précision
désirable, le nouveau développement est de telle nature, que son emploi
est encore plus pénible.

Dans les recherches sur la théorie des perturbations, dont je me suis
occupé depuis quelque temps, le problème ci-dessus paraît avoir un
usage important . J'ai donc entrepris de rechercher si la formule de
Maclaurin ne pourrait pas être remplacée par une aut re plus conve-
nable. Or, il paraît que cette formule est seulement un cas particu-
lier d'un résultat plus général d'où l'on peut déduire plusieurs consé-
quences utiles dans diverses occasions.

Dans ces recherches, je me suis borné aux fonctions périodiques
réelles et à quelques-unes qui s'y rattachent, parce que je les ai vues
seulement se présenter dans les applications.

J'admets, comme point de départ, que F(^) ainsi que ses dérivées
puissent s'exprimer par des séries de la forme

; i ) F ( / ) = = : M o - h M , c o s ( 4 / 4 " ^ / ) +M,cos^+^) + . . . ,
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où ^ désigne un angle constant et jx un nombre incommensurable
arbitraire. Nous mettons TT à la place de l'unité pour l'accroissement de t,
et nous avons

^—^-,===F(^),
ce qui donne , en posante == F(o),

. (^ ^=F(û )4 -F (7 r ) - -h . . . 4 - -F (w) .

On peut donner au problème une autre forme avantageuse dans les
applications. Qu'on pose, en effet,

« = = ® ( ^ ) ,

en supposant que u soit une fonction périodique de ^t, et

F ( £ ) =/(„),
puis

^==y(o),
u,-^ cp(^Tr),

u,=: y(^^Tr);
alors

y, ==/( u, ) +/( u, ) 4- . . . 4"/( ?<.),

et notre problème consiste à exprimera en fonction de u^
Nous mettons dans l 'équation (2) les valeurs de F(o) , F f j r ) , . . . , el

nous obtenons, en partant de l 'équation ( i ) , c'est à-dire

F ( / • ) = = = M» -f" Mi COS(^ -4- [},t} 4" Ma COS2(^ + v . t } -+-„ . ,

y ' s == ( A* -t" T ) Mo 4" Mi ces ^ ( I ~1" cos ^-7r •-4" cos 9' ̂  - + • . . . — ces s U.T-. }
—M( sin ^( sm ^-+-sin ?-y.7T-i-. . .-;-sin 5^.7:)
~î" Ma COS 2 ̂ ( l + COS^^TT + COS 4 f-^T 4" . . . — COS 9.,? ̂ 7:)
— Ma sin '2 4' ( sin ^UTT -4- sin 4^ 4-... -J- sin ̂ t/.7r)

Avec le secours des relations connues

î sin(^^;)^^
[ + COS/î^TT -4- COS'îîlU.n 4--. .. -i- COSA'/Zy.TT === - 4- - -•—~-\—,

, * 2 % Smj^^.TT

/ 1 ,cos .?-+-" /^c/.7rï . i \ ^ / *sin/iy.TT 4- sinî^aTT -4- • . "l- sin^/ioTT ==• - coi-I-TiaTr — - -—"——————-,1 l l 2 2 r 2 sin^^uîr
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on trouve, pour Inéquat ion précédente,

}•",,-„:-: f.î 4 -1 ' ! Mo-(-^ M/J--J- -cot-^HTTsm.m/j.Tr 4- -cos.y/î.y.Tr ) cosn'ii
' ' ' / ^1 \ 2 21 2 ' l 2 l /

— ^ M/,(- coli-^^Tr — - cot^np.T: cos^/îpr -4- - sin^^.Tr) sinn^..

On pourra i t maintenant songer à exprimer ^ÎT en fonction de Us et
substituer son expression dans l 'équation (4)^ de sorte que le pro-
blème serait résolu. Mais, dans le cas où le développement de F(<?)
suivant les mult iples de fit convergerait lentement, la solut ion devien-
drait comme i l lusoire, ou du moins elle serait impraticable pour le
calcul numér ique , car, même si le résultat final ordonné suivant les
mul t ip les de Us comme argument devait converger rapidement, les
coefficients du développement seraient formés par des séries infinies
dans lesquelles beaucoup de termes resteraient sensibles. Nous devons
donc chercher à transformer la formule (4 ) de la manière la p lus con-
venable pour notre objet, et nous allons représenter y, avec une in té -
grale définie. Nous remarquons d^abord qu'une partie des termes de
l'expression (4) peut être sommée aussitôt. On a

,F(o) ==M»-+-y Wincosn^,

f[s7t) := MO-+- y Mn cosn^ cosytsp.n — y M« sin/?^ smsrï ^TT.

Si l'on pose
^^F(o)^F(^).

z^:^^^f[u,]- ̂ f{u^

i l vient
( ^cc Y^

Zs~= ^Mo-4- - y 'MnCOt^np.'KS\nn[s(m^ ^] — y Mn coH/^Trsinn^ ;

mais, à cause de

~ coi{n^7r[sinn(^a7T + ^3 — sinn.^] == ^ • pour n =: o,
M
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on peut aussi écrire cette équation

z,=: - y MrtCOt-j/îUT; smn[^ 4- ̂ pr) ~ - ^ M«coti-ny7r sin^'^.
2 •̂•JO l 2 jfa-^0

Si nous pouvons déterminer une fonction yj^] de sorte que là con-
di t ion

r'^
(5) / cos7i(4' -+- p't] % ( ^ ) ̂  ̂  cot}/î^'n'[sin nf^ -•!- SU.T:) — smn'ii]

^o

soit remplie, nous aurons aussitôt

s,:= '- V M, f COST!.(^ -4-^)7 (t}dt=: 1- 1 -/(t}dt\ MnGOsrz^ ^y. /" ' ,a ^jo Jo - 2 J^ " ' ^jo

c'est-à-dire

(6) ^ — — ^^(^x^)^.
^^o

La difficulté consiste surtout à déterminer la fonction / (^ ) , et elle
est résolue de suite si l'on substitue pourcot^^îr, dans l'équation (5),
le développement connu

a F r %na 2^ "1
COl-^UTT == - —— -4- -,———ç———: + /———n——/^ -t- . . < .-n:L^^ (Ta?^ ) 2 —^' (7^a)2—42 J

On a, en effet, si m désigne un nombre entier^

( 7 ) L cosn(^ -+- ^)cosam^== j——r^.—^ [s în^(^ -+-^.7:;- siu/r^,JQ v71^; "~ [ ^ ^ r

d\)u il suit que la condition ( 5) est remplie si

• y ( f ] = L ^ (i + 2 ces 2^4- '2 cos4^ " + - . . - ) ,
A" / TT

c'est-à-dire
, . ?,,. s in(2/f- t- ï ) /y ^ ==-l im————^—<,/-'> / TT s in^

où lim signifie que le nombre entier k doit croître à rinfini.
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Le résultat cherché, à savoir

1 i. r 1 9 ^ / \ sinfa/r -L- i ) ^ ,^ == - lim / F (f) ————-—— dî,
TT J, \ j ynu

•

n'a pas d'util i té immédiate pour notre but et ne donne rien de plus
que la formule de Maclaur in .

Si l'on considère la voie qui a fourni ce résultat, on observe que
tout dépend du développement employé pour cot-|-^pr. La difficulté
que nous avons à vaincre consiste donc à trouver quelque autre déve-
loppement plus convergent pour cette fonction. Or on peut très-aisé-
ment en obtenir un, et il ne paraît pas qu ' i l ait été remarqué jusqu ' ic i .

De la formule connue
/ ^\ / .^\ f ^\

. .-^ ^^)(^ ...
COl^-TT^ •==. —— --————————-——————————————-————

n^ ! ^\ ( ^\ I x^\
( I-^( I-4 Ï)(•-6')•••

résulte aussitôt, en désignant par ï*un nombre entier^

_______œ^;[7r^_______ ̂  ̂  [/^(^TT)2] L ÏZJ^l:^J)^]^ ^ ^ . ,̂

(-^^-^••{'-(Tr^-J ( I-^(•-^•••
On décompose le second membre en fractions simples de même forme,

/ o \ ________coi^îr^_________9. ["X004^_____^ rxi^^^x^ -^x^
_^\t _^\ __ ^J^L—. * 7r 1 3C ^••1_••-^^^^••^+.^^

^ \ 33; I (^ f~r 'P
i.^^lM ^^\ I' <r2_ [""îrl^ ' x1—^ r-^_~^~

——" ^Y\

et l'on trouve, pou r les coefficients Xi°, les valeurs suivantes :

( a / / J ' 2 — 1 ^

P.S2
X :̂-:1:.

X.

[ ( ^ ^ ^ — i ^ j ^ a ^ l ^ — S ^ 7

(»),_ ___ ^ ^ i^S2^2

[( 2 nf — x 'r] ̂ ^_"3^^^ "
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Si l'on pose

( X/(^) = 1 [X^+2X^COS2^ 4-2X^COS4^+.. . ] ,

19) ( ,-*")-^- ..±^"=(.-^)(.-^)...[,-^.J,
on a

^r, 6°^^, ^^^ è;3^^ fc01^-. è^——, ....
9 9 a25 2 45 3 '220

Avec le secours des équations (7 ) et (8), on obtient la relation sui-
vante :

^ S r.

f [cosn^+^l)—b[i\np.)îcosn(^^p,l)^...±b^\n^îtcosn^+u.^^^
J0

= cotjn^[sinn(^-^-sp.7t)— sinn^],

(l'où résulte aussitôt la formule sommatoire

,,.),.=,jr"[F(,)-..;.)'̂ ')̂ ;.,̂ ,...,,,!,̂ ,,,,,,
2. Le développement de wt^nx, sur lequel la formule ( r o ) est fon-

dée, peut être obtenu d'une autre manière, mais un peu plus longue.
On peut donner à ce sujet de nouvelles expressions pour la fonction
désignée par^(^) dans le numéro précédent et quelques autres fonc-
tions analogues.

Les résultats suivants se rapprochent de ceux que j'ai démontrés
dans mon Mémoire : Relations entre les sinus et cosinus d'angles zrm-
^'on/^&^Helsingfors, 1867.

Si 0 désigne un angle qui peut varier entre les limites — -ITT et -h ^TT,
la fonction cos^^û, où i désigne un'entier positif, peut s'exprimer au
moyen de la série suivante:

G''- aC^coss^ - 4C4'1 cos4 & - . . . .
On a

i. /.i"
C^==- ( cos^'ôdO

Aan. de l 'Éc . Normale. î'Sérîe. Tome VII I .—JUIN 1879. t'J
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et
i

/ ^
C^^—JL-JL I COS2710 COS2'4-1^,

2/1 27T 2/1^

ou bien *
r^ - 2 2 .4 .6 . . .2Z

•' ^ 7T 1 . 3 . 5 . . .(ÎU-+-I)

r(0 — 4 'JL. . ^rï^-î _____(—i)M.2-.3...?.z'(2z-4-i)_____
!n "" 'TC^n 2 7 : [ (2^ ) : i —l 2 ] [ (2^ ) 2 —3 2 ] . . . [ ( < 3 ln) 2 —(9.^+I ) ï ] '

En comparant ces valeurs avec celles que nous avons obtenues dans
le numéro précédent pour les coefficients Xî°, il vient

/ -i Câw l . 27Z 4- 1 „ (i-n)r i ! — = : — " - s i n — — — T r X •• ' f11^ n 2 /l
^0

On a ainsi

( 1 2 ) -^ cos2^' 0 = 1 - aX^^cosaÔ 4- 2X^ l )cos40 -...,
Co

et, en tenant compte de l'équation (9),

( ,3 ) ^^oy^w =d^^-ï) ^-9)-
t an t que

o^(5^7r.

Comme l'équation précédente ne change pas si 0 augmente d 'un
mult iple de ^77, elle reste vraie pour toutes les valeursde 0 qu i satisfont
à la condition

aw-TT^O^ ( a w + i ) TT*

On a de même

(.4) • sin-e=--^M^ ,̂,,(,;,,
t a n t que

(2w — i) n'^Q^2mn,

Si ma in t enan ton m u l t i p l i e l 'équation ( i2)par ^$,etque l'on intègre,
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on ob t i en t comme résultat

(I5) ^^^^'^^îS^
OL1

a W _ _ _ ( - l ) y O + . ) _ C ^
r^ ~~ ^~ À-" — r^)5

1^0

(0 ^ 1.3.5.. .(ai;'-M) i ^ ( 2 ^ ' 4 - 1 ) 2 1 ( 2 ? — î ] . . . (^4- n + a)
2rM-1 ^ 2 . 4 .6 . . . 2 ; 2 / 1 4 - 1 2 " ' ! . 2 . 3 . . . ( î ' — ^ )

De même que Inéquation ( i^) , l'équation ( i 5 ) est établie seulement
pour les valeurs de Q qui ne dépassent pas les limites — -1 TT et + -r ;;.

2 2

On multiplie ensuite les deux membres de l'équation ( i 5 ) par
CQSxQdQ, smxôdôyoù^est une quantité arbitraire; on obtient, par
l 'intégration,

f@ cos^ôdQ = C - cos^ôV05."27^— cos2n6 - 7T cos^0 V ̂ n+î}^ cos(2^ 4- i) ^J î (an j 2—-^ 2 2 ^ (2^4- i )2_^î \ /
T^00 fi(l) ^ V^i J"

~ - ^ s i n ^ 0 > ,—^——sin27^-^^sm^0^ /——2^1-—sîn(2/i4-ï ' i^^(a,^2_^ ^ ^jo (a^+ï ) 2 —^ 2 t

fôsiû^^^=C,-sin^0VW^^—cos2/^0-7^ sin^^V^ ( 2" + l\ctîn+l cos(27, + r ] ^
J ^J l (2/ î )2—^2 '2 ^o (S / î+ l ) 2 —^ 2 ' ^

+^cos^@\ 7—rl/î—-sm2/î0 -^.7 T^cos^0> 7——a2^—- s in(2?/ .4- i )9 ,
^1 [27^2—^2 2 ^0(2/14-1)- '—^ v

où nous désignons par C et Ci les deux constantes introduites par les
intégrations.

Nous multiplions la première de ces équations par cos^ô, la seconde
par sin^'0, nous ajoutons les produits en ayant égard à la relation

cos^O JQcos^QdQ -h sin<a:0 j Osîr\xQdO=—^

il vient

1.1 c..s...C,.,n^=^^^c.s..«^ ;̂̂ ^c.,(«.,!i,

37.
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et, en différent iant par rapport à 9,

, , . „ . , /, . V6 (a^tô . . TT V1^2^4-1)2^"-»-! • /(b) -^Csin^+^CiCôs^ 9 =="-"> / J '^sin^e- -- > 1———L—-—Sln2^+:
' / ^1 (2^)2-'^ 2 ̂ o (2714- l ) 2 — ^ 2

En faisant 6 = 0 dans l 'équation (&) , on trouve

C,=o.

On donne ensuite à 0 la valeur ̂  et l'on pose

V ^n+l . 2 / Î - -4 - Ï 1^ ————— gin —•— TT 3= ———————- ;
J-JO ^ 2 / • 7^\I «* .^———————« % % / ^-- l ^ -

( 2 / î 4 - l ) 2 \ 2/

alors la même équation donne

C =7r _____L_..__.
2 . 7T / . TT \.rsm^ - % îz + i, ̂ -2 \ ' a/

(16)

Avec cesvalears de C e t C ^ on trouve finalement, pour l 'équation (aj,

. 7T / . 7T \ r i V^ ^ 7^ /,. 2 . TT / . 7T \ r i V^ ^ 7^6^ /,cos^^ =:y- sin^ - % 2î 4- î, ^ - ) — 4- > -—-r——cos^nu
TT ^ V 2 / ^•2 .̂ i [znY — x^in^z^-^., ̂ }^+^ ̂ -^cos^

^.EY^p^l^
2 ̂ o (^^ 4" ï ) 2 — ^ J

On trouve de même, pour l 'équaLion ( b ) [on peut aussi différentiel'
'équation (16) par rapport à $],

^ 7 )
( r\ r v^05

sin^ = 2 sin^ ï J^+ i, ̂  î:<) [ ̂ (^J3^ sin2^
^ 2 \ SyL^l 27Î ,2 -^2. "-^,^)[^

+!Iy(2'L±^l.-t,^(,^.,)J.
• 2 ̂ . (2/ f + ï ) 2 —^ ' ; J

Les équat ions (16) 01(17) correspondent aux équations (26) 01 (27)
de mon travail : Eelauons, etc.
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Ces dernières, écrites avec les notations adoptées, sont :

,,8i cos^-cos^^j.^^ri+^y^^^1 ' ^ \ ^ / L Z^(^-l-i)2—^2 Zjita^—^ J

i,q) sin.^.cos^.^^^fy^^'i^sin^+ijg-y^^4' sin.J.2 \ 2/ L^-jo ( 2 / 1 4 - 1 ) ' — ^2 ' / Zji (^ / î ) '—^•1 J

Ces équations peuvent résulter de Inéquat ion

^s^^^^^^^s^81"2^^
abso lumen t comme (16) et (17) résultent de Inéquat ion ( iS) . Une tout
autre voie a été suivie dans le travail mentionné.

Si Fon compare les expressions de |3 ,̂ (Sg^i, à savoir

^t! î ' ( — ^ ) t ' . I ^ . 3 î . . . ( a ^ + ^ ) ^
^ = .̂  COSM ̂ .̂ ^^

6^ -^^^cin2-?!4!!.___b^22^—^}:____ r2^ - f2M.n
1J^"" 7:2^+1 sio 2 ^[(^^^^J^^^^]...^^^^^.,^] l2^ I ^ ^ + ' J J ,

on trouve la relation suivante :

Pi,1/;,,-! a • in . , . .- 22 ^^..(a^
^ = ï ̂ ^ ̂ n -^ + ̂  ̂ r^^-^ -

On a î le même les expressions

((•) i i 9 . 1 ( ^ 1 — i ) . ..(;'•+- n ^ - 1 ) 2 .4 .6 . * .2^ '
ccî>t " " " " " n ^'t ^--^-^j^^i^ôTT. (a / '—i ) î

( / ) I Ï ( 2 ^ 4 - l ) 2L . . ( ? 4 - ^ 4 -2 ) Ï.3.5. . , ( -2 /4" l)

'2/''4-1 ""11" 2 ^ + i a2' ï . 2 < 3 . . .(i— n) 2 . 4 - ^ - • • ^

(l 'où résulte l'expression simple

4; a / ^ i / . . a2^^^2..^^")'2^ = ̂ ^ (., ̂ ^..^)^^^^

La fonction que nous avons désignée par x (2?, ̂ ^ j a enfin la défi-
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iiltioii suivante :
/ . 7r\ / a^W ^ F x1 1^^'".h^-^H'-^J-L1-^'

SiTon pose Q = ̂ dans l'équation (16), on obtient, en tenan t compte
des relations entre Pa;^ etX;;-^,

c01^ ^F ^rX^ ^Xi?^ , 1
/ . TT\ ""'-TT \,X '^ X'1— l1 4~ ^2— 42 ^ " J '

% 2 ? + Ï , ^ -
\ , 2/

Ce d'éveloppement doit être identique avec celui de l 'équation (8),
(roù

/ . 7T\ / X^\ ! ^\ F ^ "1.^^^J^^^(^^...^^^,J,
nous avons d'un autre côté

/ . T.\ î
K [ ^l -{-• 1^ - == ——y,———————^——•———————————^^^-......^.,-..^

\ 2/ _ a i _ _ jx'a ^ __a;,^___
^2 ^2 ' " ' " "" ^2

T — • ^ T ! X"-3T , ï-^,^^

Comme manifestement x f a î - i - i ^ ^ ) doit être une fonction synec-- \ 27 'y

tique qui ne peut devenir infinie pour des valeurs finies de x, il est
nécessaire, pour que l'identité en question soit vérifiée : ï ° que
les deux expressions indiquées pour y.[^i+ i ,^77) s^évanouissent en
même temps; 2° que ces expressions ne soient pas différentes pour
une valeur déterminée de x.

Si la fonction
/ ^w ^\ r ^ i
l^^A^^-l -(ïr^j

s'évanouit de la même manière que
î •^ . ^ ^ ^ . . „ , „ . , ^

a î _ ^ ; i _ _ ^ . _^iLl-1__^ _ ... ^ -+-..._„-.„. ^
ï-^^ i_ ^ î ^^.^,^
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on peut dire, d'une autre manière, que la fonction
i

7 ^ 7 ^ \ r ~ x ~ ~ \
(-^(-^-h-I.TTTFj

et
a1 0 ^ i ) ^ i }
a 1 __ _ °- 3___ i ^2f"l-l _ __

X2 ' ~ ^ , " ^ ' < " — — ^2

'"T2 ^'y2 ^(Trï^T)2

se comportent semblablement pour les valeurs inf in iment grandes, et
la réciproque est vraie.

Cette seconde forme nous permet de conclure aussitôt que les deux
expressions de x( ^ ï '+ i ,^^) sont identiques, ou du moins ne peuvent
différer que par un facteur constant. Ce facteur peut être dé terminé
en faisant œ === o, et l'on voit qu'il ne peut être autre que i , pu isque
l'équation ( iS) donne

i=^)^^)+...±^,.

Comme conséquence de l ' identité démontrée, nous avons les expres-
sions suivantes des coefficients a^, a^, a^, . . . :

^(i) ̂  „...._....„„.,__„_______I_________________

(•-^('-^••{-[ÏTTTy]'
{ i ) ,_. __________________ï____________ _____
3 ~ " / 3 ' \ / 3^ f 31 - I '

^-T-A'-^-L^T.T^J
j>)_ __. ______' _' ~~ / y\/ ô^ / 5^ r ~ ô''" - i '

^I.-^(I-?HI-^•-LI-[^?^
3. La formule (10) peut subir une transformation très-importante

dont nous allons parler.
Si nous rappelons le développement en série donné pour y ^ ( i ) < ? L

que nous posions, pour abréger,

''"'- u'ï""1 + ";" ''^+ • • • -1'ti" '''«m](x"'c°s!• '+x"cos^' - - • '"•
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il vient

^^"^)^» .̂,.̂ ;--<• |̂̂ I"..-U" '̂'̂ "^-- ]̂̂ ;''.
Notre Iransformation concerne seulement le terme T^, pour lequel

nous obtenons, à l'aide de l'intégration par partie,

T;" = J [F(^... + ».'•' S^l-] (, X;"s,n^ + ̂  X;"s,n4. +...) [•

_ "̂̂ ,̂,,̂ ,,̂ ;,,̂ ,ĵ ,,̂ ^ ,̂̂ ,̂̂

Nous répétons celte opération, en observant que sin^, s in4^ , . . .
s'évanouissent pour o et sn, et que cos^^ cos4^ ... prennent pour
ces mêmes limites une seule et même /valeur, l ' un i té ; nous trouvons

^-^X^-h ï X^ ^^^^b^^^^ ,^d^(t)Yi- -T:^^ +4^ +...^~^-+^ ^^ +...+^ -^^-J^

2 rï^Fm ,(/ )^F(^) ,«)^'^F(^n/î^(,) ï ^ / n , \ ,-4 L~rfï-^^^+...+60^^
En cont inuant , on obtient, en désignant par ï/ un nombre en-

tier,

^^•'^...)\T^'^^.,^ï'^];^-^^..^^^.^'^
±^^-^^^^^-^^^

^^T^+t"'̂ +•••+ts')'i '̂i.]^xi')c»"'+FX;''COT<'+•••)A
Ï. Pour employer la formule (^o), il nous reste à déterminer les fac-

teurs constants dans les termes libres d'intégrales. Ils se présentent
d'abord sous la forme de séries infinies; mais, avec le secours des ré-
sultats obtenus dans le n°2, il est aisé de trouver leurs valeurs sous
forme finie.
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Nous avons d'abord, eu égard à Féquaîion ( i3 ) ,

^pr̂  si"2'+'0 - ̂  i (xî-'cos^ x-w^...),
nous mult ipl ions cette équation parrfô et nous intégrons; alors il v ien t ,
en désignant la constante d'intégration par Q11,

(,,) ^^'-^j^AL^
{ ' l 2.4.6...2 / J 7T TT\2 ' 4

Or on a, avec nos notations,

.,.- L l̂̂ L î Csm'^ede ^a^cosô ~ ̂ cos30 +.. .±a^cos(2/4" i)^.

En mettant cette valeur dans l'équation ( a t ) , on obtient

1 c^- 2 ^ -:-: ^i^cos^ - Ecosse +.. .±:^0 cos(2?-+- r ) &
v i fp. l ,1 2l~r'l * '

('?-2) '

( + A ̂  Xî^-^in^^ + - X^sî^O +. . . ) .

On donne à 6 la valeur particulière zéro :

C^ =:= (x^ — cc^ "h.. .=r= <%2^^)4-l,.

Après cela, l 'équation (22) donne, par la multiplication avecrf^ et
'intégratiouy

(9.3)

C^+C (00~^f2^2=^sm^-^sm30+..,±:4^2 ' % \7r/ i 3 2/+ i

• -^^X^cos^-^X^)cos40+...),

d'où il suit
p(,) 4 / T Y^+-1) L- T Y^'4-0^ \S ̂ -^^ -^-4ix. 4--;-

^^. ̂  l'Éc. Normale, a" Série. Tome VIIL —JUILLET 1879. 28
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L'équat ion (2? ) nous donne, de plus,

C;'•)4-^^4cî••)0--.^(j)^=-^cosO+^cos30-...=F^^^

-^(^XÎ'+• )sin.^+^X^ )sin49+...'),

d'où l'on obt ien t , en faisant Q == o,

f i . ) [ i l ( ( " t
r^ — 2L. j- ^ _ _ —- _o:li±l_-
^ ™ """ i2 '32 ~ ' ""^b.i'+ij2'

Si l'on pose 5= l :5 la p lupar t des termes de l ' équa t ion précédente
disparc'nssent, et l 'on ob t i en t

c^ î = - c^- i- c^^v-h "-î- fîV'.
J2 2 •î 2 ' \ '2/ Î . 3 \27

En appl iquant successivement ce procédé, on obtient d 'une manière
générale

C^C^ 0+^C^ ^+...+____^-——.-C^^2-'-—^ ' — ï ï ^
ïv 2V-1 9. 2V-2 ' ' 1 . 2 3 . . . ( 2 î / - r ) ' • I . 9 . . 3 . . . 2 V 2

(.4) ^(-,)-[^sin^^sin30+...±^^

+ (- ̂  4 ('4. X^0 ces-2 9 -4- ̂  X ( /4- l )cos4 0 +.. -'TT \y { 4 /

et

(.5)

,̂+c,".-^e,̂ ...-.̂ -^c;"i.-^-,̂ ^).-,
^(^^^cos0~^cos30+...±^^

+^^l(^Xil+l)sin^.-^X^
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L'équation (^4) nous donne

(26) ^X^)+4^'+1^••Q—(-I)^

avec l 'équation (25), on trouve ensuite

219

[ 1 0 ( î ) ( i > 1
r(' ~-(^r^ a1-. — a3 „] -t- '̂-M[ ( ( ' ) i i ) ( i >
(^ -f^^ ^L..-.̂ 3, 4-—^-L±L
^+' "~1 7 i^ 3^ ' • — ( a z + i )^+1 ""- l J T-- 3 ^ ' ' • - (^TTy-Jî

^...^^^--^(-n-rc^ +—cc ( ) fîV4---^—c ( / ) ( 7 r ^
2 - / •v T T 1 y L ay4'1 Î . 2 ^ - 'V ' ï y 1 . ^ . 3 2v-;i\2,

__L__ c (^ } (^V^ .»___L———... f î ^
1 . 2 . 3 . . . 2 V ^ \ 2 j 1 . 9.. 3 . . . (2 V -+• I ) \ '2. /

Au moyen des équations {26] et ( 2 7 ) on peut avoir, sous forme
finie, les coefficients constants qui figurent dans l'équation (20). Si l'on
donne a ï dans cette équation la valeur zéro, les formules données en
dernier lieu s'appliquent encore. Dans la même hypothèse, les sommes
des séries précédentes peuvent être trouvées, puisque

vC»' vW
Ai == Ag = . . . =•-

et
TT^

^ + ̂  4~ . . —— } B,.̂ . .^^-^,

où les B désignent les nombres de Bernoulli

5. Les résultats dont on a fait usage dans le travail précédent dépen-
dent de la possibilité de pouvoir développer les cotangentes des angles
en série convergente. Nous avons déjà vu comment ce développement
permettait d'avoir une convergence suffisante pour les sommations
numériques. Je vais maintenant, bien que ces propriétés ne se rap-
portent pas au sujet actuel, indiquer des développements analogues
pour les tangentes, sécantes etcosécantes.

Ces développements résultent aisément des équat ions (16), (17) ,
( i8) , (19), lorsqu^on donne à Q des valeurs particulières convenables.

^8.
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On obtient ainsi

TT / . 7r\r i2^ S2^ ô2^ 1tang^ - =.r%(2?,^- )—' -——— l -—— -— -————.. . 50 2 \ ? a /L i 2 —^ S-^—^ 2 5 2 —^ 2 J

ÎT 2 / . 7r \ f i a^B^ 4.T640 1
COt^-^-x 2?-+-I ,^- -— „ ' -{- ', • ,—- ' h2 -n" \ 27 L^ a 2 —^ 42 -—^2 J

, TT / . 7T\r ^P^11 3^B[i).
sec^^.(^^^)[i+^^+^-^^+...

^ ^4^ 44\ ^M^Ï±i1
a 2 —^ 2 4:l—.r2 "* ( 2 ^ ) 2 — ^ J ?

-n: a / . 7r\ri a^B^"' 4^6S/')cosec^ -==-îc2^+i,.r- —+ ——r— 4- ^—•— -4- ...2 ^ \ ayL-^ 22-—^ 4 2 —^ 2

(t'i) rt ( < ) , . i, ( i\ •TI
-L, 7r JÏ̂ JL— -L- î t-Ï^L- ^E^lLJl^Ll^^21^

2 r2—.y2 a S 2 — x 1 ' 2 (aM-Tp^^^J

Je termine ces recherches en indiquant les conséquences nombreuses
qu'on peut tirer des relations précédentes. En differentiant, par
exemple, la seconde de ces équations par rapportas, on obtient

i / 2 \ 2 / . 7 r \ r î ^.^ô^ -i.^Q^ i
—————— = = • " " % 2 Z - + - Ï , ^ - ) - - + —————1-^- — ——±——'- + . - *
sin^ï V7r/ v 2/L^ (^~^)2 (4^-^^ J

2

. / 2 \ 2 / . 7r \ / 2(3^ 46l° \^y.^+r^^^^^^^...^
_ /-^^("•"^^/r ^ ^ ^\

\^J dx \X Â 2 — ^ 2 4 ^ — ^ 2 ' '^

Si l'on considère ^ comme une variable dans les équations (3), el
si l'on difierentie par rapport à cette quantité, on trouve

sîn/^Tr-4- 2sin2n^7r+. . .-+- ssinsnp.'rî
_î_ sinsnp^: ^ cos(s 4••il)^7T
"""4 s io^n^Tr ' " " ' ? 5 i i n^^TT ? •

I + COSTZ^Tî: + 2COS27îpr -+ - . . . 4- SCOSsnp.71:

-^ j T ï i cossnp/n: ^ sifi (fj^)^^'71

4 sm4 TI^TT " 4 sin2 i /^ ^TT 'h ^ s ~g^^-^— -
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Au moyen de ces formules on obt ient le résultat de la sommation
pour les fonctions

{[MQ -4-M, COS(^ -4- V.t) -+-. . .]

t o u t à fait comme pour la série ( i ) .

Sur la formate

1 ,. r ^ m / -» s in (a / r -4- î ) t , ,Zs ̂  - Hm F / ) —' -,——2-. dt po^p ff = :o ,
71 ^ v ; Sinf t

On peut désirer une démonstration directe de cette formule. Or, il
n'y a pas de différence essentielle entre l 'étude de cette limite et de
celle que l'on considère pour la formule de représentation de Fourier,

On partage l'intervalle snen portions contenant chacune une valeur
qui rende discontinue la fonction placée sous le signe /, et à l'égard
de laquelle on fait les seules hypothèses qu'elle soit finie entre les
limites o, sn, et ne possède qu'un nombre limité de discontinuités ou
de rnaxima et minima.

Dans chacune de ces portions, on considère plus spécialement les
valeurs o, TT, . . . , sn de la variable et les valeurs voisines. On peut sup-
poser qu'elles diffèrent assez peu des premières pour que la fonction
n'offre pas de discontinuités dans les environs de o, TT, . . . , sn.

Toutes les autres portions d'intégrales n'ont pas d'influence sur le
résultat.

Cela posé, le fait essentiel consiste en ce que les limites des deux inté-
grales (̂,,,1 ,̂, fj^,^...
pour A.-— se , sont

^V[a), ^{a).
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11 résulte de là que la l imite de l'expression considérée sera

j ^ T C F(^)+ . . .+^F[ ( . -~ I )^+^F{^ ) ]
I ] -A -" "•" 1

^JFfo)^!?;^^-,.^^^-,)^ |

c'est-à-dire ^.
En par tant de

{ S •V:

z, =:: -t- F ( / ) ( i + 2 cos 2 ^ -T- a cos 4 l -+- • • < 4 2 cos 2 ht ] dly
^t, U

intégrant par parties, comme on le fait pour avoir la formule {20), et
passant à la limite, on obtient la formule sommatoire de Maclaur in .

Sur le développement

_co i - j ^___-^ î r? ' 0 ' ' î^^ M^ 1^ ^ ,̂ ^ — ^ j ^- + ̂ _ ̂  + ̂  ̂ ^ ̂  -4- . . .J ,
^^^^^.^y.^^^^^

qui sert à établir la nouvelle formule sommatoire.

On fait usage des formules qui donnent la décomposition de
sin<rcoScr en un nombre arbitraire mais l imi té de facteurs. {Voir\^
Trigonométrie de Serret, n° 187.)

On en déduit

COl-TT-r

3Ci \ / ^ \ X^
r — — i — — • - • T •i2 \ ^ a ^ - I )

r __5j1_ir _, ^ /|...r ^1 1
| ' (a/-4- y^ JL1__\ 2'7 T'3]2 J ' I ï ~" [2^2 ,̂ .:L7F j ,___^ - ̂ ^ _ _ ^ _ _ „ ^,à | (^-^)..J|, ^^ -{- ..^j -J._._. . 1 ( 3 < " + - 2 W — 1 ) " ^ ] / £^ ^ ^ ^ ^ ^ _ _ ^ „ . . „ . „ „ „ . . 1 , „..;.... .̂,̂

'Tr-r / ^ Y / ^^ r ^ } — — \ i ^ - ^ \ ,V~^)\ l^4 i^•"^'(^
s é t a n t un nombre fini e t w u n entier qu'on pent supposer aussi grand
que l'on veut.



Sim LA SOMMATION DES FONCTIONS PÉRIODIQUES. 223

. Cela posé, il s'agit de démontrer que la somme des fractions par-
tielles dans lesquelles peut se décomposer la fraction rationnelle du
second membre tend vers une l imite déterminée, à savoir :

A^
3C

f / )^rf' ?.^X
: 4-. . . •

-2Ux2

11 est bon d'observer, avant d'aller plus loin, que la somme des
termes de cette suite converge en effet vers une limite. C'est ce qu i
résulte clairement de la na ture des coefficients XS°, qui ne dépassent
pas une limite f inie, et de la formule ordinaire de la cotangente

, ?. / i ?..y \
COI, T.X ̂  - - +- -——-- - + - . , . .

71 \JC X^— 22 I

On considère la fraction simple dont le dénomina teur est x1— (27^;
en désignant par Y^5 le coefficient du terme simple ^ 2>r--^, on ob-

OL " ^ 2'/fc i

tient

i-m-^)']-
Multipliant haut et bas par

/ i.n Vil" / ara \'~
'-(.T:^) ll.'-tï/-»-.^

r /a ra ' ^ i r /9,n\1 [L'-H.II.1 ( 3 ) . )

•-[
,.[,

• ( 2" Y\ a i -+- a m — i j
r>.n^\

. W .1

f a" V 1 <\^-i; r
observant que le nouveau numéra teu r diffère infiniment peu de COS^TT,
que l'ancien dénominateur diffère inf in iment peu de
suite du n° 187 cité), on conclut

cosnn (cela ré-

Y^'^_,.
2 n '

> i ,
/ 2 n \ ï 2/Z

^ • 2 1

'Quand , n é tant donné, m augmente indéfiniment, on-a, à la l imite, X;°.
Dès lors, le raisonnement qui sert à démontrer la l imite de ( ï
est ici applicable.

T '

f)i .
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Sur la démonstration des deux j or-mules conjuguées (n° 2)

0=\oc^s[nt2ne+ 7Tyl^sin(^-+I)0,
•̂Jl 2 ÂM^O

Ô^y'^ ^(^n^^e-y'^sm^nô^
^•Jo . ^• î

On obtient ces deux résultats en développant les deux fonctions
cos2^^ et cos^'O en séries trigonométriques. Ils mettent en évidence
ce fait que la représentation d'une fonction entre les limites — - et

+^ par une série trigonométrique n^est pas absolument déterminée,
2-

et des conséquences importantes résultent de là.
Supposant les développements possibles, on aura

cos2 '"1"1^ ==Co"4~CiCos0 -+- CsCosa^ -(-...+ CnCOsnQ 4". • .,
cos'^ 0 = Do+DiCOs0 +D2COsa(5 -+-...+• DnCOsnO •+-...;

on détermine leurs coefficients par l'intégration entre -— ^n et 4- ï TT,
2 £•

après avoir multiplié cos2^^ ou cos2^ par le cosinus qui m u l t i p l i e le
coefficient cherché.

Soit à calculer Fintégrale

^7' ^
f cos^O cosnQdO ==/2 \

v i ^Q

cos^O cosnQdO ==/}. \ cosPûcosnûdO.
- Q

L'application de la formule d'intégration par parties donnera , en
posant "V==cos^(?, U=cos^,

de plus,

• nV^os^cos^rf^/UV^:^ UV'— ^'V+fWdô;

V 1 ==— pcos^QsinQ,

V'=== ,4-p(p— i) COS^^Il — COS2^) —^ COS^^

-= p [p — i ) cos^""2 6 — /?2 cos^ ô,
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Les termes dégagés d'intégrales étant nuls pour les l imites consi-
dérées, on obt ient une relation récurrente

^ -
o = = p ( p — î ) j COSP-^Q cosn9d9 •4- (n2—?2) j COSPQ cosnOdO,

•"o / Jo

qui donne aisément la valeur des coefficients cherchés.
Il n 'entre dans le développement de cos2^^ que des mult iples pairs

de 0, que des mul t ip les impairs dans le cas de cos2^.
On peut observer que, si dans les deux formules on remplace 6 sw-

c e s s i v e m e n t p a r ^ — r , ^ 4 - r , o n obtient des résultats contradictoires,

ce qui montre que les formules ne sont pas légit imes pour ô^^s'i elles

le sont pour Q<^^^
I I est, d 'a i l leurs , facile de démoni rc r la l ég i t imi té des développe-

ments pour 0 compris entre —jn et -{--^TT; l 'analyse qui démontre la
formule de Fourier n'a besoin d'aucun changement .

Sur la sommation des fonctions de la forme

F ( / ) -:..: / [ Mu -i- Mt cos ( ̂  -i" [j. t ) + ... ].

On a successivement, en su ivan t la marche indiquée par l ' a u t e u r ,

' y, == F(o) -h F (7 r ) 4-. . -4- F(^) =: ( i + 9. + . . .+ s} M.,TT

'V60». i l " 1 ï ï ("OSA'//y.r i sin [s --h - • n yjr")4- TT > M«cos/^ — 7 ——•—- + -7 ——^^^^^ + - s —A..— .„-.. ̂ L ...J....L.
^jii L ^ y 1 1 » ;j ̂  [J-"- 4 s 1 n 7n l^ <1 sl n i n i^ ï

V^-n/r - ï r 1 sîn.çnaTT ï cos[s-\—)nu^~]— T: y Mn sin /•/. ̂  ".- _-—^L._ ̂  ..„ s -—.~,..\-.-,.-.-AA,.^ i^... ,.
^ti ' L4 .^iti i^^îr a sin^/i^T: J

z, ==: j-",— -- F (o) — - F (s T:) =; -T A'7 MuT: 4-r- y - . \ tt — [ces n fd; 4- <y uj:} — cos ̂  ̂ ')2 ^ ' ' '->- 4^ïsln ï^^
7r V^'"

4- - j M«.y col} // [MT. s î i » /ï ( (̂  ̂  su.n),2 ^Ji

En p r e n a n t les valeurs des deux 1 entre o et ce, il faudra i t
Ann. de t'Éc. Normale. 2e Sérîo. Tome VIH.— J(;ILLÏÎT iS;9. 29
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a jo l î t e r l ^MoTT; c'est précisément le premier terme/Donc

7T Y" M/, - . .

^îZ, sm^pr [cos^ +^ - cos^
7T ^co

-4-- ~ .Y M/^cot -5-^^.7Tsin7z(^ -f- s pr).

Cela posé, on est amené à déterminer une fonction ^ ( / ) par la
condition suivante :

^
J ^cos/z.(^ 4- ^t]^(l)df==Ksco^npi7csinn[^ ^sp.r.}

î

'^n^n-4- y TT yy^7-^ [cosn(^ + .y^Tr) - cos/?,^].

Or, si l-on substitue à cot^T: et à ̂ ^ leurs développements
connus,

î
bUl^/?.^7T

COt , ^ ̂  = î p-- + -....-̂ .̂̂  4- - îi—— + '
TT-Ln^ (/^.j^-»-a2 (^^) : '—4/ • ' '

_^.__-^f^VfL1^ , 2(^^4-2^) ^(,^^^4^ - i
SIII^/^TT V^ L(^)' (n^2-^)2' 1 ^rr'^F-•••11 • • • • • • ?

en tenant compte de

r rcos/^ n^^) cos^m/^ ̂  ns -a^-smM^^^^
^o (/•^j.)2— (9.m)2

[n2^^ (aw) 2 " ] „+ ̂ ^^^ [cosn(^4-^7r)~ cos/^i/],

on voit que la condition ci-dessus est satisfaite en prenant

% ( / =:- ^ [r 4- a COS2 / -4- 2 COS4 ^ •+. . . ] ,

de sorte que la formule cherchée est précisément

^-V l^F(^%(/)^.
»/o

Enfin, on vérifie que la formule (10) est applicable.
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Sur l'extension de la nowelle formulé sommatoire
craoc fonctions en général.

On peut penser que la fo rmule de M. Gyidén ne s 'appl ique pas
seulement à certaines classes de fonctions. En su ivan t la voie ind iquée
par Abel [OEuvres, t. II, Mémoire VII), il est possible, en effet,, d ' é t a b l i r
d ^ u n e manière simple et générale le résu l ta t en quest ion.

La quan t i t é constante don t croît l ' a rgument est supposée égale a TT,
ce qui est permis. Par tan t de la d é f i n i t i o n de la f o n c t i o n sous la fornn*
employée par Abel,

cp(^)..:::/^/(c')^,

les l imites de l ' intégrale é tant quelconques, mais indépendantes de ,r,
on eu tire, en prenant les intégrales finies des deux membres,

i^,.^-:^^^,
et une constante arbUroirc doit être ajoutée.

On a maintcnîmt

^ =-r- - ̂  y (°) - ̂  ? (^) • f^- ̂ , ̂  - f^, ̂  -I- ̂  f(<"'" - ' ),/'(<') ̂
ï P ^p's'•v -.<•- r

— .I. I [^- î]—————f(^\f/v.
'». / ' / e^ — i '/ ik '

Cela posé, on a égard au développement suivant :

^ 4- î a / ^\ l ^ \ [ ^ 1 (^ ^ ̂  Xf 2 (. X^ \^ ̂  ^ ̂  .,. ̂  ̂  + ̂ ^ „ [ , + ̂  ̂ ^ ̂ . ̂  ̂ ^ ̂  ̂ ^ .4- .. ̂  ,

qui ne difFère pas, dans le fond, du développement de la cotangente,
et à l 'égalité suivante :

r'^ ^I e^ cos ̂  m x dsc :.".: -"-—— -—— ( e^' — i } ;
J, ^-4" [am)^ "

^9.



228

on trouve
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^=1 ^Tcp(^+&(')6?24^+...+éc'J^^1%,r / . v , c / ) d2 û? [.T] , fi\ d2' (D [ x ] ] / , -

^'J, L y (" ) + & n-£ î +•••+ é^-J%• ( a : )^'2 J, L ' dx1 ' dx" J /-

/(•(a?) et les b étant définis ainsi qu'il suit :

^,(x] = ̂ (X^-r-aX^ COS2.T 4- aX^cos4-r -+- . . . ) ,

, +. ̂ -V + ̂ \,< +. , .+ ̂ ')^- fr -1- c") f i+^V..
\ î / V •̂  /

(') ,• / ^ ^ / c/^ (/2 1\tf^l rr:: I -4" — I -1- — ... l .4- , . ——
\ ^A 32 / . î 2 ^ - » ) ^

5zzr la représentation des fonctions par des séries de sinus et de cosinus
entre des limites données de la variable. Calcul des coefficients des déve-
loppements par interpolation.

On sait le rôle considérable que jouent , dans l 'AsIronomie en parti-
culier, les développements trig'onornétriques.

Le calcul des coefficients des sinus et cosinus se préserilc donc
comme une recherche de la plus grande utilité. A la vérité, on peu t
donner de ces coefficients différentes expressions analyt iques ; mais,
dans les applicat ions, on préfère les calculer au moyen de valeurs par-
ticulières de la fonct ion qui doit être développée en u n e telle série de
sinus et de cosinus.

La considération des limites entre lesquelles on peut représenter
une fonction par une série tr igonométrique n'est pas moins ut i le dans
les applicat ions que dans l'analyse, et l 'on peut trouver beaucoup d'a-
vantage à prendre, au lieu des limites ordinaires —n et +TT, les limites

"~~ 2 et 4" ̂  L'exemple suivant mettra cela en évidence.
Que l'on se propose d'intégrer par rapport à l'une d'elles une fonc-

t ion de sinus et cosinus de deux variables, l 'une de ces variables pou-
vant être exprimée par une série trigonométrique dont Fautre variable
est l 'argument assujetti à rester compris entre les limites —T r et 4-^-

C'est le cas de la fonction perturbatrice lorsqu'on suppose que l'or-
bite de l 'une des planètes a une faible excentricité : alors, en effet,
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l 'anomalie moyenne de celte planète peu t , entre les limites — 7 r et 4~ -^
C2 '.•>

s'exprimer par une série de sinus dépendant des multiples de l'ano-
malie excentrique de la planète troublée.

Donc, entre les l imiles considérées, on peut développer la fonction
per turbatr ice en u n e série t r igonométr ique procédant su ivan t les sinus
et cosinus (Vun seul a rgumen t , et FinSégrat ion est dès lors facile.

C'est là l 'origine d 'une méthode donnée par M. Gyidén [Fiertel-
jahrssckrift der Astronomiscîzen Geselischaft, 187,5, p. a S e t s u i v . ) .

Gauss, dans son Mémoire Theoria interpolationis nova méthode trac-
tala, après avoir établi pa ra l lè lement ce qui se rapporte à l ' in terpola-
t ion des fonc t ions ent ières de s inus et de cosinus et des polynômes
entiers, Gauss,, dis-je, s'étend sur les méthodes appelées depuis qua-
dratures mécaniques, dans lesquelles les a rguments correspondent aux
points de division de la circonférence en parties égales.

Les résultats généraux de Gauss ont été établis simplement par
M. H e r m i t e d a n s son Cours d'Analyse.

Hansen, dans ses divers t ravaux [Perturbations absolues des comètes,
Perturbations des petites planètes)^ a tou jours fait usage de la mé thode
des quadra tu res mécaniques.

En j , 84 1 » 1̂  Verrier eut l 'idée de subs t i t ue r aux quadra tures
mécaniques un procédé ingénieux qui , dans la sui te , a été heureuse-
ment p e r f e c t i o n n é par M. Hoûel [Annales de l'Observatoire de Pans,
t. VIII : Sur le développement de la fonction perturbatrice^ i S ^ S ) . Carac-
tériser de la manière la p lus simple ces différentes méthodes, en a y a n t
sur tout égard aux exigences des appl ica t ions astronomiques, tel est le
but de cette Note,

Après avoir considéré le cas où les l imi tes sont o et 271, je prendrai
celui où elles sont —î , 4- --a a

Arrê tan t le développement

fLr) == Ao 4- Ai COS.T -h-. * , -I1- Ai cos/r.r -h... 4- B( sm^ 4- . .. 4- B/f.sin hx "1 - . . .

aux termes A^cos/c^, B/^sin/w, et supposant pou r u n ins tan t les au t res
négligeables, t o u t e la question est de savoir quels arguments il faut
choisir pour le calcul des 2 /04- i valeurs par t icul ières qui formeront
les termes tout connus de a/c4- i équations linéaires»
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Les coefficients cherchés s 'expriment par des fondions linéaires des
valeurs part icul ières multipliées par des quant i tés qui ne dépendent
que des arguments arbitraires. Peut-on déterminer ces arguments pour
amener une simplif icat ion et pour affaibl i r l'erreur commise en négli-
geant, comme on a vu , tous les termes du développement à partir de
termes d'arguments déterminés?

Avant d'aller plus loin, je vais montrer comment la supposit ion la
plus simple, celle qu i consiste à prendre des arguments correspondant
aux points de division d'une ci rconférence en parties égales, donne
satisfaction à ces deux exigences.

Il suffira de considérer la détermination des coefficients des cosinus.
Les valeurs des arguments é t an t égales à

^-K ^7T , 27To, — î 2 — ? • • * î [n — x — ?
n n ' ' n

on observe que la somme des cosinus d 'un arc rnx est nu l le si m n'est
pas un mul t ip l e de /z et, dans le cas contraire, est égale à jn. Suppo-
sant

F(.r) == Ae4- Ai cos^ + AaCOS^.zM-. . . 4- A^. cos/r^4-.. *,

on aura, pour un coefficient A/,,

I^AA = F(o) 4- F(i) cos/f^^ F (9,) cos^/r ^4".. . 4- F(^--i) cos(n-ï)/fï^n i11 ' ' ii
4- 7 n ( A^+A -h As»,-.^. + . . . -}- An~k 4- A^-ft 4- . . ) ,

En négligeant h parenthèse, on commet sur A/^ une erreur insigni-
fiante si k est petit et n assez grand. Cette erreur augmente en mên^
temps que/c et devient comparable, pour le dernier des coefficients que
l'on considère, au coefficient suivant.

La formule précédente montre de plus que, abstraction faite de la
parenthèse, le coefficient A^ sera obtenu avec la même précision que
les valeurs particulières.

Le second résultat pourra sans doute être obtenu avec les autres
méthodes; mais l ' importance du premier et la simplici té du procédé
de calcul donnent une place à part à la méthode des quadratures méca-
niques.

Revenant au cas général, j'observe que l'interpolation des fonctions
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entières de cosinus et de sinus dépend de deux formules qui sont à
rapprocher du résultat bien connu concernant les fonctions entières et
rationnelles d 'une variable.

Soient, en effet, n-^r i arguments
a, b, c, d, . . . , A-, /;

f{x} =-= Ao 4- Ai COS^ 4- As COS2.T 4 - . . . -+• hn COSrt^,

y ( ^ ) :-= Bi sin^ -+- Bï sin ^x -4-. . . ^ S^sîn n^;

les deux formules suivantes ont l ieu :
________/(^)_________
(cos. t "—-coy/ / ) [cos^~cos^) . . . (cos^— cos/ )

.,..., ̂ W^ „.__._______î______.__
"'"" cos.c — cosa (cosa-- cos6)(cosa— cosc)...(cosa — cos/)

__,W__ ___________ _jr_____________
COS X — CO.S Ï (COS b — C OS ÛJ (COS Ï— COS C)... ( CO b /> -" COS / )

-}- . . . . . . . < . . . . . . . . . . . . , . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
/ f / ) ___ !____ ____^^_

cos^' —• cos7 (cos7— cosaj (co.s / — cos //).. .(cos / — cos If}

^ ( .r i
sin .z' ( cos.^' — cos ̂ )(cos^' — coy G ] . . .(cos ̂  — cos l j

^U>\ r
,,„,,„ ̂ ,̂ ,̂ ^ ^^^ ^^ ^^^ ̂  ̂  ̂ ^^ ^^ (cos /-? ~ cos ̂ ).., (cos b — cos / )

^ ^^^^^^^:^^j ^^ ̂  _ çyy ̂  (COS C — COS d)... (COS (; — COS / J

^ 1 1 }
.4,, ̂ y^-^1^ ^ (c'osT-^'cosï/icus / '-- cos c}... (c oy / — cos h) '

II est clair que, si l'on se donne les valeurs des a rguments a, b, c , . . . , / ,
i l est possible de calculer lestoefficientsA et B; ils résultent des valeurs
particulières des foncdons/^r) ou y (^ ) mul t ip l iées par des nombres
auxi l ia i res dépendant des arguments choisis.

Au moyen d'une Table dû nombrçs a u x i l i a i r e s construite une fois
pour toutes et des valeurs part iculières d 'une fonction arbitraire répon-
dan t aux arguments

a, 6, c, • • • » ^v ^
—&, —6% . . ., —/G -/,
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on poarra donc effectuer, au moins avec une certaine approximat ion ,
le développement d 'une fonction arbitraire en série t r igonométr ique
de sinus et cosinus, et, en prenant un nombre suffisant d'arguments,
on augmentera la précision à volonté.

Il est possible, avec quelques tâtonnements, de distribuer à peu
près un i fo rmément sur la circonférence les arguments , et cela pour
les différentes valeurs de ^n "4-1. Un tel résultat impor te à la bonne
dé te rmina l ion de la fonction.

Le Verrier, dans la méthode imaginée par lui en ïS/p» f a i t < a = = = o et
prend pour arguments b, c, . . . les m u l t i p l e s successifs d 'un angle a.
(Test en prenant a=== i 4 t ° i' que M. Hoùel a const ru i t une Table de
nombres auxi l ia i res pour l'usage de la méthode de Le Verrier.

ai pour un instant on s'arrête à ce po in t de vue, l ' u n i q u e objet
qu'on se propose étant de choisir les arguments ciy b, <?, ... de manière
que le calcul des nombres aux i l i a i r e s soit fac i l i té le p lus possible, les
formules établies précédemment montrent qu'on ob t i en t un tel r é su l t a t
en se d o n n a n t a priori cosa, cos&, cosc, ... avec trois décimales (pa r
exemple, on prendra les trois premières décimales de cosa, cos^a,
cos3a, . . . ) . La Table de mul t ip l ica t ion de Crelle permet alors de faire
commodément le calcul.

Mais on peut rechercher un résultat plus impor tant et se proposer
de souder l 'une à l 'autre la méthode de Le Verrier et celle des qua-
dratures mécaniques. Par là, on donne satisfaction à ces deux exi-
gences : obtenir dans certains cas difficiles une approximat ion très-
grande, et, dans tous les cas, rendre le calcul le p lus facile e l l e plus
sûr.

A cette un, ayant divisé la circonférence en un nombre de parties
assez grand pour que la quadrature mécanique atteigne les cas les plus
difficiles, je prendrai un mul t ip le de cette {ïnr t ie aliquote premier avec
le nombre de divisions de la circonférence; et ainsi, d'une part, pour
les petites valeurs de 2H+ \ on a la méthode de Le Verrier, et d'autre
part, pour la total i té des valeurs ou le max imum de ^.n+ r , une qua-
drature mécanique.

Pour le moment, il est inutile de donner d'autres détails à ce sujet
et au sujet des quadratures mécaniques. J'ai dit, en commençant, que
l ' i l lustre Gauss avait abordé ces dernières méthodes dans son Mémoire
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Interpolationis.^, et là, comme dans ses autres recherches, 11 semble
n'avoir rien laissé à désirer.

Je termine en disant quelques mots des nouveaux développements
de M. Gyidén, dans lesquels l 'argument est compris entre •— i et 4- ̂
il en a été parlé en commençant.

Il semble tout d'abord que les valeurs des arguments des valeurs
particulières doivent être comprises entre — ^ et -+- ̂  mais, si l'on ob-
serve que les développements en question, en dehors des limites men-
tionnées, ne cessent pas d'être convergents, bien qu'ils ne représentent
plus la fonction, de sorte que l'on peut assigner la valeur des dévelop-
pements en série f igurant dans les membres de droite, il n'y a aucune
difficulté dans l 'applicat ion de la méthode des quadratures mécaniques
au calcul des coefficients. Calculés par la méthode des quadratures
mécaniques ou toute au t re , les développements obtenus subsistent
entre les l imites — 7r et -l- ̂  comme les formules ( r6) , (17), ( i 8 ) , ( i 9 )

a '2
du Mémoire d'où la transformation proposée de la fonction per turba-
trice a été tirée.

Ainsi, la construction d'une Table de nombres auxil iaires servira en
plusieurs circonstances aussi bien pour les perturbations relatives que
pour les perturbations absolues des planètes et des comètes.

Note clé M. Gyidén sur quelques développements tri gonomé triques dont la
valeur est indépendante de la variable entre des limites déterminées.

En partant des équat ions

^^^(3^sin2^4- I^:^sin(2^4. i)â

et
^^V^^sîn^n 4-1 ) ^ ~Va^sîn2^

^nj0 Âa*w{

on déduit aisément des résultats qui pourraient être employés dans
certains calculs numériques.

Ann. de FÉc. Normale. ^ Série. Tome VIIÏ. ~ JI-ILLET 1879, 3o
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Les résultats dont il s'agit consistent en développements trigonomé-
triques qui jouissent de la propriété de conserver la même valeur nu-
mérique pour toute valeur de la variable entre des limites déterminées.

En effet, il résulte, par différentiation, des équations ci-dessus,

^^cos^9+^

x==^ (2^+i)(3^cos(2^. -4- i).9- —'y 9.na^cos9.nSr

<.,,cos(2n+i).9,

(^^^EV
\ 2- - a/

Maintenant, si l'on suppose, par exemple, î = = 4 » on obtient les
expressions numériques :

( A )

—-4-0,4744078 ( 1 )
-4-i ,0000000 ces -3'
-o,86oo6oocos aô-
-4-o,666 6665 cos 3 S-
-o,4631090 ces 4'^
-4- o,285 7142 cos 5^
-• 0,1543697 cos 6,3-
+ 0,0714^85 ces 7^
—o,027^4 ï7 c o s 8^"
-4- o,007 9365 cos 9^'
— 0,00l4338 COSÏO^

+ o,oooo683 cosiaS-
— o, ooo 0089 cos ï4«^
—+- 0,000 0018 cosi6S-

î .r:::: •

(B) /[ D J

-o ,47 '4947 ( < )
- I ,0000000 COS ^

- 0,8456069 cos aS-
"0,6363637cos 33-
- o^22^0^ cos 4^"
- o,a447553cos 5^
~ o, ïao8oi i cos 6.9"
- 0,0489510 cos 7^
-o ,o i5 ïoo icos 83-
- 0,002879500$ 9^-
- 0,000 x5i6 cosuS"
- o, ooo 02 ï 6 cos 13.9-
- 0,000004.7 cosi5^
- 0,000 0013 cos 17-9-

Par des procédés très-simples on peut déduire une infini té d'expres-
sions de la même espèce que la précédente. En intégrant, par exemple,

( 1 ) On a divisé toute l'expression par le coefficient de cosj, après quoi on a ajouté aux
deux membres respectivement 0,4744078 et 0,471494.7.
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l ' équat ion ( A ) , après l'avoir mult ipl iée par sin^^fe, on obtient

' o==consî.—0,0955622005 5-
4" o, o833333 ces 2.9-
—o,o66i58Scos 3.9-
4- o, 04.76^ 9ï cos 4-^
— o , oBoS^g cos 59-
—+-0,0178571003 6.3-
— 0,0090806 cos 7-^'
4-0,0039682cos 8S-
"- o,ooT4338 cos 9-5'
4-- o, ooo 3968 cos ioô
— o, oooo683 cos i ï .3'
—+• o, ooo oo 3o cos ï 39-
— o, 0000004 cos 15S-
4- . . . . . . . . . . . . . . * .

c û n s l. ^= + o, o 5 o o o o 2.

Pour ^== TT, on dédail de l 'équation (B) la valeur

— 2,8656329,

tandis que l 'équatioB (C) nous donne

-h 0,4^63494 ;

en mul t ip l ian t la dernière équation par

2,8656329
o,4o6 3494

il résulte une expression dont la valeur numérique reste constamment
xéro au tan t que la variable ne sort pas des l imites — ^ et 4- -5 mais
qui reçoit u n e valeur opposée à celle de l'expression (B) pour^=7T.
Par conséquent, la somme de ces deux expressions, que nous désignons
par cr, conserve la valeur numérique ï pour toute valeur de ^ ne sor-
tant pas des limites — - et

* 2
&=: 7T.

r ? mais, de plus, el le s'évanouit pour

3o.
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La fonction a est donnée par le développement suivant :

(7 == -r- 0 , S'î^. î 02 ï

-+-o,32Ôo823cos 3-
--0,2579289005 2,9-

-^- o, 1698050 cos 3.5-
--0,0869874cos 4^
- ( -0,0270281005 5^-
-{- o, oo51299 cos 6^
-o,oi5o864cos 7^"
i~0,0128845cos 8.5-
- 0,0072316cos 95"
+ 0,00279^ cosio^"
- o î ooo 6329 cos t ï 5-
-+- o, ooo o4 25 cos 13,3"
-0,0000074 cos 15.9-
-h o,0000017 cos17^"

On a appelé la fonction a- un fadeur de séparation, parce qa'on peut ,
en plusieurs cas, en n-iullipliant par un tel facteur, régler la conver-
gence d 'une fonction de ^ entre les limites — 7T et 4- 7r-

2 2

Sur l'utilité du facteur de séparation a dans le calcul des perturbations
relatives. Extrait d'une Lettre de M. Gyidén à M. 0. Callandreau.

. . . . Il s'agit d'un artifice de calcul pour rendre les séries suivant
l 'anomalie excentrique (s) plus convergentes, en employant, sans alté-
ration, le procédé reproduit dans le Fierteijahrsschrift. Pour être plus
clair, je vais expliquer mon idée sur un exemple.

J'emprunte donc des calculs de M. Backlund sur les perturbations
relatives de la planète @ les nombres suivants.

Pour les seize valeurs de s, calculées d'après la formule

Ê ̂ X (32(^•sîn(2n + i )£ -^^sîn^ns
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(dans le second membre, on emploie toujours pour s des valeurs équi-
distantes), M. Backlund a obtenu les valeurs suivantes de la fonction

//70\IdQ.ldQ\wî
, (dQ.\ y [dSL\
^W S<^-J

0. . . . . . . 4" 0^949 4- o^g
i . . . . . . . 4" o,o6o 4- o,o6o
à.. . . . . . — 0,790 — 0,790
3. . . . . . . — 1,027 — 1,027
4 . . . . ... — 1,968 — 1,968
5 . . . . . . . — 2,222 — 2,2l8
6. ...... — i^i — ï,629
7..... . . -+- 4,593 4- 1 , 1 9 1
8... . . . . •+- 5,225 o, ooo
9 . . . ... - 5,697 ~ 1,478

10 . . . . . . . — 2,291 — 1,94-3
11. . . . . . . -+- 0,243 4- 0,24.3
12. . . . . . . 4- ï , 3 ï i 4- i , 3 i ï
13. . . . . . . 4" i,998 4- i,99^
14. . . . . . . 4- 2,64û . 4- 2,640
.̂> . . . . . . 4- I ,670 4- I ,67°

La méthode des quadratures mécaniques, appliquée aux nombres de
la deuxième colonne, a donné ensuite :

/d£i\
,___^^

cos sio

0. . . . . . . 4- 1^387
- 8 . . . . . . . 4- 3,758 — 7', i93
2 . . . . . . . 4- 7?9^7 — 1 2 , 6 x 1
3. ..... —10,204 4-u,335
4. . . . . . . 4- 7^79 —i ï ,34o
5. . . . . . . — 6,^2 4" 9?°°^
6 . . . . ... 4- 5,675 1 - 5,oii
7. . . . ... — 3,736 4" 3,693
8 . . . . . . . 4- 1,769

On voit aisément que ce sont surtout les nombres entre (5) et (10)
qui rendent la convergence faible.



238 ÏI. GYLDÉN. — SUR IA SOMMATION DES FONCTIONS PÉRIODIQUES.

Or, l'emploi du facteur a permet d'éviter cet inconvénient. En
mult ipl iant , en effet, a ( — ) par o-, on obtiendra un résultat plus con-

vergent, et néanmoins, enire les limites — ' - 1 et -+- ^5 on obtient préci-

sément les mêmes valeurs numériques pour la fonction ^(-~)*
En appl iquant la méthode des quadra tures mécaniques aux nombres

de la troisième colonne- on trouve

0 . . . . . . . . — 0,495
1 . . . . . . . -h- 7 ,773 —io , i47
à . . . . . . . "r- 2,925 — 7,5 ï9
3. . . . . . . . — 4,235 ~i- 4,i54
k - . . . . . . . . . --1- 2, o 1 4 --- 3, 7 1 5
5 . . . . . . . . — o ,9^5 •41- 2, oo4
6. . . . . . . — o,%"27 — o,o3i
7- .... . . --l- ï ,79^ — o^8îq
8. . . . . . . . — 0,935

Vous voyez, monsieur, que le résultat obtenu a l 'aide de la inultip!'!-
catioli par o'*est bien préférable au résultat donné dans la première
application de la mélhode proposée. . . .


