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SUR LE

DÉVELOPPEMENT DE LA FONCTION ELLIPTIQUE
W

SUIVANT LES PUISSANCES CROISSANTES DU MODULE,

PAR M. DÉSIRÉ ANDRÉ,

INTRODUCTION. :

1. La fonction e l l ip l ique X ( ^ ) est une fonction de x définie par
réquatioïl différentielle du premier ordre

(i) f r fÀy=t^(^+/^4.^t / \ d x ] v /

et par la condition de s'annuler en même temps que la variable x.
Il suit de cette définition q u e X ( ^ ) e s t une fonction impaire de x,

developpable suivant les puissances croissantes de cette variable et
telle que, dans ce développement, chaque puissance de x a pour
coefficient un polynôme entier eu P, cette quantité k étant justement
ce qu^on appelle le module de la fonction.

Supposons que, dans ce développement de \[x^ on réunisse tous
les termes indépendants de /c, tous ceux qui contiennent A2 en facteur,
tous ceux qui contiennent k\ et ainsi de suite ; on obtiendra pour 1 [ x ]
un développementnouveau,ordonné suivant lespuissanees croissantesdii
module, et dans lequel chaque puissance de k sera multipliée par une
série ordonnée suivant les puissances croissantes de x.

On n^a encore, du moins à notre connaissance, rien publié sur ce
développement de \ {oc} suivant les puissances croissantes du module.
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1.'étude que nous en faisons constitue l'objet p r inc ipa l et comme le
fondement du présent Mémoire.

2. Nous prenons pour point de départ l 'équation différentielle du
second ordre

t 2 ; ^^-( i-1-^)7+2^^dx1 • '

qui se déduit de l'équation ( i) à l ' a ide .d 'une simple dérivation par
rappor tas ; nous supposons la fonction X(^) , ainsi que son cube/^(o?),
ordonnée su ivant les puissances croissantes deP; nous indiquons la
manière de calculer de proche en proche, d'une façon récurrente, fort
régulière et fort simple, les coefficients des puissances successives deP
dans le développement de \{xY. tout cela const i tue pour l'équation f a ) ,
et par suite pour l 'équation ( i ) , une véritable méthode d'intégration.

A l 'aide de cette'méthode, nous calculons, dans le développement
àel(x) suivant les puissances de P, le terme indépendant de A, le
coefficient deP et celui de P, L'examen des trois expressions que nous
obtenons ainsi nous condu i t à admettre que, danâ ce développement,
le coefficient d 'une puissance quelconque de P est simplement une
somme algébrique de sinus et de cosinus de x et de mul t ip les impairs
de x multipliés respectivement d'abord par des facteurs numériques,
ensuite les sinus par des puissances paires de x et les cosinus par des
puissances impaires. Cette forme générale des coefficients n'est obtenue
que par induction; mais, après l'avoir obtenue, nous établissons en
toute rigueur son exactitude et sa généralité.

Nous avons le premier fait connaître ( ! ) la forme générale des coeffi-
cients des différentes puissances de P dans les polynômes entiers en P
qui mul t ip l ien t les différentes puissances de oc dans les développements,
suivant les puissances croissantes de x, soit des trois fonctions ellip-
tiques, soit des puissances de ces (rois fondions. Nous avons exposé en
détail ( 2 ) la méthode qui nous a conduit à ces résultats : c'est une
méthode combincitoire, assez difficile à suivre, mais qui est une

( l ) Comptes rendus des .séances de l'Académie des Science.f, séance du 10 juillet ïS^.
P ) Ânnalef; scientifiques de l'École Normale s^p-riwre, année 1877, p. 165.
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méthode d'invention réellement féconde. Grâce à ce qui précède sur
le développement de X ( ^ ) suivant les puissances du module, nous
retrouvons, d'une manière relativement très-simple, et pour le cas
particulier du développement de 5^), la plupart de nos résultats.

Enfin, généralisant toute la partie précédente de ce travail, nous
montrons que nous pouvons appliquer les mêmes procédés non-seule-
ment à la fonction elliptique ^-(^), mais encore à une infinité de
fonctions nouvelles, définies par des équations différentielles plus com-
pliquées, dont nous écrivons le type. Nous faisons voir comment on
peut intégrer de proche en proche ces nouvelles équations différen-
tielles; nous donnons, pour les fonctions qu'elles définissent, la forme
générale des coefficients de leurs développements suivant les puissances
ascendantes, soit d'une quanti té analogue au module, soit de la variable
indépendante elle-même, et nous faisons remarquer que celte forme
des coefficients subsiste pour les développements de toutes les puis-
sances de ces fonctions dont l'exposant est positif et entier.

3. La plupart des résultats obtenus dans le présent travail , ainsi
que la méthode que nous y avons suivie, ont été indiqués par nous
dans une Note présentée à l'Académie des Sciences, dans la séance du
29 octobre 1877. /

CHAPITRE L
MÉTHODE D'INTÉGRATION.

4. Reprenons l'équation différentielle

(.) ^^^(,-4-^)À+2^^

que nous pouvons écrire sous cette nouvelle forme

(3 ) '^^=/f-(^À),

et supposons les deux fonctions X (a?) e tP^) ordonnées suivant les
puissances croissantes de P.

Ann. de l'Èc. Normale. 2" Série. Tome VIÏÏ. — MAI 1879. 20
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Si nous désignons par ^o, u^ u^, . . . , Uo, U i , Ua» . • . les coefficients
des termes successifs de ces deux développements, nous avons

^(.r) == ^o4- Ktk2-^- 1/2 fi4 -f- ^/t"-!-. ..
et

^ (^) == A ( ^ ) .== Ub+ U, /r2 + U, A4 -+- Us / t 6 -

Cela posé, identifions les deux membres de Inéquation (3) en y
égalant les coefficients des mêmes puissances de /»-2 ; nous trouvons
l'équation différentielle
, ̂  d2 Us ,.,

[ 4 1 -y——— + lh ̂  2 U/_i •—• Ut..^

qui subsiste pour toutes les valeurs entières et non négatives de
l'indice t si l'on convient de regarder comme nulles les quant i tés
LLi et a_i.

5. Cette dernière équation permet de calculer de proche en proche,
d 'une façon très-régulière et très-simple, les quantités ^o> u^^ u^ • - • »
e/est-à-dire les coefficients du développement considéré de X(<r).

Supposons, en effet, que nous connaissions z^,^, , u^ , . . , ^_ , .Nous
en pouvons déduire U^,, car cette quant i té ne dépend évidemment que
de celles que, à cet instant même, nous supposons connues; et, U^.,
é tan t ainsi déterminé, l 'intégration de l'équation (4) nous donnera u^

Nous allons expliquer en détail, dans l 'hypothèse ou nous venons de
nous placer, d^abord comment nous calculons U^,, ensuite par que!
procédé nous intégrons Inéquation (4) .

6. De l'égalité
A^X--'

nous déduisons immédiatement, en prenant les dérivées logari thmiques
des deux membres par rapport à^,

. JA r7À
/. --.— === s) A "-77- ?

dk dk

e/est-à-dire, après simplification,
( l( , + u,^ 4- tl,^ -4- .. . ) ( U, 4- 2 ïU2 ̂  3U.,Â4 - + - . . . )

==3(LV--hU,ÂM- t ÏJ t < 4- . . . • ) (^^+2aJï 2 .+3^/3/^-^ . .^ .
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En égalant aux deux membres de cette dernière égalité les coeffi-
cients des mêmes puissances de/c2, nous obtenons ^relation

( t Vtl/Q -+- [t —— 1 ) U/,.,1 II, -+- [ t —— 1 ) Ur-3 U-2 —— . . . -M U, Ut-i

i 0} {{ ' ( =3[^Uo+(^-- i )^ ,U.-h( / -2)^ ,U2-+- . . . -+- i^ iU^] ,

qui nous permet de calculer un U d'indice quelconque des que nous
connaissons tous les U d'indices inférieurs et tous les u d'indices non
supérieurs.

Cette formule est, à la vérité, illusoire lorsque t est égal à zéro;
mais, dans ce cas, on a évidemment

Uo=^;.

7. Revenons maintenant, pour en indiquer le mode d'intégration, à
"notre équation différentielle

( 4 ) -^ -4- u, = 2 U .̂, --- u^.

C'est une équation différentielle du second ordre, à coefficients
constants, sans second membre dans le cas où t est nu l , avec second
membre dans tous les autres cas.

Lorsque t est égal à zéro, notre équation se réduit à

rf^/o
^-^o-O,

qu'on intègre immédia tement , et de l'intégrale générale de laquelle
on détermine les deux constantes par ces condit ions que, lorsque 3û
s'annule, UQ devienne égal à zéro et sa dérivée première égale à l 'uni té .
On trouve ainsi

?/o =: s\\\x.

Pour toutes les autres valeurs de t, notre équation conserve sa forme
générale

d^Ut y,

^+^^.-^.

Si l'on suppose, pour un moment, cette équation privée de son
20,
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second membre, on trouve immédiatement pour son intégrale générale
l'expression

B^sin^ -i- EfCOsa?.

La méthode de la variation des constantes nous donne, après le réta-
blissement du second membre, les deux relations

r/Dr . dEt—— smx -4- -7— cos^ == o, »dx djc
dDt rfE/ .-y— cos^r -~ -.— sm x === 2 U^, — u^,

d'où nous tirons
dl\ . ,. .
•^-==: (2U^,~7^,)COS^

^E/ / ., , .- .—==—[2U/_i—M^. js inr ,

et, par sui te , t
.̂r

I), == -̂}- 1 ( 2; U/._i •— ^^..,, ) cos^cl^,
^0

/,^

E/^^— » (aU^i— ^/_i) sin^rf^.
^o

II en résulte immédiatement que Fintégrale générale de l 'équa-
lion (4), prise avec son second membre, est représentée par Pcx*
pression

dtSïtix •+ etCos^

+ sin^ J (2U^,—^_,) cos^^—cos^ f (2U^, — «/_„,) sin^/.r.
t/" • </o

Nous savons d'ailleurs que, l'indice t étant supérieur à zéro, u^ ainsi
que sa dérivée première, s'annule en même temps que x, et nous
concluons de là que les constantes ^ et ^ sont nulles. Donc 11, est
donné parla formule

(6) ^==sin^ I (2n,-,-~^.)cosW^-cos^ f [^^-u^}s\ûxdjc,vo * <A)

qui permet, on le voit, grâce au procédé donné plus haut pour le calcul
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de U^-i, de calculer de proche en proche les valeurs successives de ^,
c'est-à-dire les coefficients des puissances successives de k2 dans le
développement considéré de X(.x?).

CHAPITRE II.
DÉVELOPPEMENT SUIVANT LES PUISSANCES DE k,

8. Pour parvenir à la forme des coefficients dans le développement
de ^(^) suivant les puissances croissantes de k2, rappelons d'abord
l'égalité déjà trouvée

t^==:SÏÏ}^,

puis appliquons les procédés que nous venons d ' indiquer au calcul des
quantités Uo, u^ U< et u^. Nous obtenons successivement ces quatre
résultats :

Uu == y (3 s'ïflx —- sin3.r),

^ == — (sirf-r + si n 3^) — —cos^,
ïb • 4

Ui == — (s sin.r -+- s in3^ — sîn5.v) — — (cos^ —• cos3.r),

V X'1^ ^ ^^ (7sin^"4- 8sin3.r •4- s in5^) — — (6 cos.y -+ 3 cos3.r) — -y2sin.%\

Cela étant, sans pousser plus loin le calcul des quantités u et U, et
rien qu'à l'examen des expressions que nous venons d'écrire, nous
sommes condui t à a t t r ibuer à ^ e L à U r certaines formes générales.

Nous attribuons à ̂  la forme donnée par l'égalité

ni =: 2 pi,j ^' sîn ( -î.j -h i ) x -4- ïq,\j x^ cos ( 27 4- i ) x\

dans laquelle nous désignons par^,, et ^-des coefficients numériques,
par i ety des entiers soit positifs, soit nuls, et où les 2 s'étendent, le
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premier à tous les systèmes possibles de valeurs des entiers i e t / qui
satisfont à la condition

2/-{-J^,

et le second à tous les systèmes satisfaisant à la condition

2 / 4 - 1 4-7^ tf

Nous attr ibuons à U^ la forme donnée par l'égalité

U/ == ï P^y x11 sin ( ij 4-1 ) x 4- 2 Q/j ^2(-4-1 ces ( a/' 4-'ï ) x,

dans laquelle nous désignons par P^-j et Q^y des coefficients n u m é -
riques, par i etj des en tiers soit positifs, soit nuls, et où les I; s'étendent,
le premier à tous les systèmes possibles de valeurs des nombres i et /
qui satisfont aux deux relations

^ l ^ t ) ^i-^-j^t 4-1,

et le second à tous les systèmes possibles satisfaisant aux deux rela-
tions

^'4-lS/, 2 / 4 - ï 4 ~ j ' ^ 4 - ï .

9. Ce que nous cherchons présentement, c'est la forme de u^ Nous
ne nous occupons que subsidiairement de celle de U^. Les deux formes
d'ailleurs que nous venons d ' indiquer pour u^ et U^ sont les résultats
de simples inductions. Afin de montrer qu'elles sont à la fois exactes
et générales, nous prouverons successivement :

D'abord que, si la forme trouvée pour les u est vraie pour tous Usa
dont l'indice ne dépasse pas ^ la forme trouvée pour U^ est exacte;

Ensuite que, si la forme trouvée pour les u est vraie pour tous les u
dont l'indice est inférieur à t, elle est encore vraie pour u^

10. Dans le Chapitre précédent, nous avons exposé (6) un procédé
rapide pour calculer U^. Maintenant qu'il s'agit, non plus de calculer
Ut, mais de déterminer sa forme, il est bon de'connaître l'expression de
Uc en fonction des u dont l'indice ne dépasse pas t.

Partant de la définition même des quantités U et u, nous trouvons
facilement, pour toute valeur de /, la formule

U/ = 6 2 UlU,n Un 4- 31 U] U,n 4" 2 Ut ,
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dans laquelle les indices des quantités u sont des entiers distincts,
positifs ou nuls, satisfaisant de toutes les manières possibles, suivant
que l'on considère le premier, le second ou le troisième 2, à la pre-
mière, à la deuxième ou à la troisième des conditions

/ -h m + n ==. t, 21 -4- m =f, 31 === t.

Cela étant, supposons la forme attribuée aux u vraie pour tous ceux
dont l'indice ne dépasse pas le nombre t.

La relation que nous venons d'écrire nous montre immédiatement
que Ve n'est autre chose qu 'un polynôme dont chaque terme présente
un coefficient numérique, une puissance de x d'exposant entier, positif
ou nuly et un sinus ou cosinus d'un multiple de x.

Mais ces premières remarques ne suffiraient point à établir que U^ est
de la forme annoncée. Nous allons les compléter.

D'abord, dans aucun terme, l'exposant de ^ne dépasse t, car, dans
chaque u, le plus hau t exposant de oc est égal à l ' indice de ce u, et les
trois u dont le produit se trouve dans un terme quelconque ont des
indices dont la somme est égale à t.

Tout sinus ou cosinus figurant dans U^ porte sur un mult iple impair
de a?, car le produit de trois lignes trigonométriques, sinus ou cosinus,
portant chacune sur un mult iple impair de x, est une somme de sinus
ou cosinus por tant aussi chacun sur un mul t ip le impair. Pour le démon-
trer, il suffit (le faire observer que, dans la transformation en un poly-
nôme linéaire d'un produit de plusieurs sinus ou cosinus, on n'opère
jamais sur les arcs pr imit i fs que par addi t ion ou soustraction. Dans la
question qui nous occupe, nous avons, à chaque fois, trois arcs pri-
mitifs qui sont des multiples impairs de x : les additions et soustrac-
tions ne donneront que des multiples impairs.

Lorsque, dans un terme quelconque, l 'exposant de x est pair, celte
puissance de x est multipliée par un sinus; lorsque l'exposant est im-
pair, la puissance est multipliée par un cosinus. En effet, si l'expo-
sant de x est pair, le terme considéré provient d 'un produit où se trou-
vaient soit un sinus avec deux cosinus, soit trois sinus en même temps,
et un pareil produit transformé en somme ne donne que des sinus; si
l'exposant de x est impair, le terme considéré provient, au contraire,
d 'un produi t où figuraient soit un cosinus avec deux sinus, soit trois
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cosinus en même temps, et un pareil p rodu i t , transformé en somme,
ne donne que des cosinus.

Enf in , l'exposant de x, jo int à la partie entière de la moit ié du
nombre impair qui figure dans le sinus DU. cosinus correspondant, ne
dépasse pas t+i. Pour le démontrer, soient /, m, n les indices des
trois u f igurant dans un terme quelconque de Fexpression de U^. Con-
sidérons dans ces trois u respectivement, les termes quelconques

Lx1^ [f/.î f + i)^], M^"7 ̂  [[im" -n )x}, N^' ̂  [( 2 n" -4- i ) x},

dans lesquels ^ désigne à volonté un sinus ou un cosinus. Dans le pro-
. dui t de ces trois termes, supposé transformé en somme, le terme le

plus désavantageux pour nous sera

. IU//+w/-^-"/^[(2r•4- '2fn//•+•f2nv•+-3]^],

dans lequel la somme considérée est égale à

/' ̂  ^f -4- n1 + F -+• m'7 + n" 4-1.

Or, par hypothèse, les binômes

f+r , m-^m^ n ' - ^ n "

ne dépassent point respectivement les indices /, m, n. Donc la somme
considérée ne dépasse point

/ -l- m -4- n -i- r ,
c'est-à-dire

^4-1.

Il suit clairement de toutes ces remarques que, si i/o, u^ i^, . . . , i^
sont de la forme annoncée pour les u, la quantité U^ est bien de la forme
que nous avons été conduit à lui attribuer.

11. Pour étudier la forme de u^ revenons à notre formule fonda-
mentale

/••r ^.r

(6) Ut-^^mx j (2U/-.,~^«,)cos^rf.r—cos^ \ (sU^i— u^\ smxdx,
^o <

et supposons qae tous les u d'indice inférieur à ^ so ien t de la forme
at tr ibuée aux quantités u.
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D'après le paragraphe précédent (10), U^.i sera de la forme qu'on
a attribuée aux U, et il s'ensuit immédialement que le binôme
2 U^i — Ut-i sera de la même forme que U^-,.

Abstraction faite des coefficients numériques, ce binôme raU^, — ^_i
ne contiendra donc que deux sortes de termes : des termes de la
forme

.r2 isin(-2/+ i).r,

et des termes de la forme
^•2<'"("l COS ( %/ -h 1 ) X.

Il suffî t donc, pour obtenir la forme de u^ de voir ce que fournil
dans l'expression générale (6) de Uc un terme de chacune de ces deux
sortes.

Considérons d'abord le terme ^sin^y-t- i}oc. Il ne fou rn i t dans UÈ
que des termes formés chacun, sans compter le coefficient numér ique ,
d 'une puissance de x dont l 'exposant, entier et positif ou nu l , ne
dépasse pas 2^ mult ipl iée, si cet exposant est pair, pars in(2/- l - i)^,
et, s'il est impair , par cos(2/ -+- \}x. Comme on a, par hypothèse,

2 i •+• j ^ ̂
on voit que tous ces termes rentrent bien dans la forme attribuée à u^

Dans le cas particulier ou y serait n u l , il faudrait, aux termes que
nous venons d ' indiquer, ajoutera?2 '4-1 mul t ip l ié par un facteur numé-
r ique et par cosn?; et comme nous avons, par hypothèse,

et, par suite,
2 / - i--15 i,

ce nouveau terme rentre encore dans la forme indiquée .
Passons main tenant au terme ^2M-lcos(>y-+- ï ) ^ q u i sert de type à la

seconde sorte. Les termes qu' i l apporte dans u^ sont encore formés
chacun, sans compter le coefficient numér ique , d 'une puissance de x
dont l 'exposant, entier et positif ou nul , ne dépasse pas 2 2 + 1 , mul-
tipliée, si cet exposant est pair , par s in (2 /+ \}x, et, s'il est impair ,
par cos(:y-+-1)^. Comme, dans le cas actuel, nous avons, par hypo-
thèse,

l i - ^ - ï - ^ - j ^ t ,

Ann. de i'Éc\ Normale. ^ Série. Tome VÏ I I .—MAÏ 1879. ^ï
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on voit que tous ces termes rentrent bien dans la forme attribuée a u^
Dans le cas particulier où j est nul, il faut encore ajouter, aux

termes que l'on vient d ' indiquer , un terme contenant ^2f+2 mul t ip l ié
par un facteur numérique et par sin^; et comme nous avons actuelle-
ment, par hypothèse,

2 i 4- i ̂  / — i,

et, par suite,
ii -\-- 2 £ t,

ce nouveau terme rent re aussi dans la forme annoncée.
Dès lors donc que u^, u^ u^, . . . » u^^ sont de la forme attribuée a u x

q u a n t i t é s u, la quan t i t é Uc est aussi de celte forme. Donc cette forme
est absolument exacte et générale.

CHAPITRE III.
DÉVELOPPEMENT SUIVANT LES PUISSANCES DE X.

12. Considérons maintenant le développement de la fonc t ion el l ip-
t ique l [ x ) suivant les puissances croissantes de la variable œ, et,
posons

^(^)=Ao^, -A^ +A^ -A^ +....

Les coefficients A o » A ^ , As, ... de ce développement s o n t ^ comme
on le sait, des polynômes entiers en P, de façon que nous pouvons
poser, en général,

A, ==: QCr.Q 4- Œ.r. l li2 •+• y,r,'i A 4 + û:/.,3 hti 4- . . . .

Nous nous proposons, dans ce Chapitre, de déduire des résul ta ts
obtenus dans le précédent la forme générale de la quantité a^, re-
gardée comme une fonction der, l'indice t étant supposé constant. Or,
cette recherche de la forme de a^c revient simplement à l 'élude ,du déve-
loppement suivant les puissances croissantes de x de la quantité ̂  q u i
sert de coefficient à P^ dans le développement de \{x^ suivant les
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puissances croissantes du module , pu isque a,.^ n'est, au signe près,
.y,"/———M

que le coefficient de ———-, dans ce développement de u^ Nous[ 2 r -+-1 ^ .
sommes donc conduit à former ce dernier développement .

13. Reprenons la formule

Ht'.^lpi^X'11^^] 4- l}^' 4-2ç,J.^•2/+lCOS(2J -4- l)^*,

t rouvée précédemment (8), et rappelons-nous les condit ions dont nous
l'avons fait suivre. Nous voyons sans peine :

Que sin(a/-f"- î )^ y est, quel le que soit la constantey, mul t ip l ié par
un polynôme en t i e r en x, ne contenant que des puissances paires de x,
et dont le degré est le plus grand nombre pair qui, ajouté ày, ne donne
point une somme supérieure à t\

Que cosÇ^j-h i)^ y est, quelle que soit la constantey, m u l t i p l i é p^r
un polynôme entier en ÛD, ne contenant que des puissances impaires de
x, et dont le degré est le plus grand nombre impair qui , ajouté ày, ne
donne poin t u n e somme supérieure à t.

Cela posé, dans le produi t de sm(ri/-i- i}x par le polynôme corres-
_y.2/'-+-l .

p o n d a n t , le coefficient de ^—'——: est év idemment la somme des quan-1 [ 2 / - -4- ï ] \ 1

lités

(->j4-,]2/-+i^ ^r-hi) ('?./•) (a/d-"!)27 '--'1, ('2/"4- ' ) ( î r ) ( ' 2 / '—T) (2 r --2) (2/+i Y " " 3 , ...,

mult ipl iées res|)ectivement par des constantes, et ron peut voir facile-
ment que ce résul ta t se ramène au produi t de (a/'-t-x)2 ' ' par un poly-
nôme entier en r d 'un degré égal a celui du po lynôme en x qui mul-
t ip l ie si n ( 2j -4- ! ) x.

De même, dans le p rodui t de cos(^/*- i-x)^par le polynôme corres-
pondant , le coefficient de ^—ry est évidemment la somme des quan-
tités

(2r+-i) (î/'-f-i)2", (2r4-i) (^r^r-r) (sy-hi)27--2,

(ar-i- ï ) (ar) (2 r—ï ) (ar—a) (ar—S) (^/•+- i)2^. ..,

mult ip l iées respectivement par des constantes, et ici encore on peut
voir faci lement que ce résultat se ramené au produit de (2/4- l'f par
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un polynôme entier en rd 'un degré égal à celui du polynôme en x qu i
mul t ip l ie cos(2/-4-i)*^.

11 suit immédiatement de tout cela que, si dans u^ l'on réunit les
termes en sin(2/-i-i)<x- e l les termes en cos(^/+i)^, le coefficient
de —r——r- dans tout cet ensemble est de la forme

( 2 /• -h 1 ) 1

S/M^')^
Sy(r) étant un polynôme entier en r d u degré t—j\

Or, d'après ce que nous avons vu précédemment (8) , ] peut prendre
toutes les valeurs 0 , 1 , 2 , . . . , ^ . Donc nous pouvons écrire

i
^=^£/M(2/+i]^/

0

Telle est la forme de ûc^ regardé comme fonction de r. C'est juste-
ment la forme même que nous avons déjà signalée ( < ) , restreinte au
cas particulier du développement de)^).

14. Cette forme de a,.,^ n'est autre que celle du terme général d ' u n e
série récurrente proprement di te , définie par l'équation génératrice

(2 — i2)^' [z --S^/t^—S2)^""1 . . . [ z — ( ^ £ - { - ï)2]1:;:^.

C'est encore un résultat déjà obtenu par nous ( 2 ) .

15. On voit que nous retrouvons ainsi, pour le cas par t icul ier
de X(^), les résultats que nous avons obtenus le premier pour les déve-
loppements suivant les puissances croissantes de x des trois fonct ions
elliptiques et de leurs puissances. Seulement, comme nous l'avons fait
observer déjà dans l 'Introduction du présent Mémoire, la mé thode
actuelle est très-simple et semble presque élémentaire lorsqu'on la
compare à la méthode combinaloire que nous avons précédemment
exposée.

( ' ) Comptes rendus des séances de U Académie dea Sciences^ séance du 10 juillet 1876.
( 2 ) Annales scientifiques de V École Normale supérieure^ année 1877, p, a65.
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CHAPITRE IV.
G É N É n A L Ï S A T I O N .

16. Les méthodes qui précèdent nous ont permis, comme on vient
de le voir, d'abord d'intégrer de proche en proche l 'équation du
second ordre qui nous a servi de point de départ, ensuite de déter-
miner la forme des coefficients du développement de X(-^), suivant les
puissances ascendantes soit du module A", soit de la variable x.

Il est bien évident que ces méthodes s'appliqueraient avec le même
succès à l'étude de la fonction elliptique représentée par p\oc). C'est
une première généralisation.

Mais on peut généraliser encore davantage, car ces méthodes s'ap-
pliquent également à l'étude d'une fonction quelconque y(<r ) déf inie
par l 'équation très-générale

X^ ^0 , ,.
c-^=/tî>•

dont le premier membre est celui d 'une équation différentiel le l inéa i re
à coefficients constants, et au second membre de laquelle <D représente
un polynôme quelconque, entier par rapport à la fonction y, à la
variables, à l ' indéterminée A, qui est analogue au module, et à des
exponentielles de la forme e^.

Nous allons nous occuper de cette fonction <p(^) , que nous suppo-
serons développable suivant les puissances ascendantes soit de l'indé-
terminée k, soit de la variable indépendante x.

17. Supposons qu^on ait effectué le développement de y(^) su ivan t
les puissances ascendantes de /c, et soit

y(^) ̂  (/'o 4- (/i/f 4- ^A2-^- t^A3 "4- . . . -'

Supposons de même qu'après avoir remplacé dans <& l'a fonct ion
(f)(x) p'ar le déve loppement précédent on ait développé le résultat
obtenu suivant les puissances ascendantes de k\ et soit

$ ̂ V^ 4.VJr + VJr7 4-V^3....



l66 ' D. AMïRE.

Si nous regardons comme n u l l e la quant i té V^i, nous avons, pour
toute valeur entière et non négative de t,

\r dsvf -V^ ^—^———— V f — » .

^J^ <^

Évidemment, la quan t i t é V^ ne dépend que des v d'indices non
supérieurs à t— i . A l'aide de t o u s ces (^, on peu t , en s 'appuyant sur
la définition même deV^,, arriver à son expression. Si donc on con-
naî t les quant i tés py, ^, ('2, ..., ^-.p on peut intégrer l 'équation qu'on
vient d'écrire, c'est-à-dire ca lcu le r (^.

Ainsi on peut calculer de proche en proche tous les coefficients
du développement de y (^ ) suivant les puissances ascendantes de k.

18. La quanti té ^o» qu i est l ' intégrale d 'une équat ion différentiel le
linéaire, à coefficients constants et sans second membre, consiste,
comme on le sait, en une fonction de x de la forme

IGi^eë^x',

dans laquel le on désigne par Gfj un coefficient constant , et p a r / e t /
des nombres entiers non négatifs.

Si l'on suppose ^o> ̂  ^2» • - •? ^-< de cette forme, V^ en sera aussi,
d'après sa dé f in i t ion . Quant à ^, puisque, d'après la méthode de la
var ia t ion des constantes, celte q u a n t i t é ^ n'est autre chose que la
somme algébrique d 'un nombre déterminé de termes analogues à

H e^^-Jf Vf_i ̂  e^ dx,

on voit que cette quan t i t é ^ est aussi de la forme

SG^e^^.

Telle est donc la forme générale des coefficients du développement
de la fonction cpÇsc] suivant les puissances croissantes de k.

19. Passons maintenant au développement de ^(<^) suivant les puis-
sances ascendantes de oc, et posons

^)--=F.-F,f,+F^;--F^+....
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Pour obtenir ce développement, il suffit évidemment de développer
les exponentielles qu i se trouvent dans le développement précédent ,
puis d'effectuer les calculs, et enfin d'ordonner su ivant les puissances
croissantes de x.

On trouve ainsi que les coefficients Fo, F^ , Fa. ... sont des poly-
nômes entiers en k et que, par conséquent /on peut écrire

F. == Q,^ -+- Qr,. fi -4- Q'r^ 1iî -4- ^,3 A 3 -r- ...

Cela étant , proposons-nous de déterminer la forme générale de In
quant i té ô^s regardée comme une fonction de r, l ' indice t é tant sup-
posé constant. Or, ce coefficient O^c n'est, au signe près, que le coeffi-

yr
cient de -r dans le développement de <^. Mais ^ est, comme on l'a vu ,
de la forme

ÎQijeSi^^.

Donc le coefficient Q y c <-^t de la forme

^"17-7 ;̂ '•
On voit ainsi que &r,^ considéré comme une fonction de r, est le

f e rme général d 'une série récurrente proprement dite, dont l ' é q u a t i o n
génératrice a pour racines, simples ou multiples, les quanti tés ana-
logues à g,.

20. Dans chaque cas particulier, on pourra , comme on l'a fa i t pour
\{x'), délenninerles limites du 2 qu i donne la forme de^ et les racines
de l 'équation génératrice de la série récurrente , double opération im-
possible lorsqu'on laisse à la fonct ion ^{x) sa pleine génémiité-

21. En résumé, la fonction si générale y (.x1) j o u i t , quant aux coef-
ficients de ses développements, des mêmes propriétés que les fonc-
tions part iculières \{oc') et p.{x} : quand on la développe suivant les
puissances croissantes de A, le coefficient ^ est de la forme

SGi.ff:^^;

quand on la développe suivant les puissances croissantes de^', le coef-
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îicient 5/.^, regardé comme une fonct ion de /", est le terme général
d 'une série récurrente proprement dite.

II y a p lus : cette propriété de Qr,t et cette forme de ^ se re t rouvent
dans les développements de ç^^), quel que soit l 'exposant entier et
positif ÎT. En effet, cette propriété de ôr,t n'est qu'une conséquence de
ia forme de ^, et celle-ci, évidemment, subsiste quand on passe du
développement de <p(^) a celui de ^(a?).


