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SINGULARITES DES SOLUTIONS D’EQUATIONS
D’ONDES SEMI-LINEAIRES

Par G. LEBEAU

RESUME. — Soit u(t, x) appartenant localement a I’espace C°(R,, H**! (R%) N C! (R,, H*(R%) et solution
d’une équation d’onde semi-linéaire J u=F (¢, x, u, Vu), ou F est C®, et s>d/2. On prouve que les singularités
microlocales de u sont estimées par les images directes « d’intégrales de Feynman » construites a partir des
données de Cauchy, et du propagateur libre.

ABSTRACT. — Let u(t, x) locally in the space C°(R,, H**! (R%)) N C! (R,, H*(R?), be a solution of the semi-
linear wave equation D u=F (s, x, u, Vu) with FeC®, s>d/2. We prove that the microlocal singularities of
u are estimated by the direct images of “Feynman integrals” associated with the Cauchy data of u, and the
free propagator.

Mots clés : équation des ondes semi-linéaires, analyse microlocale.

Code Matiére A.M.S. (1986) : 35S 15.

0. Introduction et résultats

Soit (0 =08?— A, 'opérateur des ondes, ou re R, xe R?, et Q un ouvert de R'*“ qui est
un domaine de détermination pour 0=Q N\ {r=0}.

Soit u (¢, x) une fonction réelle continue sur Q appartenant localement a I’espace

C°(R, B (R) N C* (R, H*(RY))
ou H® est 'espace de Sobolev usuel et vérifiant dans Q I’équation des ondes semi-linéaires

Ou=F(, x, u, Vu), Vu=(0,u, V, u
)] s ou s
M‘,=0=_l_l0€Hl;l(0)), T~ zgleHloc(m)
tl=o0
ou F est une fonction C* de ses arguments et ou s> d/2.

On s’intéresse a déterminer les singularités de la solution u de (1) dans Q, =Q N {r>0}
en fonction de ses données de Cauchy u, et u,. Plus précisément si pe T*Q,\Q,, on
cherche a déterminer pour quelles valeurs de ¢ on a

2 ueHj (espace de Sobolev microlocal).
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202 G. LEBEAU

Depuis les travaux de J.-M. Bony, ce type de probléme a été intensivement étudié (voir
la bibliographie). Dans cet article, nous prouvons que les singularités de u sont estimées
par les images directes « d’intégrales de Feynman » construites explicitement a partir des
données de Cauchy u, et u, et qui traduisent les phénomeénes d’interaction (non linéaire)
et de propagation (linéaire).

Plus précisément, notre résultat s’énonce de la facon suivante.

DEFINITION 1. — On appelle diagramme D la donnée d’un ensemble fini I={1, ..., N}
muni d’une partition I=I, U ... UI_ et d’une application 6:1->1 {0} telle que
0L, 0(I)={0}. On définit le degr¢ de D par degD=Card(J), ou
I={iel, 0 ()= }.

Soit e, (z) (z=(, x)), la solution élémentaire de [J a support dans I’avenir. Si D est

un diagramme, pour (zg, z;, . - ., zy) € RETPEFD on pose :
[D]=]]VPie, (zg,—2) [Tes (zo @~ Z)
(3) i¢l] iel
{ D } = 1_[ @ (x;) =0t v} (x;) 3;,=0)-
iel

Ici B; vérifie

|B:|=1,

vy evect{u;, VPu,, |B|<1} et of evect{VPuy, VVu,

BI=1,

y|<2}

et on omet dans la notation des distributions[D] et {D} la dépendance enf;, v). On a
alors :

THEOREME 1. — Soit u solution de (1) avec s=(d[2)+ py, po>0. Pour tout entier M =1
et toutcels+1+M—1)py, s+t1+Mpgl, ona:

4) WF° () |;>0<{(zo, Co); il existe un diagramme D,
avec deg(D)<M et (zg, zy, - - ., Zn, G0» 0, ..., 0)eWF[[D]. {D}]}.
Remarque. — Dans ce théoréme, Iexistence du produit de distributions [D] . {D} est
assuré par I’hypothése s>d/2. Plus précisément, si y=(z,, z;, - .., Zn), N la variable

duale, on vérifie comme dans [23], I12.2, lemme 2 qu’il existe €>0 tel que pour toutes
fonctions tests @, , 'intégrale

o~
®) Im(ﬂ')‘lf{D}(n—n')(Hln' ydn'
existe et est fonction tempérée de 1.
Le plan de Particle est le suivant : dans le paragraphe 1 on introduit la technique de
décomposition en fonction de la fréquence qui est la base de la preuve du théoréme 1.

En particulier, on prouve le théoréme 2. La preuve de ce résultat utilise d’une part les
techniques géométriques et d’analyse microlocale analytique développées dans [23] et
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SINGULARITES DES SOLUTIONS D’EQUATIONS D’ONDES SEMI-LINEAIRES 203

d’autre part un découpage de la solution u en (essentiellement) deux termes,
u(t, x, \)=u, (t, x, \)+tu,(t, x, \) ou A est un grand parameétre qui représente la fré-
quence a laquelle on observe la solution; la fonction u, (partie régulicre de u) est alors
concentrée a des fréquences inférieures a A%, avec 8€]0, 1[, et u, (partie singuliére de u)
est O (L™%), avec a>0 dans un espace de Sobolev convenablement choisi. Le paraproduit
de J.-M. Bony correspond & un découpage analogue avec 8=1. L’intérét de choisir un
8<1 réside dans le fait qu’il permet une calcul multilinéaire a tous les ordres. Comme
application d’un tel découpage, on obtient en particulier le théoréme suivant (voir§ 1).

THEOREME 2. — Soit ue H*(R?), s=(d/2)+p, p>0, & valeurs réelles et FeC* (R, R).
Alors VN1, Vue[(d/2)+Np, (d2)+(N+1)p[, on a
N
WF* (F ()= U WF* (&)
j=1
ou WF* est le front d’onde Sobolev usuel d’indice p.

Les singularités des polyndémes de u controlent donc les singularités des fonctions
non linéaires de u.

Dans le paragraphe 2, on introduit les algébres associées a ’équation des ondes, et
dans le paragraphe 3, la régularité des solutions d’équations d’ondes dans ces algébres.
Dans le paragraphe 4, on étudie la paramétrix d’une linéarisation de 1’équation (1). Le
paragraphe 5 est consacré a la preuve du théoréme 1 et le paragraphe 6 en donne
I’application aux problémes & singularités conormales (théoréme 3).

1. Calcul quasi homogéne multilinéaire

On note A2’ l’espace des distributions f (x, A), xeR?, dépendant d’un paramétre
Le[l, oof, telles que pour tout @ e CF (R?) on ait :

7 R
M |¢ f (€ )| <polyndme (A, &).
DEFINITION 1. — Pour (x,, £5)e T*R?, et f el 2', on a (x,, £,) A WF (f) ssi il existe

0eCg (R égal a 1 prés de x, et V,, voisinage de &, tels que

@ j [0/ V| deeo . )
&EeAVyg

ou AVy={E=An; neV,}.
On remarquera qu’on a AWF (f)=WF (f) si f est indépendant de A, ou WF est le
front d’onde de Hérmander, dans T* R\ R*.

Pour peZ, soit C, la couronne

?) 0.27<|g|<2°"10  (6=0,9)
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204 G. LEBEAU

et pour f (x, A) a support compact en x, p=0

4) af,(f)=f |/ & 27)|* .
Cp
Pour peR, on pose :
®) |fli= X 22 ag (f).
p=0
Pour ¢>d/2, on munit I'espace de Sobolev H'(RY) dune norme | |, telle

que |lab|,Zllal.llbll. et |la|:=|lall, pour a beH'(RY). On peut choisir
|a||?=D, J(l +]&])%|a(€) |? & pour une certaine constante D,.

LeEMME 1. — Soit t>d/2 et a(x,\) de classe C* en x wvérifiant 306€]0,1[, Va,
IC,sup||A7!*1®2 3% al|,<C,.

A

(i) Pour ferD’ on a \WF (af )c AWF (f).

(ii) Pourv(x)eHY,., |av|,<Cte||v||,.

Preuve. — On peut supposer a a support compact en x. On a alors :

)\‘8

6) VN, 3Cx VA E, Ia(&,l)lécr«(m)

(M sup jlﬁ(i, N |dE=C,.

Soit feLD’ et (x4, Eo) ¢ A WF (f); soit @ et V, comme dans la définition 1 et Vi < V,,.
OnafeAl? par (6)et

®) ¢df & HN)= é(&—n,x)@(n,mdmf aE—m, Ao f(n,A)dn=T+1IL

neiVo n¢AvVo

Par (7) et (2) on a ||I(E AN)|2@ye@(A"®). Pour EeAVy et n¢rlV, on a
|E=n|=Cte(A+|&|+|n]|) d’ou pour EeA Vg |II(E, M) |eO (A~ °) d’ou(i). De méme

pour veHY, .., E€C,, p=0 on é&crit

©9) av (&, 27)= &(é—n,zp)z?(n)dmj a—m, 2°)v(n)dn=I+II
neDp n¢Dp

ouD,=C,_; UC,UC,,,. On a par (7)

(10) 11, 29) 2 cp = Coll® 2 o,
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SINGULARITES DES SOLUTIONS D’EQUATIONS D’ONDES SEMI-LINEAIRES 205

et pour E€C,, n¢D,, |E—n|2C* (27 +|n|) dou
(11) VN, 3Cy Vp20, VEeC, | 29)|<Cy2 o],

©
Orona ¥ 22M|5|2 = Cte| |2, d'ot Gi).
p=0

LEMME 2. — Soit g(x)eP'(RY) et supposons donnée pour tout A=1 une
décomposition g(x)=g, (x, M)+ g,(x, N\), g€ LD avec (x,, tE,) ¢\ WF (g,) pour tout t >0,
|&|=1, et |g,|, < 0. Alors geHY, . (espace de Sobolev microlocal).

Preuve. — D’apres la preuve du lemme 1, si f, V,, ¢ vérifient (2) il en est de méme de

f, Vo, Vo pour Y (x)eC® et Vi « V. Il existe donc W voisinage du segment [£,, 2&]

et e CZ (R% tels que J |9 g1 (&, M [PdEe 0 (L"), dou

AW

(12) J |6§(&)|2dagzj InE 2P)|2da+2f,‘|@<r;, ») P dg
rp 2PW c

14
ou [,=2PW N C,, C,={2°<|g|<27*1}.
Comme pour &eC,, n¢C, on a |§—n|=Cte(|n|+2?), |g,|,<oo entraine
Zzzvuj 085 (&, 27) |2 dE < o0, d’ou zzzvuf |98 ()| dE < oo, donc ge HY,, ¢,
P Cp P r

p

THEOREME 2. — Soit ue H*(R?), s=(d/2)+p, p>0 a valeurs réelles et FeC*® (R, R).
Alors VN1, Vpe[(d/2)+Np, (d/2)+(N+1)p[on a

(13) WF* (F ()= U WF* (i)

j=1
ou WF* est le front d’onde Sobolev usuel d’indice .

Preuve. — Soit 6=(d/2)+vy, 0<y<p et 8€]0,1[. On pose v=5—oc=p—1. Le résultat
étant de nature locale, on peut supposer u a support compact en x. Pour tout Ae[l, oof
on décompose u sous la forme

(14) u@X)=u; (x, )+tu, (x, A);  uy(x, A)=(2 Tt)“’J ey (8) dE.
lg1=a®
On a alors

(15) VCX, BC“’ VX’ H)\'—_Ia[aaiulllséca

et si G est une fonction C*, ¢ G (u,) vérifie des estimations analogues pour g e C§ car
s>dJ2. De plus, on a :

(16) |45 ||, < Cter. ™.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



206 G. LEBEAU

En écrivant la formule de Taylor pour F on a

F@=11(x, ) +f2(x, 1)
FW (u1 )

x, \)= w=Y G.(u)w
a7 S W) j§zN i 3 jg,N ()
uN+l 1
folx, V)= 12\“ j FON*D (u, + tuy) 1 — )N dt
Plo

ou les G; sont C*.
Soit ¢ (x)eCy (R%), g,=¢ f1, 8,=9 f,. On a

(18) ICys VA, ||g2(., 7»)||°§CN7»"V5‘N“)
donc
(19) ap(g2)§C&2_"[°+V3(N+1)]

d’ou |g, |, <o pour p<o+Vv8(N+1).

Si ujeH{'xo’go) pour j=1, ..., N on a d’apres le lemme 1, (15) et (17), g,=g} t+g¥
avec (xo, t&)¢AWF(g}) pour tout r>0 et |gy|,<co. D’aprés le lemme2 et
oF(w)=g;+(gi+g,) on a alors o F(w)eHY, ., pour p<o+v3(N+1) d’ou le résultat
en faisant tendre o vers d/2 et d vers 1.

LEMME 3. — Soit u(x, y, N eAD & support compact en (x,y)eR!*XR"™ et

v(x, k)=Ju(x, Y, N)dy.OnavelPD et :

(20) AWF (@)= {(x, &); 3y : (x, », & 0)eAWF () }.

Preuve. — On a v(&, A)=u (&, 0, A) donc verL P'".

Soit (x4, &,) tel, que pour tout y, on ait (xg, ¥, &, 0)¢AWF (u). Il existe alors
@ (x)eCg égal a 1 pres de x, et V voisinage de (&, 0) tel que

@1 f GE n. WP R dne O ),
AV

Si Y () e CF (R™) vaut 1 au voisinage du support de u on a :

(22) P, l)=J‘T!(—n)@(§, n, A)dn.

On peut supposer V=V, x {|n|<g,} ot V, est un voisinage compact de &,. On a alors :

(23) Ly, 00 W)= V(=) gy, 0UE, N, K)dTH‘J .. =I+IL

In|=keo Inl2keo
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SINGULARITES DES SOLUTIONS D'EQUATIONS D’ONDES SEMI-LINEAIRES 207

Comme  est & décroissance rapide, et V, compact on a [I[(&, 1)|€ O (L™ %) et par
Cauchy-Schwarz

P 1/2
u@wgum(j iw@mﬂWW)me
InlZheo

d’ou le résultat d’apres (23).

2. Algébres

Dans ce paragraphe, on aura xeR? teR, et on posera z=(t, x), {=(t, £)e R**. On
notera W I’algébre de Wiener des fonctions dont la transformée de Fourier appartient
aLh

DerFmNITION 1. — Pour 6eR,, aeR, on définit A®* comme sous-espace de L2 (R!*9)
par

0 A“’“={ueL2; (1+]E_,|)°f(1+|&|+|t|)°‘|z§(§, T)'d‘EGLZ(Rg)}
et pour ue A®°, on pose :

@ nwmﬂk+mrﬁwmhhww@nm

L

Pour ve[0, o], on a A®*cA°*"* Vet CY =A%

On remarquera quon a A®°cL®(R,H°(RY)) et plus généralement
A® ¥ Lip, (R,, H° (RY)).

LEMME 1. — Pour o+oa>(d/2), A% est une algebre. Plus précisément, on a
A% ® . A% *c A®* agvec injection continue, et A>*cW.

Preuve. — On a A®*cA°**? et puisque 6+ a>(d/2)

f’d(&,, t)fd&dt=f(l+|§|)_‘°+°"[(1+|§|)°+°‘f|&(é’;, r)]dt]dé’;<oo

donc A®*< W, avec injection continue.

Pour u, ve A®* on a donc u, ve L2\ L®, uwvelL? et

u (€, 1)= fﬁ(i— &, 1—1)0(E, v)dE dr,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



208 G. LEBEAU

donc

3) A+|&|+ || [#E, ©|<Cte(|u]*| 2], + ||, *|2])

avec |u |,=(1+|&|+|t|)*|u| Ona

) <ﬁﬁl*|5|udt>(§)§f{j|ﬁ(l‘,—é‘,’,t)‘dr.J(l+[§’|+|t|)°’|5(§’,t)ldr}d§=a*b

avec a(&)=f|d(&, )| dr, b(g)=f(1+|g|+|r|)~|£(g, 7)|dt. On a (1+]|&|)°bel? et
(1+]&])°**aeLl?, donc aeL! car o +a>(d/2) donc

®) |(1+|E])° (@*b) || 2= Cte[||[(1+]|E])° @) * b2+ a* (1 +]|E])°b)||.2]-

Ona|lax((1+|&])°D)||.2=Cte||u||, o || |ls, o Enfin (1+]E])°a*b est de la forme ¢ *b
avec (1+]&])°b=>b"eL?, ||b'||.2=Cte||v]|s,, et (1 +|E])*c=c"€L?, || ||L2=Cte||ul|,. o
d’ou

CE-8) _bE)
He—gDr a+ler

(©) (cxb) (§)=L1 ',

Or

1 1 [ 1 1 ]
<Cte +
(+[g=& ) A+|g ] (I+[g e A+[g—¢|)r*

donc || ¢ * b || 2= Cte|| ¢ ||2]| 8" || 2, d’ou le résultat.

LEMME 2. — On a A% *cHZ,, (injection continue).

Preuve. — Soit ¢ (1) C (R), ue A>*, v=qu. Il suffit de prouver qu’on a :
(7 1=j(1+|g|+|:|)2u|5(g, r)|2dr§Cte<f(1+|g|+|r|)a|z:(g, 1:)|d1:>2.
Or

1§J(1+|r;[+|r|)2“|ﬁ(§, 0)|.|uE 0)].|oGc—0)].|o(r—0)|dodo dt
et
J=J(1+|§[+|t|)2“|$(t—9)[ oG—0)|a
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SINGULARITES DES SOLUTIONS D’EQUATIONS D’ONDES SEMI-LINEAIRES 209

vérifie J<Cte (1+|&|+|0])*(1+|&|+|0’
J2=j ’J3=f|r—0|ﬁslt|etona
[t—0[2er ERUAESR

CteNJ(1+|§|+|‘t|)2“

)* puisque J<J, +J,+1J; avec J1=j ,
lt—0]2¢]|7]

<Cte(1+ 2
e =TI

et sur le domaine d’intégration de J;, on a |t|<|0|+|t—6|<|0|+¢|t| donc
|t]= [) d’ou il résulte

8) J3<Cte(1+|&|+inf(|0], |6

N =Cte(1+g[+]0])(1+|E[+[0])
d’ou le lemme.

DEFINITION 2
(i) Soit Q un ouvert de R!*¢ On définit ’espace vectoriel A (o, o, ), =0, a>0 par

©®) Ao, o, Q)={uell;VoeCy(Q),Va'el0, of, pue A>* }.

(ii) Si u(z, A) est une famille dépendant d’un paramétre A€[1, o[ et g(A) une fonction
positive de A, on écrit ue O, ,(g) ssi

VA, ueA(o,a, Q)
(10) VoeCg(Q), Vao'el0,of, ICte(a, 9),
VA @ulle,w SC@, @)g ().

LeMME 3. — Soient oy >a,>0, 8€]0, 1[, u(z, N e, ,, (1). Pour tout A2 1, il existe une
décomposition
(11) u(z, A)=u, (z, \)+tu,(z, ), u;ely o, (1)
avec
(12) VB, 6Bule(06,al(7»5””)
(13) U €0, ,, (A "3Cam2)),

Si u est a valeurs réelles, on peut choisir u; a valeurs réelles.

Preuve. — Soit { ;} une partition de I'unité localement finie sur Q,.u=Y u;, u;=@;u
et ;€ Cg (Q), V;=1 sur le support de ¢;, la famille des supports des \; étant localement
finie. On pose alors

Uj 1 (2, 7")=¢j(z) 2 n)-(1+d)Jeizc l;j(c, 9] 1|§ |§x'5dC
(14)
u; 2 (z, M)=V;(2) (2n)_(1+d)JeiZ€&j(Ca M1z dg

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



210 G. LEBEAU

et uy (z, )= u; 1 (z, N), u, (z, )= u; ,(z, A) convient.

LEMME 4. — On suppose a.>0 et c+a>(d/2).

(i) Soient uy(z, ), ..., ux(z, N €0, (1) a valeurs réelles et FeC® (RN, R). Alors
Fu, ..., u)el, (1)

(i) Siv;(z, \)e0, ,(g; (V) alors []v;e0, ,(]g).

Preuve. — Tout d’abord (ii) est conséquence de la preuve du lemme 1. Comme
u;e 0, (1), on a d’apres le lemme 1, u;€ Lj;, uniformément en A et on peut supposer les

u; et F a support compact. On a alors F (a)=(2m) ™" f ¢ F (0) 0.

On choisit d€]0, 1[ et €€]0, af. On pose alors
(15) u;=u; tu; ,, uj,2=(2“)-(1+d)J‘eiz§lz(‘;, \) 1|g|ng?dc -V (2)

ou h;=(1+]6;])? avec gde =1, yeCy, y=1 sur le support de u;. On a donc

(16) uj,Ze(Dc,u—e(x‘j_ae)
a7 aﬁuj,le(Qo’u()»?'B').

On considére donc ici A comme paramétre uniforme les A; étant les parameétres asymptoti-
ques. On écrit e =[]e"Yi=]]e.1"% [[e™.2"% On a u; , . 0;€0, ,_,(1) donc aussi
j j j

J
evi2 %=Y (*/k)(u; , .0, car daprés la preuve du lemmel, pour
k
u, v A% P|luv||, s <Cte, 4|l t|lo. |||, s- De plus, on a :

(18) |0PTe™: 1% || <Cteg (1+]0])1 142 1B1,
j

Comme C{ <A, p pour k=k (o, B) avec injection continue, on déduit de (18)

(19) [Te“i1%ied, . (P(]8])

ou P est polynome (dont le degré dépend de ¢).
Comme F (0) est a décroissance rapide, on a donc

(20) F(u)=(2n)‘”fﬂe""'¥1'°f [Te2 % (0)doe 0, -, (1)

pour tout £>0 donc F(w)e O, ,(1).

LEMME 5. — Soit Q(z, D,) un o.p.d classique de degré —m sur Q(m=0) et ue 0, ,(1).
Pour tout pe C§ (Q) on a

@ Q@u) €U, oim(D)
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Preuve. — Soit g(z, {) le symbole de Q, yeCg (Q). Si le support de s est contenu
dans le cube [—(R/4), + (R/4)]1*¢=K, et e C¥ vaut 1 au voisinage de K, on a

V(2 gz O=V(2) Y™ R g (0)
k

(22) avec
Cx N
<—— (1+|k
|9 @1+ KD
et il suffit d’écrire :
(23) VQ(euw)=Y Y (z)e*™ R g, (D) (o u).
k

DEFINITION 3.

Soit u(x, A) une distribution sur Q, dépendant de Ae[l, oo, seR et g(A) une fonction
positive. On écrira ue 0,(g) ssi

(24) VoeCP (@), Vs'<s, 3C,, |loullw=C, a0

(i) Pour uel,(g) et p=(z, )eT*Q\Q, on écrira ue®, ,(p,g) ssi il existe
eeCy (), égal & 1 prés de z, et Q o.p.d elliptique en p de degré 0 tels que
Qloulel, . (2).

LEMME 6. — Soit P(z, D,) un opérateur différentiel de degré m elliptique en pe T* Q\ Q,
et u(x, M) e 0,(1) vérifiant Pu=ve 0, ,(p,1). Alors uel, ,.,(p, 1).

Preuve. — Soit Q un o.p.d elliptique en p de degré —m tel que QP=Id+R, ou
p¢SE(R). Si p=(z,{) etoeCg vaut 1 prés de z on a Qe P=QJ[¢, P+ o+ R ¢ donc
Qov=Q[o, Plu+ou+Reu. Si SE(Q) est concentré prés de p on a Qouvel, ,4,, (1)
d’apres le lemme 5 car si T est régularisant, Tpve 0, ,,, (1) car pve0,_, (1). Enfin, si
Q' est un o.p.d a support assez prés de p, elliptique en p, 'opérateur Q' [R ¢ +QJep, P]]
est régularisant, d’ou le résultat.

3. Equations d’ondes

Dans ce paragraphe on note (1=02—A_, teR, xeR? 'opérateur des ondes et on
désigne par Q un ouvert de RZxR, qui est un domaine de détermination pour
0=QMNt=0. Si f(x, 7) est une fonction sur Q on note tr, (f)=(f (x, t,), (3f/01) (x, ,))
et tr (f)=tr,(f). On conserve les notations et définitions du paragraphe 2. En particulier,
h(x, M) € O, (m (L)) signifie :

) VpeCe, Vs'<s, 3C,. YA [[0@h( V|w<Cyy - m().

@,

On fixe s>d/2.
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LeMME 1. — Soit f (x, t, A) solution de O f=0, avec tr (f)=(fo, f1)> foEUs+1 (M(N)),
f1€0,(m(L)). Alors f €0 1y (m(N)).

Preuve. — Par vitesse finie de propagation, on peut supposer f, et f; & supports
compacts dans . Alors on a

@ 768 0=7o(e 1) cos 1241, 6 D ;'lé‘ .
Si @ (1)eCZ, on doit estimer pour a<s-+1
0 -|[lcsien e iasieeyra)
@ =) [l DD eyt gy

Pour (i) on remarque que J|(T)(‘c:l:|§|)](1+Ié§|+]t|)°’dr§Cte(l+|é’;|)°’.

+1

Pour (ii) on écrit @(t+|§|)—6(t—|§|)/|&|=f ¢ (t+s|E|)ds et on coupe Iinté-
1

grale en deux morceaux : |§|21, |£|<1, dou

@) (i) gmgm@nq waWnﬂmmm

FACES]
1]

+Cte 1|§,21(1+|§|)“

d’ou le résultat.

LEMME 2. — Soit  u(x, t, \)eO, ,(m(\)), oa>1 et o+a=s+1. Alors avec
tr (u) = (ug, u;) on a u;€ 05,y _;(m(N)).

Preuve. — On peut toujours supposer u# & support compact. On a :

ﬁo(§)=CteJﬁ(T,§)df et U€Usiy0(m(N)

ﬁl(§)=CtCJTﬁ(’:,§)df et .%ltfe(oc,a—l(mo"))c(90+a—1,0(m()“))-

LEMME 3. — Soit b=b(x, H)eL® Q) NLZ. (R,; HY) pour tout s'<s, a support dans
t20. Si f=f(x, t) est la solution & support dans t=0 de O f=b on a fe A(o, o, Q) pour
ota=s+1 et a<3/2. Si b dépend de plus de A et be O ,(m(\)) uniformément en t, alors
fe0,, . (m().
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Preuve. — On peut supposer b=>5(x, ¢, A) a support compact. Si yeCg (R), on a :

@ Ve, x)=f°°e-i"wz){ J 'sin (1) |& |
0 o €]

b, &, Ndr } dr.
-Donc avec 0 (¢, 1)=¢€"" J e (1) dt et
.

e le(r, r—|&|)lgle(t', T+|E])] 0

MG, )=

on obtient :

(5) f 1V f(x, &, 1) | dr<Cte f “l6@, M, r)dr.
0

Si|g|<1l,ona

O, T8N0, THIED _ (130, e
B o

et 0(t’, 7) est un symbole en t de degré — 1, donc 96/dte O (|t|™2) et M (§, 1) est borné
pour || <1. Pour [§| 21, 0na

6) flﬁ(t', T—|E])=0(r, T+ |E|)|dr<Cte Log (2 +|E])

d’ou M(§, ¢')<(Cte/(1+|&]|))log(2+|E]) et puisque be O, (m (1)) uniformément en ¢, on
a d’apres (5)
(7 F €0, ,(p, m(X)

pour c+a=s+1 en tout point p=(x, ¢, 1, £) avec {#0. Pour v<1, en posant

® o= [ e 9 TIED- 0 e
- lE]

ona M,<Cte(1+|&])* ' Log(2+]&|), d’ou également :

® €0, (mM).

Comme OV f=yb+[0, ] f=get quon a

(10) ’

s’ 1 T7
1+ jmhj/b(t,&,k)]dt

<Cte, . m(A) pour s'<s, [3>1
L2 ) 2
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puisque Yy be L?(R,, H*) on a aussi d’aprés (9)

(11

s’ 1 >
D [ pléce sl

<Cte, m(r)
L2 )
et (§2~12)$\=§ entraine alors f e, 5, (p, m(X)) aux points p=(x, ¢, 7, 0) d’ou le

lemme.

LeMME 4. — Soient a(t, x, ), b(t, x, A) vérifiant Ja=b, bel, ,_(m,(A)), a>1,
tr(a)=0. Alors ac O, ,(m(})).

Preuve. — On peut toujours supposer a et b a supports compacts. Pour tout

(HI&I)SfIB(t, & M)|de
L2 )

peut donc appliquer le lemme 3 a4 a=al,;,+al,<o, puisque [(al,5o)=b1,5,, donc
acl, ,(m(\) avec o'+oa'=c+a, o'<3/2. Puisque [Da=»h, on a daprés le
paragraphe 2, lemme 6, ae0, .. (p, m(A)) aux points p non caractéristiques pour [
donc a0, ,(m(A)).

s’<c+a—1,0na <C,m()), donc beL” (R, H*). On

LEMME 5. — Soit s>dJ2 et u(t, x) une fonction sur Q appartenant localement a l'espace
C'(R,, H) N C°(R,, H**?) et vérifiant O u+F (¢, x, u, Vu)=0. Alors on a :

(12) ueA0, s+1, Q).
Preuve. — On a u=v+w avec

Oov=0,
tr(v)=tr(u) et Ow=—F(t, x, u, Vu) e C°(R,, H®), tr(w)=0.

En appliquant le lemme 1 & » et le lemme 3 a w, on obtient veA(0, s+1, Q) et
weA(s—(1/2), 3/2, Q) donc ueA(s—(1/2), 3/2, Q) et VueA(s—(1/2), 1/2, Q). D’aprés
le paragraphe 2, lemme 4, on a F(z, x, u, Vu)e A(s—(1/2), 1/2, Q), donc d’aprés le
paragraphe 2, lemme 6, ue 0;_,, 5,5 (p, 1) aux points p non caractéristiques et comme
ueA(s—(1/2), 3/2, Q), il en résulte ueA(s—(3/2), 5/2, Q) donc
F(t, x,u, Ve A(s—(3/2), 3/2, Q). On a s+1=(1/2)+k+8, 0¢[0, 1[, keN, k=1. En
itérant le procédé précédent on obtient ue A (8, (1/2)+k), F(¢t, x, u, Vu)e A (8, k—(1/2))
donc u€0 413,(p, 1) aux points non caractéristiques d’ou finalement comme
s+1<k+(3/2), 0=20, ue A, s+1, Q).

LEMME 6. — Soit q,(t, x, M), q,(t, x, ) =(q, (t, X, A), ..., g5, (8, X, X)), qo(t, x, D),
d+2 fonctions appartenant a O, ,_, (1), a>1, c+a>(d/2)+ 1. Soit O, I'opérateur

(13) D$=D+qtat+qx°ax+q0‘

Soit g(t, x, )€Uy oy (M(N), fo (X, NEUs,y(m(A), f1(x, M)EUgsy— (m(R)). Alors
léquation

(14) Oef=g (=S
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posséde une unique solution f € O ,(m(N)).

Preuve. — D’abord les coefficients g, appartiennent uniformément en A a Pespace
C°(R, H*) pour tout s'<c+a—1 et c+a—1>(d2). Si ¥=q,0,+q.0,+q, on
construit la solution f en temps petit comme limite dans P’espace
E=C°(—T, T}, H¥*H) N C!([—T, T], H*), T petit, de la suite /", n=0, f°=0,

15) Ofri+2 =g, Tr(fM=h.f)
puisque ge C°(R,, H), f,e H "1, f, e H*. On a alors

(16) f=r1+ 2 =
n=1

avec O f1=g, tr(f1)=(fy, f1) donc f1e 0, ,(m(}L)) et on a
/= e = Com (W) (Co T

et lintervalle d’existence [— T, T] est indépendant de L. L’équation étant linéaire et par
vitesse finie de propagation, on a donc I’existence et 'unicité de f sur Q, appartenant
localement a I’espace C°(R,, H**') N\ C!(R,, H¥). En recopiant la preuve du lemme 5,
en utilisant cette fois le paragraphe 2, lemme 4, (ii), on obtient f €0, , (m (A)).

LEMME 7. — On conserve les notations du lemme 6 et on suppose de plus m(M)=1 et
pour un 8€]0, 1], et pour tout B

A7) gl W), PfieO, ;PP Pgel, . WP

Alors on a :
(18) Ffreo, (310,

Preuve. — Par le lemme 6, on a fe0, , (1). Soit ¢ une dérivée espace, |B|=k+1,
k=0.Ona:

Oyt f=0dtg+ Y (%)031q,022(f, V1), V=(0,, 9,)
Ivil+ival=18I

(19) PAES

{ Tr (38 f) =% tr ().
Par récurrence, on a 82 fe 0, ,(\*'"2) pour |v,| <k donc 022(f, Vf)eO, ,_ , (A3'721)
donc en appliquant le lemme 6 on obtient 08 fe O, ,(A*'P1).

Soit f;(x, \)=0] f|,—o. Pour contrdler toutes les dérivées par le méme argument, il
suffit de prouver qu’on a :

(20) (1) 0'3136(96”(7»3“3”5"), Q) f1€0,,, LD

Or (2)=(1) pour j=1 car

21 ||6'3fj||c+a§Cte[||0ij“5+a_1+‘ I Iz 10 fillosazil-
vi=Ipl+1
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On a 80ige0, ,_ A*'P1*®) et a>1 donc (voir lemme 2) 050! g|,_o€ Uy, (AP F3IP])
et on obtient alors (2) par récurrence sur j en dérivant la relation
0% f=Af+q,0,f+q,0,f+q, f+g, et en utilisant P Afye O, ,_, (A3IPI*¥),

4. Paramétrix

Dans ce paragraphe, on conserve les notations du paragraphe 3. On fixe 620, a>1
tels que o+a>(d/2)+1, et d+2 fonctions appartenant a O, ,_,(1): q,(z, A),
4.2, N=(qx, (2 M), ..., q5,(z, M), 4o (2, M), z=(t, x)€Q. On pose

) F=4q,0,%tq,.0,%q; O,=0+%
et on suppose que les coefficients ¢, de 'opérateur & vérifient, pour un &' €]0, 1/3[ :
(10) VB, Pgel, (AP

On s’intéresse a écrire le développement de Hadamard de la paramétrix de 'opérateur
strictement hyperbolique du second ordre dépendant de A =10 ,.

DeFINITION 1. — Soit f (z,, z,, A) une fonction de (z,, z,)eWcR?*@ %9 5, >0, o, >0
et g (L) une fonction positive de A=1. On écrira

3 €0, ., (gM)
ssi pour tout @ e CJ (W), tout o] <a, et tout P, il existe C tel que pour tout A on ait

<SCAIPlg(h)
L2 y)

(1+|§1|)"IJ(1+|&1|+111|)“1105267(§1, T1s5 2y 7‘)|dT1

(4) sup
z2

(ici “est la transformée de Fourier partielle en z,).

On remarquera que cette définition signifie que z, est considéré comme paramétre C*
et quon a %, fe0, , (A¥'Plg())) uniformément en z,, pour tout p.

En particulier on a, d’aprés le paragraphe 2, lemme 4 :

LemME 1. — Si FeC®, o, +o,>d2 et fel,, ,,
hely, o (g(N)) alors f. he(OaM‘1 g)).

LeMME 2. — Si fG@cl,ml (g M), alors h(z, \)=f(z, z, \) vérifie hel,, ,, A¥Mg(A)
pour tout entier M>c+ o, +1+d (aux points z ou h a un sens).

(1) alors F(f)el (1); si de plus

G1, %1

Preuve. — On peut supposer f a support compact. On a alors
(5 A, 7»)=(21t)"”“’Jf(§~Cz, L MG, (€=(1, 8)

4° SERIE — TOME 25 — 1992 — N° 2



SINGULARITES DES SOLUTIONS D’EQUATIONS D’ONDES SEMI-LINEAIRES 217
et d’aprés (4) [ici = Fourier (z,, z,)]

~Cuh M)

6 1+E, D || F €y Con M| (1 4]y ) dry <M= oY
© H( &) ﬁf«; Gl i | s QG

d’ou, puisqu’on a =0 et qu’on peut supposer a7 >0

< CuM™Mg®)
2@ (+[G M et

@ ”(1+|&|)ﬂﬁf@—cz,cz,x>|<1+1c|>~idr

et le lemme est conséquence de (5) et (7).

Fixons z, et notons e(z,, z,, A) la solution & support dans le cone d’avenir de sommet
z,=0 de ’équation

8) Oge(zy z, N)=3§ e(zy, z,, N =e(zy, 2, + 25, A).

z=21 ;
Soit e;(z), j= — 1 les distributions définies par

) e_1=8.-o, Oejp1=e; (j2—1), support (e;)=120.

On cherche alors un développement asymptotique de e de la forme :

(10) e(zy, z;, M)~ Z aj(zp 23, }V)ej(zz)-

jz0
LEMME 3. — Avec Cy=1/2, C;=C;_,/(1+2C;_)(j=z) ona:

(11) { 0ej.1=Cjte;, Oqe0,=—Cixpe;  (j20)
o,e0=tH, 0,e,=-x,H (H=CteLog((t—i0)*—E£?).
Preuve. — On a ¢,=[(t—i0)>—£%~" donc ,H=21Ctee, et 6, H=—2&,C*¢, d’ou
les deuxiemes relations de (11). Pour j=0, par les conditions de support on a :
1
6,el=£eo < 0,0e == t[]e0+2% < 0,e0=0,¢e,
2 2 ot

6Xkel=—%eo - 6xk[:le1=%[—kaeo+28Xkeo] < 0,.e0=0,¢0

Ensuite par récurrence on a [1d,e;,,=0,e;=C;_,te;_; et
OC;te;=C;[tOe;+20,e]=C;lte;_, +2C;_ te;_1]=C;_  te;_y,
ainsi que

0o, e, =0

x €j e;=—Ci_1x e,y

Xk
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et

O(=Cjxe)=C;[—x, O ej+28xkej]=Cj[—xke

j_1_2Cj_1 xkej_l].

En écrivant I’équation (8) pour le développement (10) et en utilisant les relations (11),
on obtient le systéme d’équations de transport sur les coefficients a; suivant

(12) 22'62a0+(tqt—qu)a0=07 00(2190, }\‘)=l
(13) 2Cjz . az(aj+1)+(cj(t‘1t"x‘Ix)+ 1)aj+1= -0 aj_[qtat+qxax+q0]aj
ouqg =q, (z;+z A) et z,=z=(t, x).

Par intégration de (12), on obtient

(14) aO(Zla 2, 7\.)=exp { - %Jl(tq,_qu)(21+zv, )\‘)dv}

0
D’apres (2) et le lemme 1, on a donc :
(15) ao (21, z,, X)E@c,a—l(l)-

De plus, si g (0)=C>0 I’équation

(16) z.0,f+gf=r
a pour solution
! ! dv
an f(z)=J r(zv)exp{—j‘ zﬂ(zw)dw}vc—
0 v v

avec z0(zw)+(C/w)=g(zw)/w. En écrivant la solution a;,, de (13) sous la forme (17)
[on a alors C=1/2C;, z0(zw)=(1/2)(tq,— x q,) (z; + zw, A)] on obtient

(18) aj(Zl’ 22 7‘)6@0,«—1 (?\’28’j), Vjz0.
On pose & présent e(zy, z, \)=e* (zy, z, A), e;=¢] et e’ (zy, z,, W =e(zy, 25, ). On

définit de méme e~ (z, z, A) et e” (z,, z,, \) par

(19) Oge (21,2, M)=38 e (21, 20, M=€ (21, 2, F25, V)

z=z1°

avec la condition support e” =t,<0(z,=(Z;, X;)). Si e; (2) est défini par eZ,=5,_,
Oe;iy=e; (j=—1), support (¢;)=2=0 on a toujours le développement asymptotique

(20) e (zy, 25, M)~ z a;(zy, z,, }\‘)ej— (z2)

jz0

car les e; vérifient toujours les équations (11), avec H=H~, H~ =Cte Log ((t1+i0)>—&?)
et les équations de transport (12) et (13) restent inchangées.
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Pour tout entier N=1, on pose alors :

N
(1) Ehi; (z, z;, M= Z aj(zla 272y, x)eji (z—zy).
ji=0
On a:
(22) OgEX (7 21, W=(Hgan(zy, 2= 21, M) ex (2= 2)+8, ..
Pour h(z, \)e0, ,-, (1) on pose :

K3 (1) (2, 7»)=JE§ (2 21, M Ly 20k (21, M dzy

Ky () =Ky (h)+Ky ().

(23)

On a support Kg (h)= { £120}.
LEMME 4. — Pour tout o’ <a, K (h) appartient localement a I'espace C* (R,, H°* '~ 1),

Preuve. — Par construction, les fonctions a;(z,, z—z;, A) sont C* en (z, z;). On a
(24) fej* (z=z)a;(zy, 22, M 1, 500 (21, M dz; =F (2, 25, M) ]zz:z
avec
25 F=Jej+ (z—2z)) f (24, 25, N dzy; f=a;(zy, 2,7z, M 1, 50h(z4, M)

donc 0%, f est localement uniformément en z, dans I'espace L (R,,, H*) pour tout
s'<o+a—1 et tout B et (008, F)=af f, support (0%, F)c{r=0}. D’aprés
le paragraphe 3, lemme3, on a [O/0f FeC'(R, H") donc (itération sur j)
0% FeC, (R,, H*) pour tout B, d’oti F(z, z,, V)|,,-,€C' (R, H), d’ou le lemme.

DEFINITION 2. — On note (13" 4 la solution du probléme de Cauchy
(26) O, Oz h)=h; tr (O35 h)=0.

Draprés le paragraphe 3, le lemme 6, si he @, ,_,(m(X)) on a Oz he, ,(m (A)).
Posons pour he@, ,_ (1)

27 O h=Kk(h)+KE(h).
D’aprés le lemme 4, on a tr K% (4)=0, donc

(28) Oy KX()=—-Ry(h);  KI(H)=0

(29) RN(h)=f((D + &), an (21, 2=z, M) () (2= z) hy (z) Fex (z—2) h_(z,)) dz,
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avec hy=*1,5,h.

On a Ry(h) (z, )=G(z, z,, M) | avec

z2=z
(30) G=fe,f§ (z—z)0" +eq (z—z,)07 dz,
(1) 0(zy, 2, 7\)=h(21)[(D+$)z2aN(Z1,22—21,7»)]? et=:|:lt1_>_.0'e‘

11 en résulte :

j
(32) ON*1G(z, 2, M) =0z, z,, A); (g) Gl_o=0 jS@N+1).
t

LemMME 5. — Soit M,, entier, Mg>c+a+d. Ona:

b(zy, 25 N =an(z1, 23— 21, N €D, ,_; (W2 N3 Moy,

Preuve. — On a b(z,, z,, A)=an(zy, z2,— 23, A) |23=z1 et on utilise (18) et le lemme 2
(la dépendance supplémentaire en z, €tant sans importance).

Par le paragraphe 3, lemme 4, (32) entraine alors

(33) GEl, ,\n (B 18 M)

donc par le lemme 2

(34) Ry (B) €05,y (W3 THDT20M0),

Choisissons alors un ve]3d’, 1[ et appliquons la construction du paragraphe 2,
lemme 3, aux fonctions Ry (A)A~3% N*D=28Mo ayec §=v. On décompose ainsi ’opéra-
teur Ry en somme de deux termes

(35) Ry=R3+R%
qui vérifient pour he @, ,_, (1)
(36) VB, OPRR(H)E0, oy (N NV Mo IRl
&) R (H)€ 0y, -y (70739 (14267 Mo),
Si on définit K3 * par
(38) O, KE*(h)=—-Ry*(h) TrK*(h)=0
on a alors d’aprés le paragraphe 3, lemmes 6 et 7
(39) K& (h) €0, , (7 03844250

(40) VB, PK3(h)e0, ,(\3 N+D+2MotvIBly,
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On choisit alors N assez grand pour assurer K (h)e 0, ,(1) et on pose :
(41) M! () =Kyx(+Ki(h);  M*(h)=K{(h).
On a alors pour he @, ,_, (1)
42) Oglh=M!(h)+M?(h)
et puisque 03! (W) e O, ,(1), et M*(h)e O, ,(1)
(43) M! (h)ed, ,(1).
En particulier, on toujours localement

(44) Mi(h)eC! (R, H), Vs<o+a—1, i=1,2.

5. Preuve du théoréme 1

Soit u solution de (1). D’apres le paragraphe 3, lemme 5, on a ue A(0, s+ 1, Q). On
fixe pe]0, pol (voisin de py), 8€]0, 1] (voisin de 1), et on pose ag=s+1=(d/2)+po+ 1,
a=(d/2)+(po—p)+1>(d/2)+ 1. Dans cette partie, on aura =0 et on notera Oy ;=0.
En utilisant le paragraphe 2, lemme 3 avec o, =a,, o, =a, on décompose u(z) sous la
forme

1 u@=u(z, ) tuy(z, M);  4;€0,,(1)
) VB, u 0, 0P
3) u,€e0,(\"%);  Vu,e0,_ , (L")

En écrivant la formule de Taylor avec reste intégral a ’ordre N=3, on a

4) F(t, x, uy+uy,, Vu, +Vu,)=F (@, x, uy, Vu))— L () + A () + Ry
%) — & (uy)= Z I F(t, x, uy, Vuy) (uy, Vuy)
lyl=1
1
(6) N ()= Y — —0F@, x, u, Vuy)(uy, Vuy)

22 |yl <N ¥

1
(1) Ry= X (uz,Vuz)*J G, (1, x, 0, uy +o(uy—uy), V(u; + o (u;—u,))do.

Iy1=N 0
Comme o— 1>(d/2), d’aprés (2) et (3) on a :
®) Rye O, (A7%N).
Les coefficients c=0"F (¢, x, u;, Vu,) des opérateurs . et A4~ vérifient :

©) VB, Pcel,,_, (W18,
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Comme dans le paragraphe 4, on notera [J, 'opérateur (0 +.%. On a :
(10) Ogu,=F(, x,u,, Vu,)— Du, + A4 (u,) + Ry
On écrit alors u, sous la forme
11 uy=uotf; Ugup=0; Tr (ug) =Tr (uy); Tr(f)=0.
D’apreés (3) et paragraphe 3, lemmes 2 et 6 on a
(12) Uy €0, (A"%)
donc aussi u, —u,=fe0, (L") par (3) et (12) et avec les notations du paragraphe 4
(définition 2), on a ’
(13) f=by+ 0 N (ug+f)+ 02! Ry
avec by= 0 (F(t, x, uy, Vuy)— Ouy).
LemME 1. — La fonction b, vérifie :
(14) VB, 0Pboel, (WP
Preuve. — Pour O ,* (F(t, x, u;, Vu,)) cela résulte du paragraphe 3, lemme 7.
Soit h=0,(Duy); on a Oguh=0uy, tr(h)=0. Si w=u,;—h, on a J,w=2(u,),
tr (w)=tr(u,). D’apres (2) et loc. cit., w vérifie (14), donc aussi A.

De plus, comme b= f— ' A (u,) — 03 Ry, d’aprés le paragraphe 3, lemme 6, (3),
(6) et (8) on a aussi :

(15) boe Oy (A™%).
Soit a présent D un diagramme, I=1, . ..U, la partition de son ensemble d’indice,

0 son application. Pour ieJ={jel; 8~ ' (j)= }, on se donne une fonction S;(z, A) de
la forme

d;

(16) Si=c [ Pi(up, bo);  Vji |Bjl =15 diz0

ji=1

ou c(z, A) vérifie (9) et 0Pi(uy, by)=0Piu, ou BPib,. On a S;=c lorsque d;=0. D’aprés
9), (12) et (15), on a:

(17) S,e0,_, (L"),

On posera S=(8,);.;- Enfin, pour tout ieI\ J, on se donne un ¢;(z, A) vérifiant (9),
un (d+ 1) —indice v;, Iyil <1, et on note Y=(¢;, Yiiery-

DzrINITION 1. — Avec les notations précédentes, on définit une fonction notée
(18) J (Ogh S, 1)
D

4° SERIE — TOME 25 — 1992 — N° 2



SINGULARITES DES SOLUTIONS D’EQUATIONS D’ONDES SEMI-LINEAIRES 223

de la maniére suivante :

si I=I, (L=1, donc J=1I) on pose
) J (038, D=0z (I] 8.
D

ielp
Ensuite (18) est construit par récurrence sur L; si L>1 on écrit
I={iel;; 07 ' (O)#g}, L=LUI;
pour ielj, on note D' le sous-diagramme de D dont lensemble d’indice est

Ii={ieI,j—e>i} [j—e>isigniﬁe :3p>0, 07(j)=1, et S'={S;};.y et on pose

(20) J’ (0L S, D)= D_;}( H S;. H ciayij (D_;l, Si, 1")).
D 4 D!

jely ielj

D’aprés (17) et le paragraphe 3, lemme 6, on a :

@ j (O3, 8, Ded,(. % = 4.
D

LEMME 2. — Pour tout 1M <N, il existe une famille finie de diagrammes D¥, S* et
T, telle que

(22) f=bo—Y J (O2' s, THe, (L M*D)
kK JDK
avec
(23) Vk, Y d*<M.
ielk

Preuve. — On a ry= 05! Rye 0, (AN d’aprés (8). Comme .4 (u,) ne contient pas
de termes linéaires en u, on a (22) avec M=1 et une famille vide, d’aprés (3), (13). Par
récurrence, supposons (22) au rang M, M+ 1 <N et reportons (22) dans (13). On obtient

(24 f=bo+ D;lﬂ[uo+bo+2 J (Ot S, F")+rM+1:|+rN
k Jp¥
avec ry, €0, (A" M™M*1) On développe alors (15! A7[...] selon la formule (6); on a
fy gy bo€ U, (A7) et aussi Y, J (O, Sk, T¥) d’aprés (22). Comme A" ne contient pas
k JDK
de terme linéaire, tout terme dans lequel apparait ry., , est 0, (A~ ™*2) dans le dévelop-
pement de L' A7[...] donc est un reste pour (22) au rang (M + 1). Le lemme est alors

conséquence de la définition 1, puisqu’on peut toujours supposer (23) d’apreés (21).
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Soit & présent v, solution de :
(25) 04 ve=0, tr (vo) =tr (u).

Si on pose b; =v,—uy, on a donc O, b, =0 et tr(b,)=tr (u) —tr (u,) =tr (u,) d’apres (11),
donc par (2) et le paragraphe 3, lemme 7

(26) VB, Pbe0,, (P

d’ou en utilisant le lemme 1, (16) et u,=v,—b,, on obtient le

LeEMME 3. — L’assertion du lemme 2 reste valable en remplagant S; défini par (16) par :

d;

27 Si=cnaﬁiv0; v, |Bj|§1; d;z0; Z d?éM: Vk.
j=1 ielk
Prewve. — En effet puisque by, b, vérifient (26) on a pour |B|<1, Vv,

0" by, 1 €0,y A7) donc b, , vérifient (9) et en écrivant S; sous la forme (16)
comme combinaison linéaire de termes de type (27), on ne peut que diminuer d,.

On choisit a présent 8'€]0, 1/3[, 8’ <9, et en utilisant la construction du paragraphe 2,
lemme 3, on décompose les coefficients g de 'opérateur & sous la forme :

9=4:1— 49>
5”(11,26(9%—1(7»5'”')
0° g, €0, (A 1P)
qle(gu—l ()\’—S'p)‘

(28)

[On utilise le paragraphe 2, (14) avec la troncature 1), ;5" pour définir g,], et on pose :
9) =% %, Og=0g4,—%,.

Pour tout entier k, on a I'identité :

k
(30) Og'=Y 05 (£, 0+ 05 (£, 0,) 2,05

j=0

Les coefficients de %, vérifient (9) et lopérateur g} (£, 0z L, 05" est
O\ 0*P de 0,_, (1) dans O, (1) d’aprés (28), de méme 0! (&£, O5!) est O (A7)
de 0,_, (1) dans O, (1); il en résulte, en choisissant k assez grand en fonction de §/8" et
M, en reportant (30) dans (22).

LEMME 4. — L’assertion du lemme 3 reste valable en remplacant [ ,' par D;} et v,
par wy @ g wo=0, tr(wg)=tr ().

k

Preuve. — vy, wo€ 0, (1) et vo=3 (051 LY wo+ (05! L,)* (vy— wy).
0
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On va a présent utiliser les résultats du paragraphe 4 appliqués a 'opérateur (1, . On
notera ici N; 'entier N du paragraphe 4; on choisit v, &', d tels que ve]39’, §[. Pour
he0,_,(1) on a d’apres le paragraphe 4 (42), (43), (39), (41), (40)

€2y Oz h=M'(W)+M2(h);  M"2(h)e0,(1)
(32) M2 (h) € 0, (L~ 38) Ny +1)+25 Mo))

(33) M' (=K, () +Kg, ()

34 VB, K3 (h)e0,(\d CNi+3+2Motvisl)

et Pentier N, sera choisi tel que :

(35) (v—=338)(N;+1)>28"M,+6pN.
Soit w, la solution du probléme de Cauchy

36) O we=0, tr (wo) = tr ().

On a wye0,, (1) et

(37) Wo= ﬁo - D}i (&4 V;o)-

On peut donc, dans le lemme 4, remplacer w, par w,,.

On au=u;‘+u,=u; +tuy+f=u,—b;,+v,+f, dou

k
u=u1—b1+2(l:\_;: ,?Z)jw0+(D_;: L) (vg—wo) +.
0

D’aprés le lemme 4, (2), (26), (28) et (37), on a donc :

LEMME 5. — Il existe une famille finie de diagrammes D*, S* et T* telle que
(38) u=b+y f (A2l s, TH+ry
k Jpk

a¥

avec b vérifiant (14), rye 0,(A~*™), pour tout k, i S¥=c [ ®iw,, | B;| <1, ¢ vérifiant (9)
j=1
et pour tout k, Y df<N—1.

ielk
Si D est un diagramme intervenant dans (38) tel que ) d;=0, alors J (D;:, S, T)
iel D

veérifie (14) d’aprés le paragraphe 3, lemme 7 et 8 <§; si |y| <1, éwf (02!, S, ), vérifie
D

alors (9). En appliquant cela aux sous-diagrammes des diagrammes qui interviennent
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dans (38) et en utilisant la définition (20), on obtient

dans (38), on peut supposer
(39) pour tout D, et tout ieJ¥,
a1

D’aprés (31), (32) et (35), on a alors
(40) on peut remplacer O, par M' dans (38).

En utilisant (33), (34) et v<¥4 on obtient alors

LEMME 6. — Il existe une famille finie D, Sk, T'* telle que

41 u=b+zj (KN, S5 T +ry
k JDF
a
avec ry€0,(A"%N), Sk=c [T Piw,, |B;| <1, df=1, Y d*<N—1, les coefficients b, c
ji=1 ielk
vérifiant
“2) IA, VB,  Phew,(\AFOIBI)
(43) IA, VB, Pce0, ,(WATIIBY,

Comme 6> 1, on a en particulier

(44) AWF (b, o)< {(x, §); {=0}.
LEMME 7. — Soit D un diagramme intervenant dans (41). On a :
(45) lizo J Ky, S, 1")=J Ky, Sy, I)
D D

avec S, ;=1,50S; pour iel.

Preuve. — D’aprés le paragraphe 4, (23) et le lemme 4 on a tr(KL(h)=0,
Lo KNW)=KJ (h1,50) et 1,5,0"Ky(A)=0"1,5,KN(h) pour |y|<1 puisque

Ky (h) ;=0 =0. Le lemme résulte donc de la définition de J (K% S, ).
D
Preuve du théoréme 1. — Soit ocels+1+(N—=2)py, (s+1D)+N—-1)p,[ et

(zo, Co)ET* QN Q, 2o =(t0, Xo), 10>0.
Comme rye 0, (L "%N), on a par le paragraphe 2, lemme 2

(46) Va'<a, VoeC®, 3C VA, ||ora|ur=C, AN

a’, g2
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donc avec les notations du paragraphel, on a |@ry|,<oo pour tout
p<a+dpN=(d/2)+(p,—p)+1+3pN. En choisissant & proche de 1 et p proche de p,,
on obtient |@ry|,<co. D’aprés le paragraphe 1, lemme 2, (41), (44) et (45) on aura
uEH?zo,lo) si

@7 Va>0, Vk, (zo,aC0)¢kWF<J (K;,s';,rk))
Dk

D* étant un diagramme intervenant dans (41).

Avec z=(t, x), w=(1', x"), Uy (x'), u, (x') étant les traces de u, on a

(48) (1,20 0% Wo) (1, )= Je+ (2= w) [08 o (x) 8 — o+ 08 1y (x") 8= ] dw
(49) (08, o) (4, x)=Je+ (2= w) [ty (') 8o+ Ay t1g (x) 8, o] dw
et pour j=1:

(50) et (z—w)=fe+ G—z) e, (2,-25). . ., (z;—w)dz, . . .dz;.

Comme dans [23], on écrit alors f (K3, S, I'*) comme une image directe, en utilisant
Dk

le paragraphe 4, (23), (48), (49) et (50). Les multiplicateurs 0P a;j(zy, z—zy, A) sont A
microlocaux d’aprés le paragraphe 4, (18), ainsi que les fonctions ¢ de type (43) d’aprés
le paragraphe 1, lemme 1, (i), car AWFQAAf)cAWF(f), et si g vérifie VB,
[Pg|.<A®*'*! on a |0Pgll,+ <A A®IPl. Le théoréme est alors conséquence du
paragraphe 1, lemme 3 et de d¥>1et Y di<N-1.

iel*

Remarque. — Soient wugy, uj; des données de Cauchy telles que uy—u,eH¥,
u, —u,eH* ", u>0 et v; la solution de [ 4, vy =0, tr(vh) = (up, u;). On a alors :

(51) Oy (e—vy)=0,  tr(vy—uh)e(HH, H 1),

En découpant les traces de v,— vy en utilisant le découpage du paragraphe 1, (14), on en
déduit par le paragraphe 3, lemmes 6 et 7

(52) vo—vo=h;th,
avec VP, P h, €0, (M'P1) et h,e 0, (A ">®~*). Si on remplace v, par v; dans le lemme 3,
on commet donc une erreur dans (22) qui est 0, (A~®®~%) donc négligeable pour p>o.

La conclusion du théoréme 1 reste donc valable si on remplace les données de Cauchy
de u par des données congrues modulo (H*, H* 1), p>o.
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6. Singularités conormales
Dans ce paragraphe, on suppose que u est une onde semi-linéaire solution de (1),
paragraphe 0, telle que
(1) les données de Cauchy u,, u, sont conormales classiques sur A =T R*
ou V est une hypersurface analytique réelle.

Comme dans [23], le théoréme 1 fournit une estimation géométrique sur les singularités
de u a partir de ’ensemble des points limites d’ensembles de suites tracées dans le fibré
cotangent complexe T* C!*9 comme suit.

On note & des ensembles de suites (z,, §,)e T*C!*4, z=(¢, x), ne N qui vérifient

2) la suite z, converge vers le point de Q.

(3) 1l existe une suite convergente n,e C'*¢,

na|=1

et une suite A, € C* telles que {,=A,n,.
4 La suite (z,, {,) est caractéristique i.e. {,=(t,, &,), T2=E2.

On suppose en outre que & est stable par extraction de sous-suites et vérifie
&) & contient toute suite (z,, ,) satisfaisant (2), (3), (4) et lim {,=0.
(6) Si (z, () €& et z, vérifie limz,=limz, et lim |z, —z,]| . | {,| =0 alors (%) (z, {,)€&.
(7) Si(z, £,)eé& etsiz, est telle que lim z, e Q

appartient au demi-cone d’onde de sommet lim z,

qui ne rencontre pas ’hyperplan t=0
Ct Si (Zn’ Cm) et (Z;n Cn)

sont sur la méme bicaractéristique complexe de [J, alors (%) (z,, {,)€&.

[(*) signifie : il existe une suite extraite telle que.]
Soit 4 présent

®) E={6,6y ....6y ...}
une suite croissante de tels ensembles de suites telle que
9) si(z, C{,)ecg’kj sont N suites (j=1, ..., N)
possédant le méme point de base z, et si {, est une suite
telle que (z,, ¢,) vérifie (2), 3), @) et lim (2 + ...+ —¢,)=0
alors (%) (z,, (€&, avec k=k,+ ... tky.
On définit alors Zy, (&) par
(10) Zy(&)={(z, HeT*C'*¢|Q, il existe N suites (z,, {,)eéakj,

z=limz,, (=Hm¢i+. .. + et ky+ ... +hky<M}.
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[Le point (z, {) n’est pas caractéristique en général.]
Enfin on note 7y I'ensemble des suites (z,, {,) vérifiant (2), (3) et (4), z,=(0, x,),
£ = (Tp En)s (x5 E,) € TEc o VE est un complexifié de V.

THEOREME 3. — Soit u une onde semi-linéaire solution du paragraphe 0, (1), avec
s=(df2)+p, p>0, vérifiant (1). Pour M=1 et ce[s+1+M—1)p,s+1+Mp[ on a
WF° () |50 = Zy (&) NT*Q, dés que £=(81, &, . . .) vérifie Ayc&,.

Preuve. — On reprend la preuve de [23]. D’aprés le théoréme 1, il suffit d’estimer
WF ([D].{D}) pour deg(D)<M, et par I'hypothése conormale classique, on peut suppo-
ser que dans {D}, les données de Cauchy sont conormales analytiques classiques (voir
[23], (22), p. 289). Rappelons que si F,;, F, sont deux fermés du fibré cotangent, la
somme de Kashiwara-Schapira, F, +F, est définie par (z, {)eF,+F, ssi il existe des
suites (z), (D) eF,, (22, () eF,, zh oz, 22>z, L+ >C et |zp—z2|.|¢h|—0. On a
alors (loc. cit., proposition 1, p. 289) WF([D].{D })=Ap,+ Ay, avec

A Ap,={(ze> 21> - - -5 Zn> Co» C1s - - -5 En), §o=0, §;=0si i¢J, ,=0,
(x;, ) eTEC? ou ;=0 si ieJ}.

(12) Apy={ (o Z1s - - -+ 2x Cor Cao - - -» G tel quiil existe &, . . ., By
avec (z;—Zp iy Z)€AD, Lo= Y, B, G=—8F;+ ) E&;sii#0}.
0(i)=0 0(j)=i

Reprenons les notations de [23], II.4, p. 292-293. Si (z,, {)eé, limz,=(0, x), et {,
caractéristique, alors (%) (z,, {,)€&, puisque &y c=é&;. On a toujours, si iel'NJ,
(z:(1, k), E;(1, k))eé et si z;(1, k)#z, ; (1, k), E; (1, k)eCar 0. Comme & N Car
vérifie au voisinage de t=0 les axiomes A,, A,, A;, A, de [23], on a toujours pour tout
iel' (z;(1, k), E;(1, k)) e &. Puisque & M Car (] = &,, on achéve la preuve par récurrence
le long de 6 comme dans [23], loc. cit.
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