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ASYMPTOTIQUE DE LA PHASE DE DIFFUSION A
HAUTE ENERGIE POUR DES PERTURBATIONS DU
SECOND ORDRE DU LAPLACIEN

Par D. ROBERT

1. Introduction

Dans un précédent travail [Ro]; nous avions considéré¢ le cas de perturbations de
Iopérateur de Laplace par un potentiel (perturbation d’ordre 0). Soit L,= —A, A étant
le laplacien usuel sur R" et L= —A+V ou V est un potentiel C* vérifiant :

(1.1) 1l existe p>n tel que pour tout multi-indice o on ait :

PVEX)|=C,{x)rlal oun (x>=1+|x|»¥?, 0=, ...,0,), 0;=0/0x;
J J

La phase de diffusion pour la paire (L, L,) se définit usuellement a partir de la matrice
de diffusion S (1), A >0 étant une variable d’énergie, par la formule :

(1.2) det(S()=e”2m®

Nous considérons dans cet article le cas ou L= —A, +b(x, D), ou g est une métrique
sur R”, A, étant 'opérateur de Laplace-Beltrami symétrique associé a la métrique rieman-
nienne g sur R", b(x, D) est un opérateur différentiel symétrique du premier ordre a
coefficients matriciels C® :

b(x,D)=—(a(x).D+D.a(x)+V

ou a=(ay, ..., a,) les a; et V étant des matrices carrées hermitiennes de taille m et
D=i"10.
On introduit, pour p>0, ’hypothése suivante :
(H,) Pour tout ae N, il existe C,>0 telle que :
[6*(g(x)=1)|+]|0*a(x)|+]0*V(x)|SC,{x )P Il

Des hamiltoniens de ce type interviennent en mécanique quantique sous la forme
suivante :

L=-G ™' Y (3,;+A)G"2g*@0,+A)G 4+V

15j,ksn
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108 D. ROBERT

ou: g=[g;l, [g*1=g¢~ !, G=det(g), A=(A,, ..., A,) représente un potentiel de Yang-
Mills dont les composantes A; agissent sur un espace hermitien de dimension m, &,
algébre de Lie d’un groupe de jauge. Dans cette classe d’opérateurs on trouve également
les laplaciens de De Rham et les laplaciens spinoriels (carré d’opérateurs de Dirac).

Pour p>1, on a les propriétés suivantes (¢f. [Co-Kr-Sc]) :

(1) Les opérateurs d’onde pour (L,, L) existent et sont complets.

(ii) Le spectre essentiel de L est égal a [0, + oo

(iii) L n’a pas de spectre singuli¢rement continu.

(iv) L n’a pas de valeur propre positive.

Remarquons que (H,) pour p>0 entraine que (R", g) est une variété asymptotiquement
plate; en d’autres termes g est une perturbation au voisinage de I'infini de la métrique
standard g, sur R”". Cette notion est utile en théorie de la relativité (¢f. par exemple [Le-
Pe] sur le probléme de Yamabe). Par analogie avec la célébre question posée par M. Kac :
« Can you hear the shape of a drum? » R. Schrader [Sc] pose la question : « Can you
measure the deviation of an asymptotically flat space from a flat one by scattering
experiments? ». Cette question a été la motivation de départ de notre travail.

Pour p>n, (1.2) définit la phase de diffusion modulo Z. La théorie de Birman-Krein
[Bi-Kr] permet de lever cette ambiguité. De toute maniére nous nous intéresserons
essentiellement a sa dérivée. On a en particulier la formule de trace suivante :

ds
(1.3) VoeCq (0, +o0), tr(eL)—o(Ly)=— 5(&)(7»)@»-
L’hypothése (H,) entraine que se C* 10, oo (cf. § 5).
I résulte de (1.2) :
d 1 as
1.4 —s(A)=— —tr{ —A).S(V)* out tout A>0
1.4 JAS() yim <d)»() ()>p

Plusieurs travaux ont déja consacrés a I’étude asymptotique de ds/dA lorsque A tend
vers linfini, pour diverses perturbations du laplacien sur R"; citons essentiellement
pour les obstacles : Buslaev [Bu], Jensen-Kato [Je-Ka], Majda-Ralston [Ma-Ra], Bardos,
Guillot, Ralston [Ba-Gu-Ra] Petkov-Popov [Pe-Po]; pour les potentiels réguliers a sup-
port compact : Colin de Verdiére [CdV], Guillopé [Gu], Popov [Po]; pour les métriques
riemanniennes coincidant avec la métrique euclidienne en dehors d’un borné : Majda-
Ralston [Ma-Ra]. Notons que dans tous ces travaux ’opérateur perturbé L coincide avec
I’opérateur non perturbé L, en dehors d’un borné. L’objectif principal de cette étude est
d’étendre ces résultats a une classe de perturbations de L, qui, en un certain sens, est
optimale car il est raisonnable de supposer p>n pour que la phase de diffusion existe!

Il est bien connu que dans ces questions la présence ou non de géodésiques captées
pour la métrique g modifie profondément la nature des comportements asymptotiques
par rapport a I’énergie. Dans le cas général nous donnons deux types de résultats : une
asymptotique « faible, du type noyau de la chaleur » [th. 2.1)] et une formule « du type
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ASYMPTOTIQUE DE LA PHASE DE DIFFUSION 109

Weyl ». Par contre lorsque la métrique n’a pas de géodésiques captées, nous montrons
que la phase de diffusion (et ses dérivées) a un développement asymptotique complet
[th. (2.5)]. Etant donné I'importance de cette condition de non-capture nous I’avons
discutée en détail dans le paragraphe 5. Nous montrons en particulier qu’elle est équiva-
lente & des conditions quantiques portant sur la résolvante ou sur le propagateur associé
a ’hamiltonien L [th. (5.1)].
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lesquels j’ai eu des discussions trés stimulantes. Je remercie également les collégues qui
m’ont permis de présenter ces résultats ou leurs prolongements a 1’occasion de séminaires
ou de colloques : J. M. Bony (séminaire E.D.P. de Polytechnique), R. Seiler (conférence
T.U., Univ. Berlin), V. Petkov (colloque de Varna), M. Ben Artzi (colloque en I’honneur
de S. Agmon, Jérusalem), L. Briining (colloque « 25 ans d’analyse microlocale »
ILR.S.E.E.-R.F.A)).

2. Enoncés des résultats

Nous utiliserons librement la théorie des opérateurs pseudo-différentiels, sous une
forme adaptée a notre étude, par exemple telle qu’elle est exposée dans [Ro],, auquel
nous renvoyons pour les détails concernant les classes de symboles utilisées. Nous
adoptons en particulier la convention suivante : a tout A>0, b étant un symbole, u# une
fonction [par exemple dans I’espace de Schwartz % (R")] on associe :

Op”, (D) w) (x)=2m) ™" Jei 0 <X—J2r1h i) u(y)dy dg

(quantification de Weyl)

Dans la suite /, (resp. /, ,) désigne le symbole principal de L (resp. L,) et v, (resp. v,)
désigne la forme volume associée a g (resp. go)-

THEOREME (2.1) (asymptotique au sens faible) :

(i) On suppose (H,), p>0. Alors pour tout ¢eCg (R), @ (h?.L) est un opérateur
h-admissible au sens de [He-Rol. On a donc ¢ (h*.L)=0p,(a,(h) avec :
a,(hy~ Y. a, ;I, dans une classe convenable de symboles.

Jjz0

Les coefficients a, ; sont de la forme

%= Y duxO(=DeWl,  pour jzleta, o=0¢°
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110 D. ROBERT

Les d; , sont des symboles indépendants de ¢, homogénes de degré 2k —j en &, calculables
en fonction du symbole de L.

(ii) Si de plus p>n alors on a le développement asymptotique suivant :

2.1 tr((@(RPL)—@ (B L)~h™" Y, v,;(9)h* lorsque h |0

jz0

et on peut calculer les coefficients y;(9) :
Yo(@)=Q2m) "m j[@ (1 (%, E) =9 (o2 (x, E)]dx dg
(m est la taille du symbole matriciel de L défini dans I'introduction)

Y,-(<P)=(21t)‘”tr[ > (—l)kfd,-k(x,i)w‘k’(lz(x,ﬁ))dxdi]-

1<ks<2j-1
En particulier v;(¢)=0 si j est impair

Remarque (2.2). — Les d; , peuvent se calculer en construisant une parametrix pour
(L—2)"! par la méthode de Seeley [Se] en regroupant les termes par degré d’homogénéité
en &,

THEOREME (2.3) (formules du type Weyl). — On suppose (H,), p>n. On a alors une
asymptotique du type Weyl pour s(\) :

2.2) sV)=Q2mog/n). M2 +0 M D2), A+ oo

la constante de volume o, est donnée par :
o =[R2r"2*1T (n/2+1)] J(dvg—dvo)

De plus si la mesure de l'ensemble des géodésiques fermées sur [I'hypersurface
T={(x, &):l,(x, §)=1} est nulle, pour la mesure euclidienne induite sur =, on a alors :

(2.2)* sV)=2may/n. A"?+o (A" V2 Ao+

Remarques (2.4). — (i) Les résultats précédents restent valables si I'on remplace L
par un opérateur pseudo-différentiel classique elliptique (que I’on peut toujours supposer
d’ordre 2 et que ’on suppose scalaire pour simplifier). Plus précisément supposons que
le symbole /(x, &) de L vérifie :

I(x, &)= ) ;(x, &),

j=2

[; étant homogeéne de degré j en &, I, est elliptique. L’hypothése (H,) s’écrit alors :
pour tout N, entier; pour tous multi-indices o, B on a :

|aaxaB§(Z(X, £)— Z lj(x, E))IéCN,a,B<x>—o—lal<&>—N—1-|p|

2-Nsjs2
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ASYMPTOTIQUE DE LA PHASE DE DIFFUSION 111

(I, (x, &)— 1]+ O L(x, E)|SC{x)7?P7I*l pour |E|=1et xeR"
| I+ X i(x, )| 13

1-Ngjs1

(ii) L’équivalent du théoréme (2.3) pour la diffusion par un obstacle est dia a
R. Melrose [Me],. Il a obtenu ce résultat en utilisant son estimation sur le nombre de
poles [Me],. Notre méthode est différente et n’utilise pas ce genre d’information pour la
diffusion par une métrique qui par ailleurs n’est pas encore connue avec une précision
suffisante (voir [Vol, [Pe], [S) — Zw]).

THEOREME (2. 5). — On suppose (H,)) avec p>n et on suppose de plus que la métrique g

n’a pas de trajectoire captée. On a alors I'asymptotique compléte suivante :

2.3) %(X)zl‘"/z)‘l(z A7), Aot

jz0

De plus on peut dériver I'asymptotique (2.3) a tout ordre en \.

Enfin les coefficients o; du développement (2.3) s’expriment par les formules

=3 r(n/2+k—j).r—1(n/2—j—1)Jtr(d2jk).m
z

jsk=4j-1

les symboles d, étant définis dans le théoréme (2.1) et ou @ est la forme différentielle
quotient de Leray :

o=dxde/dl, [L(x,&={g() & EretT=1"1 ().

Remarques (2.6). — 1) Les invariants spectraux o; de la formule (2. 1) sont identiques
a ceux intervenant dans la géométrie d’une variété riemannienne compacte (¢f. [Gi]). En
utilisant cette analogie, R. Schrader [Sc] a donné I’expression suivante de o, (en utilisant
la convention de sommation) :

n/2 92 R ij Rkl ik T lk
Gy=————1r —1202  R¥+5RY. RE—2R% R
2 180T ((n/2)— 1) {Ln( Ly 7 s

+2RY. RE+60V. R+ 180V2—606,ka—30Fk’.Fk,)dvg}

ou R;; désigne le tenseur courbure de g, F,=0,A;,— 0, A;+i[A,, A] est le tenseur des
forces magnétiques, F¥ son conjugué de Hodge.

2) Si 'on modifie L comme dans la remarque (2.4) alors les asymptotiques (2.1) et
(2.3) sont en puissances demi-entiéres de A et ’asymptotique (2.2) devient :

2.2)* s =2mag/m. A2+ Cy A0 D24 o (A0 D12)

la constante C, étant donnée par : C, = — J (I4/|V1y|) d= (cf . [Pe-Ro].
z
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112 D. ROBERT

3) Des travaux sur le comportement semi-classique ([Ge-Ma-Ro)) suggérent que ds/d\
a une croissance trés rapide (du type exponentiel) si la métrique g posséde des trajectoires
captées car alors on a des résonances prés de ’axe réel (¢f. [Ra], [De-Hil, [Pe]).

3. Asymptotique faible

L’homogénéité de & permet de regarder 4%.L comme un opérateur h-admissible. Cela
résulte immédiatement du fait que le symbole /(x, &) de 'opérateur L s’écrit :

l(X, §)= Z lj(xa g)

js2
ou /; est homogene de degré jen & D’ou :
3.1 B 1(x, &)=Y W72 .1(x, h, &)
is2

On peut donc utiliser le résultat principal de [He-Ro] en tenant compte de ’amélioration
apportée dans [Da-Ro] qui permet en particulier d’estimer les restes en norme-trace
d’opérateur.

Pour Pexpression des coefficients nous reprenons la méthode de Seeley [Se], utilisée
dans des contextes voisins dans [Ro] et [He-Ro]. L’adaptation au cas considéré ici ne
posant pas de problémes, nous renvoyons le lecteur a ces travaux pour les détails. En
particulier il en résulte que les symboles dj, intervenant dans I’expression des v;(¢) sont
polynomiaux et homogenes dans la variable &, ayant la parité de j. On en déduit alors
que v;(@)=0 si j est impair.

4. Formule de Weyl

La démonstration du théoréme (2.2) se fait en plusieurs étapes. La premiére consiste
a remplacer la paire d’opérateurs (L,, L) par (P,, P) ou :

P,=_/ur—A, P=_/u*+L

ou p>0 est un réel choisi assez grand pour que I'opérateur p2+L soit injectif, positif. 11
est clair que (P,, P) admet une phase de diffusion c et que I’on a d’aprés (1.3) :

ds 1 do
4.1 — )= dx(\/p2+7»), A>0

a2 WA dh
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ASYMPTOTIQUE DE LA PHASE DE DIFFUSION 113

D’autre part le calcul fonctionnel sur les opérateurs pseudo-différentiels (¢f. [Se], [Ro],)
entraine le lemme suivant :

LEMME (4.1). — P est un opérateur pseudo-différentiel classique d’ordre 1 sur R" de
symbole p (x, &) admettant le développement asymptotique :

p(x, )= Y pi(x &)
jst
ou :
(i) p; est homogéne de degré j en dehors de O en &. En particulier p, (x, &)= (g (x) &, £)"/2.
(ii) Pour tous j<O et aeN" on a &p;(x,E)=0( x)~*"'*) uniformément pour
EeS,_;-
(iii) Pour tout entier N= — 1, pour tout o, BeN", on a :

-N
a;ag*(p(x, €)— Z p;j(x, §)>=0(<§>—N—1-|l3|'<x>—p—|al). m

La deuxiéme étape consiste a relier do/d) a la densité spectrale locale (de,/0M) (A; x, x)
relative a P. Rappelons que e,(A; x, y) est le noyau du projecteur spectral E,(A) de
Iopérateur P sur ]— oo, Al

Commengons par faire le calcul heuristique suivant. On désigne par &/ le générateur
des dilatations : o/ =(1/2) (x.D+D.x). Un calcul immédiat donne :

4.2 i[Po, #]=7%0(Po)  avec xo(W=A7'(1-p*2?)
4.3) i[P, o]=%,(P)+R ou R=i[P=Pg]+%,(Po)—%0(P)
En particulier R=r (x, D,) ou r est un symbole classique d’ordre 1 en &, de poids

{(&Y{x)7°. Utilisant (4.2), (4.3) et le caractére cyclique de la trace il vient, pour tout
0eCg (10, + o)) :

4.4 tr(Xo(P)(P(P)_XO(PO)-¢(P0))=tr(R-¢(P))=Jtr<R~%%)@(Md}‘-

D’ou d’aprés la formule de Birman-Krein il vient :

do .. JE,
4.5) de()»)—tr (W(x, D). 0 >,

au sens des distributions en A sur ]0, + oo, avec :
W (x, D)=r(x.D).(xo (P))""

En particulier W est un O.P.D. classique d’ordre 0, de poids : {x)7".

On donnera dans I’appendice (A) une preuve rigoureuse de (4.4), dont I'interprétation
n’est pas tout a fait évidente (¢f. aussi [Ro]; pour une interprétation ponctuelle de (4. 5))
car a priori W(x, D).0E,/0\h n’est pas de classe trace si n<p<n+1. Par contre si
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114 D. ROBERT

p>n+1il n’y a pas de probléme car on sait d’aprés le principe d’absorption limite que
{x)7°.0E,/0Mh.{x)° est un opérateur borné sur L>(R") pour tout s>1/2 (cf. le
paragraphe 5 et la formule de Stone : (9/0M) E,=Q2in)" ' [(P—A—i0)"'—(P—A+i0)"")).

Suivant la méthode classique de Lévitan-Hoérmander, nous allons analyser la trans-
formation de Fourier prés de l'origine de do/dA en utilisant (4. 4).

Soient y, {e CZ (R); {=1 pres de 0.

On introduit la fonction :

P

~ 1 -\ . 1
4.6) T, w\)=—.tr| W(x, D). JC(t)e"“"“dt avec —<0<Z1.
’ 27 A8 3
Pour étudier I'asymptotique de ?g, w (A) lorsque A — + o0 il est commode de se ramener
a une asymptotique semi-classique en posant :

A=1/h  (h]0).

On est alors ramené a étudier :

@.7) T w ()= 2_115 Ar [W *). X<—P}(l}f)__9 ! )Jg (1) ¢ M ® = 1’dt}

W (h) et P (h) sont des opérateurs pseudo-différentiels #-admissibles (¢f. [He-Ro], [Ro],)
de poids respectifs : {x»7?, (&> (x) 7", de h-symboles :

W=y KWw;  ph=) K 'p,

jz0 izl

Notons que la condition : 1/3<0 assure que I’on peut utiliser le calcul fonctionnel
pour représenter x (P (h)— 1/h'~®) comme O.P.D. (c¢f. [Da-Ro)).
En procédant comme dans [He-Ro] et [Ro-Ta], on obtient :

ProposiTiON (4.2). — Il existe Ty>0 ne dépendant que de la métrique g tel que pour
tout {e C3 (1— Ty, To), 1, w (h) admet le développement asymptotique complet :

TLwah Y C oy (©).h

jz0

De plus les distributions C; v (C) ne dépendent que du germe de C a l'origine.

Remarque (4.3). — (i) Puisque 1 n’est pas valeur critique du symbole principal
L(x, &)=(g ' (x)&, &) cela entraine qu’il existe T,>0 tel que le flot géodésique de g
n’a pas de période dans ]0, Ty[. La conclusion de la proposition (4.2) reste valide tant
que g n’a pas de période ]0, T,[, pour tout e C§ (—T;, T .

(ii) Il résulte également des travaux de [He-Ro], [Ro-Ta], [Pe-Ro] que si W est un
symbole classique d’ordre 0 en & et de poids total { x » ™% avec 8>n, la conclusion de la
proposition (4.2) est valide pour tout p>0. De plus si le support de W ne rencontre pas
de trajectoires périodiques de période T€]0, T,[ on a encore le résultat. Cela sera détaillé
dans un travail ultérieur.
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ASYMPTOTIQUE DE LA PHASE DE DIFFUSION 115

Preuve du théoréeme (2.2). — Soit donc W comme ci-dessus. On pose :
Sw (M) =tr (W (x, D).Ep (L)), W est supposé a valeurs réelles. Afin de pouvoir utiliser
Pargument taubérien de Levitan-H6rmander, on commence par se ramener au cas ou
sw est une fonction monotone croissante de la maniére suivante : posons :
a(x, D)={x )2 W(x,D).{x)¥*, a(x,D) est un opérateur borné sur LZ(R").
Introduisons :

M=|a(x, D)|, W*(x, D)=2M.{(x )%

W™ (x, D)={(x)>"¥ . 2M—a(x, D)).{x)~%2,

On a alors :
sw (W)= sy (A) = sw ()
avec :
sH()=2M.tr ((x)>7¥2 Ep(L). {x Y12
et

sw()=tr (b(x, D).Ep(A).b(x, D))

ou: b(x, D)= \/2M—a(x, D) qui est également un O.P.D. classique sur R" d’ordre 0,
de poids { x ) %2,

D’autre part il résulte facilement du théoréme (2.1) que 'on a :

“4.7 5,(M)=0 "2, A—>+ o0

Les fonctions s étant croissantes on peut alors appliquer 8 W=W?% la proposition
(4.2), (4.7) et ’'argument taubérien standard (¢f. [Ho], [He-Ro]) et ainsi obtenir I’asymp-
totique de Weyl (2.2). Pour obtenir (2.2)* on utilise le théoreme (3.1) de [Pe-Ro])).

5. Estimations a haute énergie et métriques captantes

On suppose que l'opérateur L=—A,—(a(x).D,+D,a(x))+V(x) vérifie (H,) avec
p>0. On suppose également que L n’a pas de valeur propre positive (pour p>1 cela
résulte de [Co-Kr-Sc]). Il résulte de la méthode des commutateurs de Mourre [Je-Pe-
Mo] que pour tout A>0, pour tout s>1/2, { x> 5. (L—=A£i0)"'.{x)~* existe comme
opérateur borné sur L?(R"). Il est bien connu depuis S. Agmon [Ag] que ces estimations
des valeurs aux bords de résolvantes dans des espaces a poids jouent un rdle important
en théorie de la diffusion.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



116 D. ROBERT

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant :

THEOREME (5.1). — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) La métrique g n’a pas de géodésiques captées.
(ii) Pour tout entier k, pour tout réel s>k—(1/2), on a :

[{x>75.(L=A£i0)*(x)>"*|=0A""?),  pour L—->+c0
(iii) Pour tout s>1/2 on a
[[<x>S(L—-A£i0)"'{x)*||=0(RA"'?)

(iv) Pour tout entier k, pour tout réel s>k+(1/2), pour toute fonction
0eCy (0, + o)), ona:

L

. =0((1+|t|\/X)"‘), pour A-+c0 N

<x>-s.<p( )e-"L<x>-s

Preuve. — 11 est commode de se ramener & un probléme avec petit parameétre (semi-
classique) en posant : A=p/h>.

(ii) est alors équivalente a :

(i)* [[{x)*.(LW—p£i0)*{x)7*||=0 ("), pour h >0,
uniformément par rapport a pefa, b] ot 0<a<b< + oo, et L(h) est un opérateur A-
admissible [He-Ro] car de la forme : L(h)=1(x, hD,)+hl, (x, hD,)+h>V.

Montrons alors que (i) entraine (ii)*. Pour cela nous utiliserons la théorie de Mourre
des commutateurs positifs [Je-Pe-Mo] et une construction de fonction fuite due a C.
Gérard et A. Martinez [Ge-Ma]. Pour simplifier la présentation nous supposerons que L
est réduit 4 sa partie principale et donc que /(x, £)={g(x) &, £>. Le cas général ne
présente pas de difficultés supplémentaires.

On désigne par #, le champ hamiltonien associé a / :

_ol o0 _a o

0t 0x Ox O

i

et (z(t, x, &), C(t, x, &))=exp(t.#)(x, §) (composantes du flot hamiltonien dans
R2 x Ry).
X &

LemMmE (5.2). — Supposons que la métrique g n’ait pas de géodésiques captées dans R".
1l existe alors une fonction fuite F e C* (R} x RY) possédant les propriétés suivantes :

(F) #,F(x, £)=6>0si I(x, £)e[1/2, 3/2].

(F,) Pour tous multi-indices o. et B on a :

02 0PF (x, £)=0({(x, &) Y@-1=1=1BD 1)

Preuve du lemme (5.2). — Pour étre complet nous reprenons I’argument de [Ge-Ma).
L’idée est de perturber la fonction fuite standard :

Fo(x, §)=(x, &)
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[symbole du générateur des dilatations : 1/2(x.D+D. x)]
On a alors : #,(Fo) (x, £)=2<g ' ()&, £ )—{(x.0)g ' (&, &).
Si|x|ZRet 1/2<1(x, £)<3/2 alors : A, (F,) (x, &)= 8,.
Soit 0e Cg (|x|<R+1), 8(x)=1si |x|<R, 0<6=1.
Posons : K (x, £)= — J 0(z(t, x, &) dt.

0
On a : KeC® (R} x Ry) car g n’a pas de trajectoire captée. On a de plus :
6.1 IK(xa E.')léTR+1,

Ty étant le temps de séjour dans la boule {|x|<R+1}.

(5.2 H 1 (K) (x, §)=0(x)
Pour /(x, £)e[1/2, 3/2] on définit :
(5.3) F(x, &)=C,.0(x/M).K(x, §)+<{x, &)

On choisit d’abord C, >0 assez grand de sorte que :
C,0+.#,(Fo)238,

puis M >0 assez grand de sorte que :

C K. #,00) (x, D[22 [0y () =0 (x/M)]
2

On déduit donc de (5.3) que 'on a :

H(F)(x,§22  dans 17 B %]

On prolonge ensuite F a tout R} x R pour avoir la propriété (F,).

Preuve de (i) = (ii)* [théoréme (5.1)]. — On utilise les résultats de [Je-Pe-Mo] (voir
aussi [Je]) en choisissant comme opérateur conjugué : A (h)=Op}’ F, F étant la fonction
fuite du lemme (5. 2). Pour appliquer les techniques de [Je-Pe-Mo] nous devons contrdler
la positivité du commutateur [L (4), A (h)] par rapport s lorsque & — 0. Cela se fait en
utilisant le calcul fonctionnel sur les opérateurs s-admissibles [He-Ro]. Le lemme (5.2)
et les résultats de [He-Ro] donnent :

5.9 x@@)LMK), AW]x (LK)
> (80/2) hx2 (L (k) +h2. R (k) pour tout x.eC&([1/2, 3/2]) ot |R,A)||[=0(1), A N0.

On déduit de (5.4) qu’il existe h,>0, tels que :

(5.5 E{(LG)[L(*), AMWIE (L (h)=(Bo/4) hE (L (h) avec 1= B ; —ﬂ 0<h=h,
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A partir de (5.95) les techniques de [Je-Pe-Mo] permettent d’obtenir (ii)*.

Preuve de (ii) = (iv). — On se raméne a montrer : (ii)* = (iii)* ou :
(iil)* |[{x) oL ())e ™ LB xy75||=0((t))™* uniformément par rapport a
helo,1].

On démontre alors (iii)* a partir de la formule de Stone :
(5.6) #<(x) oL mye ™ O x)

=ij T xR e g () (R (h, gt i0)— R (h, p—i0)) (x) " d
0

Il suffit alors d’intégrer par parties par rapport a p et d’utiliser (ii)*. On a noté :
R(h, z2)=(L(h)—2)" .

Preuve de (iii) = (i). — En nous inspirant de Wang [Wa], (voir aussi [Wal,, qui a
traité le cas de ’hamiltonien de Schrodinger standard : L (k)= —h2A+V), nous allons
montrer que si ’on a la propriété (iii) (ou (iii)*) alors la métrique g n’est pas captante.
La propriété (iii)* entraine que pour tout s>1/2 et tout xeC3 (0, + oo[) on a :

1l existe y>0 telle que

5.7 J]](x)“x(L(h))e‘""_lL(")\ll]]2dtéy”\|1||2, Vyel?*(R") Vhelo, 1]

(5.7) signifie que {x)~° est L (h)-régulier, uniformément par rapport a hel0, 1]
(cf. théoréme (XIII-25) dans [Re-Si]).

Posons :
u(, h)=e—ith_1L(h)
Aps (=0 (L (h).{x)™ 2 (L),  alx, O=x>U(x ){x)~*
A, (e, H=U(, h)* . A(h).U (¢, h).Opy (a(t, h))

(5.7) est clairement équivalent a la propriété suivante :

(5.7 fmtr(AzS(t, h).S)dt<y.tr (S)

- ®©

pour tout opérateur S positif, de classe trace dans L?(R"). Le lemme suivant est une
application directe du théoréme d’Egorov semi-classique [Ro], :

LEmMME (5.3). — Pour tout T>0 il existe C;>0 telle que
| A (2, h)—Opy (a°exp (t #)) |2 - 12 Crh
pour tout t, |t|<T et pour tout hel0, 1].
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La preuve de (iii) = (i) résultera clairement des deux lemmes suivants :

LeEMME (5.4). — La propriété (5.7) entraine :

2 (I (x, @)).JJroo {z(t, x, £) )~ *dt<y pour tout (x, £)eR>"

LEMME (5.5). — Soit g vérifiant (H,) avec p>0. Soit (x, §)el™'[1/2, 3/2] tel que
lim sup|z (s x, §)|= + 0.

t— too

Alors il existe a(x, £)>0, B(x, )R tels que :

|z(t, x, &) |Za(x, E)|1|+B(x, &) pour tout reR M

Admettons ces deux lemmes.
Soit (x, &) tel que /(x, §)=1. D’apreés le lemme (5.4) on a :

lim sup|z (4, x, £)|=+ o0

|t|=+o

d’ou en utilisant le lemme (5.5) ona: lim |z(¢, x, £)|= + 0.

|t|=+

Prewve du lemme (5.4). — Soit se C? (R*") et pour h>0 formons les moyennes
gaussiennes :

s (x, §)=(nh)_"Js(y, n).e h T ERIHE-d) gy g

S,=opy (s,) est 'opérateur anti-Wick associé a s (¢f. [He-Ma-Ra)). Il est bien connu
que si s=0 alors S, est un opérateur positif. On peut donc appliquer (5.7) avec S=§,.

Soit T>0 fixé. On obtient alors en utilisant le lemme (5.3) :

JT (J a(z(t,x,E_,),C(t,x,&)).sh(x,ﬁ)dxd&>dt§yj s(x,&)dxdE_,+CT.h
T \JR2" R2"

(5.8)
Vhelo, 1].

Or on a clairement : s, (x, &) — s (x, &)= O (h), uniformément par rapport a (x, &) e R*".
Il en résulte donc de (5.8) en faisant tendre /4 vers 0 puis T vers + oo, que pour tout
seCZ (R*™), s20,0ona:

5.9 f+wj a(z(t, x, &), {(¢, x, &)).s(x, &)dxd&';dtgy.J
—0 JR2"

Rr2

s(x, §) dx dg

(5.9) compte tenu de la définition de a, implique le lemme (5.4).
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Preuve du lemme (5.5). — Le résultat est bien connu pour les hamiltoniens de Newton :
|E|*+V (x) (¢f. [Re-Si]). Le méme argument marche pour /(x, &)=<g~ ' (x)§, £ ). Véri-
fions le rapidement.

Posons z(f)=z(t, x, &), E(N=L (1, x, &) et étudions les variations de J (1)=|z(1)|*/2.

On a (d/d0)J(t)={z(¢), dz/dt y=r(t).dr/dt.

En utilisant (H,) et 'équation des trajectoires on a facilement :

2
(5.10) %%;0)=4|g“1u(O-CUH”+0(<ZO)>‘”<C(0>5

uniformément par rapport a teR.
En particulier il existe Ry>0 et C,>0 ne dépendants que de g tel que :

d?J . M3
(5.11) —02C s |z()|>R, et (x, E)el [5,5]

En raisonnant par I’absurde on montre qu’il existe ¢, >0 tel que :

.12 |z(t0)|>Ro
. d
ém»o

De (5.11) et (5.12) on déduit que | z(7)|>R,, pour tout > 1, puis utilisant & nouveau
(5.11) on obtient la conclusion du lemme (5.5). R

Pour achever la preuve du théoréme (5.1) il nous reste a montrer que (iv) entraine
(ii). Pour cela remarquons d’abord que la preuve de (ii) = (i) reste valide si I’on suppose
seulement que (ii) est satisfaite pour un réel s>0 arbitraire. Par conséquent il nous suffit
de montrer que (iv) entraine la propriété :

(i), 11 existe s>0 tel que : || ((x ) *(L(A)—p+i0)"'{x)~*||=0(h~") uniformément
pour pelfa, b]<]0, + o0].

Cette propriété résulte facilement de 1’¢galité :

+ 0
(L(h)—uiis)'1=(ih)‘1j e ML BRI g pour tout £>0
0

En effet utilisant (iv), avec k=2, on en déduit (ii), pour tout s>5/2.

Remarques. — (i) Dans le cas de 'opérateur de Schrodinger usuel, le théoréme (5.1)
(et son analogue semi-classique — plus intéressant) est déja connu. En particulier les
estimations (ii) ont été obtenues par Isozaki et Kitada [Is-Ki]; leur analogue semi-
classique est di a Robert-Tamura [Ro-Ta]; dont la démonstration a été simplifiée par
Gérard et Martinez [Ge-Ma], par la construction d’une fonction fuite. Enfin I’équivalence
de (i) et (ii)* est due a X. P. Wang [Wa];.

(ii)) Par analogie avec les travaux de Isozaki [Is] et Wang ([Wa],, [Wal],) on peut
penser que la propriété (iv) est valide pour s=k.
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Nous allons maintenant utiliser le théoréme (5.1) pour obtenir des estimations sur la
matrice de diffusion S(A) et sur la phase de diffusion pour la paire (L,, L) lorsque A
— + 0.

Dans I’énoncé suivant on utilise les classes de Schatten o, (K, K,); p étant un nombre
réel positif, K;, K, des espaces de Hilbert, munies de leurs normes canoniques : ||.||,
(on renvoie a [G-K] pour les définitions et propriétés). On pose : 6,(K, K)=0,(K)

PROPOSITION (5. 6). — On suppose vérifiée la condition (H,) avec p>1+((n—1)/p), p=1.
Alors pour tout hel0, + o[, l'opérateur T(A)=S(\)—1 est un opérateur de classe de
Schatten o,[L>(S"~")). En particulier si p>n, T(A) est de classe trace; si p>(n+1)/2,
T (M) est de classe Hilbert-Schmidt. De plus on a également :

TeC* (0, + o[, 5,[L*(S"" ]
Enfin si la métrique g n'a pas de trajectoire captée alors pour tout entier k,
|| (d/ay* T (\)||, est a croissance polynomiale pour . — + oo

Preuve. — On part de la formule classique de représentation de la matrice de diffusion
due a Kato-Kuroda [Ku}:
{ SM=1-2in.A""22 T())
T(?»)=y(\/X)97(Q—Q.R(7»+iO).Q).gf'*.y*(\/X)
ou: (y(n) f(@)=f(n.o) pour p>0, ®eS"~!, F désigne la transformée de Fourier et

Q=L-L,=¢q(x, D,), X* désigne I’adjoint hilbertien de I'opérateur X.

n/2

En utilisant les opérateurs de dilation : (2, /) (x)=p"*.f (1. x), on obtient facilement :

TM=2""2y(1).ZF (Q~2"'Q.R.Q)F* .y (D)*

ou : Q;v_—'@ﬁi.Q.@\/i:qO\‘_l/zx, AM2D)), R,=2%.R(A+i0).2 4.
Posons :
ToM)=y(1).F.Q..F*.v(D)*
T, M=y(1).F.(QR, Q) F*.y(1)*

On contrdle alors ||d* T;(A)/d\*||, polynomialement par rapport & A pour A —+ o0
(i=0,1) en utilisant I’hypothése (HP), le théoréeme (5.1) (ii) et le lemme facile suivant
dont la preuve est laissée au lecteur :

LEMME (5.7). — Pour tout réel m et tout réel 8>((n—1)/p)+(1/2) [l'opérateur
Y(1).F .(x)73.(D, )" est de classe de Schatten o, comme opérateur de L*(R") dans
L2(S"™ Y.

Nous en déduisons alors le résultat suivant, utile pour la preuve du théoréme (2.5) :

COROLLAIRE (5.8). — Sous I'hypothése (H,) avec p>n, la phase de diffusion s(\) pour
la paire (Ly, L) est C® sur 10, + oo[. Si de plus la métrique g n’a pas de trajectoire captée,
alors pour tout entier k, d*s/d\* est a croissance polynomiale pour \ — + .
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Preuve. — Cela résulte immédiatement de (1.4) et de la proposition (5.6) appliquée
avec p=1.

EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES (5-9). — (i) Suivant [Ra] on peut discuter le cas des
métriques radiales : g(x)=[¢ (| x|*)] 2.1d associées au laplacien L= \/(p.(div.(pV) \/(p.
Pour satisfaire (H), on suppose que ¢ vérifie pour tout entier k il existe ¢, >0 tel que :

|@ldr) (e (N—1)|=c{ry~??7%  pour rz0.

Si d/dr[o (r)/r] <0 pour tout >0 alors la métrique g est non captante. Par contre si
on a d/dr[@(ry)/r,]=0 alors la sphére euclidienne r,.S"~! est invariante par le flot
géodésique de g (remarque de P. Lax rapportée dans [Ra]).

(i) Comme autre exemple de métrique asymptotiquement plate on peut considérer
une hypersurface £ de R"*! définie globalement par 1’équation : x,.;=f (X, . .., X,).
Soit  x=(xy, ..., x,. La métrique induite sur X est donnée par:
8i;="0;+(9f]0x,) . (8f]0x;). La condition (H), s'écrit: |8 f (x)|Sc,{x)*~1*I=P/2 En
particulier f (x)={ x )° vérifie (H), avec p>n si 6<1—n/2.

6. Asymptotique spectrale et métriques non captantes

Nous conservons les notations du paragraphe 4. Soit T >0 et une fonction paire fixée
QEC(O)O]_ZTa 2T[’ C—=—1 sur [_T, T]
On définit :

6.1) G(t, H)=tr[W (h).x (P (h)—1).em-F®]
6.2) w(h)= 2L tr [W h.x®PHm-1). JQ (KM 1) et ® (= 1) dt]
T
Le lemme clé pour obtenir ’asymptotique compléte du théoréme (2. 5) est le suivant :
LEMME (6.1). — Il existe T, >0 assez grand tel que pour tout entier N>0 on ait :
G(t, h=0(") pour |¢|2T;, hel0,1] W

Admettons pour le moment lemme (6. 1) et achevons la preuve du théoréme (2.4). Il
résulte alors de (6.2) que I'on a :

(6.3) T (h) =1 (B)= O (h*™)
Compte tenu de la proposition (4.2) il suffit alors de démontrer le :

LEMME (6.2). — Pour tous entiers M et N on a
il—d:(?\.)—tM(k'l)=0(}»‘N), A—+

Preuve. — On utilise un argument standard de convolution.
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On a en effet :

6.4 tM(X‘l)=<§*m>(M ot MEW=xA".p.&(—w

ou §, ()=C (™M 1) et , désigne sa transformée de Fourier.
On a clairement :

6.5) fm(u)du=1+0(r°°), Ao+ o0

Utilisant que d? 6/d\? est a croissance polynomiale pour A — =+ oo [corollaire (5.8)],
on déduit aisément le lemme (6.2) de (6.4) et (6.5) (¢f. [Ro];, §6). W

Nous allons maintenant commencer la preuve du lemme (6.1). Nous suivons le méme
schéma de démonstration que dans [Ro—Ta],. On introduit: yeCg (R"), y=1 sur
{|x|=1} et supp y<{|x|<2}. Posons : yg (x)=v (x/R) et :

Gy, (t, )=tr (y3. W (h). 3 (P () — 1) ™" P ®)
Gy x (t, =tr (1=7}). W(h).x (P (W)~ )™ " -P®)
La preuve du lemme (6. 1) se scinde dans les deux étapes suivantes :
LEMME (6.3). — Il existe R>0 assez grand et T,>0 tels que :

G, x(t, D=0 (") pour tout |t|2T,,  hel0, 1].

LEMME (6.4). — Pour tout R>0 il existe Tx>0 tel que :
G, r(t, D=0 HY) pour |t|2Tk, helo, 1. W

La preuve des lemmes (6.3) et (6.4) repose essentiellement sur une construction de
paramétrix pour ¢ -P® lorsque || — + co. Cette construction a été faite par Isozaki-
Kitada pour P= — A +V, adaptée par Robert-Tamura [Ro-Ta] dans le cas semi-classique :
P(h)= —h%> A+ V. Nous allons ici reprendre les grandes lignes de cette construction pour
P(h)=(m*+L(h)"?, L(h)=h*>.L, L vérifiant (H)). La preuve détaillée des lemmes
techniques est reportée en annexe (B). Il s’agit de comparer aux temps grands les groupes
unitaires : U (s, h)y=e - P® et U, (1, h)y=e " ' -P1®; P ()= (m?—h*.A)'2. Le sym-
bole principal de P, (k) étant : p, (x, &)=(m*+{g ' (x)&, £ »}/? la clé de la construction
est la résolution de ’équation de Hamilton-Jacobi : (g~ ! (x).d, ¢, 0,9 ) =|&|* dans des
zones convenables de ’espace de phase :

THEOREME (6.5). — Soit une métrique g sur R" vérifiant (H,) pour un p>0 et de]0, 1[.
Alors pour tous réels ce]—1, 1] il existe R>0 assez grand et ¢ , e C* (R} X R}, R), telle
que pour | x| 2R, {(x, )20 |x]|.|C] (resp. {x, LY=o |x]||(]) et d<|L|<d ™ on ait :

(i) (71 ()0, 04, 00+ y=|C,

(ii) Pour tous o, BeN", on a

6;05((pi(x, O—(x, C>)| gcu,ﬁ<x>1—p—lal<c>1—”}|
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Prewve. — 1l suffit de regarder la zone définie par: {(x, ()= —o|x|.|C|, |[x|>R,
0<o<1 fixée.

On commence par étudier I’équation de Hamilton-Jacobi dépendant du temps :

%.f.:(g”l(x).ﬁxS(t), 2,50

6.6
©-9 S0, x,8)=(x, &)

D’aprés la théorie classique de 1’équation de Hamilton-Jacobi, S (#; x, &) est fonction
génératrice pour le flot hamiltonien : (x, &) »exp(tH#)(x, §)=(z(, x, &), {(¢, x, &)
ou:l(x, £)=<g  (x)E, &).

Remarquons que la métrique g est compléte 4 cause de (H,), le flot existe donc
globalement pour zeR.

Introduisons la notation :

Fi(R,d,c)={(x,é)eR2",|x|>R,d<|2’;|2<}i,:l:(x,&);—c|x|.|§|} 0<o<)

Nous suivons la démarche de [Ge-Ma], et énongons trois lemmes techniques dont les
preuves sont données en appendice :

LemMme Bl. — Pour tout d>0, 8€]0, min(d, o, 1 —0)[, il existe ¢;>0, e;>0 assez
petits et R assez grand tels que pour tout t=0 et tout (x, E)eI'" (R, d, ©) on ait :

() |z(t, x, &) |2 e (| x| +1.|E).
@) (z(t, x, ), (¢, x, E))eT* (e; R, d—8, o +3).

LeEMME B2. — Dans le lemme B1, on peut choisir e, >0, 8>0 assez petits, R, assez
grand tels que, pour R=R,, on ait :

A E—-C(, x, &) est un diffeomorphisme de 11, ('™ (R, d, ©)) sur son image, ou IT,
désigne la projection canonique : (x, &) - &.

(i) I, (T* (R, d+8, 6—8)={((t x, &) : (x, E)eT* (R, d, 6), 120}. W

On désigne alors par {— & (¢, x, {) l'inverse de l'application : & — (¢, x, &) et on
définit : y (¢, x, )=z (¢, x, (¢, x, 0)),

On a ainsi :

(CXpt%l) (x’ a(ta X, C))=(y (ts X, C.a)’ C)

LEMME B3. — Les estimations suivantes sont vérifiées uniformément pour
(x,)eT" (2R, d+8,c—8) et 0<s<¢:
() 66 x, &t x, D) —C=0(x|+9)7".
(i) z(s, x, £(t, x, )~ (x+25.0)=0(|x |+ "

4° SERIE — TOME 25 — 1992 — N°2



ASYMPTOTIQUE DE LA PHASE DE DIFFUSION 125

(iii) Pour tout 6€[0, 1+ p],
[0:2(s, %, §(t, x, Q[+ {x)*| 8,0 (s, x, &t x, §)| =0(1)
@iv) 0,y(t, x,0)=0(). N

Preuve du théoréme (6.5). — D’aprées la théorie de Hamilton-Jacobi on sait que la
solution de (6. 6) est donnée par :

6.7 S x, D=1 x, & x,0)

avec

f@ x 8=(x, §>+j (I=x0, 1) (exp (s #) (x, E) ds
0

on a alors :
6.5 { 0.5 % O=8(t %, )
ags(t, xa C)=y(t’ X, C.:)
2—8(1, x, §)=1(x, 0,S(t, x, 0))=1(0;S(1, x, £), §)
- (6.9) !

S, x,0)={(x,d)

Comme dans [Is-Ki] (voir aussi [Ge-Ma],) on modifie S(¢, x, ) en introduisant :
F(@, x, )=S(r, x, )—S(, 2R, 0).

+
Montrons alors que f | (0F/09) (¢, x, {)|dt< + oo pour tout
0

(x,)eTr’'" (2R, d+3, c—9).

Il résulte de (6.8) et (6.9) que 'on a :

(6.10) %l;(t, x, O=1(y( x,8), )—1({(y( 2R, ), )
=t x, )=y 2RE L) .m(, x, §)
ou :

m(t, x, §)= ﬂ(o-y(t,x,ﬁ)ﬂl—e)y(t,2RC,C),C)d9

0 0x
Or le lemme (B3), (iv), donne :
6.11) 08.y(t, x, )+ (1—0)y(1, 2RE, 0)=21(+0.x+2(1—6)RL+O((x)+]|z])'~°

d’ou (6. 10) entraine :

(6.12) aa—l:(t, % 0=0(t|"""", t->+oo,
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localement uniformément pour (x, {)eT'* (2R, d+ 8, o — ) par conséquent :

lim F(¢, x, {)=F, (x, )

t—> +o

existe sur 't 2R, d+8, 6 —9).
En dérivant (6.10) en (x, {) on montre aisément que F, est C*.
On définit alors :

(6.13) 0+ (x, )=2RE*+F, (x, 0

on a également :

6.14) 04 (% O=(x, c>+r 2—F(t, x, O)dr
0 t
On déduit alors de (6.13) :
I(x, 0,04)= lim I(x, 3,S(1)= lim I, 3,S(1)=02

et de (6.14) :
|0308 (@4 (x, )= {x, L) SC{x pt eIl ) IRl

pour tout (x, )eI'* 2R, d+ 8, c—3J).

Le cas (—) (¢<0) se traite de la méme maniere. Ce qui achéve la preuve du théoréme
(6.5) en redéfinissant les paramétres R, detc. M

Suivant Isozaki-Kitada [Is-Ki] (et Robert-Tamura [Ro-Ta], pour la dépendance en h),
on construit une paramétrix pour U (s, A)=e~ "' -P®_Nous suivons ici les constructions
faites dans [Ro-Ta]; pour P(h)=—h*A+V et qui s’adaptent assez facilement au cas
considéré ici :

P (h)=(m?>+L (k)"

Introduisons la classe de symboles S(g, 1), ¢, peR des fonctions seC®,

s: R x R — C vérifiant :
(6.12) |03 08 s(x, )| SC, pCEY*TIPICx prrlel
Si Q=R X RE, Sq (g, W) désigne 'ensemble des fonctions vérifiant (6. 12) dans Q. Enfin

on posera : S(u)=S(— o0, W).
Il est classique (cf. [He-Ro]) que I'on a :

P (h)=Opy p

ou p est un symbole A-admissible au sens suivant : YNeN, on a :

N

(6.13) P(h)=Y WW.Op}p,+ hry(h)

j=0
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ou p;eS(1—j, —j) est indépendant de k€10, 1].

On pose: I} =I'*(R,o0,d) ou R, >R, o,.,>0, d, <d et
(Rg, 09, dy)=(R, o, d) choisis comme dans le théoréme (6. 5).

A tout aeS(g, p) on associe 'opérateur intégral de Fourier :

I, (a, h)\II(X)=(21th)_"HeXp(ih_l(<P (x, &)=<y, EDNalx, OV () dydg

ou o=@, dans T'F et vérifie (ii) du théoréme (6.5) dans tout R*". Soit weS (0),
suppocTy.
Nous construisons alors des symboles #-admissibles

a(hy=~y Wa, b)Y Wb,

jzo jzo
de telle sorte que I’on ait :
(6.14) U@ h).o(x, hD)=],(a, h). Uy (2, b1, (b, h)*, V¢=0mod O (h*)
Pour réaliser (6.14) on cherche a de sorte que :
(6.15) U, h).1,(a, =1, (a, h).Uy(t, h), Vt=0mod O (h*)

et telle que a soit elliptique dans I'*.
De la formule de Duhamel :

6.16) U(t, h).A—A.U,(t, h)=ih‘1.J‘lU(t—s, B)(A. Py (h)—P (h).A) U, (s, h)ds

0
ou A est un opérateur borné sur L2 (R"). On est ainsi amené a :
(6.17) P(h).L,(a, H)—1,(a, h).Poy ()= 0 (h™ "), hl0

on obtient les équations de transport permettant de déterminer a a 1’aide du lemme
suivant, que ’on démontre comme dans [He-Ro] (voir aussi la monographie [Ro], p. 217
a 225).

LeEMME (6.6). — Soit aeS(n), geS(1, 0). On a la formule :
[e™™ 7209 g(x, hD,).e" " *-Da(., E)(x)
=q(x, 0,9).a(x, E)+h[i"" 0, q(x, 0,¢).0,a(x, &)
(27 tr(0Z ¢ q(x, 0,9).9% .0 (x, §).a(x, E)]

+ hk'Yk(q’ a)(x, §)+hN+l'rN+1(h;q9 a)(xo E.»)

k=2

avec v, (q, a)eS(n—k), ry. 1 (h, g, a)€S (W—N—1) uniformément par rapport & hel0, 1].
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En particulier on a : q(x, hD,).1,(a, h)=1,(s(h), h) ou s(h)eS () et admet le dévelop-
pement asymptotique en h, h | 0, défini par I'égalité précédente. M

Le théoréme (6.5), le lemme (6.6) et (6.16) nous ameénent a résoudre les équations de
transport :

1
O5Po (X, 0x ). 050+ 1r (0 po (x, 0.9). 0% <9 (x, )).ag=0

(6.18)
hm aO(x9 &)=19 (x’ &)err
|x| = +o
1
agpo (x, ax(p)axaj+ Etr(ag,gl’o (x, ax(P)-ai,x(P(xa &))'aj
(6.19) =E(ap, a;, ..., a;_,) pour j=1
lim  a;(x, £)=0, (x, &)ely
|x] = +

Le principe de résolution de (6.18) et (6.19) par récurrence sur j est standard.
Cependant ici il faut contrdler soigneusement le comportement des solutions lorsque | x|
tend vers l'infini. Cela est possible par le lemme suivant dont la preuve est analogue a
celle du lemme B1 (voir appendice).

LEMME B4. — On peut choisir R,>0 assez grand et ey>0 assez petit tels que si pour
(x, ) e’ on considére la solution q(t) de I'équation différentielle

4 =020 (0. 3,0, )
q(0)=x
alors q(t) existe sur [0, + oo et vérifie :
lg()| =eo(| x| +2|E|)  pour t>0et (x,E)ely W

Utilisant le lemme B4 on peut donc résoudre (6.18) et (6.19) avec les conditions a
linfini et on obtient ainsi des symboles a; vérifiant les propriétés a;eS_;(I'y),
supp 4;S Ty, ap—1€S_ (I'{). Cette derniére propriété (en choisissant R, assez grand)
et la formule de composition des opérateurs intégraux de Fourier entrainent ’existence
de symboles b;e S (—), supp b;cT; tels que :

©(x, ADY =T, (apy 7). 1, (bpgy W*+hN .00y (x, KD, h)

ou:ayn=ayth.a;+... + hN.ay et @yeS(—N) uniformément par rapport a he0, 1].
On obtient donc finalement :
(6.20) U(, h).o(x, hD)=1,(any, h).Uy (8, B) 1, (b, )*
+aNU (¢, h). o (x, hD,, B)+hNT 1 K\ (2, h)
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ou :
t .
Ky (2, h)=J U(t=5).1,(rne 15 1)U (5). Iy (b, B)* ds
0

avec ryy,ES(—N-—1).

Preuve du lemme (6.3). — Elle résulte de (6.20) en procédant comme dans [Ro-Ta],
[lemme (4. 1)].

Preuve du lemme (6.4). — Comme dans la preuve du lemme (4.3) de [Ro-Ta] on
utilise le théoréme d’Egorov semi-classique et la condition de non-capture sur la métrique
g de telle sorte que 1’on puisse se mettre dans la situation d’utiliser (6.20). On a ainsi
achevé la preuve du théoréme (2.5). W

APPENDICE (A)
FORMULE DE TRACE

Preuve de la relation (4.4). — De (4.2) et (4.3) on tire :
%o (). 0 (P) =0 (Po). ¢ (Po)=i([P, ]~ [Py A].@(Py)+R.¢(P)
(4.4) résultera alors du :
LEMME A. — Pour tout e Cg (R) on a : tr ([P, 1.9 (P)— [Py, &]. 0 (Py))=0.
Preuve. — Soit xeC®(R), x(x)=1 si |x|<1/2 et x(x)=0 si |x|=1. Posons:
1w X)=%(x/R) et Lr=2%x. . Soit YyeCg (R), ¥y=1 sur le rapport de ¢.

L’opérateur [P, o/g]. @ (P) est clairement de classe trace.
En outre la cyclicité de la trace entraine :

tr ([P, #g]. @ (P))=tr (Y (P).[P, ox]. ¢ (P))=0

Il en est de méme pour P=P,,.

Posons : Kg=[P, o] ¢ (P)— [Py, Lr] 9 (Py) et K, =[P, #]¢ (P)~[P,, ] (Py).

Il nous reste a prouver que lim tr(Ky)=tr(K,).

R = +

Or on a: Kg=yg.KgtLg ou Lg=[P, %:]. & ¢ (P)— [Py, xx]- ¥ ¢ (Py).

Ecrivons : Lg=[P =Py, xg]. & . ¢ (P) +[Py, xzl. & (¢ (P) — ¢ (Py)).

En utilisant ’hypothese (H),, p>n, les propriétés de classe trace des opérateurs pseudo-
différentiels (voir par exemple [Ro],, p. 101) et le lemme (4.1), on obtient facilement
I’estimation : tr (Lg)= O (R"7?). D’autre part en utilisant un résultat classique de conti-
nuité sur la fonctionnelle trace (¢f. [G-K]) ona: lim tr(xgz.Kg)=tr(K,). Ce qui

R- +o©
achéve la preuve de (4.4).
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APPENDICE (B)
ESTIMATIONS A L’INFINI DES GEODESIQUES

1. Preuve du lemme (B.1). — Partons des équations du mouvement :

dz

E=2g(z)“:
dc__g = =
== aZ(,g(z)g,q>, z(0)=x, C(0)=E

De I'hypothese (H,) et de la conservation de I'énergie on déduit qu’il existe C,>0 ne
dépendant que de g telle que :

(B.1) % 12 P24z(0), L) Y~ Co {2 ()Y P ()]
dz
(8.2) 2O Z8I80F (1 -CoCz 0>

Soit Ry>0 tel que Co{ Ry ) P<go<1 et ||g(x)—1]| Sgo/4 pour tout x, | x| 2R,.
Soit T>0 tel que |z(r)| 2R, V€0, T].
La conservation de I’énergie et (H,) entrainent alors :

(B.3) L@ - e <eo. |87 Vielo, 4
De (B.2) et (B.3) on tire :
(B.4) d/d)?|z() 281 —€n)2|E%,  Vielo, T]
Par intégration de (B.4) on obtient :
(B.5) [z P24 (1 =g 2 |EP+ |x[*—o|x|. |§| = Co{x ) 7P|E]

pour tout €[0, T], (x, £)eT'* (R, o, d)(0<o<1).
Soit R; >R, tel que C, (R, )7?<05/2.
On déduit de (B.5) qu’il existe e, €10, 1[ tel que :

(B.6) |z(@)| 2 e (| x| +1]|E]), Viel0, T[, |x|=R,

Définissons alors R=Max { 2R/eo, R, }.
11 résulte alors de (B.6) que si (x, §)eI’' " (R, o, d) alors T= + c0. Ce qui prouve (i).
Ensuite de :

(B.7) S, x, &)—€=—Jtaz<g(2)3;,<§>ds
0
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on obtient :
(B.8) |G, x, 8)—&| <C(g, d)eg ' 7P| x|7°
et de :
(B.9) z(t)—x—2t§=2j (g(2).0—-0)ds
0
on obtient :
(B.10) |z()—x—21E| <c(g, e Pt |x|™*

pour tout 120, (x, §)eI'* (R, d, o) ou c(g, d) est une constante ne dépendant que de g
et de d. De (B.8) et (B.10) on déduit facilement (ii).

2. Preuve du lemme (B.2). — Montrons d’abord que & — { (¢, x, &) est un difféomor-
phisme local. On a

(B.11) 0:5(1, x, &)—Id=—Jt8§62(g(z)C,C>ds
0

(B.12) Ogz (1, x, §)=2j 0:(g(2).8)ds
0

En utilisant (H,) et le lemme B1, (i), on obtient :
(B.13) |0:5(t, x, &) —1d|=0(x)>™"

d’ou le difféeomorphisme local.
Montrons maintenant que & — { (¢, x, &) est injective.

(B.14) C(t X, §o) =6 (L X, §1)=8o— & +J (06 ( x, (D) —1d) & (D) dr
0

ou 1—£(1) est un chemin de classe C' dans I, (T* (e, R, d, 0)) tel que £(0)=E,,
E()=¢g,.

On peut montrer facilement la propriété élémentaire suivante : il existe K >0 dépendant
de d et o (et non de R!) tel que on puisse joindre tous points &g, &; dans
II, (T* (¢, R, d, ©)) par un chemin de classe C' et de longueur <K |&,—&,|. Il résulte
de (B.13) et (B. 14) qu’il existe C>0, ne dépendant que de o et d, telle que :

IC(t9 X, &0)_C(ta X, §1)+§1_E.»0)| §CK<X>_p|§1_&O|

ce qui entraine I'injectivité de {(z, x, .) si ( x ) est assez grand d’ou (i).
Pour établir la propriété (ii) on applique a & — { (7, x, £) 'argument élémentaire de
topologie générale suivant : soient des parties A et B de R”, A étant connexe, B ouvert
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et soit f:B— R" un homéomorphisme de P’adhérence de B sur son image telle que
ANfB)#T et AN f(@B)=F.Onaalors: A< f(B). B

3. Preuve du lemme (B.3). — 1l résulte du lemme (B.1) que I’'on a :

(B.15)

|2(s, x, E(t, x, )| Zes (| x| +5]C]),

pour (x, )eT'* 2R, d+6, c—3) et 0<s=<1.

En revenant aux équations du mouvement on obtient facilement (i) et (ii) (iii) : on a
les relations suivantes :

(B.16)

(B.17)

d,2(s, x, £(1, x, C))=Id+Js(6§‘§l(z, Q) 0,z+02 (2, §).0,2) du

0

0.8(s, x, 8(1, x, )= Jt (02 :1(2,0) 0,2+ 02 . I(z, £) 0, 2) du

ouonapose:z=z(u, x, §(1, x, {), {=C(u, x, £ (¢, x, {)).
Utilisant (H,), (B.16) et (B.17) donnent facilement (iii)-(iv) est une conséquence de
(iii) pour s=¢. W
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