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REALISATIONS GLOBALEMENT REGULIERES
DE DISQUES STRICTEMENT CONVEXES
DANS LES ESPACES D’EUCLIDE ET DE MINKOWSKI
PAR LA METHODE DE WEINGARTEN

Par Pu. DELANOE

RESUME. — Un disque de classe C*°% k > 2, strictement convexe pour une métrique riemannienne plate
Ck~1. est Ckisométrique 4 un domaine strictement convexe du plan euclidien (théoréme 1). Grice a ce
résultat, la méthode de Weingarten peut devenir globale. Elle fournit une condition géométrique intrinséque
nécessaire et suffisante, I’ajustement, pour I'existence de plongements isométriques (ou « réalisations ») globale-
ment réguliers de classe C*? k > 3, de disques C**'* strictement convexes pour des métriques C** de
courbure, positive si 'on plonge dans ’espace Euclidien de dimension 3 (théoréme 2), négative si ’on plonge
dans I’espace de Minkowski de dimension 3 (théoréme 4).

ABSTRACT. — A disk of class C*?, k > 2, strictly convex for a flat Riemannian C*~!** metric is C* *-isometric
to a strictly convex domain of the euclidian plane (Theorem 1). Thanks to this result, the Weingarten’s method
becomes global. It yields an intrinsic geometrical necessary and sufficient condition, the adjustment, for the
existence of globally smooth of class C¥* k > 3, isometric embeddings (or “realizations”) of C**!:® disks
strictly convex for C** metrics with curvature, either positive when the target 3-space is Euclidean (Theorem 2),
or negative when it is Minkowskian (Theorem 4).

Key-Words: Plongement isométrique global, disque strictement convexe, méthode de Weingarten globale,
courbure positive ou négative, méthode de continuité.
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PREMIERE PARTIE
PLONGEMENT DANS L’ESPACE EUCLIDIEN

I. Introduction

LE PROBLEME. — Un probléme naturel de la théorie des surfaces convexes de I’espace
euclidien (lequel sera toujours sous-entendu ici de dimension trois) est le suivant: soit
(D, g) une variété riemannienne compacte a bord de dimension 2, D (dont on notera Q
Iintérieur, I" le bord) simplement connexe de classe C**1:% k entier au moins égal a 4,
a€l0, 1[, g de classe C**(D) et de courbure positive. On suppose en outre (D, g)
strictement convexe au sens ou il existe @ € C** (D) strictement convexe pour g et telle
que I' = {¢p=0}. Une telle fonction ¢ peut étre appelée « définissante » pour (D, g).
Probléme : réaliser (D, g) comme calotte convexe globalement réguliére de classe C** de
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I’espace euclidien i.e. trouver un plongement isométrique de classe C**(D) de (D, g)
dans I’espace euclidien qui envoie I' dans un plan et tel que la projection orthogonale de
I'image de D sur ce plan soit bijective.

L’existence d’une fonction définissante pour (D, g) est évidemment une condition
nécessaire du probléme. La condition « d’ancrage » du bord a un plan est naturelle, car
elle rend la réalisation cherchée a la fois rigide [Coh], [Pog] (p. 78 et 178) et infinitésimale-
ment rigide [Pog] (p. 260-261). En outre, elle est automatiquement vérifiée lorsqu’on
construit la réalisation (nonobstant la régularité) au moyen du théoréme de recollement
d’Aleksandrov applicable en vertu de la non-négativité de la courbure géodésique de I’
(voir [Pog], p. 33-34).

Ce probléme est ouvert; seules des obstructions ont été mises en évidence a son sujet
(voir [G-R], appendices 2 et 3, et le livre [Gr2], section 3.2.3 et ses références
notamment [B-Z]).

REALISATION DE CALOTTES INTERIEUREMENT REGULIERES PAR LA METHODE D’ALEKSANDROV.
— Une version affaiblie du probléme précédent, ou I’on n’impose au plongement isométri-
que cherché qu’une régularité locale dans Q, est résolue dans [Pog] (théoréme 4, p. 104).
L’absence de régularité globale, notamment I'absence d’un contrble uniforme de la
courbure normale (voir [Pog] section I1-8), léve toute obstruction géométrique; ainsi, par
exemple, les métriques C2-stablement non réalisables de I'appendice 3 de [G-R] vérifient-
elles les hypothéses du théoréme 4, p. 104 de [Pog].

La méthode s’articule en deux étapes, 'une géométrique extrinséque, ’autre mi-analyti-
que mi-géométrique. La premi€re consiste a traiter Pexistence d’une calotte convexe
réalisant la métrique prescrite, au moyen du théoreme de recollement précité et de celui
sur la réalisabilité des surfaces convexes fermées [A12].

La seconde étape consiste a traiter la régularité intérieure C*~1'* de cette calotte,
comme conséquence de celle de la métrique qu’elle supporte supposée de classe C¥, k = 2.
Dans [Pog], cette derniére étape est laborieuse; en effet, elle est basée sur la régularité
C! des surfaces convexes a courbure spécifique positive bornée [A11][A12], [Pog] (p. 57-
61), sur la rigidité des calottes convexes ([Pog], p. 78-82) et sur un argument d’approxima-
tion nécessitant, la résolution du probléme dans le cas analytique ([Pog], p. 95-101 et
[Ber]), des estimations a priori sur la solution [Hel] (si k = 3) [He2] (si k =2) et la théorie
elliptique standard en dimension deux [Nir].

Des raffinements récents portant sur la régularité intérieure de la calotte ont été
apportés dans [Sab] (une métrique C*? k =2, donne une calotte C*? et [N-S] (une
métrique a courbure spécifique pincée entre deux constantes positives donne une calotte
C"P pour un Be]0, 1] dépendant du rapport de ces constantes); leurs arguments sont
mi-analytiques mi-géometriques. De fagon purement analytique, et concise, les résultats
de [He2] ont été aussi récemment améliorés par F. Schulz [Sch] qui obtient un théoréme
(staz 1) équivalent a celui de I. Sabitov [Sab] (Teopema B), puis I'applique a la régularité
du probléme de Weyl (décrit ci-aprés) suivant en cela une démarche, de I'analyse vers la
géométrie, inverse de celle de Sabitov. Voir aussi tout récemment [Saf] et [S.L].

REALISATIONS DE METRIQUES COMPLETES. — Le probléme de Weyl, obtenu en remplagant
le disque D par la sphére S2, sa généralisation a des réalisations dans des variétés
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Riemanniennes-but de dimension trois a coutbure sectionnelle inférieure a celle de la
source (cas « elliptique », voir [Gr2] chapitre 3.2), la rigidité infinitésimale correspondante,
sont aussi traités dans [Pog] (sections VI-4, VI-10).

Ces questions ont été récemment réabordées, dans la catégorie C®, par Frangois
Labourie [Lab] qui étudie d’abord la compacité et (son alternative) la dégénérescence des
suites d’immersions isométriques uniformément elliptiques d’une surface dans une variété
riemannienne de dimension trois, en interprétant le 1-jet d’'une telle immersion comme
courbe pseudo-holomorphe, en introduisant la notion afférente de surface de pli et en
utilisant un lemme de Schwarz extrait du théoréme de compacité dans la catégorie des
« courbes-cusps » de M. Gromov [Gr1]. Grace a cette approche, toute conceptuelle, seule
une estimation uniforme de l'intégrale de la courbure moyenne est nécessaire pour
contrdler la non-dégénérescence par passage a la limite d’une suite d’immersions isométri-
ques uniformément elliptiques. Grace a elle encore, les résultats de rigidité de Pogorelov
découlent d’un argument d’indice d’intersection de deux courbes pseudo-holomorphes (di
a Lefschetz). Grace a elle enfin, la compacité nécessaire pour obtenir les résultats d’exis-
tence de Pogorelov est acquise par contradiction, comme seule alternative possible a la
dégénérescence celle-ci ne pouvant se produire.

REALISATIONS GLOBALEMENT REGULIERES DE METRIQUES NON COMPLETES AJUSTEES. — La
premiére partie du présent article, chapitre d’un mini-cours d’initiation a I’analyse sur les
variétés riemanniennes tenu a 'L M.S.P. de Nice de janvier 4 mars 1987, a pour objet de
traiter le probléme de la réalisation des métriques incomplétes initialement décrit sans
recourir a la méthode d’ Aleksandrov. En regard des travaux juste mentionnés, il procéde
par une analyse intrinséque €élémentaire, via la méthode de Weingarten [Wei] rendue ici
globale. Cette méthode permet de mettre en évidence une condition nécessaire et suffisante
intrinséque et invariante d’échelle sur (D, g), son ajustement (cf. infra), garantissant
directement ’existence d’un plongement isométrique ayant la régularité souhaitée jusqu’au
bord du disque. La part des estimations a priori, est extrémement réduite puisqu’elle
concerne seulement le contrdle des dérivées secondes de la solution de I’équation de
Darboux (cf. infra).

II. Résolution du probléme par la méthode de Weingarten

I1.1. PRELIMINAIRE : UNE VERSION GLOBALE DU LEMME DE RIEMANN.

HypotHEses. — Soit (D, G) une variété riemannienne plate compacte a bord de
dimension n; D (dont on note Q I'intérieur, I le bord) est simplement connexe de classe
C, reR, r 23, G est de classe C"~1(D). On suppose en outre (D, G) convexe au sens
ou il existe une fonction ze C"(D) convexe pour G et nulle sur I'. Le théoréme suivant
précise sur (D, G) le lemme de Riemann.

THEOREME 1. — L’application exponentielle associée a G au point P de Q ou z atteint
son minimum, est une isométrie globalement réguliére de classe C" d’un convexe fermé de
Pespace tangent Tp D muni de la métrique euclidienne G (P), sur (D, G).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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Preuve. — G étant plate, elle n’admet pas de points conjugués; I'application expp du
lemme est donc un difféomorphisme local (voir e. g. [Au2], p. 17) et une injection. En
outre, c’est une application affine (Tp D étant muni de sa structure plate vectorielle
canonique) comme le montre la premiére partie du lemme 3 de [Kos]. Ainsi, lorsqu’elle
est définie, I'image réciproque d’un ensemble de niveau de z par expp est-elle convexe
pour la structure plate canonique de Tp D.

Etablissons maintenant la surjectivité de expp par un argument de connexité appliqué
a I'ensemble évidemment non vide E des réels ¢ < 0 tels que {z < ¢} soit inclus dans
'image de expp. Gréce a la convexité de exp,-1({z < c}) pour ceE, on montre que E est
fermé en raisonnant comme dans la preuve du lemme 3 de [Kos] (p. 289). Puis on montre
que E est ouvert en ceE grice au théoréme d’existence et d’unicité locales de Cauchy
appliqué a Iéquation des géodésiques de G (parameétrées par leur abscisse curviligne)
issues de {z=c} avec une vitessc unitaire de départ égale a celle de I'arrivée sur la
géodésique en provenance de P, celle-ci étant toujours sortante de {z < ¢} puisque z est
convexe pour G. Par conséquent O E et exp, est bien un difféomorphisme global. D’apreés
la régularité de Ge C" ! (D), la régularité globale C"~2 de exp, découle de I'alinéa sur la
dépendence par rapport aux conditions initiales du théoréme de Cauchy.

expp commutant avec les transports paralléles et admettant I'identité comme application
tangente en 0e T, D, 'image réciproque de G par expp n’est autre que G (P) (en utilisant
I'identification canonique de I’espace tangent & Tp D en un point du domaine de définition
de expp, avec TpD lui-méme). Incidemment, nous voyons alors que exp,-i est une
application harmonique et que sa régularité locale C’, pour r non entier, découle de la
théorie elliptique standard [D-N].

Il reste a établir la régularité globale C" de expp. Pour cela nous utilisons la remarque
suivante : G étant plate de classe C" ! (D), tout vecteur tangent & D détermine un champ
de vecteurs paralléle de classe C" 1 (D) sur D. Soit (e,, .. ., e,) (P) un repére orthonormé
de TpD; il détermine donc un champ de repéres paralléle de classe C"~*(D) sur D.
Introduisons les coordonnées géodésiques normales associées au repére (ey, - . ., e,) (P)
i. e. Papplication,

x=x, ..., x"): D->R"
définie par, pour tout QeD,
exp,-1(Q =) x*(Q) ¢;(P)

Y indiquant la sommation sur i=1 4 n. Par construction, pour tout ie{l, ..., n}, x est
la fonction affine sur D qui vérifie,

x'(P) =0, g (dx)=e¢;

(g désignant I'isomorphisme de T*D sur TD canoniquement associé a G). x’ est donc
globalement réguliére de classe C'(D) ce qui équivaut a la régularité globale C" de
Papplication expp,. W

Dans la suite de cet article, nous utiliserons le théoréme 1 avec n=2 et avec r=k +a.
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II.2. La METHODE DE WEINGARTEN GLOBALE. — Soit A I'ensemble des couples (g, z)
composés d’une métrique Riemannienne g sur un disque fermé D vérifiant les conditions
de Plintroduction (cf. supra), et d’une fonction z « admissible pour g » i. e. d’une fonction
ze C** (D), définissante de (D, g) et telle que,

G(g, z):=g—dz®dz

soit encore une métrique riemannienne (i. e. soit définie positive sur D). Cette derniére
condition équivaut manifestement a,

ldz|, < 1,

(en un point générique de D, prendre un repére tangent orthonormé pour g dont un
vecteur est paralléle a b, dz, B, désignant I'isomorphisme de T*D sur TD canoniquement
associé a g). Un calcul de routine montre alors que,

Hessg (z2)=[1—|dz|?]~* Hess, (z)

en désignant par Hessg (z) la matrice hessienne de z dans la connexion de Levi-Civita de
G (idem pour celle de g). Donc z, strictement convexe pour g, I'est aussi pour G.

Nous cherchons un plongement de classe C**(D) de D dans I’espace euclidien, qui
induise sur D la métrique g et envoie I" dans un plan sur lequel la projection orthogonale
de I'image de D soit bijective. Suivant I'idée de [Wei], la méthode de Weingarten globale
consiste a ramener la recherche d’un tel plongement a celle d’une fonction z admissible
pour g et telle que G (g, z) soit « plate ». Soit en effet z pareille fonction, soit p un repére
de TpD orthonormé pour G=G (g, z) i.e. une isométrie de [Tp D, G(P)] sur (R?, ¢) et
soit,

(x, »): D, G(g 2]~ (R% e)

'isométrie de classe C**(D) construite, grice au théoréme 1, en composant p avec
exp,-1. Le plongement cherché n’est autre que,

(x, y, z2): D->R3.

(D, g) est alors réalise comme graphe de I'expression de z dans la carte (x, y).

Cette méthode est purement intrinséque. Analytiquement, elle permet de ramener la
résolution d’un systéme différentiel non linéaire 3-3 du premier ordre, a celle d’une seule
équation différentielle scalaire non linéaire du second ordre satisfaite par z, I'équation de
Darboux, obtenue en exprimant la nullit¢ de la courbure de la métrique G(g, z). Ce
dernier calcul est par exemple mené dans [Aul] (p. 386-387), ou la métrique g’ d’Aubin
est notre métrique g, sa métrique g est notre métrique G (g, z), et n=2 ce qui permet de
recueillir le résultat dés la quatriéme ligne de la page 387. L’équation de Darboux et sa
condition de Dirichlet s’écrivent,

(1) W(g, 2)=K(g) dans Q, z=0surT

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’'ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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K (g) désignant la courbure de Gauss de g et W 'opérateur,
W (g, z):=[1—|dz|2]"* dét (z})

en notant simplement en indices les dérivations covariantes successives (dans I'ordre ou
elles sont appliquées, e.g. z;; signifie i d’abord, j ensuite, k en dernier) d’une fonction
ou d’un tenseur, dans la métrique g, et en modifiant la variance des tenseurs grace a
I’isomorphisme constitué par g entre les fibrés tangent et cotangent a D.

I1. 3. UNE CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE D’EXISTENCE PAR LA METHODE DE WEINGAR-
TEN GLOBALE. — L’opérateur W, défini sur A, est (comme la courbure) naturel c’est-a-
dire qu’il commute avec I'image réciproque par tout C**!-*.difféomorphisme F: A - D,

F*[W(g, 2)]-W(F*g, F*g, F*z) = 0.

L’opérateur W/K posséde en outre invariance d’échelle suivante: pour tout A >0 et
tout (g, z) €A,

W(Ag M) KAl '=W(g 2)[K(®] "

Cette invariance d’échelle, aisément vérifiée, est naturelle dans le cadre de la méthode de
Weingarten car d’aprés I'identité,

G(\*g, A2)=A*G (g, 2),

I'isométrie globale du théoréme 1 pour G(A%g, Az) se déduit trivialement de celle pour
G(g, z). Notons Q(g, z) le quotient adimensionnel invariant d’échelle W (g, z)/K (g), et
soit,

e(g, z):=infp Q(g, 2).

€(g, z) n’est pas seulement invariant d’échelle, il est aussi naturel. 1l en est donc de méme
de la définition suivante,

DEerINITION. — (D, g) strictement convexe de courbure positive est dite « ajustée » s’il
existe z telle que : (g, z)€A et €(g, z) = 1.

Géomeétriquement, la condition €(g, z) = 1 signifie que la métrique G(g, z) est a
courbure non-positive. Cette définition nous permet d’énoncer le résultat principal de ce
chapitre.

THEOREME 2. — Soit (D, g) vérifiant les hypothéses de lintroduction. Alors, (D, g) est
réalisable comme calotte convexe globalement réguliére de classe C** de I'espace euclidien
si et seulement si (D, g) est ajustée.

Remarque. — L’exemple C2-stable non C2-réalisable donné dans [G-R] (appendice 3)
a partir d’une inégalité géométrique de Iouri Burago (appendice 2), vérifie les hypothéses
du théoréme 2; il est donc non ajusté. La condition d’ajustement sur (D, g) est C2-fermée,
donc C2-instable pour les (D, g) « extrémaux ».
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Preuve de la nécessité pour (D, g) d’étre ajustée. — Supposons (D, g) réalisée par une
calotte C et prenons sur I’espace euclidien des coordonnées orthonormées (x, y, z) telles
que I soit dans le plan {z=0}, C étant représentée par le graphe d’une fonction
ZeC**(A) en notant ici A le domaine fermé strictement convexe du plan {z=0} délimité
par I'. Notons F: A - R3? le plongement de classe C**(A) donné par le graphe de Z.
g étant réalisée, F* e=g soit encore,

g—dZ®dZ=e

e désignant tour a tour la métrique euclidienne standard de R? et celle induite sur A.
G (g, Z) est donc une métrique riemannienne plate sur A; Z vérifie donc (1). D’aprés le
lemme 1 ci-apreés, Z (ou —Z) est nécessairement admissible pour g. (D, g) est donc ajustée
puisque €(g,Z) =1. N

LemMmE 1 (admissibilité a priori). — Soit ze C** (D) solution de (1). Alors (g, z) ou
(g, —2) est dans A.

Preuve. — K (g) étant positive, z doit atteindre un extremum non nul dans Q. En ce
point, dz=0 donc Hess,(z) est, en tant que forme quadratique sur I'espace tangent, de
signature (+, +) ou (—, —). En outre, au point considéré, G(g, z) est de signature
(+, +). Dés lors, d’apres I’équation de Darboux, ces signatures doivent se propager a
D tout entier par continuité puisque ze C** (D) (C? suffit). W

II.4. PREUVE DE LA SUFFISANCE POUR (D, g) D’ETRE AJUSTEE. — La démonstration du
théoréme 2 est réduite par la méthode de Weingarten globale a celle du,

THEOREME 3. — Soit (D, g) ajustée. Le probléeme (1) admet une (unique) solution
zeCk* (D) strictement convexe pour g.

Preuve de lunicité. — Soit z solution strictement convexe pour g du probléme (1).
D’aprés I'expression de la différentielle partielle de W par rapport a z [cf. infra, expression
de dN (2)], qui est elliptique, I'unicité découle du Principe du Maximum (voir e. g. [Au2],
p.97). N

De par sa construction via le théoréme 1, la calotte convexe qui réalise (D, g) dans
I’espace euclidien est donc bien rigidement liée au plan d’ancrage de son bord i. e. unique
a un déplacement euclidien et 4 une réflexion pres.

Preuve de Pexistence, par la méthode de continuité. — Commengons par préciser a
l'aide de quelques notations le cadre fonctionnel propre a la résolution du probléme de
Dirichlet (1). Posons,

Ak ={zeC**(D); (g, z)eA}.

A** est un ouvert non vide (car (D, g) est strictement convexe) de I'espace de Banach
Ck *(D) des fonctions numériques de classe C*® (D) s’annulant sur I'.

La métrique g étant fixée, nous considérerons N:=Log W comme application différen-
tiable de A*® sur le Banach C*~%*(D). N est elliptique et, nous I'avons vu, injectif,
d’aprés I'expression locale de sa différentielle en ze A% qui est la suivante,

dN (2) (82) = {2 (82),;+2[1~|dz[2] ' 82y},

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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pour tout (8z)e C§ *(D), (z¥) désignant la matrice inverse de (z;). Classiquement, dN (z)
est un isomorphisme de C¥ *(D) dans C*~2-*(D). D’aprés le théoréme d’inversion locale
Banachique et Pinjectivité, N est donc un C!-difféomorphisme de A** sur son image. Le
théoréme 3 stipule que Log[K (g)]€ C*~2*(D) est dans Pimage de N. Etablissons-le par
la méthode de continuité: (D, g) étant ajustée, il existe peA** telle que (g, @) = 1.
Fixons désormais pareille ¢ et considérons pour t€[0, 1] la famille de problémes de
Dirichlet,

(1.9 N(z)=Log[tK(g)+(1-) W (g, 9)].
Pour résoudre (1), il suffit manifestement d’établir la connexité de I’ensemble,
T:={te[0, 1}; il existe ze A% solution de (1.t)}.

non vide puisqu’il contient @, et relativement ouvert dans [0, 1] d’aprés I'inversibilité locale
de N. La preuve du théoréme 3 est donc réduite & montrer que T est fermé. A cet effet,
nous n’aurons qu’a construire certaines estimations a priori uniformes (i. e. indépendantes
de te[0, 1]) précisées par le,

LemME 2. — T est fermé s’il existe Be]0, 1[ tel que, pour tout t€(0, 1], si ze A** vérifie
(1.¢t), alors |dz| <Pet 'Hess (z)| < 1/B (les normes étant désormais sous-entendue dans la
métrique g).

Preuve. — Si ze A*® vérifie les deux estimations du lemme, non seulement z est dans
un borné de C? (D) mais encore on déduit facilement de (1.t) que [Hess (z)] constitue sur
D une métrique riemannienne équivalente a g. Classiquement en dimension deux ([G-T]
théoréme 17.12, puis régularité elliptique standard en raisonnant comme e.g. dans la
proposition 3.59 de [Au2]), les estimations du lemme fournissent un controle uniforme
de z dans C** (D).

Soit s une suite de T, te[0, 1] sa limite, S la suite lui correspondant dans A** D’aprés
le théoréme d’Ascoli, pour tout 6€]0, of, nous pouvons extraire de S une sous-suite S’
convergente dans A*® vers une fonction z, elle-méme bornée dans C* (D). Par
continuité z vérifie (1.t) et se trouve donc, d’aprés le lemme 1, dans A*® Donc teT. W

La fin de cette premiére partie est consacrée a établir les estimations a priori du
lemme 2.

III. Estimations a priori

III.1. L’estiMaTioN C!(D). — 11 suffit ici de noter que, de. par sa définition-méme,
A*%* est borné dans C!'(D). Une estimation précise du gradient sera établie au
paragraphe II1.4.

III. 2. REDUCTION DE L’ESTIMATION DES DERIVEES SECONDES A UNE ESTIMATION SUR I'. — z,
donc ¢, étant fixés, posons pour abréger F:=Log[tK (g)+ (1 —t) W (g, @)] et enregistrons
deux formules auxiliaires utiles, obtenues en dérivant 'équation (1, t) une fois puis deux
(ce qui est possible vue la régularité C** de g et de @, k > 3), et en utilisant aussi la
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courbure de g pour la commutation des dérivées covariantes (il est pratique de mener les
calculs jusqu’a un certain point comme si nous étions en dimension quelconque),

2 292, =F,—2[1—|dz|*] ' 2 z);+ 2R}, z,
(3) dN(2)(—Az)=—AF—-3R+3z7z;R};
+z92% gz, Zjin
21| dz 1 PR 4l
+2[1—|dz[*] 1 2' 2 2F z,, ).
Considérons la fonctionnelle, analogue a celle de [Del] (p. 694),

B(2): =Log(—Az)+(C/2) | dz |2

C désignant une constante positive uniforme & préciser.

LEMME 3. — L’estimation uniforme de | Hess (z) | est acquise si B (z) atteint son maximum
en un point intérieur a D.

Preuve. — Supposons que B=B(z) atteigne son maximum en PeQ. Grace a (2), (3)
et dB(P) =0, nous pouvons écrire,

(—Az) zijBij(P) <0
sous la forme,
(4 0=[2"2" gz, Zijh—(_AZ)_l 2 (Az);(Az) ]
—AF—3R+3z7ZiRE . —2[1—|dz|]" {z'2/R,;
+ziZi+2[1—|dz |P] 7 Z 2 2k 2}
+C{(Az)*—Z'F,Az— 2 2 " R j Az}.

En développant le carre,
[Zapx +(—Az)” ! Zax (A2)y) [Zijh +(—Az)” ! Zin (Az)j] b gkh

nous trouvons que le terme entre crochets de la premiére ligne du membre de droite de
I'inégalité (4) est minoré en P par,

—2CZ'Z/Ry;
z étant convexe, notons aussi I'inégalité suivante sur D,
) (A2)? 2 27

Enfin, la dimension deux et la non-négativité de la courbure de g sont cruciales a ce
stade, puisqu’elles impliquent, '

—Cz92* " Ryy;A2 2 0
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et aussi (mais c’est moins important),

3797 RE,; 20,

comme on s’en assure aisément dans une carte en P normale pour g et qui diagonalise
[Hess (z) (P)]. Nous pouvons alors déduire de (4) I’existence d’une constante uniforme C’
telle qu’en P nous ayions,

(A2)*(C—=C)+C'CAz—C’ £0.

En choisissant : C=C’+1, nous obtenons une majoration de |Az(P)| par une constante
uniforme. Compte tenu de la définition de P et de Iestimation a priori uniforme de z
dans C! (D), nous en déduisons une majoration uniforme de |Az| dans D et le lemme 3
est démontré d’aprés (5). H

Grace au lemme 3, estimation de |Hess (z)| sur D est donc réduite a celle de la méme
quantité sur I', objet de la section suivante.

III1. 3. ESTIMATION DES DERIVEES SECONDES SUR I'. — Soit OeTI fixé. Prenons en O des
coordonnées locales (x, y) normales pour g et telles que /dy (P) soit la normale unitaire
rentrante en O. Le but de cette section est d’établir un contrdle uniforme des trois
dérivées secondes en O: tangentielle z,, (O), mixte z,,(O) et normale z,,(O).

Dérivée tangentielle. — Nous la controlons déja car, z s’annulant sur I', nécessairement,
zxx(o) =—k (O) Zy(o)

k désignant la courbure géodésique de I

Remarque. — 1l existe 6€]0, 1] tel que, pour tout [0, 1], oo soit solution supérieure
de (1.t). Fixons un tel o. D’aprés le Principe du Maximum [Au2] (p. 97), en tout point
deT,

dz(n) 2 cdo(n)

n désignant le champ de normales unitaires sortantes associé a g sur I. ¢eC*® étant
strictement convexe, il existe une constante 0 > 0 telle que,

Hess(¢) 2 6¢

sur D, au sens des formes quadratiques. Nous obtenons donc aussi en O la minoration
uniforme suivante,

© 2,5(0) Z 60, (0) 2 6.

Dérivée mixte. — Soit T un champ de vecteurs sur D de classe C*~ ' tangent a I et
valant 0/0x en O. Nous pouvons par exemple choisir,

T=—|do|™" # (*do)

hors d’un voisinage du point de Q ou ¢ atteint son minimum, et le prolonger 4 D a
I'aide d’une fonction plateau (* est 'opérateur de Hodge associé a g). Appliquant T a
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I’équation (1.t) et intervertissant ’ordre des dérivations grice a la courbure de g, nous
trouvons que T z vérifie dans D I’équation linéaire elliptique suivante,

dN (z)(Tz)=TF + 2 Ti+z(T§ z,— T*z, Rl + 2 (1 — | dz|*) " 2'z; Ti.

Introduisons alors les deux fonctionnelles,

0*):=Tz—(£ A0 £ p2)

A et p désignant des constantes positives uniformes a préciser. (v*) s’annulent sur I' et
vérifient dans D,

_dN(Z) (Ui)=zij[i 7\.(p,-J—T:‘JZk+TkZh R:’jk
+2p+2p|dz]* (1-|dz|>) ' —TF-2T;}
—2(1—|dz )" (£ A @;—Z'z; T).

Choisissons d’abord ) indépendant de te[0, 1] telle que la forme quadratique écrite
entre crochets et contractée avec zV a la premiére ligne, telle que cette forme soit dans
D, positive pour v*, négative pour v~, ce qui est manifestement possible d’aprés les
estimations antérieures et la stricte convexité de ¢. A est désormais fixée.

Choisissons ensuite p telle que I'ensemble des termes figurant aux deuxiéme et troisiéme
lignes de I'équation précédente soit dans D, positif pour v*, négatif pour v~, ce qui est &
nouveau possible grace aux estimations antérieures. Nous obtenons alors,

dN(z)(v*) <0 dans D, v*=0sur I
dAN(z)(v™)>0 dans D,v " =0sur I

et finalement, grice au lemme de Hopf [G-T] (p. 34) appliqué en O a (v}),
|24y ()| < (A+1).

Dérivée normale. — D’aprés I’équation (1.t) en O et les estimations précédentes,
notamment (6),

2y, =(2) " [(2)* + (1= |dz[)) exp (F)] < (08) " [(A+p)* +],

¢ désignant un majorant uniforme de exp(F). Comme z,,(O) est positive puisque z est
convexe, I’estimation a priori de |Hess (z)} sur I' s’achéve. W

II1.4. |dz] EST UNIFORMEMENT DISTANT DE 1. — Des hypothéses faites sur (D, g), nous
wavons pas encore utiliser son ajustement, mais seulement la régularité C** de g, k > 3,
la positivité de sa courbure et sa stricte convexité. Ce n’est qu’a présent, pour maintenir
|dz| & distance uniforme de 1, comme I'exige le lemme 2, et obtenir ainsi Pellipticité
uniforme du probléme, que I’ajustement devient nécessaire.

En effet, d’aprés son choix rendu possible par I'ajustement de (D, g), ¢ est solution
inférieure de (1.t) pour tout t€[0, 1]. Il suit donc du lemme de Hopf que sur
I': dz(n) < do (n). En outre, z étant convexe sur D nulle sur T, dz(n)= |dz| sur T.
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Enfin, z étant strictement convexe sur (D, g), |dz| atteint nécessairement son maximum
relativement 4 D sur I. Preuve : le gradient de |dz|* s’annule en un point si et seulement
si celui de z en fait autant.

En combinant ces remarques nous obtenons le résultat désiré, a savoir,

|dz| < supr|do| < L.

DEUXIEME PARTIE
PLONGEMENT DANS L’ESPACE DE MINKOWSKI

Le probléme traité ci-aprés, & notre connaissance, n’a encore jamais été abordé. Sa
résolution est pourtant analogue a celle du plongement dans Pespace euclidien; en
particulier, le probléme est elliptique. C’est pourquoi, d’'une part nous présentons les deux
problémes dans le méme article, d’autre part nous serons bref dans cette partie, insistant
surtout sur les aspects nouveaux.

La numérotation des paragraphes et des équations fait suite a celle de la premiére

partie.

IV. Le théoréme

Les nypoTHESES. — Soit (D, g) vérifiant les hypothéses faites au début de la section I,
a I'exception du signe de la courbure de g puisqu’on suppose maintenant,

K (g) < O.

LE PLONGEMENT ISOMETRIQUE CHERCHE. — Nous cherchons une condition nécessaire et
suffisante sur (D, g), garante de I’existence d’un plongement isométrique de classe C* (D)
allant de (D, g) dans M, I’espace-temps de Minkowski de dimension trois de signature
(+, +, —), tel qu’il existe un référentiel de Lorentz dans lequel I'image de I' soit
constituée d’événements simultanés.

LA METHODE DE WEINGARTEN GLOBALE. — Soit t une fonction définissante pour (D, g)
(au sens de la section I), posons,

G*(g, t):=g+dt ® dt.

G* (g, t) est une métrique riemannienne sur D de classe C*~!*(D) pour laquelle ¢ est
encore strictement convexe, d’aprés la formule aisément établie,

Hessg. (£)=[1+]|dt|2]~* Hess, (¢).

Suivant I'idée de Weigarten [Wei), la recherche d’un plongement isométrique de (D, g)
dans M se raméne donc, grace au théoréme 1, a celle d’une fonction t définissante pour
(D, g) et telle que G*(g, t) soit plate. D’aprés le calcul de [Aul] (troisiéme équation de
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la p. 387), en y posant f=t, g'=G*(g, t) et n=2: G*(g, t) est plate si et seulement si,

(7 W*(g, )=—-K()

W* (g, O):=[1+|dt|2]~* dét (t)).

UNE CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE D’EXISTENCE DU PLONGEMENT CHERCHE. — (D, g)
strictement convexe de courbure négative est dite « ajustée », s’il existe une fonction
définissante pour (D, g) et telle que,

e* (g, ) =infp {W*(g, V)[-K @] '} 2 L

Cette définition est encore naturelle et invariante d’échelle. Géométriquement, €* (g, ) = 1
signifie que G*(g, V) est & courbure non-négative.

THEOREME 4. — Soit (D, g) vérifiant les hypothéses précédentes. Le plongement isométri-
que cherché existe si et seulement si (D, g) est ajustée. En outre, ce plongement est rigide.

V. La preuve du théoréme

NECESSITE DE L’AJUSTEMENT. — Supposons le plongement cherché, réalisé. Soit (x, y, t)
les coordonnées d’espace-temps dans un référentiel de Lorentz de M pour lequel I'image
de I est dans le plan {t=0}. g étant définie positive, 'image de D est une surface a bord
dans M, de genre « espace ». Elle est donc globalement représentable comme un graphe
de la forme,

t=T(x, y)

pour une fonction T de classe C** définie sur un fermé strictement convexe de classe
Ck* de {t=0}, le module de dT (pour la métrique euclidienne induite sur {t=0} par la
pseudo-métrique de M) étant nécessairement strictement inférieur a un.

Dés lors, I’ajustement de (D, g) est bien nécessaire car T et (—T) sont solutions de (7)
et 'une d’elles est nécessairement définissante (analogue facile du lemme 1). W

RIGIDITE DU PLONGEMENT. — D’aprés ’expression de la différentielle partielle de W*
par rapport a t [cf. infra, dN* (t)], qui est elliptique, et d’aprés le Principe du Maximum
[Au2] (p. 97), il existe au plus une solution définissante pour (D, g) de I’équation (7).

Ce résultat joint aux considérations de I’alinéa précédent montre que le plongement
cherché, s’il existe, est entierement déterminé par le choix du plan de genre espace dans
M contenant I'image de I'. H

SUFFISANCE DE L’AJUSTEMENT. — Supposons (D, g) ajustée. Grace a la méthode de
Weingarten globale nous devons seulement montrer I'existence d’une solution de (7)
définissante pour (D, g).
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Notons [D, g]* * 'ouvert de ’espace de Banach C% *(D) (cf. I1.4) constitué des fonctions
définissantes pour (D, g). g étant fixée, notons,

N*: [D, g]**— C"2*(D)
I'opérateur défini par,
N*:=LogW*(g, .).
L’expression locale de sa différentielle en ¢ s’écrit,
dN* (1) (5t) = {7 (8t),;— 2[1 +| dt |21~ * £ (8¢),}

(en conservant les notations de la 1° partie, les normes s’entendant désormais dans la
métrique g). N* est donc elliptique sur [D, g]** et localement inversible. Nous devons
prouver que son image contient —K (g). A cet effet, nous emploierons encore la méthode
de continuité.

(D, g) étant ajustée, il existe Y e[D, g]** sous-solution de ’équation (7). Fixons pareille
\r et considérons, pour se[0, 1], la famille de problémes de Dirichlet,

(7.5) N*(t)=Log[-sK (@) +(1—s)W*(g, ¥)].

Raisonnant comme dans la premiére partie, nous savons ramener la résolution de (7)
dans [D, g]** a I’estimation a priori uniforme de |Hess (t)| pour ¢ solution de (7.s); cette
estimation fait I’objet de la section VI.

Remarque. — G* (g, t) étant identiquement définie positive, nous n’avons plus a vérifier
'analogue de III.4; en revanche [D, g]*® n’est pas, comme A** (voir III-1), dans un
borné de C! (D). L’hypothése d’ajustement sur (D, g) devra intervenir ici dés l'estimation
a priori C! (D).

VI. Les estimations a priori

Fixons t (donc se[0, 1]) solution de (7.s) et notons, pour abréger, F* le membre de
droite de I'équation (7.s).

L'estiMATION C! (D). — D’une part, t étant strictement convexe sur (D, g), nous savons
(cf. 1II-1) que |dt| atteint son maximum absolu sur I'. D’autre part, | est sous-solution
de (7.s) pour tout se[0, 1], et il existe Be]O, 1[ tel que (BY¥) soit sur-solution de (7.s)
pour tout se[0, 1]. Enfin, d’aprés le lemme de Hopf [G-T] (p. 34), en notant n le champ
de normales unitaires sortantes sur I" associé a g,

Bdy(n) = dt(n) = dy(n).

Comme sur I, t=0 et dt (n) = |dt|, Pestimation a priori de t dans C! (D) est acquise. W
L’estiMATION C?(D). — L’estimation a priori de | Hess (t)| sur I" est tout a fait analogue
a celle de la section IIL.3. Nous ne I'exposerons donc pas et nous nous concentrerons
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plutdt sur la réduction de I'estimation globale de |Hess (t)| a celle sur I', qui elle différe
de la réduction opérée section III.2 & cause du signe de la courbure de g.

Nous devons considérer la fonctionnelle,
B*(¢): =Log(—At)+(C/2)|dt|*+CC’ ¥

C et C’ désignant des constantes positives uniformes a préciser. Un calcul de routine
utilisant I’équation (7.s) dérivée une fois montre que,
(— At t9BE =1 (— Af),;— (—Ar) =1 £ (Af); (Av),
+C(A)?+C(—ANE[FF+2(1+|de|H) 1 e,
+C(—A) (" * R+ C V)
et malgré le signe négatif de K (g), ¥ étant strictement convexe sur D, nous pouvons
choisir C’ > 0 uniforme telle que la derniére ligne de cette équation soit une expression

non-négative (c’est pour cela que nous avons di modifier la fonctionelle B en B*). C’ est
désormais fixée.

Supposons que B*(t) atteigne son maximum absolu en un point intérieur PeQ et
écrivons,
’ (—At)t"BX(P) < 0.
Calculons ¢ (—At);;, en appliquant le Laplacien & (7.s) et en utilisant la courbure de g
pour permuter 'ordre des dérivations, et tenons compte en P de ’équation dB*(P)=0,
nous obtenons I'inégalité correspondant a (4). Elle commence par la méme différence de
carrés de dérivées troisiémes, a présent minorée en P par,
—2CHHR;—2CC iy, Ry
Nous aboutissons a I'inégalité suivante, en P, écrite en regroupant les termes de méme
ordre,
02 C(AD*+ Btk RE;+2(1+|de|) M f (ti—21 1 1)]
+C(—A)FFF—2CC [t Y, Ry +(— A (1 +]|de [~ ]
—AF*—2Ct¢Ry;
Il existe donc une constante uniforme C” > 0 telle qu’en P,
0= (A)*(C—C)+C(1+C)C’At—(1+C)C".

En choisissant: C=C""+1, nous pouvons estimer uniformément |Hess ) (P) | puis le
maximum absolu de lHess (t)l sur D en raisonnant comme en IIL.2.
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