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MODULRAUME HOLOMORPHER ABBILDUNGEN
AUF KONKAVEN KOMPLEXEN RAUMEN

VonN SiEGMUND KOSAREW

Einleitung

Sind X und Y komplexe Riume, so ist die Menge Hom (X, Y) aller holomorphen
Abbildungen von X nach Y fiir kompaktes X in natiirlicher Weise ein komplexer Raum.
Ist X beliebig, so ist dies im allgemeinen falsch, wie einfache Beispiele zeigen. Fiir
konkaves X trigt jedoch Hom (X, Y) wiederum eine komplexe Struktur. Dies soll in
der vorliegenden Arbeit gezeigt werden und zwar gleich in einer relativen Situation, d. h.
fiir eine konkave Abbildung X — S komplexer Rdume. Die Losung des Problems benutzt
entscheidend die Technik der banachanalytischen Rdume sowie Darstellbarkeitsaussagen
fiir lokale Hom-Funktoren von Pourcin, [Pou], Théoréme (5. 12), und ferner eine genaue
Untersuchung des Hom-Funktors in der Ndhe von konkaven Randpunkten. Hierzu
miissen bekannte Verschwindungsaussagen in Umgebung solcher Randpunkte auf den
Fall mit zusdtzlichem banachanalytischen Parameter verallgemeinert werden.

Man 16st das Modulproblem zunéchst fiir Raumkeime S und relativ kompakte g-kon-
kave Teilmengen in der ausgezeichneten Faser. Die Globalisierung in S erfolgt dann
mit Hilfe eines allgemeinen Darstellbarkeitskriteriums von Schuster/Vogt [S-V]. Auf
Anwendungen der Hauptresultate, wie z. B. auf das formale Prinzip, soll in einer anderen
Arbeit eingegangen werden.

Komplexe Raume werden im folgenden als separiert mit abzéhlbarer Topologie voraus-
gesetzt.

1. Funktoren holomorpher Abbildungen

Seien f: X > S und g: Y - S zwei holomorphe Abbildungen komplexer Rdume und
A =X eine abgeschlossene Teilmenge. Wir definieren dann folgenden kontravarianten
Funktor auf der Kategorie (An/S), der komplexen Rdume iiber S. Fiir einen Raum T
aus (An/S) sei

(1.1 Hy, A)/S, Y/S(T) : =Homq((Xr, Ay), Yy)= ll_m_’ Hom (U, Yy)

U>AT
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286 S. KOSAREW

wobei X1 =T x¢X, Ar=T x A und der Limes iiber alle offenen Umgebungen U von A
in X; genommen wird. Im Falle A=X ist obiger Funktor der iibliche Hom-Funktor
Homg (X, Y). Ist B< A eine abgeschlossene Teilmenge, so hat man eine natiirliche Trans-
formation Hx 4ys, vis = Hx, Bys, vis » die durch die Einschridnkung induziert ist. Man
verifiziert leicht, daf der Funktor Hx ,s, v/s von lokaler Natur ist, d. h. fiir jeden Raum
T iiber S und T’ T offen ist die Zuordnung T'+—Hx 45, v;s(T") eine Garbe auf T.

Sei seS ein Punkt. Wir erhalten dann durch

(1.2) T—Homy ((Xr, Ay, Y1)

einen kontravarianten Funktor auf der Kategorie (Gan/(S, s)), der komplexen Raumkeime
tber (S, s), den wir mit Hx A s, 5, v/s, s Dezeichnen. Ist (T, ¢) ein Raumkeim aus
(Gan/(S, s)), so hat man eine kanonische Abbildung

(1 . 3) __lln__l_) H(X, A)/S, Y/S (U) - H(X, Ag)/(S, s), Y/S, s) ((Ta t)),
UcT,
teU

wobei der Limes liber alle offenen Umgebungen U von ¢ in T genommen wird. Liegt A
eigentlich iiber S, so ist (1.3) bijektiv.

2. Formulierung der Aussagen

Zu den verwendeten Bezeichnungsweisen siehe Abschnitt 4.

(2.1) THEOREM. — Sei f: X — S eine flache q-konkave Abbildung komplexer Rdume
mit Ausschopfungsfunktion @ und Ausnahmemge K. Sei c ein zuldssiger Wert von ¢ und
A : =B_.Gilt dann q+1<min{Tiefe(Ox |(A,;\K)) : s€S}, so ist fiir jeden komplexen
Raum Y — S tiber S der Funktor Hx ays, v;s auf (An/S) darstellbar.

Es gilt ferner die folgende lokale Version.

(2.2) TueorReEM. — Sei S=(S, 0) ein komplexer Raumkeim, f: X — S eine flache holo-
morphe Abbildung mit ausgezeichneter g-konkaver Faser X, und Ausschopfungsfunktion @
mit Ausnahmemenge K. Sei ¢ ein zuldssiger Wert von ¢ und A : =B, oder A=X,. Gilt
dann q+1<Tiefe(0x0|(A\K)), so ist fiir jeden Raum Y — S iiber S und jedes h aus
Hom ((Xq, A), Y,) der Funktor.

T Hom;((X, A), Yy)°

auf der Kategorie (Gan/S) darstellbar. Hierbei ist Homy (X, A), Y1)° definitionsgemdp
die Faser der kanonischen Abbildung

Homy ((Xr, A), Yr) - Hom ((X,, A), Y)

in h.
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MODULRAUME HOLOMORPHER ABBILDUNGEN 287

Wir werden zunichst die Aussage (2.2) beweisen und dann anhand eines allgemeinen
Kriteriums von Schuster/Vogt [S-V] das Theorem (2. 1) hieraus folgern [man vergleiche
hierzu auch das Darstellbarkeitskriterium aus [F1] (9. 1)].

3. Der Tangentialraum des Hom-Funktors

Sei zundchst F : (An/S) —» (Mengen) ein kontravarianter Funktor, T ein Raum aus
(An/S) und T[.#] die triviale Erweiterung von T durch den kohidrenten Or-Modul .#.
Fiir ein Element a aus F(T) bezeichnen wir dann mit Df (.#) die Menge aller a’ aus
F (T [#]) mit Bild a unter der Abbildung F (T [.#]) — F(T).

(3.1) ProprosiTiON. — Seien f: X - S und g : Y — S holomorphe Abbildungen komple-
xer Raume und F : =H s, ys fiir eine abgeschlossene Teilmenge A von X. Mit den
obigen Bezeichnungen gilt dann

Dy (#)=T (A, éfom@xT(a* Qv (fr)* M)

wobei a aus F(T)=Hom((X1, Ap), Y1) sei.

Beweis. — Wir diirfen ohne Einschrinkung T=S und A=X annehmen. Dann ist
Df (.#) die Menge aller a’ aus Homg (X [f* .#], Y [g* #]) mit Bild a in Homg(X, Y).
Dies ist also gerade die Menge aller Og[.#]-Algebrahomomorphismen
o Oylg* A ax (Ox[f* #]), die das Diagramm

Oylg* M > ax (Ox [f* M)
! !
Oy - ax Oy

kommutativ machen, wobei Oy — ax O der durch a : X — Y induzierte Pfeil ist. Offenbar
identifiziert sich diese Menge mit

Dery (Oy, axf* #)=Homg, (a* Qys, f* ).

Dies zeigt die Behauptung.

(3.2) Bemerkung. — In der Situation von (3.1) sei T={s} ein Punkt in S und X, sei
g-konkav mit Ausschopfungsfunktion ¢ und Ausnahmemenge K. Sei ¢ ein zuldssiger
Wert von ¢ und A =B, oder A=X,. Es gelte g <Tiefe (0x, [(AN\K)). Istdanna: X, > Y,
eine holomorphe Abbildung und Y, glatt, so ist

DE(C)=T (A, Home, (a*Qy, Ox))

ein endlichdimensionaler C-Vektorraum.

Der Beweis folgt sofort aus dem Endlichkeitssatz von Andreotti-Grauert [An-Gr]
Théoréme 14.
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288 S. KOSAREW

4. g-konkave Riume und Abbildungen

(4.0) Sei f: X - S eine holomorphe Abbildung komplexer Rdume. Mit &x bzw. €y
bezeichnen wir die Garbe der reellwertigen differenzierbaren bzw. stetigen Funktionen
auf X (welche i. a. nicht reduziert sind). Ist ¢ ein Schnitt aus I'(X, &), so 14pt sich die
Leviform Ly(@)=idxs0xs(9) von ¢ als eine hermitesche Form auf dem relativen
Tangentialraum T (X/S) > X von X iiber S auffassen. Wir nennen ¢ im Punkt xeX
g-konkav bzgl. f, wenn Ly (@) auf T(X/S), mindestens dim¢ T(X/S),—q+1 negative
Eigenwerte besitzt. Einen Schnitt ¢ ausI'(X, ¥x) nennen wir eine Ausschépfungsfunktion
von X/S, wenn folgendes gilt: Es gibt eine eigentlich liber S liegende abgeschlossene
Teilmenge K in X und ein cx€R, so dap fiir B, : ={xeX : ¢(x)<c}, ceR, die Inklusion
K =B, erfiillt ist, und fiir ¢ mit cx <c<sup{@(x): xeX } die Menge B, eigentlich iiber
S liegt. Uberdies gebe es ein @ aus'(X\ K, &) mit Bild ¢ in T'(X\K, ). Wir
nennen K Ausnahmemenge von ¢ und c« Ausnahmekonstante.  Jedes c¢ mit
cx<c<sup{@(x): xeX} heiPe zuldssig.

(4.1) Sei f: X —» S eine holomorphe Abbildung und g aus N\{0}. Wir nennen f
g-konkav, wenn es eine Ausschopfungsfunktion @ von X/S gibt, so daB mit den eben
eingefiithrten Bezeichnungen ® in jedem Punkt aus X\ K g-konkav bzgl. f ist. Ferner
besitze die Einschrinkung @, von ® auf X \K; fir jeden Punkt seS keine lokalen
Minima. In diesem Fall gilt dann B,={xeX : ¢(x)<c} fir jedes zuléssige c.

Sei X ein komplexer Raum. Wir nennen dann X g-konkav, falls die Strukturabbildung
X — Spec(C) g-konkav ist.

(4.2) Bemerkung. — Sei f: X — S eine g-konkave Abbildung und T — S ein Raum
iiber S. Dann ist auch der Basiswechsel f; : X1 — T eine g-konkave Abbildung.

5. Relative Polyeder, kleine Morphismen

(5.1) Sei f: X > S eine holomorphe Abbildung komplexer Ridume. Unter einem
relativen Polyeder fiir f verstehen wir eine abgeschlossene S-Einbettung i: U — S’ x D,
wobei UcX und S’ =S offene Teilmengen sind und D ein offener beschriankter Polyzylin-
der in einem C" ist. Ferner gebe es eine holomorphe Abbildung v : S’ x D — C™ fiir ein
m=0 mit i(U)y=0v"1(0). Unter einem relativ abgeschlossenen Polyeder X’ in X bzgl. f
und i verstehen wir eine abgeschlossene (nicht notwendig konzentrische) Schrumpfung K
von D, so dap X'=i"1(S' xK) ist.

(5.2) Seif: X —>Y ein S-Morphismus komplexer Rdume und (X;); ., eine Famille von
Teilmengen von X. Wir nennen f klein bzgl. (X,);., , falls jedes f(X;) in einem relativen
Polyeder fiir Y — S enthalten ist.

Seien fi, ..., f, : X =Y endlich viele S-Nforphismen und X’ =X eine relativkompakte
Teilmenge. Dann gibt es beliebig feine endliche Familien (X;);.; von offenen Teilmengen
von X mit X< U X;, so dap f; klein bzgl. (X)), ist fiir 1 <j<k.

iel
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MODULRAUME HOLOMORPHER ABBILDUNGEN 289

Der Begriff des relativen Polyeders und der Kleinheit 14t sich sofort auf den Fall
endlich prdsentierbarer banachanalytischer Riume X — S iiber S verallgemeinern (vgl.
[Pou] Définition 5. 1).

6. Panzerungen g-konkaver Riume und Abbildungen

(6.1) Sei Z ein g-konkaver Raum mit Ausschopfungsfunktion ¢ und Ausnahmemenge
K. Ferner sei ¢ ein zuldssiger Wert von @ und A : =B, Wir nehmen an, daBg<

Tiefe (0| (AN\K)) gilt. Unter einer Panzerung Q von A verstehen wir dann die Vorgabe
der folgenden Daten.

(i) Gegeben ist eine endliche Famille ¢, : U; » D, iely, von Polyedern in Z und
kompakte konzentrische Schrumpfungen K; < <K, von D;. Es sei

Z:=¢;"(K),  Zi: =¢;'(K)
und

Z;: =9, (KD,  Zi: =97 (K}
sowie

N o={(i, Hel*: Uij=UiﬂUj¢Q}.

(i) Gegeben sind Polyeder ¢;;: U;—»D;; fir (i, )eA’, mit D;;=D;xD; und
Qi;i=@; X Q;.

(ii) Fur jedes (i, j) aus A" ist eine endliche Familie (K;j),c s, von (nicht notwendig
konzentrischen) Schrumpfungen von D; gegeben, so dap fir
Z,: =‘Pi;1 (Kijes Zija D=5t (Kiju) gilt

(a) Ac U Z. ‘

ielg

® ANZNZ<c U Zpc U Zucn,

a€ Ajj a€Ajj
fiir alle (i, j)e A"
Desweiteren setzen wir Q;: =ANZ, Q: =ANZ; und Q;,: =ANZy,

(6.2) Sei Q eine Panzerung von A. Wir nennen Q privilegiert, falls alle K;, K und
alle K;;, privilegiert fiir 0, im Sinne von Douady (vgl. [Dou,] Déf. 1, p. 54) sind. Die
Eigenschaft “privilegiert” bezieht sich dabei jeweils auf die Einbettungen @; bzw. @;;.
Man beachte, daP es stets beliebig feine privilegierte Panzerungen von A gibt.

(6.3) Sei Q eine Panzerung von A. Wir nennen Q eine gute Panzerung, falls alle
Beschrankungsabbildungen

F(Zi’ 07) - T(Q; Oy,
F(Ziju’ 0y —’F(Qija’ 0y
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290 S. KOSAREW

bijektiv sind. Wegen der gemachten Tiefenbedingung gibt es nach [An-Gr], Beweis von
Proposition 12, stets gute Panzerungen fiir A, die aber nicht notwendig gleichzeitig als
privilegiert angenommen werden kénnen.

(6.4) Sei Q eine Panzerung von A. Unter einer Schrumpfung Q von Q verstehen wir

~

eine Panzerung Q=(Q, @, Qi K;, K}, &, $;) von A mit den Eigenschaften
(a) I§=Ig, (‘Bi:(pi, 6ij=¢ij'
(b) K, bzw. K; ist eine konzentrische Schrumpfung von K; bzw. K.
(¢) Man hat eine Abbildung t: A;; > A,; mit

Ki,cK

ijo ijt (a)

fir (i, e N

Man zeigt nun leicht folgende Aussage

(6.5) LEMMA. — Seien Z, A und q wie oben und Y ein komplexer Raum sowie fi, . . ., f;
aus Hom((Z, A), Y). Dann gibt es beliebig feine Panzerungen Q>> Q o> §_ von A mit
den Eigenschaften

(1) f1 - -, fi sind (Q); r-klein (kurz Q-klein),
(2) Qund Q sind gut,
3) Q ist privilegiert.

(6.6) Sei S=(S, 0) ein banachanalytischer Raumkeim und f: X — S ein relativ endlich-
prasentierbarer Morphismus banachanalytischer Rdume mit ausgezeichneter g-konkaver
Faser Z=f"1(0). Ferner seien A und g wie in (6.1). Unter einer Panzerung
Q von (f, A) verstehen wir eine Panzerung Q von Z, deren Einbettungsabbildungen o;
und @;; durch relative Polyeder ®; und @;; von f induziert sind. Offenbar gibt es stets
beliebig feine Panzerungen Q von (f, A). Ist S endlichdimensional, so 14t sich jede
Panzerung von A nach eventuellem Schrumpfen als Panzerung von ( f; A) auffassen.

Sei Q eine Panzerung von (f; A). Wir sagen, dap Q privilegiert ist, falls fein anaflacher
Morphismus (vgl. [Dou,] IT.2) und Q eine privilegierte Panzerung von A ist. Ferner
heifle Q eine gute Panzerung fiir (f; A), falls [mit den Bezeichnungen von (6. 1)] fir jeden
banachanalytischen Raumkeim T — S iiber S alle Beschrdnkungsabbildungen

rz, @XT) - T'(Q, Ox,),

r(zijw @XT) - 1-N(Qijw 0)(1-)

bijektiv sind.

Die Existenz privilegierter Panzerungen fiir ( f, A) ist damit fiir anaflaches f klar. Aus
Abschnitt 7 folgt auch fiir solche f die Existenz beliebig feiner guter Panzerungen, falls
iiberdies g+ 1 <Tiefe (0] (AN\K)) gilt.
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Sei f: X — S eine g-konkave holomorphe Abbildung komplexer Rdume, A =B, fir ein
zuldssiges ¢ [vgl. (4.0)] und s ein Punkt von S. Ferner sei Q eine Panzerung von (f, A))
mit zugehdrigen relativen Polyedern @, : U; » S’ xD,, ®;;: U;; —» S’ xD;;, wobei S’ eine
offene Umgebung von s in S ist. Wir setzen dann

Qs : =AN® (S xK) und Qijus - =AND; (S xKj).
Fiir einen banachanalytischen Raum T iiber S’ sei
Qr: =TxsQs und Qijar * =T X g Qyjos-

Wir nennen Q auch eine Panzerung der globalen holomorphen Abbildung f.

7. Kohomologie in Umgebung konkaver Randpunkte

Die bekannten Verschwindungsaussagen fiir die Kohomologie in Umgebung von kon-
kaven Randpunkten (siehe [An-Gr] Proposition 12, [Ra] Lemme 1.3.11) sollen hier auf
den Fall mit banachanalytischem Parameter verallgemeinert werden. Dazu sind einige
Vorbetrachtungen nétig.

(7.1) Sei Ve =C" eine relativ kompakte offene Menge. Dann bezeichnen wir mit
I,(V) bzw. B(V) die Menge der quadratintegrierbaren holomorphen Funktion auf V
bzw. die Menge der stetigen Funktionen auf V, die auf V holomorph sind.

Sei U=(U));., eine endliche Familie offener bzw. abgeschlossener Polyzylinder im C”
und ¥ = 0% eine freie Garbe. Dann sei C, (U, £) bzw. C; (U, %) der Cech-Komplex
der quadratintegrierbaren bzw. beschrinkten Koketten auf U, d. h.

Cf,(l(, &)= l_[ Fh(Ui
(TR A TS

Gu = [l B

rt+i

Z), bzw.

0---Ip?

Z).

iQ...ip*
(iQs s i) €

Wir setzen
Z;‘ (u, g) : =Kern (ach , _g’))s
B,(U, &) : =Bild(3¢, u, «)-

Entsprechend seien Z,(UY, ¥) und B, (U, ¥) erklart. Man beachte, dap
(CL(U, &), §) bzw. (C, (U, £), ) ein Komplex von Hilbert-bzw. Banachriumen ist.
Seien U=(U)); ., und B=(V));.; Familien von offenen (bzw. abgeschlossenen) Mengen
im C". Wir schreiben dann B <Y, falls J=I und V,cU, gilt fir alle icl. Ferner sei
|U|: =UU;und W : =(1),.,. Ist B<U erfiillt, so hat man den Beschrinkungshomo-
iel

morphismus BY : (C' (YU, &), 8) - (C (B, &), J).

(7.2) LEmMA. — Sei G =C" eine offene relativ kompakte Teilmenge und B <U zwei
endliche Familien kompakter Polyzylinder mit |B| cGc|U| sowie £ =0k eine freie
Garbe. Dann gilt
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292 S. KOSAREW

1. Ist r=1 und H'(G, Ocn) separiert, so gibt es eine stetige C-lineare Abbildung
v: By (U, L) > C," (B, &), welche das Diagramm

B, (Y4, £)

U
v BB

(B, ¥ B, (B, &)

8

kommutativ macht.
2. Ist r21 und H' (G, Ocn)=0, so gibt es eine stetige C-lineare Abbildung
w:Zy(U, L) - C,~ (B, &), welche das Diagramm

Z, £)

U
w Bn

C, (B, 9 Z,(3B, &)

kommutativ macht.

3. Ist r=0 und H'(G, Ogn) separiert, so gibt es eine stetige C-lineare Abbildung
p:C(U, &) - By(B, &¥) mit p]B{,(lI, #)=PB%. Hierbei ist BY(—, —)=Z(—,—) zu
setzen.

4. Seir=0. Dann gibt es eine stetige C-lineare Abbildung
q: G, £)->Z;(B, 2)

mit q| Zj(1, &) =P

(7.3) Bemerkung. — Die analoge Aussage des Lemmas ist auch im Kontext der
quadratintegrierbaren Koketten giiltig.

Beweis von (7.2). — Wir fixieren zunichst eine Verdickung I von B mit B<W< U
und ||<=G. Es sei U (und damit auch B und W) durch I indiziert. Wir fiillen I8 zu
einer abzihlbaren Familie f8 von kompakten Polyzylindern im C" auf mit Indexmenge

J=IUT und |$B|=|9B8|=G. Sei t:J -1 eine Verfeinerungsabbildung mit t|I: =id,

und W,;cU,, fiir alle j. Der Cech-Korandoperator & : C"~! ({8, £) » Z" (B, &) hat
im Falle (1) abgeschlossenes Bild und ist im Falle (2) surjektiv, in beiden Situationen
also eine offene Abbildung auf das Bild. Wir verifizieren hier die Aussage (1), wobei (2)
genauso bewiesen wird.
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MODULRAUME HOLOMORPHER ABBILDUNGEN 293
Wir haben einen stetigen C-linearen Komplexhomomorphismus

p: C (SIOB, &) - C, (B, &)

mit p(n)aom%=nao“_%|Vuomas. Sei B die offene Einheitskugel in C,™! (B, #). Dann ist
p~1(B) offen in C"1 (M, #) und §(p ! (B)) offen in B" (MW, #). Fiir £>0 setzen wir
A, ={EeB,(U, &) : ||E|lu<e}

Somit gibt es ein £>0 mit ﬁ:@ﬁ(Ae) <d(p~1(B)), wobei

B B, (U, &) - B (i?B, £)

B &

durch t induziert ist.
Sei also & aus By (¥, %) und teR, , mit ||¢&||,<e fir obiges & Es gibt dann ein

aus p~1(B) mit B:%(t&)=8(ﬁ). Also ist

BE(18)=(pB2) (18)=(p8) () =38 (p ()

mit || p(n) ||y <& Hieraus folgt die folgende Aussage:

(¥) Es gibt eine Konstante C>0 und zu jedem & aus B}, (U, £) ein 1 aus Cy” (B, &)
mit By (8)=>5n und || |lg <CI|€ |l

Wir zeigen nun die Behauptung (1). Sei dazu eine Kette B<IW<U gegeben mit
|QB|3G und so dap fiir das Paar (B, B) die Aussage (¥) gilt. Nun ist die Beschrin-
kungsabbildung

Bm: B (U, £) - B (W, L)

nuklear. Dies folgt aus der Nuklearitdt der Beschrankung B (K) — B(K") fiir Polyzylinder
K’cK und [Pie] 3.2.7, 3.3.2. Wir konnen also schreiben

Bn(¥)= 2 Am()Epm

meN

wobei die A, stetige Linearformen auf B (U, ¥) und die £, aus B} (W, ¥) sind und
obige Summe absolut konvergiert. Wir wihlen m,, aus C;~* (B, %) mit By (§,)=0n,,
und || M, |le SC|| & ||an filir alle m. Setzen wir nun

p(x): =3 A (¥) Ny

meN

soist v : By(U, L) » C;~ (B, &) eine stetige C-lineare Abbildung mit By =8v. Dies zeigt
die Behauptung (1).

Zu (3). Seien I und B wie zu Anfang des Beweises von (1) und

q: Cy(, #) > B, (X, &)
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die orthogonale Projektion. Da B'(B, #) abgeschlossen in C"(IB, &) ist, gilt
BE';(B;' (&, £) B (B, &). Sei p die Komposition der kanonischen Abbildungen

G, 2) -G, 2) 5B, 2) 5B @, 2) - B(S, 2).

Danﬂ hat p die gewiinschte Eigenschaft.
Zu (4). Dies wird genauso wie (3) beweisen. Man beachte, dap Z} U, &) ein
abgeschlossener Unterraum von C},(f(, Z) ist.

Gegeben sei das folgende kommutative Diagramm in der Kategorie der Banachriume
iber C

0 70 ———C° -~ C!
pZ 8o pt i
0 L ZO/ v CO/ ¥ - Cl'
BZ’ BO' Bl’
i 8 .,
0 ZON CO// Cl

wobei die Zeilen exakt sind. Es sei
B! : =Bild (d), BY : =Bild(d) und B! =Bild (8").

(7.4) LEMMA. — Sei S=(S, 0) ein banachanalytischer Raumkeim. Dann gilt
1. Gibt es eine stetige C-lineare Abbildung p°® : C° — Z° mit p®i=PZ, so folgt

Hom (S, p%) [Kern(Hom(S, i))]=0.

2. Gibt es stetige C-lineare Abbildungen p':C' ->B' und «:B' - C% mit
p'|B!'=p'|B! und §” a=B"|B", so folgt

Hom (S, % B%) [Kern (Hom (S, 8))] < Bild (Hom (S, i"")).

Beweis. — Wir diirfen annehmen, dap S durch ein Modell f: (E, 0) — (F, 0) gegeben
wird, wobei E und F Banachriume sind und S=f~1!(0) ist.

Zu (1). Sei ¢ aus Kern(Hom (S, i)) vorgegeben. Wir reprasentieren ¢ durch eine
holomorphe Abbildung ® : (E, 0) > Z°. Nach Voraussetzung gibt es ein A aus
Hom ((E, 0), L(F, C°%) mit i®=A.f. Sei A’ die Komposition von A mit L(F, p°). Dann
gilt BZ®=p®i®=1". f und damit p*®|S=0. Dies zeigt (1).

Zu (2). Gegeben sei eine holomorphe Abbildung S — C° reprisentiert durch
® : (E, 0) » C° so daP es ein A aus Hom((E, 0), L(F, C')) gibt mit 3®=\.f. Sei A’ die

4¢ SERIE — TOME 20 — 1987 — N° 3



MODULRAUME HOLOMORPHER ABBILDUNGEN 295

Komposition von A mit L(F, ap'). Dann gilt

N.f=apld®=apl6®=ad B°D®

und { : =B —ad’ : C” — C® faktorisiert iiber Z°” wegen

5//C= 8// BO/ _8// a8/= 8// BO/_ Bl/ 8/=O.

Insgesamt erhilt man
V. f=ad BP=(B"—{)B° =B p*©—(B° .

Dies bedeutet B B® @ |S={B° @[S, was die Behauptung (2) liefert.

(7.5) Sei V —=C" offen. Die Auswertungsabbildung x : B(V)xV>C, (f, 2)—~f (2)
ist dann holomorph, vgl. [Dou,] 5.2. Fiir jeden banachanalytischen Raum S bekommen
wir daher durch Komposition mit k eine kanonische Abbildung

Hom(S, B(V)) > Hom(SxV, C)=I'(SxV, Og, ),

a—a=x(axidy).

Sei Q=C” ein Kompaktum und S=(S, 0) ein banachanalytischer Raumkeim. Dann
erhalten wir mittels x eine kanonische C-lineare Abbildung

O o ErgHom(S, B(V)) > T ({0} xQ, Og,en),

vV=Q

wobei der Limes iiber alle offenen relativ kompakten Umgebungen V von Q genommen
wird.

(7.6) ProrosITION. — Mit den Bezeichnungen von (7.5) gilt
1. ® g ist stets injektiv.

2. Besitzt Q ein Fundamentalsystem (V,),.x von offenen Umgebungen derart,
daB H'(V,, Ocn) separiert ist, so ist @, o bijektiv.

3. Ist S endlichdimensional, so ist ®g , stets bijektiv.
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Beweis. — Zu (1). Wir betrachten das kanonische kommutative Diagramm

lim_Hom (S, B(V)) >2 T({0}xQ, Og,en)
v=Q
¥s, @
[] lim Hom(S, B(K)) [TT{O0}x{x}, Ogxcn)
xeQ K, Nos, (x) xeQ

o
xeK

Nach [Dou,] 5.2 ist @ (,, bijektiv. Somit geniigt es fiir die Injektivitit von @5
diejenige von ¥ , zu verifizieren. Sei also ¢ aus Hom (S, B(V)) mit ¥ o(9)=0. Dann
gibt es eine endliche Familie % =(K,),.;, von Polyzylindern im C" mit

QCIJ? |C| X |V, so dap alle Kompositionen S 3 B(V) - B(K,) null sind. Sei 4" <A
eine Schrumpfung von # mit Qc|A’| und C:=C,(X, Ocr) sowie
C”: =C,(X", Ocn). Dann ist wegen (7.2) (3) mit r=0 die Voraussetzung in (7.4) (1)
erfilt. ~ Ist nun V'cC" offen mit QcVcc|xX’|, so ist die Komposition
S — B(V) - B(V’) der Nullmorphismus.

Zu (2). Nach (1) geniigt es die Surjektivitit von ®g o zu zeigen. Sei also a aus
L({0} xV, Ogycn) mit Qc'V gegeben. Wegen der Bijektivitdt der @, (., gibt es endliche
Familien /"' <X’ < von Polyzylindern im C" und g; aus Hom (S, B(K,)) mit

(i) Q<A
(i) a;=a|{0} xK, fir alle iel,

el eV,

sowie offene Umgebungen W und W’ von Q mit
(iii) |
(iv) HY (W, Ocn) und H' (W', Ocn) sind separiert.

cW’cl.}i”

chl.)if

’

Wir setzen C' : =C, (X", Ocn), C”: =Cp (A7, OcN) sowie C”: =Cp(A", Ocn). Die
Voraussetzung von Lemma (7.4) (2) ist dann erfiillt. Dies folgt aus (7.2) (3) mit r=1
und (7.2) (1) mit r=1. Wegen (1) darf man Hom (S, 9) [(a;);.]=0 annehmen. Also

gibt es einen Morphismus S'—v>Z°”, dessen Komposition mit Z°” — B(K]) gerade

s3B(K) - B(K}) ist. IstV”<C" offen mit Q= V"= = | #"”’|, so hat man eine kanoni-
sche C-lineare Abbildung yx:Z° - B(V”). Die Komposition yx¢ hat dann die
gewiinschte Eigenschaft, d. h. @5 o(x¢)=a.
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Zu (3). Sind S’ bzw. V offene Umgebungen von 0€S bzw. Q, so gilt

T(S' %V, 05, N)=T(S, Og) ®cT(V, Ocr)=Hom(S’, T(V, Ogn)),

woraus sofort die Bijektivitdt von @5 4, folgt.

(7.7) KoroLLAR. — Seien QcPcC" Kompakta mit folgender Eigenschaft: Es gibt
Fundamentalsysteme (V,), .z, (W) cr Offener Umgebungen von Q bzw. P mit V,cW,, so
dap gilt

1. Die Beschrinkungsabbildung
IT'(W,, Ocn) > T (V,, Ocn)
ist bijektiv fiir alle aeR.
2. HY(W,, Ocn) und H* (V,, Ocn) sind separiert fiir alle a.€R.

Dann ist fiir jeden banachanalytischen Raumkeim S=(S, 0) die Beschrinkungsabbildung

TF({0}xP, Ogxcn) >T ({0} xQ, Og¢n)

bijektiv. Ist S endlichdimensional, so ist die Voraussetzung (2) tiberfliissig.

Beweis. — Wir betrachten das kanonische kommutative Diagramm

. _ g, p
lim_Hom(S, B(W),)

WqoP

F({0}xP, Ogyen)

lim_Hom(S, B(V,)

({0} xQ, Ogycn)
Ve=Q ®@s, Q

in dem ®@g p und @5 , nach (7.6) bijektiv sind. Es geniigt also zu zeigen, daP der linke
senkrechte Pfeil bijektiv ist. Wir konstruieren dazu eine Umkehrabbildung. Sei ¢ aus
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Hom (S, B(V,)) gegeben und BeR mit Vy= = W,. Aus dem kommutativen Diagramm

B(W,) B(V,)

| |

['(Wy, Ocr) —=— T'(V,, O¢n)

| |

B(W,) B(Vy)

bekommen wir wegen (1) eine kanonische C-lineare Abbildung B(V,) - B(Wy). Durch
Vorschalten von ¢ also ein Element { aus _li_m_)Wy Hom (S, B(W,)). Dies definiert eine

Umkehrabbildung, wie man sofort nachrechnet.

(7.8) Satz. — Sei reN mit r=1 und Q=C" kompakt. Es gebe ein Fundamentalsystem
(V)ucr Offener Umgebungen von Q mit H"(V,, O¢r)=0.

Dann gilt auch H'({0}XxQ, Og,cr)=0 fiir jeden banachanalytischen Raumkeim
S=(S, 0).

Beweis. — Sei zunichst /" =(K,);., eine endliche Familie von Polyzylindern im C"
und S ein banachanalytischer Raumkeim. Aus (7.5) folgt, dap man eine kanonische
Abbildung

(7.8.1) @ »: lim Hom(S, C, (A", Ocn)) » C ({0} x A", O cn)
hat, welche nach (7. 6) ein bijektiver Komplexisomorphismus ist.

Sei z aus Z'({0}xQ, Og,cn) vorgegeben. Es gibt ein aeR und eine Kette
A KA <A <A von endlichen Familien kompakter Polyzylinder im C" mit

1. Qc .Jof’”|, |.%’”|<:Va<:|.%”|;

2. z wird reprisentiert durch ein & aus Z" ({0} X o, Og cn);

3. Fiir das Paar (X7, &) gilt die Aussage (7.2) (2).
Wegen (7.8.1) definiert & insbesondere einen Morphismus

¢ S—Cy(H, Oc)

mit & {=0. Nach (7.2) (4) und (7.3) (1) faktorisiert die Komposition von { mit der
Beschrankung

CL(A, Ogn) > Cp (A7, Ocn)

iiber Z5 (A7, Ocn). Sei w:Zy (A, Ocn) > C,~1 (A, Ocn) die Abbildung aus (7.2) (2).
Dann gilt
8w BY.C=BE. L.
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Durch Anwendung von Qg - folgt die Behauptung.
(7.9) Satz. — Seien g=1 eine natiirliche Zahl und Q= P<C" Kompakta mit folgenden
Eigenschaften:

Es gibt Fundamentalsysteme (V),.r und (W,),r offener Umgebungen von Q bzw. P
mit V,cW, und

(i) Die Beschrinkungsabbildung
I'(W,, Ogr) > T (V,, Ogn)

ist bijektiv fiir alle o aus R.
(ii) Es ist H" (W,, Oen)=0, H" (V,, Ocn)=0 fiir 1 Sr<n—gq und alle o aus R.
Dann gilt : Sei S=(S, 0) ein banachanalytischer Raumkeim und & ein S-anaflacher

Os . y-Modul, wobei U = C" ein offener Polyzylinder ist mit P U. - Ist g+ 1 < Tiefe (%) (%)
oder S endlichdimensional und q < Tiefe (¥ ), so ist die Beschrdnkungsabbildung

I ({0}xP, #)->T ({0} xQ #)
bijektiv und es gilt
H' ({0} xP, #)=0, H" ({0} xQ, #)=0

fiir 1 =r<Tiefe (% ,) —q.

Beweis. — Wir zeigen die Aussage durch absteigende Induktion nach Tiefe (#,). Nach
eventueller kleiner Schrumpfung von U diirfen wir annehmen, dap & eine endliche freie
Auflésung £ iber O, der Linge n — Tiefe (£ ) besitzt, vgl. [Dou,] 8.3, Proposition 5.

Sei Tiefe (#,)=n. Dann folgt & =0%,, und die Behauptung ergibt sich aus (7.7)
und (7.8). Zum Induktionsschritt benutzen wir die exakte Sequenz

0-9->L°>F -0,
wobei ¥ wiederum S-anaflach ist und Tiefe (¥,) =Tiefe (¥ ,)+1 gilt. Sei zunéchst

q<Tiefe (#,). Dann folgt Tiefe (¥%,) —q=Tiefe (#,)+1—q>1 und es ist H! (P, ) =0,
H! (Q, ¥)=0 nach Induktionsvoraussetzung. Aus dem kommutativen Diagram

0 — I'(P, %) r(e, £% L'(P, ) ——0
0 rQy rQ «9% rQ#) ——=o

mit exakten Zeilen und der Induktionsvoraussetzung sowie dem Induktionsanfang
folgt die Bijektivitit von I (P, #)->TI (Q, &) fir gq+1<Tiefe (#,) — bzw. fir
g <Tiefe (#,) und endlichdimensionales S —. Sei jetzt 1 <r<Tiefe (¥#,) —q. Dann gilt

(') Hierbei ist &, die analytische Einschrinkung von & auf {0} x U.
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wegen der Induktionsvoraussetzung H® (P, 9)=0, H* (Q, 9)=0 fiir
1<s<Tiefe (¥#,)+1—q. Aus den exakten Sequenzen

H'(P, £°) H' (P, #) H'*!(P, 9)

H'(Q 29

H'(Q #)

Hr+ 1 (Q, g)

folgt der Induktionsschlup.

(7.10) Wir wollen nun einsehen, dap die Voraussetzungen im Satz (7.9) in der Nihe
g-konkaver Randpunkte erfullt sind.

Sei dazu U c=C", n>2, eine offene Nullumgebung und ¢: U - R eine ¥*-Funktion mit
¢ (0)=0, deren Leviform L (¢) in jedem Punkt mindestens n—q+ 1 negative Eigenwerte
besitzt. Wir setzen B,:={zeU: ¢ (z2)<0}. Dann gibt es einen kompakten Polyzylinder
PcU um den Nullpunkt, so da fir Q=Q,:=B, NP die Bedingungen (i) und (ii) in
(7.9) erfiillt sind. Dies folgt aus [An-Gr] Abschnitt 11, vgl. auch [Ra] III B. Hierbei sind
die W, als offene Polyzylinder annehmbar. Ist ferner V: U — R eine kleine #>-Storung
von ¢ in Umgebung von P, so bleiben (i) und (ii) richtig fiir P und Q,=P N B,. Nach
geeigneter Wahl der Koordinaten im C" kann man erreichen, dapU=U’x U" ist mit
U’cC? ! und U” =C" **! offen derart, dap die Leviform L (¢) | T,.. (U”) negativ definit
ist fiir z=(z’, z’) aus U’ x U”. Uberdies kann P als Produkt P=P x P” mit Polyzylinder
P’ und P” gewahlt werden.

Es sei angemerkt, dap die Separiertheit der C-Vektorraume H' (V,, Ogn) im Falle
n—q=1 nicht erwartet werden kann. Ist ndmlich n=2, g=1und T:=A, U A mit

A:={(z, weC?:(12)<|z|<], |w|<1},

der Hartogs-Hammer im C?, SO ist die Kohomologiegruppe
H! (T, Oc2) =H" ({A, A,}, O¢2) nicht separiert. Dies folgt sofort mit Hilfe der Laurent-
Trennung. Wir notieren noch die folgende Aussage.

(7.11) LEMMA. — Seien S ein komplexer Raumkeim und p:X — S sowie q: Y — S holo-
morphe Abbildungen. Ferner seien Q = P kompakte Teilmengen der ausgezeichneten Faser
von p, so dap fiir jeden banachanalytischen Raumkeim T tiber S die Beschrinkungsabbildung

I' (P, Ox,) > T (Q, Ox,)
bijektiv ist.
Dann ist auch die Abbildung

ap:  Homy ((Xy, P), Yq)P 79" — Homy ((Xg, Q), Yp)@ ke
zwischen den kleinen Morphismen bijektiv.

4¢ SERIE — TOME 20 — 1987 — N° 3



MODULRAUME HOLOMORPHER ABBILDUNGEN 301

Beweis. — Wir betrachten zunidchst zwei Spezialfille. Der Fall Y=SxC" folgt
unmittelbar aus der Voraussetzung. Sei nun Y =S x D, wobei D =C” ein offener Polyzy-
linder ist. Wir konnen annehmen, dap n=1 ist. Man reduziert diec Behauptung (unter
Beriicksichtigung von Fall 1) sofort auf den Fall T={0}. Sei also f aus I" (P, 0p) eine
holomorphe Funktion, so dap f |Q nur Werte in DcC annimmt. Dann muf aber
auch f(P) =D gelten. Andernfalls gibt es ein z,e PN Q mit | f (z) |>sup {|f (z)|: ze Q}.
Damit wire die Funktion g:=1/(f—f(z,)) holomorph auf Q, aber nicht holomorph
nach P fortsetzbar, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist.

Aus diesen beiden Spezialfillen folgt auch der Fall

!
Y =Kern (SxD;—ZS x C™),
1dg X

wobei f ein S-Morphismus ist. Fiir eine Teilmenge R der ausgezeichneten Faser von p
und ein relatives Polyeder ¢:U — Sx D von g bezeichne h(R, ¢) diec Menge aller f aus
Hom; (X1, R), Y1) mit f(R)cU;. Nach dem eben Gezeigten ist dann die kanonische
Abbildung h(P, ¢) - h(Q, @) bijektiv. Insbesondere ist a; damit surjektiv. Die Injektivi-
tdt von o ergibt sich sofort aus folgender Uberlegung. Sei {:V — S xE ein weiteres
Polyeder fiir ¢ und o xy:UNV ->SxDxE das Faserprodukt. Dann hat man ein
kanonisches kommutatives Diagramm

h(P, ) = h(Q, ¢)

| T

h(P, ¢ x V) ——= h(Q o x V)

| |

h(P, V) = h(Q V).

8. Beweis von Theorem (2.2)

Wir treffen zunéchst einige Vorbereitungen.

(8.1) Sei S ein komplexer Raum, UcC”" eine offene Teilmenge und X<=Sx U ein
S-flacher abgeschlossener Unterraum. Ferner sei %" eine endliche Aufldsung von Oy
mit kohirenten freien Og,-Moduln #* und (s, z,) ein Punkt von X. Man beachte,
dap fiir jeden kompakten Polyzylinder K in U und nach eventueller Verkleinerung von
S als Umgebung von s, stets eine solche Aufldsung iiber S x K existiert. Ist K privilegiert
fiir @Xso’ so auch fiir alle O, wobei s aus einer kleinen Umgebung von s, ist.

Sei K privilegiert fiir alle Oy mit s€S. Dann ist X:=XN(SxK) in kanonischer
Weise ein funktorierter S-anaflacher Raum, vgl. [Pou] §4. Fiir jeden komplexen Raum
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Y iiber S ist dann nach loc. cit. §5 der Funktor

(8.1.1) T Hom¢ ((X)r, Y1)

auf der Kategorie der banachanalytischen Raume iiber S darstellbar. Sei nun T=(T, t,)
ein banachanalytischer Raumkein iber (S, s,). Wir setzen A:=X; M K. Ferner sei h

aus Hom (X,,, Y,) fixiert. Dann ist auch der Funktor

(8.1.2) Hom; (X, A)p, Y)°: = lim Homy Xy, Yp)°
TeT,
toeT’

auf der Kategorie der banachanalytischen Raumkeime iiber (S, s,) darstellbar. Hierbei
wird in (8.1.2) der Limes iiber alle offenen Umgebungen T’ von t, in T genommen und
der Index »°« bedeutet, dap iiber der ausgezeichneten Faser die Beschrinkung von h
induziert wird.

(8.2) LEMMA. — Sei ¥ eine Kategorie in der Kerne von Doppelpfeilen existieren und
F, G: ¥ — (Mengen) zwei kontravariante Funktoren sowie a:F — G, b: G - F Funktor-
morphismen mit ba=idg.

Dann ist mit G auch F darstellbar.

id

Beweis. — Die Sequenz FiG:b:G ist exakt. Sei G = Homg (—, M) mit einem

Objekt M aus ¥. Ferner werde ab: G — G durch den Morphismus 68: M — M dargestellt.
id

Wir setzen N:= Kern (M % M). Dann gilt F = Homg (—, N).

(8.3) Sei S=(S, 0) ein komplexer Raumkeim, f: X — S eine flache holomorphe Abbil-
dung komplexer Radume mit ausgezeichneter g-konkaver Faser X,, Ausschopfungsfunk-
tion @ und Ausnahmemenge K. Ferner sei ce R ein zuldssiger Wert von ¢ sowie A :=B,
und es gelte g+ 1 <Tiefe ((9xo|(A\K))A Wir fixieren ferner einen komplexen Raum
g:Y —S iber S und eine holomorphe Abbildung h:(Xo, A) > Y, Nach (6.6) und
Abschnitt 7 gibt es Panzerungen Q> > Q:: > Q von (f, A), so dap h klein bzl. Q  ist,
Q und Q gut sind und Q_ privilegiert  ist. Wir setzen zur Abkiirzung
F (T):=Hom; (X, A), Y)° fiir einen banachanalytischen Raumkeim T iiber S. Mit
den Bezeichnungsweisen aus (6.1), (6.4), (8.1) haben wir dann folgendes in T funktorielle
kommutative Diagramm mit exakten Zeilen
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F(T) — n Hom (X, Q), YT)O :-: l—[ Homq (X7, Qija), YT)O
iel i, j; aeAyj
zt y
l_[ Homq ((Xy, X)), Y7)° I H Homy ((Xr, Xyj4), Yp)°
iel i, J; a€Ajj
G(T) — [[Hom((X, X))y, Y7)° —= [T Homg (X, X1 Yp)°
iel i, j; aeAU
[T Homy (Xs, X, Y° ——=  []_ Homp((Xy, X, Yo)°
iel i, j aeAij
g i
F(T) — [[Hom;((Xy, Q). Yp° ——= T . Homy((Xp Q). Yo)°

iel i, J; aeAjj

wobei die eingezeichneten Isomorphismen wegen (7.11), (7.9), (7.10) bijektiv sind und
G (T) durch die Exaktheit der 3.-ten Zeile definiert ist. Der Index »°« bedeutet wiederum,
dap iiber der ausgezeichneten Faser die Beschrankung von h induziert wird.

Da nun die Komposition F (T) - G (T) - F (T) die Identitit von F (T) ist und G
durch einen banachanalytischen Raumkeim iiber S darstellbar ist [siche (8.1)], gilt dies
nach (8.2) auch fiir F. Sei also F=Homg (—, N) mit einem banachanalytischen Raum-
keim N iiber S. Wir miissen zeigen, daf N endlichdimensional ist. Dazu verwenden wir
die oben eingefiihrten Bezeichnungen. Sei Q c cQ eine privilegierte Schrumpfung von
leth cQ die eine Panzerung von (f, A) ist. Sei M;bzw. M, der darstellende
Raumkeim von T+ Hom, ((X, X X, X)r, Yp)° bzw. T+ Hom; (X, X; X, XDr, Y7)°. Dann ist
die relative Tangentlalabbnldung von M; —» M, S-kompakt (?), wie sofort aus der Kon-
struktion von M,, M; folgt. Deshalb hat idy ebenfalls eine S-kompakte relative Tangenti-
alabbildung und N ist somit nach [Dou,] p. 596 Proposition 3, endlichdimensional.

Es verbleibt noch der Fall A=X, zu untersuchen. Sei & aus Hom (X,, Y,) fixiert.
Es gilt dann

Zu jedem zuldssigen c¢ gibt es ein €>0, so daf fiir ¢,, c, aus [c—¢&, c+¢€] mit ¢, <c, der
Funktormorphismus

Hom; (X, B.,), Y)° » Homg (X, B,,), Y)°

(?) Zum Begriff « S-kompakt » siehe [Dou,] p. 596.
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bijektiv ist.
Es gibt ndmlich eine gute Panzerung Q von (f, B,), die auch fiir jedes ¢’ nahe bei ¢

noch eine gute Panzerung von (f, B,) ist und so daP h klein bzgl. Q ist. In dem
folgenden kommutativen Diagramm mit exakten Zeilen

F2(T) — ﬂ Hom; (X1, Qf2), YT)O n Hom (X7, ijza)’ YT)O

iel i, j; aeAj

F(T) —= [] Homq (X, Qf1), Yq)° [l Hom((Xy, Qf)YD°

iel i, J; aeAjj

sind die beiden rechten senkrechten Pfeile wegen (7.11), (7.9) (7.10) bijektiv, damit aber
auch F¢2 (T) — F1 (T) fiir jeden Raumkeim T iiber S. Sei

F* (—)=Hom ((X, B,), Y)"=Homg (—, N*)

fiir einen zuldssigen Wert ¢ von ¢@. In obiger Situation ist dann der kanonische S-Morphi-
smus N°2 — N°t ein Isomorphismus. Nun gilt

Homg (X, Y)°= lim Homg ((X, B, Y)°
Hom, ! Hom

¢ zulassig

und zugleich ist dieser Limes nach dem eben Bemerkten isomorph zu
Homg ((X, B,), Y)° fiir jedes zulissige c¢. Dies zeigt das Theorem 2 auch fiir den Fall
A =X,.

(8.4) Bemerkung. — Wie der Beweis von Theorem 2 zeigt, ist der Funktor
T Hom, ((Xy, A), Y;)° sogar auf der Kategorie der banachanalytischen Raumkeime
iiber S durch einen komplexen Raumkeim darstellbar.

9. Beweis von Theorem (2.1)

(9.0) Wir fithren zunédchst einige Sprechweisen ein. Sei S ein komplexer Raum. Fiir
einen kontravarianten Funktor F auf (An/S) und einen Punkt seS sowie
xo € F (Spec (x (s))) sei

F,,: (Gan/(S, s)) - (Mengen)

X0

derjenige Funktor, der einem Raumkeim (T, ) iber (S,s) die Menge aller x aus

1i_m) F (T’), wobei T’ die offenen Umgebungen von ¢t in T durchlduft, zuordnet mit Blid
teT'eT

X0 in F (Spec (x (s))). Wir nennen F,  die Lokalisierung von F in x,,.
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Sei ©:F — G ein Morphismus von kontravarianten mengenwertigen Funktoren auf
(An/S).  Wir nennen ¢ (formal) glatt, falls fiir jeden Punkt seS und jedes
xo€F (Spec (k (s))) der induzierte Funktormorphismus ¢, : F, — G, der Lokalisie-
rungen im iiblichen Sinne (formal) glatt ist. Ein Element xe G (T) heift demgemaf
(formal) glatt, falls der durch x gegebene Funktormorphismus T — G (formal) glatt ist.

Es gilt dann folgendes Darstellbarkeitskriterium (vgl. [S-V] (1.1)).

(9.1) Satz. — Sei F:(An/S) — (Mengen) ein kontravarianter Funktor von lokaler Natur.
Genau dann ist F durch einen (separierten) komplexen Raum darstellbar, wenn folgende
beiden Bedingungen erfiillt sind.

(i) Fiir einen Raum T aus (An/S) und zwei Morphismen a, b: T - F ist der Funktor

a

Kern (T? F) durch einen lokal abgeschldssenen (abgeschlossenen) Unterraum von T dar-

stellbar.

(ii) Zu jedem seS und x,eF (Spec (x (s))) gibt es einen punktierten Raum (T, t) tiber
(S, s) und ein formal glattes Element xeF (T) mit Bild x, in Spec (x (s)).

(9.2) Sei also f:X — S ein flacher g-konkaver Morphismus komplexer Rdume mit
relativer Ausschopfungsfunktion @ und Ausnahmemenge K. Es sei ¢ ein zuldssiger Wert
von @ und A:=B. Wir nehmen an, daf g+ 1<min {Tiefe Oy |(A,\K,):s€8} ist.
Zur Abkiirzung setzen wir

F (T):=Homg (X, Ay), Yq)

fiir einen komplexen Raum T iiber S.

Wir zeigen zunichst die Eigenschaft (i) fiir F. Sei dazu T ein komplexer Raum iiber
Sund a, b: (X, Ap) = Y1 zwei T-Morphismen. Wir miissen zeigen, dafy der Funktor

Wi N (W):={poeHom (W, T): ¢* (a)=0* (b) }

durch einen abgeschlossenen Unterraum von T darstellbar ist. Es bedeutet keine Ein-
schrinkung T=S anzunehmen. Aus der Existenz guter Panzerungen fiir
(X, A) - (S, s), se8, folgt, dap a=b auf B, gleichwertig ist mit a=b auf A, vgl. (7. 11).

Sei McS die Menge aller s mit a;=b, auf A, Wir zeigen zunichst, dap M eine
kanonische komplexe Struktur trigt bzgl. der M ein lokal abgeschlossener Unterraum
von S wird. Sei seM ein Punkt und Q eine gute Panzerung fiir f: (X, Ay — (S, s) mit
Einbettungen U, » S xD,, icl, wobei S eine offene Umgebung von s ist und so dap a
und b klein bzgl. (Q,);.; sind. Ferner sei Qccg eine privilegierte Schrumpfung von Q .
Wir diirfen annehmen, daf Q bzw. Q eine gute bzw. privilegierte Panzerung von
f: (X, A) > (S, o) ist fiir alle ¢ aus S und a, b klein bzgl. Q sind.  Wegen |a,|=|b,|
koénnen zur lokalen Beschreibung von a und b dieselben relativen Polyeder von Y — S
verwendet werden (nach eventueller Verkleinerung von S). Die komplexe Struktur auf
M sowie die entsprechende universelle Eigenschaft und lokale Abgeschlossenheit ergibt
sich dann sofort mit Hilfe der folgenden Aussage.

(9.3) ProprosiTiON. — Sei S ein komplexer Raum und L= C" ein kompakter Polyzylinder
um Null sowie X =S xL ein komplexer Unterraum. Es gebe einen stetigen Og-linearen
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Schnitt r zu dem kanonischen Epimorphismus Tsx Og, — Tx Ox, wobei m: SxL —S die
kanonische Projektion sei (3).
Sind dann a, b zwei Elemente aus I' (X, 0%), so ist der Funktor

N : (An) - (Mengen)
T—{peHom(T, S): p*a=0*b}

durch einen abgeschlossenen Unterraum von S darstellbar.
Beweis. — Sei a:=r(a), b:=r(b) und a= Y a,z, b= Y b, z¥ die Reihenentwicklun-
ve N" veN"
gen von a bzw. b nach den Koordinaten z=(z,, . .., z,) des C" mit a,, b, aus I'(S, OI).
Sei S’ der durch (a,—b,), ve N", definierte abgeschlossene komplexe Unterraum von S
Dann stellt S den Funktor N dar. Ist ndmlich ¢: T — S eine holomorphe Abbildung
mit @* a=@* b und setzen wir ry: =(0T®@s r, so gilt

re(e*a)=0*(r (@)= Y, ¢*@,)z"

ve N"

und entsprechend r(¢*b)= ) o* (b,) 2. Wegen r;(¢* a)=r;(¢*b) mup dann ¢ iiber ‘
veN"

S’ faktorisieren. Dies zeigt die Behauptung, da trivialerweise a|S’=b

S gilt. —

Wir zeigen nun noch, dap M abgeschlossen in S ist. Sei also seS und s, — s eine
Folge von Punkten mit s,eM fiir alle keN. Da f als flache Abbildung insbesondere
offen ist, folgt a,(x)=b,(x) fiir jeden Punkt xeA_ also |as|=|bs|. Man kann dann
wieder die obige Situation mit den Panzerungen Q und Q herstellen und bzgl. K, die
Giiltigkeit der Proposition (9.3) annehmen, wobei S als Umgebung von s eventuell zu
verkleinern ist. Mit den eben verwendeten Bezeichnungen gilt dann a, (s,)=b, (s,) fiir
alle veN" und alle keN. Damit folgt aber auch a,(s)=b,(s) fiir alle v und somit
a(s)=b(s). Also ist M abgeschlossen in S.

Zu (ii) Der Funktor F ist in natiirlicher Weise auch auf der Kategorie (Ban/S) der
banachanalytischen Réume iiber S erklért. Sei also s€S ein Punkt und h: (X, A)) - Y,
eine holomorphe Abbildung sowie H: (X, Ay) — Yy die nach (2.2) existierende univer-
selle Deformation von h iber dem Raumkeim (N,0). Wir iibernehmen die in (8.3)
eingefithrten Bezeichnungsweisen. Nach Verkleinerung von S als Umgebung von s
konnen wir annehmen, daf eine Panzerungskette Q> > Q: > Q fiir die globale Abbil-
dung f: W —S gegeben ist [vgl.(6.6)], so daP fiir jeden Punkt €S die Panzerungen
Q, Q,, Q, die Eigenschaften aus (8. 3) erfiillen und tiberdies jedes H, klein bzgl. Q, st
und zwar bzgl. einer im folgenden festen relativen Polyederiiberdeckung von Y — S.

(® Ist X S-flach und L «hinreichend » privilegiert, z. B. im Sinne von [Bi-Ko] KapitelII, §3, so existiert
stets (nach Verkleinern von S) ein solcher Schnitt.
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Es bezeichne F2 bzw. F@ den Unterfunktor von F derjenigen Morphismen, die klein
bzgl. Q bzw. Q sind. Die Inklusion F@ - F2 ist dann durch eine offene Einbettung
darstellbar. Die analoge Konstruktion von (8. 3) durchgefiihrt fiir die kleinen Morphis-

a b =
men liefert eine Faktorisierung dieser Inklusion in FQ - G — F2 mit einem durch M aus
(Ban/S) darstellbaren Funktor G. Der Unterfunktor G': =G x xQ FQ von G ist durch
einen offenen Ii,Interraum M’ von M darstellbar. Die Konstruktion von N zeigt, daf

N=Kern (M’ ;»: M) gilt, nach eventueller Verkleinerung von N um 0. Ferner ist klar,

dap man ein Diagramm wie in (8.3) fiur jedes H,, teN, durch Lokalisieren von
F2- G - F2in H, erhilt. Daher stellt (N, t) den Funktor F2 =F, dar fiir jedes teN.
Dies zeigt die Behauptung.

10. Abzihlbarkeit der Topologie des darstellenden Raumes
des Funktors Homg ((X, A), Y)

(10.1) Wir verwenden die in Abschnitt 5 und 6 eingefiihrten Rede- und Bezeichnungs-
weisen. Es seien @,: U, > S, xD,c=S, x C"s, ael, abzdhlbar viele relative Polyeder von
f, die A iiberdecken, und V,: V, - S, x E, =S, x C™, beJ’, abzihlbar viele relative Poly-
eder fiir Y —» S, die ganz Y iiberdecken. Es gibt dann Familien von Ketten von relativen
Panzerungen (bzgl. der Polyeder ¢,) von f

QY > :)Qf‘v): >QM¥o> Ql’(("):z SQYW, v, keN

und offene Teilmengen S{" von S mit folgenden Eigenschaften
1. QY, Q und Q™ sind gute Panzerungen fir alle f: (X, A,) —(S, t) mit ¢ aus
SV '

2. QY und Qi sind privilegierte Panzerungen fiir alle f:(X, A,)— (S, t) mit ¢t aus
S

3. Zu jedem seS und jeder offenen Uberdeckung U von A, gibt es v, ke N mit seS{"
und so dap {Q; : ieI{”} eine Verfeinerung von U ist.

4. Es gilt S= (U S fiir all veN.

keN

Wir iiberlegen uns die Existenz solcher Familien von Panzerungsketten. Dazu fixieren
wir eine Metrik auf X. Zu jedem Punkt seS und ve N gibt es dann Panzerungsketten

Q_ﬁ") 5D ng) o> Q;("’ o> Q’f"’ o> Q_;’(")

von f und eine offene Umgebung S’ von s in S mit folgenden Eigenschaften
(i) QY, Q" und Q;™ sind gute Panzerungen fiir alle f: (X, A,) —(S, t) mit ¢ aus
S,

(i) Q¥ und Q¥ sind privilegierte Panzerungen fiir alle f: (X, A,) - (S, t) mit ¢ aus
SM,
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(iii) Der Durchmesser von QY; ist <(1/v) in allen Fasern A, teSY, und fir alle
iel.

Aus der offenen Uberdeckung { S : seS} von S wihlen wir eine abzihlbare Teiliiber-
deckung {S{ : ke N} aus. Insbesondere ist dann (4) erfiillt. Ist nun seS ein Punkt und
U eine offene Uberdeckung von A, so sei A>0 eine Lebesguesche Zahl fiir 2 und A,
(man beachte, dap A, kompakt ist). Wir wéhlen ein vye N mit (1/vy) <A. Dann liegt s
in mindestens einem S{'9. Die Eigenschaft (3) folgt nun aus dem Lebesgueschen Lemma.

Es sei N — S der darstellende Raum von Homg((X, A), Y) gemdf Theorem (2. 1) und
Q) eine Panzerung aus obiger Familie mit der Indexmenge I{ sowie 1 : I{Y > J’ ecine
Kbbildung. Mit N@% bezeichnen wir dann die Menge aller h aus Hom((X,, A), Y,)
fiir €Sy, so dap h(QY) <V, , gilt fir alle ieI{". Ersichtlich ist N%*  eine  offene
Teilmenge von N, was sofort mit Hilfe des universellen Morphismus (Xy, Ay) = Yy liber
N folgt. Ferner gilt wegen (3) und (4)

N= U Ne

v,keN,
reAbb Y, 1)

Die Menge Abb (I, J') ist abzihlbar. Daher geniigt es zu zeigen, dap jedes N
abzdhlbare Topologie besitzt. Wir unterdriicken deshalb im folgenden die Indizes v und
k. Gegeben sei alo eine Kette

QD DQD DQ'D DQ’D :JQ”

von Panzerungen fiir f: (X, A,) — (S, s) und jedes seS mit den Eigenschaften (1) und
(2) fir S=S{. Ferner sei t aus Abb (I, J') fixiert.

Sei T ein banachanalytischer Raum iiber S. Dann ist die kanonische in T funktorielle
Sequenz (mit W;:=V_ )

Hom, ((Xy, Aq), Y- n Hom (X, Qip), Wip)

iel

3 ] Hom((Xy, Qijar)s (Wi N Wpy)
i,jel
o EJ Aij
exakt und entsprechend auch fiir Q" und Q” anstatt Q. Den Kern des folgenden Doppel-
pfeils [zur Bezeichnungsweise vergleiche man Abschnitt 6 und (8. 1)]

H Hom, (Xm W) 3 n Hom, (XijaT’ (W:N Wj)T)
iel i,jel
ae X,'j

bezeichnen wir mit G§"(T). Entsprechend sei G2"* definiert. Diese beiden Funktoren
werden nach [Pou]§5 dargestellt durch banachanalytische Rdume M® * bzw. M?"* {iber
S. Setzen wir zur Abkiirzung F:=Homg((X, A), Y), so haben wir Funktormorphismen

FQ1 Gt FQr, Gt FQ7t
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auf der Kategorie der banachanalytischen Raume iber S [vgl. (8.3)]. Wegen (8.4)
bekommen wir dann S-Morphismen banachanalytischer Rdume

N2t s MOt N2 7y MO T, N7t
wobei N2 ° - N7, N2'* 5 N2 die kanonischen offenen Einbettungen sind. Die

Abzéhlbarkeit der Topologie von N2 * folgt nun aus (10. 4), wenn man die Konstruktion
von M2 * und M2 * beriicksichtigt.

Wir notieren die folgenden beiden einfachen Lemmata.

(10.2) LemMA. — Seien o : X > Y, B: Y — Z stetige Abbildungen topologischer Rdume,
so daP Ba: X — Z eine offene Einbettung ist. Dann ist o: X — Bild (o) ein Homdomorphis-
mus.

(10.3) LeMMA. — Sei X ein metrisierbarer topologischer Raum. Dann hat X genau
dann abzdhlbare Topologie, wenn es eine abzdhlbare dichte Teilmenge in X gibt.

(10.4) ProrosiTioN. — Sei S ein komplexer Raum und
NSMIM N

S-Morphismen banachanalytischer Rdume tiber S. Zu jedem s€S gebe es eine offene
Umgebung S und ein kommutatives Diagramm von S-Morphismen

BIS

Mg Mz
E E

L4
wobei E -8, E' > 8§ lokal triviale Banachvektorraumbiindel iiber S sind, @ ein linearer
S-Morphismus und i’ eine lokal abgeschlossene Einbettung ist. Es gelte
1. N - N ist eine offene Einbettung
2. @, : B, > E ist kompakt fiir jedes seS.
Dann hat N abzdhlbare Topologie.

Beweis. — Nach eventueller Verkleinerung von S als Umgebung von s kann man E
und E’ als trivial annehmen, d. h. E=S x F und E’=S x F’ mit Banachrdumen F und F’.
Aus (10.2) folgt, dap N — M’ ein Homéomorphismus aufs Bild ist. Es geniigt daher zu
zeigen, dap Bild (B) abzihlbare Topologie besitzt. Nach Ubergang zu einer geniigend
feinen abzihlbaren Uberdeckung von S kann man annehmen, dap es ein kommutatives
Diagramm von S-Morphismen
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M P M’
SxF SxF’
P

gibt, wobei @ ein faserweise kompakter linearer S-Morphismus und i’ eine lokal abge-
schlossene Einbettung ist. Es geniligt zu zeigen, daf Bild (¢) abzdhlbare Topologie hat.
Dazu verwenden wir das Kriterium (10.3). Sei {s,: keN} eine abzdhlbare dichte
Teilmenge in S. Dann gibt es zu jedem k aus N eine abzihlbare Familie 3\, ve N, von
Elementen aus Bild(¢, |{xeF:|[x||<1}) mit der Eigenschaft: Zu jedem xeF, keN
und £>0 gibt es ein Ae Q@ und ve N mit

o (s ) =23 <e.
Die Menge { (s,, Ay 1k, veN, AeQ} ist dann abzihlbar und dicht in Bild ().
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