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SUR LES ^-INJECTIFS

PAR JEAN LANNES (*) ET SAÏD ZARATI (**)

ABSTRACT. — This article discusses injectives in thé catégorie ^U of unstable A-modules (for short : ̂ -injec-
tives), A denoting thé Steenrod algebra modulo a prime p, thé importance of which in algebraic topology
has been recently emphasized in thé work of H. Miller [14 ] and G. Carisson [3 ]. We show that, under certain
conditions, thé tensor product of two ^-injectives is still ^-injective. This resuit and those of [8 ] allow
us to retrieve, at least for p = 2, thé main resuit in thé work of J. F. Adams, J. Gunawardena and H. Miller [1 ]
which implies a strong form of SegaFs conjecture for elementary abelian p-groups (détermination of functional
duals).

AMS Subject Classification : 18 G 05.
KEY-WORDS: Steenrod algebra, unstable module,* injective module, Ext-groups.

0. Introduction

Cet article traite des injectifs de la catégorie, notée ^, des A-modules instables, A dési-
gnant l'algèbre de Steenrod modulo un nombre premier p (ces notions sont précisées au
premier paragraphe).

L'importance de ces injectifs en topologie algébrique a été récemment soulignée par
les travaux de H. Miller [14] et G. Carisson [3]. Dans [14], H. Miller montre, en utilisant
les méthodes de G. Carisson [3 ], que la cohomologie modulo/? du groupe Z//?, H*(Z/p; Z//?),
est un injectif de la catégorie ̂  (^-injectif) ce qui est l'ingrédient essentiel de sa solution
de la conjecture de Sullivan. Dans [7] [8] [9] [10] nous montrons comment le fait que
la cohomologie modulo 2 des 2-groupes abéliens élémentaires est ^-injective, éclaire
quelque peu la solution que donne G. Carisson de la conjecture de Segal pour les 2-groupes
abéliens élémentaires. Ce type de solution est généralisé pour ̂ > 2 par le second auteur
dans [17]. Dans le même ordre d'idée on peut citer le travail du premier auteur sur le
n-dual T(n) du n61"6 spectre de Brown-Gitler modulo 2 où la ^-injectivité de H*(T(n); Z/2)
(toujours due à H. Miller) joue un rôle décisif [6].

(*) (Unité Associée au C. N. R. S., n° 169).
(**) (Unité Associée au C. N. R. S., L. P. 13).
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304 J. LANNES ET S. ZARATI

La contribution de ce papier à l'étude des ^-injectifs est le théorème suivant :
THÉORÈME 0. — Soient J et K deux ^-injectifs tels que :
(i) toute application A-linéaire de la suspension d'un A-module instable dans K est triviale ;

(il) J ou K est graduellement fini, c'est-à-dire de dimension finie sur ~L\p en chaque degré (1),
alors le produit tensoriel de A-modules K(x)J est ^-injectif.

Bien que ce théorème n'augmente pas de façon considérable le nombre d'exemples
connus de ^-injectifs (2), il suffit à montrer que le produit tensoriel H*(V; Z//?)(x)J de la
cohomologie modulo^ d'un/^-groupe abélien élémentaire V et d'un ^-injectif J est encore
^-injectif. Ce résultat et ceux de [8] nous permettent de retrouver, au moins pour;? =2,
le résultat principal du travail de J.F. Adams, J. Gunawardena, et H. Miller [1 ] qui implique
une forme forte de la conjecture de Segal pour les /^-groupes abéliens élémentaires (déter-
mination de duaux fonctionnels).

Voici le plan du papier. Dans le premier paragraphe, on fixe quelques notations et
conventions. Dans le second, on étudie la représentabilité de certains foncteurs. Dans le
sixième, on montre, d'une part, que tout ^f-injectif est facteur direct dans un produit de
^-injectifs J(n) introduits au paragraphe 3, et d'autre part, que tout ^-injectif vérifiant
la condition (f) du théorème 0 est facteur direct dans un produit de ̂ -injectifs K(i) introduits
au paragraphe 4. Dans le paragraphe 5 on montre que le produit tensoriel K(f)®J(n)
est ^-injectif et on en déduit le théorème 0 au paragraphe 7. Dans le paragraphe 9, on
démontre le théorème d'Adams-Gunawardena-Miller évoqué ci-dessus après avoir étudié
au paragraphe 8 le comportement de certains foncteurs adjoints vis-à-vis du produit
tensoriel. Ce papier comporte deux appendices : dans le premier, on retravaille les preuves
de G. Carisson et H. Miller de la ^-injectivité de H*(Z//? ; Z/p), dans le deuxième, on montre
que la catégorie ̂  est noetherienne, résultat dû, pour;? = 2, à W. Massey et F. Peterson [13 ].

Il est évident que cet article a été fortement influencé par les articles de G. Carisson [3]
et H. Miller [14 ], le théorème 0 en particulier est en germe dans [3 ]. Nous tenons également
à remercier J. F. Adams pour l'intérêt qu'il a manifesté pour notre travail.

1. Notations et conventions

Soit p un nombre premier, on désigne par A (ou par Ap s'il est nécessaire de préciser la
notation) l'algèbre de Steenrod module p [16].

Soit M = { M" }nez un A-module à gauche. On dit que M est instable s'il vérifie la condi-
tion suivante (vérifiée par la cohomologie modulo p d'un espace topologique) : pour
tout x appartenant à M on a

— S^x = 0 si i > | x \ lorsque p = 2
— PT^O si 2f+e> | x |, e=0,1, lorsque p>2

| x \ désignant le degré de x.

(1) Voir la note (3) relative à la remarque qui suit la démonstration du théorème 7.1.
(2) En fait, en un certain sens il les donne tous, voir [19].
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^-INJECTIFS 305

On observera, en particulier, que ces conditions impliquent Mn=0 pour n<0.
Le produit tensoriel de deux A-modules M et N, noté M(x)N, est le produit tensoriel

sur Z / p muni de l'action « diagonale » de A définie à l'aide du coproduit de A ; si M et N
sont instables, il en est de même pour M®N.

Pour parler simultanément des algèbres de Steenrod A^ et Ap,/?>2, nous conviendrons,
comme on le fait d'habitude, que l'on a, pour p=2 : pT^S^21^, 8=0,1. Signalons
cependant que cette convention est dangereuse car le véritable analogue de l'algèbre A^
n'est pas, pour/?>2, l'algèbre Ap mais la sous-algèbre Ap (ou simplement A') engendrée
par les opérations P1, f^O.

On désigne par ̂  (ou par ̂ p si nécessaire) la catégorie dont les objets sont les A-modules
instables et dont les morphismes sont les applications A-linéaires de degré zéro. On note ̂ '
(ou ^p) la sous-catégorie pleine de ^ dont les objets sont les A-modules M concentrés
en degré pair : Mn=0 si n est impair. La catégorie W (resp. W} est une catégorie abélienne.

Rappelons qu'un injectif de la catégorie W (en abrégé ^-injectif) est un A-module
instable M tel que le foncteur Hom^ ( , M) est exact.

2. Représentabilité de certains foncteurs

Soit R un A-module instable, alors le foncteur contravariant : M h-> Hom^ (M, R)
défini sur la catégorie ̂  des A-modules instables et à valeurs dans la catégorie, notée <?,
des Z//7-espaces vectoriels, est exact à droite et transforme somme directe en produit.
En fait, un foncteur contravariant : ̂  —> ^ est représentable si et seulement s'il vérifie
ces conditions-là. Précisons un peu. Soient m un entier et 6 un élément de degré d de A,
on désigne par F(m) le A-module instable librement engendré par un générateur de degré m
noté i^ et par .6 : F(m+d) -> F(m) l'unique application A-linéaire telle que 1^+^.6=61^.
A tout foncteur contravariant T : ̂  -> ^ on associe un A-module instable R(T) de la
façon suivante : on prend pour (R(T)r le Z/^-espace vectoriel T(F(m)) et pour 9 :
(RCiy -^ (RCT))^ l'application T(.9). Soit M un A-module instable. On définit une
application naturelle :

YM:T(M)^Hom^(M,R(T))

en posant YM(3W=T(.x)(}Q, y désignant un élément de T(M) et x un élément de M que
l'on identifie à une application A-linéaire de F( | x | ) dans M.

PROPOSITION 2.1. — La transformation naturelle y :T-^Hom^( ,R(T)) est une
équivalence si et seulement si le foncteur T est exact à droite et transforme somme directe
en produit.

Démonstration. — Soit Li -> Lo -^ M -> 0 le début d'une ^-résolution libre d'un
A-module instable M. Par construction y^ est un isomorphisme ; si T transforme somme
directe en produit y^ et y^ sont aussi des isomorphismes ; si T est exact à droite, il en
est de même pour y^.

COROLLAIRE 2.2. — Soient ̂  une catégorie abélienne et Q : ̂  —> ^ un foncteur covariant
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306 J. LANNES ET S. ZARATI

qui est exact à droite et transforme somme directe en somme directe. Un tel fondeur admet
un adjoint à droite, c'est-à-dire qu'il existe un unique fondeur © : ̂  —> ̂  tel que :

Hom^ (©M, N) = Hom^ (M, ©N)

pour tout ^-module instable M et tout objet N de (€.
Démonstration. — Soit N un objet fixé de (ê. II est clair que le foncteur TN : ̂  -> ê

défini par TN(M) = Hom^ (©M, N) est représentable; on pose R(TN)=©N.
Remarque. — Le foncteur © est exact à gauche et transforme produit en produit. Si

de plus © est exact à gauche, alors le foncteur © transforme un objet injectif de la caté-
gorie ^ en un injectif de la catégorie ^.

Voici des exemples de tels foncteurs ©.

2.3. EXEMPLES DE FONCTEURS ADMETTANT DES ADJOINTS

Soit M un A-module instable. On définit dans [11 ] un A-module instable, noté OM, par :

W si n = 0{2p) PW = O^x) si | x \ = 0(2)
n-2 < 1 i-^

(^M)"= M ^ si n=2(2p) et P^O^^P^+O^P p x) si |x |=l(2)
0 sinon P(<I»x)=0 VxeM.

Dans ces formules on désigne par Ox l'élément de <DM correspondant à l'élément x
j_

de M et on convient que Pp=0 si j ne divise pas p.
Le foncteur 0 ainsi défini est exact, il admet donc un adjoint à droite que nous notons

Ô :Hom^(OM,N)=Hom^(M,ON) pour tous A-modules instables M et N. Il en^est
de même pour le foncteur suspension 2: : ̂ —> ̂  ; Hom^ (EM, N) = Hom^ (M, EN).
Rappelons que le foncteur S : ̂  -> ̂  est défini par SM= { M""1 }^o, la structure de
A-module sur ZM étant donnée par 9(2:x)=(-l)191S(9x), 9 désignant un élément de A
dont le degré est noté | 9 |.

Remarque 2.4. — Pour p=2, il est facile d'expliciter le foncteur S :zâN est le sous
A-module de N formé des éléments x tels que S^'x^.

Soit maintenant W la sous-catégorie pleine de ^ dont les objets sont les A-modules
concentrés en degré pair; il est clair que le Corollaire 2.2 reste vrai si on remplace ^
par W. Le foncteur oubli (9 '. W -> ̂  (resp.x? : ̂  -> W défini par ^=0) est exact,
il admet donc un adjoint à droite que nous notons (9 (resp. ^F).

Remarque 2.5. — Pour;? =2, tout A-module instable M' concentré en degré pair s'écrit
de façon unique M' = ̂ M, ceci montre que le foncteur ̂  : ̂ 2 —> ^2 est une équivalence
de catégorie (Par contre pour p > 2 les catégories ^p et ^p ne sont pas équivalentes).

3. Les ^-injectifs J(^)

On considère le foncteur : ̂  —> ^, M —> Hom^/p (M", J-\p\ que l'on note H^ ; on pose
J(n)=R(HJ. Le foncteur H^ est exact à droite et transforme somme directe en produit;
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il est donc représentable : HJV[= Hom^ (M, J(n)). Puisque le foncteur H^ est aussi exact
à gauche, J(n) est un injectif de la catégorie ̂  (^-injectif) (On observera que le A-module
à gauche J(n) est le dual du A-module à droite G(n) introduit dans [14]). On note [J(n)]
« la classe canonique » de HJ(n) correspondant à l'identité de J(n).

3.1. PREMIÈRES PROPRIÉTÉS DES J(n)

Pour exprimer ces propriétés, il peut être commode, comme l'a remarqué H. Miller [14],
d'introduire la catégorie des A-bimodules instables.

3.1.1. La catégorie des A-bimodules instables.

Un A-bimodule est un Z/p-espace vectoriel bigradué M= { M^ ̂ ^xz muni d'appli-
cations linéaires : A^M^ -^ M;"^, M^A^ -^ M;̂  qui vérifient les conditions sui-
vantes :

(i) pour tout n, M;.= { M;"}^ est un A-module à gauche;
(ii) pour tout n, M:"= {M^ }^ est un A-module à droite;

(iii) les actions à gauche et à droite de A commutent.

On dit qu'un A-bimodule M est instable si les A-modules à gauche M;, et les A-modules
à droite M:" sont instables, autrement dit, si l'on a pour tout x dans M de bidegré (m, n) :

(i) yPix=0 pour 2 f + e > m ; 8=0,1.
(ii) xpT^O pour 2f/?+2s>n; s =0,1.

Soient M et N deux A-modules; on note M®N le produit tensoriel de M et N sur Z / p
(au sens bigradué) muni des actions à gauche et à droite de A définies à l'aide du coproduit
de A. Si M et N sont instables, il en est de même pour M(x)N.

3.1.2. Le A-bimodule J(.).

On obtient un A-bimodule instable, noté J(.), en posant (J(.))^ = (J^))"" ; l'action à droite
de A sur J(.) est définie de la manière suivante : soit 6 un élément de A, on note
.9 : J(n) -> J(n- 191 ) l'application A-linéaire qui représente l'élément [J(n) ] o 9 de H^_ |e|(J(n)).

De même, on obtient un A-bimodule instable, noté F(.), en posant (F(.))^ = (F^))^ F(n)
désignant le A-module instable librement engendré par un générateur i^ de degré n;
l'action à droite d'un élément 9 de A, .9 : F(n) -> F(n- | 9 |), est définie par i^.9=9i
Soit M un Z/j?-espace vectoriel bigradué, on note M* le Z//?-espace vectoriel bigradué
défini par (M*)^ = (M^)* = Hom^ (M^, Z/p). Si M est un A-bimodule (resp. un A-bimodule
instable), il en est de même pour M* l'action à gauche (resp. à droite) de A sur M* étant
duale de l'action à droite (resp. à gauche) de A sur M. Il est clair que l'on a tout fait pour
avoir la formule : J(.)=(F(.))*.

3.1.3. Le produit : J(.)®J(.) -^ J(.).

Le produit [J(m)](x) [J(n)] est un élément de H^(J(m)®J(n)) qui est représenté par

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



308 J. LANNES ET S. ZARATI

une application, notée \ini,n :J(m)(x)J(n) -> J(m+n). Ces applications définissent un pro-
duit : J(.)®J(.) -> J(.) qui est une application de bidegré (0,0) A-linéaire à gauche et à
droite.

3.2. LES SUITES EXACTES DE MAHOWALD

Soient M un A-module instable et x un élément de M ; on pose | x \ =2f+£ avec s =0,1.
On vérifie que l'application X : OM -> M, Ox -> PT'X est A-linéaire et que coker 'k
et ker ^ sont des suspensions de A-modules instables que l'on note respectivement QM
etQiM [11].

Le foncteur Q : ^U —> ̂  est l'adjoint à gauche du foncteur S : ̂  ̂  ^ et Qi est son
premier et unique foncteur dérivé. On précisera si nécessaire la notation X ci-dessus en À,M ;
pour /7=2, l'application ^ sera également notée S^o.

Remarque 3.2.1. — Pour/? =2 on a la formule QiM=EOZM. Il est à noter que dans
ce cas les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) l'application À, :OM -> M est injective (M est À-projectif au sens de [5] [13]).
(ii) £M=0.

Pour p > 2 on a seulement l'implication (i) ==> (ii), voir 8.1.2.

PROPOSITION 3.2.2. — Pour tout A-module instable M on a une suite exacte (dite de
Maho\vald) :

0 -> EEM -> M -^ ÔM -̂  SR^M -̂  0

où l'application SEM -> M est l'adjointe de l'identité de EM, où ^ : M -> OM est l'adjointe
de ^ : OM —> M et où R^S désigne le premier foncteur dérivé de E.

Démonstration. — L'application X : OF(m) -> F(m) est injective [11]. On a donc la
suite exacte :
(*) 0 -> OF(m) -^ F(m) -> SQF(m) -> 0

I:F(m-l)
En considérant Hom^ ((*), M) on obtient :

0 -> Hom^(SQF(m), M) -^ Hom^(F(m), M) -> Hom^(OF(m), M) -^ Extt(2:F(m-1), M) -^ 0

Hom^(F(m), SZM) M" Hom^(F(m), OM)

(EiM)̂ " (Ôlv^

La proposition résulte de la formule suivante dont la démonstration ne présente pas
de difficultés : (SR'ÎM^ = Ext^ (EF(m -1), M), R'i désignant le s^6 foncteur dérivé de £.

Remarque 3.2.3. — Lorsque M est ^-injectif, la suite exacte ci-dessus se réduit à :

0 -> SZM -> M À ÏM -> 0.
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On prend maintenant M = J(n).
3.2.3.1. — Le cas p = 2. Par définition même des foncteurs Z et 0 on a U(n) = J(n — 1)

/n\
et <I>J(n)=Jl . j ou 0 selon que n est pair ou impair; on vérifie également que l'application

/n\ n

^ : J(n) -> J( . ) (n pair) coïncide avec l'application ,S^2 introduite en 3.1.2. La propo-

sition 3.2.2 donne donc :
(i) un isomorphisme 2J(n—l)%J(n) si n est impair;

n / \

(ii) une suite exacte 0 -^ 2J(n— 1) ^ J(n) '-4> J( - ) -> 0 si n est pair.

Cette suite exacte, ou plutôt sa duale, est due à M. Mahowald [12].
3.2.3.2. — Le cas p>2. De la même manière, la Proposition 3.2.2 donne :
(i) un isomorphisme EJ(n—l)%J(n) si n^ 0,2(2;?);

(ii) deux suites exactes :

0 -> 2J(n-l) -. J(n) •p^ jf- | -.0 si n=0(2p);
\P/

0-. £J(n-l) -> J^i^jf^+l^o si n=2(2/?).
\ ^ /

3.3. LA TAILLE DE J(n)

DÉFINITION 3.3. — Soit M un A-module gradué M = { M " } .̂ On désigne par
(i) I I M I I Vêlement de Z u { - oo, + oo } défini par || M || = sup {neZ ; M"^0 } ;

(ii) | M | l'élément de Z u { - oo, + oo } défini par | M | = inf { neZ ; M^O } .
On dit que M est fini si dim (® M") < + oo.

L'égalité .nny^H^F^) montre que J(n) est fini et que ||J(n)|| =n. Ceci résulte aussi
des suites exactes précédentes qui donnent en outre, par récurrence sur n, les informations
suivantes :

— sip = 2, | 3(n) | = a(n), a(n) désignant le nombre de un dans l'écriture 2-adique de n, [3 ] ;
— si p>2, \ 3(n) | =2a(n)—^(n), a(n) désignant la somme des chiffres intervenant dans

l'écriture /sadique de n, et [i(n) le nombre de ces chiffres qui sont non nuls [14].

4. Les ^-Injectifs K(Q

Dans [3] G. Carisson considère, pour /?==2, la limite projective du système

-— ^ j(2.f) ^J(2^f) ̂ ^i ̂ ^f) ̂  -—

Dans [14] H. Miller considère une limite analogue pour/?>2.
DÉFINITION 4.1. — Pour tout entier i, on pose : K(i)= lim {J(2j^f), .P^"11}.

<-5-

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



310 J. LANNES ET S. ZARATI

DÉFINITION 4.2. — Un A-module M= { M" }̂  est dit graduellement fini si, pour tout
neZ, M" est un Z/p-espace vectoriel de dimension finie.

4.3. Le lemme suivant montre que K(f) est ^-injectif.

LEMME 4.3. — Toute limite projective filtrante de ^-injectifs graduellement finis est
^-injective.

Démonstration. — Considérons un système projectif filtrant de ^-injectifs J^ graduelle-
ment finis et 0 -> M' -> M -> M" -> 0 une suite exacte dans (JU. On a la suite exacte :

0 -^ Hom^ (M", lim JJ -̂  Hom^ (M, lim JJ -^ Hom^ (M', Hm JJ -̂  hm1 Hom^(M", JJ.

Lorsque M" est monogène engendré par un élément de degré n, Hom^ (M", JJ, qui est
un sous-espace de Jï, est de dimension finie ; ce qui montre lim1 Hom^ (M", JJ=0. Une
démonstration analogue à celle de [4] page 8, montre alors que lim J^ est ^-injectif (cette
démonstration de la nullité de Ext^ (M", lim Ja) sans restriction sur M", est due à 0. Gab-
ber). ^~

PROPOSITION 4.4. — Le module iK(f) est nul et l'application À, : K(i) -> OK(i) est un
isomorphisme.

Démonstration. — D'après 3.2.3, il suffit de vérifier Fune ou l'autre de ces affir-
mations. La seconde équivaut à dire que pour tout A-module instable M l'application
^ : Hom^ (M, K(f)) -> Hom^ (OM, K(i)) est un isomorphisme, ce qui est vrai par défini-
tion même de K(i). On peut aussi montrer que £K(i) est nul en utilisant que le foncteur S
commute aux limites projectives et que la suite : q \—> \ J(2i^— 1) | tend vers l'infini.

4.5. Les suites exactes introduites en 3.2 montrent que YJ^f ̂ ^(îp^Y pour q assez
grand; ce qui prouve que K(f) est graduellement fini.

5. Les ^-injectifs K(Q®J^)

Dans ce paragraphe nous montrons que les applications ̂ p^n :J(2^f)(x)J(n) -> J(2/^i+n)
induisent un isomorphisme : K(f)(x)J(n) -> lim {^^f+n),?^"11}, ce qui prouve,
d'après 4.3 que K(f)(x)J(n) est ^-injectif. Ce paragraphe est fortement influencé par [3].
Les énoncés de ce paragraphe sont valables pour tout nombre premier p, cependant,
par souci de clarté, nous supposons dans les démonstrations p > 2 (pour;? =2, les démons-
trations sont analogues).

LEMME 5.1 (Comparer avec G. Carisson [3 ]). — I I existe une constante C(ï, n) dépendant
de i et de n telle que le diagramme

W^O®^) w^ JÇlp^H+n)
.pP91®! .pP91

J(2^)®J^) ^^ J(2^i+n)

est commutatif en degré < q + C(f, n).
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Démonstration. — Soient a un élément de J^^f) et b un élément de J(n). La « for-
mule de Cartan à droite » (voir 3.1.1) s'écrit :

(ab)PP9i=(aPpqi)b+ ^ (aP^-W^
k=l

xy désignant le produit de deux éléments x et y de J(.) ; ou encore, puisque J(n - 2k(p -1)) = 0

pour k> ———— :x ^/ „ 1 \2(^-1)
(aé)Ppqi=(aPpgl)b+ E (aP '̂-^P^).

^^-l)

Nous allons montrer qu'il existe une constante C(f, n) dépendant de i et de n telle que les

termes aPP91'^ l^k^ _ , sont nuls si | a \ < q-\- C(f, n) (et a /omon si | a®b \ < q-\- C(f, n}).

Pour cela on utilise le lemme suivant dont la preuve est analogue à celle donnée dans [16]
page 80.

LEMME 5.2. — Soit m un entier. L'opération Pw appartient à l'idéal à droite de A' engendré
par les PP1 tels que p1 divise m.

Il suffit donc de montrer l'existence d'une constante C(f, n) telle que apP^O si

| a \ < q + C(f, n) pour tous les entiers ; tels que p1 divise p^ — k avec 1 ̂  k ̂  ———— ; remar-
2(p -1)

quons que ces entiers l sont majorés par une constante dépendant de i et de n que nous
notons Ci(f,n). L'élément oP?1 appartient au module J(2pq+li—2pl(p—l)\ il suffit donc
encore de montrer que les entiers \](2pq+li-2pl(p-1))]^ sont minorés par une constante
dépendant de i et de n. Il est clair que nous pouvons supposer q ̂  Ci(f, n) et par conséquent
q ̂  /, nous avons :

\W+li-2p\p-l))\=2^+li-pl(p-l))-^+li-pl(p-l)) (voir 3.3)
=2^-l+li-(p-l))-^-l+li-(p-l))
=(2p-3)(q-l)+y(i)

y(f) désignant une constante dépendant de i

^(2p-3)q-(2p-3)C^n)+y(i)
d'où le résultat.

5.3. Posons L(f, n)= lim { J(2^f+n), .p^-11}. n résulte du lemme 5.1 que les applica-
^TT

tions [i2pii,n '' ̂ /^f)®.!^) -^ J(2^f+ n) induisent une application notée ̂  '' K(f)®J(n) -> L(f, n).
Précisons un peu. Soit T^ : ̂  —> ̂  le foncteur défini sur les objets par TgM = M/M^+C(^),
M^+c(i,n) désignant le sous A-module formé des éléments de degré supérieur ou égal à
q + C(f, n). Le lemme 5.1 affirme que les ^p^n induisent une application du système
projectif {^^f)®^),.?^"11®!} vers le système projectif {T^J(2^'+n), q^} où (^
désigne la composition :

TJ(2^+n) ̂  Vi.W+n) Tq-l(•p^) T,_lJ(2^-lf+n).
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Pour définir py, on remarque que l'application naturelle de L(i, n) vers lim {TqJ(2/?îf+ n\ (p^}
est un isomorphisme ; on remarquera également que l'application naturelle de K(f)(x)J(n)
vers lim { J(2/^i)(x)J(n), .P^"11®! } est un isomorphisme parce que J(n) est fini.

PROPOSITION 5.4. — Inapplication ̂  :K(i)(x)J(n) -> L(ï,n) ^sî un isomorphisme.
Démonstration. — Nous procédons par récurrence sur n. Il est trivial que ^o est un iso-

morphisme ; supposons que ^ est un isomorphisme pour k < n et montrons que [in en

est un. D'après 3.2.3.2, il suffit de considérer les cas n = 0(2p) et n = 2(2p) ; la démonstration
est du même type dans les deux cas, aussi nous limiterons-nous au cas n=0(2p). Considé-
rons le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes d'après 3.2.3.2.

0 -. EJ(2/^)®J(n-l) -> .1(2^0®^)^ WO^I") -> 0
l \P/

P^"' ''®1

^

^^-^^J^2p"i.n-l S^Zpii.n

0—> EJ(2^i+n-l) ^^i+n)^ 4j h^-1^- -0
^

pq-ll+-"> p définissent une application des systèmes projectifsLes applications ,P

{^^f+n),.?^"11} vers le système projectif ^ J^2pq~li+n^.PP9~2i ̂  Ceci résulte des

relations d'Adem et de l'instabilité à droite de J(.). Il s'agit en fait du phénomène plus
général suivant : soit x un élément d'un A-module à droite instable dont le degré est de
la forme 2kp, si l'on pose xPo=xPk, alors on a la formule (xPjp)Po=(xpo)pj'

En passant à la limite projective en q dans le diagramme ci-dessus, on obtient le dia-
gramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes (on utilise là encore que les J(m)
sont finis).

0 -> £K(i)®J(n-l) -^ K(f)®J(n) -^ K(f)®J -^ 0
s^-i

0——> EL(i,n-l) —— LM)

d'où l'induction.
Une conséquence de 4.3 et 5.4 est :
COROLLAIRE 5.5. — Le module K(i)0î(n) est ^-injectif.

/ n>
L f,-
\ P )

6. Sur les résolutions ^-injectives

Ce paragraphe est un fourré-tout qui contient quelques sorites sur les résolutions dans
la catégorie ^. Ces sorites seront utilisées en 7, 8 et 9.
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6.1. Existence de résolutions injectives particulières.

PROPOSITION 6.1.1. — Tout A-module instable M s'injecte dans un produit de modules
3(n) : M C)> n^a)- En particulier, tout ^-injectif est facteur direct dans un produit de 3{n).

a

Démonstration. — Soient S ' la catégorie des Z/^-espaces vectoriels gradués, ( 9 ' '. ^U ̂  <f* le
foncteur oubli et (9' : ̂  -> ̂  son adjoint à droite : Hom^. ((P'M, E) = Hom^ (M, (P'E). Il est
clair que l'on a î(n)=Of(LnI./p), E"Z/T? désignant le Zip-espace vectoriel gradué ayant
un seul générateur en degré n. Tout Z/p-espace vectoriel E est une somme directe ©^"'Z//?,

a

on a donc une injection : E c^ ^^Z/p. Puisque le foncteur (9' préserve les injections et
a

commute aux produits, on a une injection : ê'E c^ n^'^"^/^^!!^^)'
a a

La Proposition 6.1 est maintenant une conséquence du fait que pour tout A-module
instable M l'application naturelle : M -> (5'^'M est une injection.

COROLLAIRE 6.1.2. — Tout A-module instable admet une résolution par des ^-injectifs
qui sont des produits de J(n).

PROPOSITION 6.1 3. — Tout A-module instable fini M (c'est-à-dire tel que
dirn^/p^M") < -h oo ) admet une résolution ^-injective de longueur finie formée de

produits finis de J(n).

Démonstration. — Si M est un A-module fini, (P^^M est un produit fini de J(n). De
plus, le conoyau C de l'injection : M -> G'QM est un A-module instable fini tel que
I I C I I ^ I I M I I — 1 (la notation || || est introduite en 3.3). On achève par récurrence.

Remarque. — II est facile de voir que tout ^-injectif fini est un produit fini de J(n). De
même tout ^-injectif borné (|| || < + oo) est une somme directe de J(n) (une telle somme
directe est ^-injective parce que la catégorie ^ est noetherienne, voir l'appendice B).

PROPOSITION 6.1.4. — Soit M un A-module instable. Les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) SM est nul ;
(ii) M s'injecte dans un produit de modules K(i) : M <4 I'IK^).

a

Démonstration de l'implication (ii) => (i). — Comme le foncteur E préserve les injections
et commute aux produits, elle résulte de 4.4.

La démonstration de l'implication (i) => (ii) se fait en deux parties, dans la première,
on traite le cas p==2, dans la seconde, le cas p>2.

— Le cas p=2. On appelle S^o-tûodule un Z/2-espace vectoriel gradué F= {F"}^,
muni d'applications linéaires : F" -> ¥2" notées Sqo. On note ^ la catégorie dont les
objets sont les S^o-modules et les morphismes les applications linéaires de degré zéro
commutant avec Sqo ; on note (9" : ^U ̂  ^ le foncteur oubli évident et (?" : ̂  ^ ^U son
adjoint à droite. A nouveau l'application naturelle : M -> C)"(5/'M est une injection.
Si SM==0, l'application Sqo : ̂ "M -> (P"M est injective (cette condition équivaut à « ̂ "M
est un projectif de la catégorie ^ », c'est là la justification de la terminologie S^o-projectif
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rappelée en 3.2.3) et (P"M est isomorphe à une somme directe @F^, Ff désignant le S^o-
module librement engendré par un générateur de degré i : "

f Z / 2 si n est de la forme W .
F?= < . ; Sqo : ¥f l -> ¥f l est un isomorphisme.

(^ 0 sinon.

Écrivons l'entier i sous la forme f=2 t ;(2/+l) et posons ¥i=¥^+^ (Fi est l'enveloppe
^-injective de F^) ; on vérifie que l'on a K(i')= ̂ "(F^). A partir de l'injection : ̂ "M c^ Y[¥^
on obtient comme précédemment une injection : M c^ fjK^).

a

— L e cas p>2. Considérons tout d'abord la catégorie '̂. Définissons comme aux
paragraphes 3 et 4 des ^-injectifs J'(n) et K'(ï) par les formules Hom<^( ,J'(n))=H^ (si
bien que J'(n)=0 si n est impair) et K'(i')== limJ'(2f/^); nous avons donc J'(n)=ëJ(n) et
K^O^K.O'). Notons également E' : ̂ ' —> ^F la suspension deuxième et à' : ̂ ' —> ̂ '
son adjoint à droite. La même démonstration que celle du cas p=2 montre que tout
A-module instable pair N tel que S'N=0 s'injecte dans un produit de K'(f).

Soit maintenant M un A-module instable tel que SM==0. Comme S'^M==^£SM=0
on peut appliquer ce qui précède à OM : ̂ M s'injecte dans un produit n^1")' ̂ )n en

déduit une injection : a

OM=WM c, ^(nKu^n^K'o^-n^f,)
a a a

en effet TK'(0=OK(i)=K(f) (voir 4.4).
Or d'après 3.2.2, si £M=0, M s'injecte dans ÔM, d'où le résultat.

6.2. ^-modules.

PROPOSITION-DÉFINITION 6.2.1. — Soit M un A-module instable. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes.

(i) Ext^ (EN, M)=0 pour tout A-module instable N et s =0,1.
(ii) SM^O^I^à^O.

(iii) M —> OM est un isomorphisme.
(iv) I I existe un début de résolution injective de M de la forme

o ^ M riTO ̂  nK(ip).
a p

(v) I I existe un début de résolution injective de M de la forme :

0 -> M -. K° -^ K1

avec K° et K1 deux ^-injectifs tels que iK^SK^O.
(vi) Pour p = 2, le module M est Sqo-projectif et un élément de M est dans l'image de Sqo

si et seulement s'il est annulé par tous les primitifs Q,, i^ 0, de A 3.
5i M vérifie l'une des conditions équivalentes ci-dessus, on dira que M vérifie la condi-

tion A ou bien que M est un A-module.
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Remarque. — La terminologie A-module est justifiée par la condition (vi) ; en effet,
pour/? =2, cette condition est celle qui apparaît dans [2] [15].

Démonstration de 6.2.1. — (i) => (ii). Cette implication résulte de l'égalité
Ext^ (E(F(n), M)^5™)".

(ii) <=> (iii). Cette équivalence résulte de la suite exacte de Mahowald introduite en 3.2.2.
(ii) => (iv). D'après 6.1.4, M s'injecte dans un produit K = Y[ K(fJ. Soit C le conoyau

a,

de cette mjection, puisque K est ^-injectif et que ZK est nul (voir 4.4), on a un isomor-
phisme ZC ^ R^M. On peut donc appliquer à nouveau 6.1.4 à C.

(iv) => (v). Il suffit de prendre K°=nK(y et K^nKQ'p).
a p

(v) => (i). Complétons la suite exacte : 0 -> M -> K° -> K1 en une résolution ^-injec-
tive de M : 0 -> M -. J*. On a Ext^EN^^^om^ZN.J*), d'où le résultat.

Supposons p = 2 et montrons que (ii) est équivalent à (vi). On vérifie que la suite suivante :

eF(2M+21-!) ^ F(2n) ^ F(n) d-} SF(n-l) ̂  0
(^ i

où ^-i(^)=Z^-i, û?o(i2n)=S(?oin et d^(i^+ 2*-1)= Qi- i^im est exacte ; elle constitue donc
un début de résolution projective dans ^ de EF(n-l). La condition (ii) équivaut à
Ext^(£F(n—l),M)=0, 5=0,1, pour tout n, c'est-à-dire à l'exactitude des suites :

0 -> Hom^(F(n),M) -^ Hom^ (F(2n), M) -> Hom^(©F(2^î+2 i-l), M)('
ou encore :

nQ,-.
0 -> M" -^0 M2" ^—^ riM2^21"1.

6.3. Un critère d'équivalence pour certains fondeurs.

PROPOSITION 6.3. — Soient To, Ti deux fondeurs covariants définis sur ^U à valeurs dans
une catégorie abélienne ^, et a : To -> T^ une transformation naturelle. On suppose que
To et TI sont exacts à gauche, alors :

(i) l'application a^ : T()M —> TiM est un isomorphisme pour tout A-module instable
fini M si et seulement si a^ : ToJ(n) -> TiJ(n) est un isomorphisme pour tout n.

On suppose en outre que les fondeurs To et Ti commutent aux produits, alors :
(ii) la transformation a est une équivalence si et seulement si aj(n) : ToJ(n) -> TiJ(n) est

un isomorphisme pour tout n ;
(iii) l'application OM : ToM -> TiM est un isomorphisme pour tout A-module M 51 et

seulement si a^i) :ToK(f) -> TiK(f) est un isomorphisme pour tout i.
Démonstration de (i). — Soit M un A-module instable fini. D'après 6.1.3, on a une suite

exacte : 0 -> M -> J° -> J1 où J° et J1 sont des produits finis de 3(n). Le diagramme com-
mutatif suivant :

0 ^ ToM -> ToJ° ^ ToJ1

MM aj° aji

0 -, TiM -^ TiJ° ^ TiJ1
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dont les lignes sont exactes, montre que OM est un isomorphisme dès que ocjo et aji sont
des isomorphismes.

Les points (ii) et (iii) se démontrent de la même façon en utilisant respectivement 6.1.2
et 6.2.1 (iv).

6.4. On termine ce paragraphe par la proposition suivante dont la preuve est « routine » :

PROPOSITION 6.4. — Soient ^ la sous-catégorie pleine de ^U dont les objets sont les ̂ -injec-
tifs et To, TI : ̂  —> ̂  (une catégorie abélienne) deux fondeurs covariants exacts à gauche.
L'application Hom (To, Ti) -> Hom (T()|^, TI|^) qui associe à une transformation naturelle :
To —> TI la transformation naturelle induite : rTo\^ —> Tijjr est un isomorphisme.

7. Produit tensoriel de ^-injectifs

En général le produit tensoriel de deux injectifs de la catégorie ̂  n'est pas injectif. Par
exemple, le module EJ(n-l)==(SZ/7?)®J(n-l), n=0{2p), n'est pas ^-injectif; en effet,
on a l'isomorphisme suivant pour tout ^-injectif K : Ext^(M,EK)^ Hom^(QiM,K).

Le but de ce paragraphe est de prouver le théorème 0 dont voici l'énoncé reformulé
à l'aide de^tà notation È introduite en 2.3.

THÉORÈME 7.1. — Soient J et K deux ^-injectifs tels que :
(i) SK=0

(ii) J ou K. graduellement fini.
Alors, le produit tensoriel K(x)J est ^-injectif.
Démonstration. — Supposons par exemple que K est graduellement fini. D'après 6.1.1

K®J est facteur direct dans K®(nJ(^))=n(K®J(nJ).
a a

D'après 6.1.4, le module K est facteur direct dans n^O'p)- II en résulte que K(x)J est
p

facteur direct dans nO^O'p)®.^))- Comme chaque K(fp)®J(nJ est ^-injectif (voir 5.5)
a,p

il en est de même pour K(x)J.
Remarque. — Nous ne savons pas si la condition (ii) est superflue ou non. Il se peut

que l'on puisse se débarrasser de cette condition en utilisant que la catégorie ̂  est noethe-
rienne (voir l'appendice B) (3).

COROLLAIRE 7.2 (comparer avec [3 ]). — Soit V un p-groupe abélien élémentaire (c'est-
à-dire un Z/p-espace vectoriel de dimension finie) alors, le A-module instable H*(V ; Z / p )
est ^-injectif.

Démonstration. — La ^-injectivité de H*(Z//?; Z/p) est démontrée dans [14] (voir l'ap-
pendice A du présent papier). D'autre part, l'application 'k : OH*(Z//? ; Z / p ) -> H*(Z/T? ; Z / p )
est injective, ce qui montre que £H*(Z/p;Z/^) est nul. D'après le théorème 7.1,
H*(Z//? ; Z//?)®J est ^-injectif dès que J est ^-injectif. Le corollaire se démontre par
récurrence sur dim^/pV.

(3) Elle est superflue, voir [19].
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8. Foncteurs S, 0, (9, et produit tensoriel

Dans le paragraphe 9.1 nous aurons besoin de formules décrivant dans certains cas
le comportement des foncteurs £ et 0 vis-à-vis du produit tensoriel. La formule relative
à £ permet aussi de montrer que le module EH^Z/p^ ; Z / p ) est nul (voir [17]).

8.1. Foncteur 2 et produit tensoriel

Soient M et N deux A-modules instables. On note PN '' ̂ N -> N l'adjointe de l'iden-
tité de EN et YM,N '' M® EN -» S(M®N) l'adjointe de l'application

5:(M®ZN)=M®SâN ̂  M®N.

PROPOSITION 8.1.1. — Soit M un A-module instable tel que SM=0. Alors, pour tout
A-module instable N, l'application YM,N :M®EN -> S(M®N) est un isomorphisme.

Cette proposition sera démontrée en 8.1.6.
Lorsque/? =2, la proposition 8.1.1 est évidente d'après la remarque 2.4.
Soit V un /^-groupe abélien élémentaire avec p>2 et dim^/pV^2, alors l'application

X : OH*(V ; Z/p) -> H*(V ; Z / p ) n'est plus injective. Par contre la proposition 8.1.1 et la
nullité de SH*(Z//? ; Z / p ) montrent :

COROLLAIRE 8.1.2. — Le module £H(V ; Z / p ) est nul pour tout p-groupe abélien élémen-
taire V.

LEMME 8.1.3. — L'application YK(o,j(n) :K(f)®£J(n) -> S(K(i)®J(n)) est un isomorphisme.
Démonstration. — C'est une conséquence de 5.4 et de la commutativité du diagramme

suivant :
K(i)®£J(n) ————yî^^1————> S(K(0®J(n))

(lim Wi}}®ï(n -1) E((lim J(2/?4f))®J(n))
" l . ^ l
lim J(2^^' + n -1) = lim (5:J(2/̂  + n)) = S(lim JÇlp^ + n))

SCHOLIE 8.1.4. — L'application yK(i),N : K(i')®ZN -> E(K(i)®N) est un isomorphisme
pour tout N instable.

LEMME 8.1.5. — Soient M un A-module instable et M' un sous-A-module, alors
SÊM=M'nSiM.

Démonstration. — Ceci résulte du diagramme commutatif suivant

0 ^ EÊM -^ M -^ (DMj j . j
0 ^ £iM' ^ M' ^ ÔM'.

8.1.6. Démonstration de 8.1.1. — Supposons tout d'abord que N est graduellement
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fini. D'après 6.1.4, M s'injecte dans un produit K= n^-Oa)»et M®N dans K®N. D'après
le lemme 8.1 .5:

EÈ(M®N)=(M®N)nSS(K(x)N)
=(M®N)nI:â((riK(i,))®N)

a

=(M®N)nEi:n(K(^)®N) car N est graduellement fini
a

= (M®N) n nSS(K(4)(g)N)
a

=(M®N)nn(K(y®S2N) d'après 8.1.4.
a

=(M®N)n(K®2:EN)
=M®SZN.

Pour passer du cas où N est graduellement fini au cas général, on utilise les points
suivants :

— Tout A-module instable est limite inductive de ses sous-A-modules de type fini.
— Un A-module de type fini est graduellement fini.
— Le foncteur Z commute aux limites inductives (voir l'appendice B).
— Le produit tensoriel commute aux limites inductives.

8.2. Fondeurs 0 et produit tensoriel

Soit M un A-module instable. Considérons les foncteurs To et Ti : % —> ̂  définis
par To(N)=M®ON et Ti(N)==0(M®N); ces deux foncteurs sont exacts à gauche.
D'après 6.4, pour définir une application naturelle §M,N '• M®ON -> 0(M®N), il suffit
de la définir lorsque N est ^f-injectif. Dans ce cas, considérons le diagramme commutatif
suivant dont les lignes sont exactes d'après 3.2.3.

0 -> M®2±N -> M®N -> M®ÔN -^ 0

0 -> EÎ(M®N) -^ M®N -> <D(M®N)

SM,N : M® ON -> <D(M®N) est l'unique application qui complète le diagramme ci-dessus
en un diagramme commutatif.

Remarque. — Pour p = 2, l'application ÔM,N peut se définir plus simplement. Dans ce
cas, on a la formule 0(Mi®M2)=OMi®OM2 (on n'a pas de telle formule pour/?>2).
L'adjointe de ÔM,N '•

0(M®ON)=OM®OON -> M®N

est le produit tensoriel ^M®8^ EN désignant l'adjointe de l'identité de ON.

PROPOSITION 8.2.1. — Soit M un A-module instable vérifiant la condition A (voir 6 . 2 ) .
Alors, pour tout A-module instable N, l'application ÔM,N '' M®ON -> 0(M®N) est un iso-
morphisme.
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En utilisant la même méthode qu'en 8.1.6, on peut se limiter au cas où N est graduelle-
ment fini. La proposition 8.2.1 résulte alors de 6.3 (iii) et du lemme suivant.

LEMME 8.2.2. — Soit 3 un ^-injectif. L'application ÔK(I),J : K(f)®OJ -> 0(K(f)®J) est
un isomorphisme.

Démonstration. — Par définition de OK(I),J le diagramme suivant, dont les lignes sont
exactes d'après 3.2.3 et 7.1, est commutatif.

0 -^ K(00Sâj -^ K(i)(x)J -> K(0®OJ -> 0
^K<.J II ]ôK(^

0 -> si(K(f)®J) -. K(ï)®J -. 0(K(i)®J) -. 0.

Le lemme est maintenant une conséquence de 8.1.1.

8.3. On peut montrer par les mêmes méthodes que précédemment :

PROPOSITION 8.3. — Soit M un A-module instable tel que £M = 0, alors, pour tout A-module
instable N les modules <P(M(x)N) et (<PM)®(<PN) sont naturellement isomorphes.

9. Un théorème (TAdams-Gunawardena-Miller [1]

L'objet de ce paragraphe est de montrer comment les résultats des paragraphes précé-
dents et ceux de [8] permettent de retrouver, au moins pour/» =2, le théorème 1.1 de [1 ]
dont voici un énoncé provisoirement approximatif qui sera précisé en 9.2.3.

THÉORÈME 9. — Soient U et V deux p-groupes abéliens élémentaires. Soit M un A-module
(pas nécessairement instable \) que Von suppose graduellement fini et borné inférieur ement
(c'est-à-dire qu'il existe un entier HQ tel que M^O pour n<no). Alors le groupe
Ext^5 (H*V, H*U(x)M) s'exprime comme une somme dégroupes de la forme Ext^5 (H*W, M)
où W est encore unp-groupe abélien élémentaire fH*U, H*V, H*W désignent la cohomologie
module p des groupes U, V, W/

Ce théorème, qui est le résultat principal de [1 ], implique une forme forte de la conjonc-
ture de Segal pour les /^-groupes abéliens élémentaires (détermination de duaux fonction-
nels). Nous nous proposons de le démontrer par des méthodes « instables » sensiblement
différentes de celles de [1 ]. Pour des raisons de simplicité nous supposons p = 2.

Commençons par le cas 5=0.

9.1. Étude de Hom^(H*V, M®N)

Soit V un 2-groupe abélien élémentaire. Considérons le foncteur T défini sur la
catégorie ^U à valeurs dans la catégorie des Z/2-espaces vectoriels, défini par :
M \-> T(M)= Hom^(H*V, M). Dans ce paragraphe nous étudions le comportement du
foncteur T vis-à-vis du produit tensoriel de A-modules instables. Cette étude est à comparer
avec celle de l'appendice de [8].

Soient M et N deux A-modules instables. On note |J,M,N :T(M)®T(N) -> T(M(x)N)
l'application naturelle correspondant à l'application bilinéaire : T(M) x T(N) -> T(M(x)N)
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induite par le coproduit : H*V -> H*V®H*V. Nous allons montrer que l'application
!^M,N est un isomorphisme sous certaines conditions.

THÉORÈME 9.1.1. — Soit M un A-module instable vérifiant la condition A. Alors, pour
tout A-module instable N l'application ^IM,N est un isomorphisme dans les deux cas suivants :

(i) ^fini.
(ii) M graduellement fini et T(M) fini.
Ce théorème résulte du lemme ci-dessous et de la proposition 6.3 (i), (ii) et (iii).
LEMME 9.1.2. — Soit K un A-module ^-injectif et SqQ-projectif. L'application p.K,j(n)

est un isomorphisme.
Démonstration. — En associant à un élément F de H"V, qui est un polynôme homogène

de degré n sur V, sa différentielle d¥, qui est un élément de V*®!?"^, on définit une
application A-linéaire de degré zéro, notée à : H*V -> 2:V*(x)H*V^2:HlV®H*V (I^V
est ici considéré comme un A-module trivial concentré en degré zéro). Un polynôme F
est un carré si et seulement si rfF=0, autrement dit, la suite :

0 -. OH*V s"? H*V 4 Sï^V^H^V
est exacte.

Plus généralement, soit dn la composition suivante :

ZWV^IPV 1^ SWV^SH^tPV)

^^(irvoH^^tPvsn+lproduit®1 s^^^^v^^v
(les H"V sont là encore considérés comme des A-modules triviaux concentrés en degré
zéro). La longue suite :

(*) 0 -> OH*V s4? H*V -> Sl-^V®»^ -. . . . -^ S"-1!?-1®!?^

^ ^ïrvçaH^v -. ...
est exacte. En effet, soit C(V) le complexe de cochaines suivant :

H*V ^ ZH^^^V ^ ZWV^îPV ^ .. .

on vérifie que pour tous 2-groupes abéliens élémentaires V, W les complexes C(V(x)W)
et C(V)®C(W) sont isomorphes ; il suffit donc de montrer que la suite (*) est exacte lorsque
dim^/2 V= 1 et dans ce cas c'est facile. On vérifie ensuite qu'est commutatif le diagramme
suivant dont les lignes sont exactes parce que, d'après 7.1, le module K®J(n) est ^-injectif.

-^ HoiïL^ZWV®»^^®^)) ——> Hom^(2;HlV®H*V,K®J(n)) ——> T(K®J(n)) ——> Hom^((DH*V,K(x)J(n)) —^ 0
\Z \l - \ï

H^^T^^K^J^))) HlV®T(i(K®J(n))) T(0(K®J(n)))
\ï \l \ï

H^^^K^Z2^)) H^^^K®^?!)) T(K®OJ(n))
t t t

[ 1 ® ̂ K.^J(n) 1 ®UK.ÏJ(n) HK.J(n) Hk.Oj(n)

H2V ® (T(K) ® T^JÇn))) H^® (T(K) ® T(ZJ(M))) T(K)(x)T(<DJ(n))
\ï \l I I

- T(K)® Hom^(2;2H2V®H*V,J(n)) -> T(K)® Hom^(£HlV®H*V,J(n)) -^ T(K)®T(J(n)) ^ T(K)®Hom^(OH*V,J(n)) ^ 0
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En utilisant les égalités ÏkJ(n)=J(n—k) et OJ(n)=J( - j (avec J( - )=0 si n est impair)

on prouve le lemme 9.1.2 par récurrence sur n (il est trivial que ^IK,J(O) est un isomorphisme).
9.1.3. Soient U, V deux Z/2-espaces vectoriels de dimension finie, J^(U, V) l'ensemble

des applications linéaires de U dans V, et Z/2 [J^(U, V) ] le Z/2-espace vectoriel de base
J^(U, V) ; alors le prolongement linéaire : Z/2 [J^(U, V)] -. Hom^ (H*V, H*U) de l'appli-
cation (ensembliste) naturelle : J^(U, V) -> Hom^ (H*V, H*U) est un isomorphisme.
Il s'agit là du corollaire A. 2.3 de [8 ], ce résultat peut aussi se démontrer à l'aide du théo-
rème 9.1.1 (ii) et du théorème A. 1.2 de [8] (on se ramène au cas dimU= dimV=l).

En appliquant le (ii) du théorème 9.1.1 nous obtenons :
COROLLAIRE 9.1.3. — Pour tout A-module instable M le groupe Hom^ (H*V, H*U(x)M)

est naturellement isomorphe à Z/2[J^(U,V)]®Hom^(H*V, M).
Remarque 9.1.4. — Soit M un A-module instable graduellement fini alors M est la

limite projective des A-modules finis M/M>^, M>» désignant le sous-A-module de M
engendré par les éléments de degré >n; dans ce cas T(M) est un Z/2-espace vectoriel
profini c'est-à-dire une limite projective de Z/2-espaces vectoriels de dimension finie.
Soient M et N deux A-modules instables graduellement finis. L'application |LIM,N définie
en 9.1 se prolonge en une application linéaire continue (ÎM,N : T(M)(x)T(N) -> T(M(x)N),
Ô désignant le produit tensoriel dans la catégorie des Z/2-espaces vectoriels profinis
(voir par exemple l'appendice de [8]).

On a le résultat suivant dont la première partie généralise en quelque sorte le (i) de 9.1.1.
THÉORÈME 9.1.4. — Soient M et N deux A-modules instables graduellement finis.
(i) Si M vérifie la condition A alors, l'application ?M,N est un isomorphisme.

(ii) Si M et N sont SqQ-projectifs alors, l'application (1̂  N est un isomorphisme.
Remarque 9.1.5. — Les résultats 9.1.1, 9.1.2, 9.1.3 et 9.1.4 s'étendent mutatis

mutandis, au cas/?>2. Il suffit en fait d'étendre le lemme 9.1.2. On étend tout d'abord
ce lemme à la catégorie ^p pour p>2 qui est le véritable analogue de ^2- Cette idée a
déjà été utilisée en 6.1.4, et sera utilisée dans les appendices A et B, voir aussi [17]. Le
rôle de H*V pour p=2 est tenu dans Wp pour/?>2 par la « partie polynomiale » de H*V
notée PV. Pour passer ensuite de ^, p > 2, à %p, p > 2, on utilise essentiellement qu'il
existe une filtration PV=Fo c: Fi c . . . c Fd^v=H*V telle que : F^-1 =ZfcAfcV*®PV.

9.2. Étude de Ext^(H*V, H*U(x)M) lorsque M est un A-module instable, ^-injectif
9.2.1. Posons, pour tout A-module M, G'(M)= Ext^(H*V, H*U(x)M). Si M est

^-injectifil en est de même, d'après le théorème 7.1, pour H*U(x)M. On peut donc appli-
quer la proposition 5.4.1 de [8 ] :

G^N^ Hom^ (R,H*V, H*U(x)M).
Le calcul de R,H*V se fait par récurrence sur s à l'aide des formules 4.4.6.1 et 4.4.6.4
de [8]. On pose V^Z^eV, on obtient que R,H*V est le sous-module de H*V, formé
des invariants sous l'action du sous-groupe de GL(Vs), noté GL(Vs, V), des automorphismes
de V, qui induisent l'identité sur V : R^IPV^H*^)01^^ II est à remarquer que R,H*V
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est canoniquement isomorphe à (IPW/'^'^ pour tout Z/2-espace vectoriel W conte-
nant V tel que dim W - dim V == 5. Il vient :

0^)= Hom^rtH*^)01^^ H*U®M).
Puisque H*U®M est ^-injectifle foncteur Hom^ ( , H*U®M) « transforme invariants

(pour l'action d'un groupe ayant un nombre fini de générateurs) en co-invariants » :

G^Mf^fHom.^H^H^®]^^.!^^).
On utilise alors le corollaire 9.1.3 :

G^M) = (Z/2 [J^(U, V,) ] ® Hom^ (H*V, M))C.L(V..V).

Cette expression se décompose en une somme directe indexée par les orbites, sous
Faction de GL(V,, V), de l'ensemble ^(U, V,). Le sous-groupe d'isotropie d'un élément (p
de ^f(U, V,) est GL(V,, W((p)), W((p) désignant le sous-espace V+ Im (p de V,, et le terme
correspondant à l'orbite de (p, noté F^(M), est le suivant :

F^(M)=(Hom^ (H*V,, M))(,L(V,,W«P))
ou encore :

F^(M)= Hom^((H*V,)(•L(v-w((p)\ M).
Notons s((p) la codimension de V dans W((p), alors la codimension de W((p) dans Vs

est s-s((p) et le module (H*^)01^-^ s'identifie à R,-^H*W((p). On peut appliquer
à nouveau la proposition 5.4.1 de [8 ] :

F^(M)= Exti-^-^IPV^p), M).

On a donc obtenu, lorsque M est ^-injectif, un isomorphisme :
Ext^PPV, H*U®M)^ © Exti-^-^W^^q)), M)

(P
la somme directe étant indexée sur un système de représentants pour l'ensemble quotient
GL(V,V)\J?(U,V,).

A présent, afin de remplacer la somme ci-dessus par une somme indexée sur un ensemble
qui soit indépendant de s, il nous faut introduire la notion suivante.

9 .2 .2 . L'ensemble des classes crisomorphismes de (U. V)-ensenihle irréductibles [1].
Soient U et V deux 2-groupes abéliens élémentaires. On appelle (U, V)-ensemble, un

ensemble fini X muni d'une action du groupe U©V dont la restriction à V est libre ; on
dit que X est irréductible si l'action de U©V est transitive ou ce qui revient au même
si l'action induite de U sur X/V est transitive. On note .^(U, V) l'ensemble des classes
d'isomorphismes de (U, V) ensembles irréductibles.

Soit X un (U, V)-ensemble irréductible. On note s(X) l'entier tel que #(X/V)=2S(X)

(0^5(X)^ dimU). Soit s un entier, on note ^,(U,V) le sous-ensemble de ^(U,V) formé
des classes d'isomorphismes tels que s(X)^s.

Soit maintenant W(X) le groupe des automorphismes de X en tant que (U, V)-ensemble.
L'application naturelle : U@V -^ W(X) est une surjection, ce qui montre que W(X) est
aussi un Z/2-espace vectoriel, dont la restriction à V est une injection qui identifie V à
un sous-espace de W(X). D'autre part X est un espace affine sous W(X). Soit X avec s(X) ̂  s,
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on choisit une injection linéaire i : W(X) -> \s=W^f@^ prolongeant l'injection naturelle
de V dans Vs (ceci est possible car s(X) est la codimension de V dans W(X)) et on note (p
la composition : U -> W(X) -^ Vs. L'élément (p de J^(U, V,) ainsi obtenu est déterminé
modulo l'action de GL(Vs, V) sur J^(U, Vs). Ceci donne une application canonique :
^(U,V) ^ GL(V,V)\^(U,V,).

PROPOSITION 9.2.2. — L'application canonique :

W, V) -> GL(V,, V)\^(U, V,)
est une bijection.

Démonstration. — L'application inverse fait correspondre à la classe de (p la classe du
(U, V)-ensemble irréductible W((p) = V + Im (p.

9.2.3. Posons, pour tout A-module M, Fx(M)= ExtA-•s'(x)•s-s(x)(H*W(X), M), en con-
venant que Fx(M) est nul si 5<5(X), et FS(M)=(^Fx(M), la somme directe étant indexée

x
sur un système de représentants de l'ensemble ^(U, V) des classes d'isomorphismes de
(U, V)-ensembles irréductibles. Il résulte des points 9.2.1 et 9.2.2 qu'il existe, pour tout
A-module instable ^-injectif M, un isomorphisme naturel de F^M) sur G^M) que nous
noterons a^M) = © ax(M).

x
On note, e(X} l'élément axx)(H*W(X))(lH*w(X)) de G^^V^X)), ©x(M) la composi-

tion : Fx(M) l-^^Exti-s(x)'s-s(x)(H*U®H*W(X),H*U®M)e^G^^^ et ©'(M) la
somme directe ©cùx(M); nous sommes maintenant en mesure de préciser l'énoncé 9 :

x

THÉORÈME 9.2.3. — L'application naturelle œ^M) : F^M) ->- G^M) est un isomorphisme
si le A-module M est borné inférieur'ement et graduellement fini

9.2.4. Démonstration du théorème 9.2.3.

Première étape : co^M) est un isomorphisinc M M est un A-module m^taNc / / - inject i f .
Démonstration.— On vérifie que si M est un A-module instable ^-injectif les applications

or^M) et œ^M) coïncident.

Deuxième étape : œ^M) est un isomorphisme si M est un A-module instable fini.
Démonstration. — On utilise les deux points suivants :
—Pour toute suite exacte de A-module 0 -> M' -> M -> M" -» 0 on a des connectants :

F^^M") -^ F^M'), G^^SM") -^ G^M) et des longues suites exactes compatibles
avec les œ5.

— Tout A-module instable fini admet une résolution de longueur finie par des -^-injectifs
finis (voir 6.1.3).

On achève par récurrence, à la fois sur s et la longueur de cette résolution.

Troisième étape : cùs(Z"Z/2) est un isomorphisme pour tout n dans Z.
Démonstration. — Pour n^O on vient de le montrer. Pour n<0 F'^Z^) et G^Z^)

sont nuls d'après la proposition 5.4.7.1 de [8].
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Quatrième étape : œ^M) est un isomorphisme si M est fini.
Démonstration. — A l'aide de la troisième étape et du lemme des cinq.

Dernière étape : on passe à la limite en M.
Soient K et L deux A-modules, on suppose que L est graduellement fini et est une limite

projective de A-modules Li graduellement finis, alors Ext^* (K, L) = lim Ext^* (K, Li).
En effet sous ces hypothèses on peut « dualiser » et utiliser que le foncteur Tor^ ( , K)
commute aux limites inductives (il s'agit du même argument que celui de la démonstration
de la proposition 1.2 de [1 ]). On complète la démonstration du théorème 9.2.3 en remar-
quant qu'un A-module M borné inférieurement et graduellement fini est limite projective
des A-modules finis M/M>» (notation de 9.1.4) et en appliquant ce qui précède.

9.3. Un analogue instable du théorème d'Adams-Guna\vardena-Miller

THÉORÈME 9.3. — Soient V un p-groupe abélien élémentaire et K, M deux ^-modules
instables, l'application naturelle :

Hom^ (H*V, K)® Ext^ (H*V, M) -^ Ext^ (H*V, K(g)M)

induite par le coproduit de H*V, est un isomorphisme si Von suppose que K est ^/-injectif
graduellement fini avec EK=0 et que Hom^(H*V,K) est fini. En particulier le groupe
Ext^(H*V,H*U®M), U, V désignant deux p-groupe s abéliens élémentaires, est naturelle-
ment isomorphe au produit tensoriel Z//?[J^(U,V)]®Ext^(H*V,M).

Démonstration. — On remarque tout d'abord que si 0 -^ M -^ J* est une résolution
^-injective de M alors 0 -^ K(x)M -> K®J* est, d'après 7.1 une résolution ^f-injective
de KOOM. On applique ensuite le théorème 9.1.1 (ii) (pour p > 2 voir la remarque 9.1.5).

APPENDICE A

^-INJECTIVITÉ DE H*(Z/7? ; Tjp)

L'objet de cet appendice est de montrer que pour tout nombre premier p le A-module
instable H*(Z/7? ; Zip} (ou, ce qui revient au même, H*(Z//? ; Zfp) puisque H*(Z/j9 ;
Z / p ) == Z / p © H*(Z/^ ; Zip)) est ^-injectif. L'historique de la question est le suivant. Dans [3]
G. Carisson montre que le A-module H*(Z/2 ; Z/2) est facteur direct dans la limite pro-
jective K(l) des A-modules J(24) (voir les paragraphes 3 et 4). Dans [14] H. Miller remarque
que cette factorisation implique que H*(Z/2 ; Z/2) est ^-injectif et montre par les mêmes
méthodes que H*(Z//? ; Z / p ) est ^-injectif. Cet appendice est juste un « remake », avec quel-
ques modifications de détails, des preuves de G. Carisson et H. Miller, nous espérons
cependant qu'il pourra être utile au lecteur.
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A. 1. COMMENT SE DÉBARRASSER DU BOCKSTEIN

Dans ce paragraphe, p désigne un nombre premier impair. Considérons les foncteurs
0, î),x?, y, introduits en 2.3. L'exactitude du foncteur (9 (resp. ^F) entraîne que Ï ) (resp. x?)
transforme un ^-injectif en un ^'-injectif (resp. un ^'-injectif en un ^-injectif). Cette
propriété des foncteurs (9 et ^F, la formule 0== ̂ (P, et la suite exacte 3.2.3, nous donnent :

PROPOSITION A . 1 . 1 . — Soit K un A-module instable. Les deux conditions sont équivalentes :
(i) K est ^-injectif et £K est nul.

(ii) T'adjointe À- : K -> OK de l'application À définie en 3.2 est un isomorphisme (c'est-
à-dire, en utilisant la terminologie de 6.2.1, K est un A-module) et d)K est W-injectif.

A. 1.2. Posons H = H*(Z//? ; Z / p ) et notons P la partie paire de H qui est un sous-A-
module de H et donc un objet de W.

PROPOSITION A. 1.2. — (i) Inapplication adjointe de l'inclusion : 0P c .̂ H est un isomor-
phisme : P^H.

(ii) L'application À : H —> OH est un isomorphisme.

Démonstration. — Soit M un A-module concentré en degré pair, le (i) est juste la traduc-
tion de Fisomorphisme : Hom^ ((^M, H) = Hom^ (M, P).

Montrer (ii) est équivalent à montrer que ̂  : Hom^ (M, H) -> Hom^ (<DM, H) est un
isomorphisme pour tout A-module instable M.

Soit g un élément de Hom^ (OM, H) ; puisque ^n est i111 isomorphisme de OH sur le
sous-module de H formé des éléments dont le degré est congru à 0 ou 2 modulo 2p, il
existe une unique application de degré zéro / : M -> H, Z//?-linéaire, telle que
^H^/M)^^^") pour tout x dans M. Montrons que cette application / est en fait
A-linéaire. La définition même de la structure de A-module de <DM (voir 2.3) montre
f(Pix)=Pif(x), pour tout x et pour tout f, et f(Çx)=Çf(x) pour tout x de degré impair.

Reste à vérifier l'égalité /(Px)= P/(x) pour x de degré pair. Or, les deux membres de cette
égalité sont nuls, le premier parce que P :HN+1 -> H'^2 est injectif et que P/(PJC)
est nul ; le deuxième parce que P : H^l -> H^1'^1 est trivial. La A-linéarité de / implique
f o\=g, ce qui achève la démonstration.

A. 1.3. D'après les propositions A. 1.1 et A. 1.2, il est équivalent de montrer que H
est ^-injectif ou bien que P est ^'-injectif. Posons : P=Z//?®P ; le A-module P se décom-

p-i _
pose en la somme directe © Pi, P( désignant le sous-module de P formés des éléments

1=1
dont le degré est congru à Ii modulo 2(7?— 1) ; il faut donc montrer que chaque Pf est W-
injectif. Or, la preuve de la ^'-injectivité de Pi est formellement la même que celle de la
^-injectivité de H*(Z/2 ; Z/2). En effet, comme nous l'avons déjà dit, le véritable analogue
de la catégorie ^2 nîest P^ ^a catégorie ^Uy mais la catégorie Wy C'est pourquoi nous
allons dans la suite nous borner à détailler la preuve de la ^-injectivité de H*(Z/2 ; Z/2)
et à indiquer brièvement les modifications qu'il faut y apporter pour avoir celle de la
^'-injectivité de P(.
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A. 2. ^-INJECTIVITÉ DE H*(Z/2 ; Z/2)

Compte tenu de 4.3, cette ^-injectivité est un corollaire du théorème suivant :

THÉORÈME A. 2 (G. Carisson [3 ]). — Le A-module H*(Z/2 ; Z/2) se plonge comme facteur
direct dans K(l).

Démonstration. — Posons P = H*(Z/2 ; Z/2). Le groupe Hom^(P, K(l)), qui est par
définition la limite projective du système {îî^q(î./2 ; Z/2), •S^29"1}, est isomorphe à Z/2 ;
on note / l'unique application A-linéaire non triviale : P -^ K(l). Le problème est de
montrer qu'il existe g : K(l) -> P telle que g o f= 1p. On ne peut cette fois invoquer de
raisons « universelles », aussi va-t-on dans les points suivants expliciter K(l) avant d'exhiber
une telle application g en A. 2.4.

A. 2.1. p-Objets.

Nous avons vu en 3.1.1, comment H. R. Miller décrit certaines propriétés de la famille
des modules J(n) à l'aide du formalisme des A-bimodules. Ce formalisme est inadapté
à la famille des K(f), aussi allons-nous introduire les définitions ad hoc ci-dessous.

Posons ^J - = IJ — N. Remarquons tout d'abord qu'une famille M= { M(f)} ri-j
|_2J ^24 i-^-i ^LiJ

de Z/2-espaces vectoriels N-gradués M(f), i parcourant ^ - peut être considérée comme
/ ri~h L J

un Z/2-espace vectoriel ( N x 1̂ - j-gradué en posant Mm=(M(i))m.

Nous dirons qu'un tel M est un p-Z/2-espace vectoriel si l'on se donne en outre des

applications linéaires de degré zéro pi : M(i) -> M( - ) (notées simplement p s'il n'y a pas

de confusion possible). Le produit tensoriel de deux p-Z/2-espaces vectoriels M' et M"
est défini par :

(M'®M")(0= © M'(f')®M"(f"); p,= © p,®p,.
r+ i"=i r+ i"=i

Les p-Z/2-espaces vectoriels sont les objets d'une catégorie dont les morphismes sont
les applications linéaires de bidegré (0,0) commutant avec p. Un p-Z/2-espace vectoriel M
est une p-Z/2-algèbre si l'on se donne un morphisme : M® M -> M qui fait de M une
algèbre commutative et unitaire.

Un p-A-module instable est un p-Z/2-espace vectoriel M tel que les M(f) sont des
A-modules instables et les p^ des applications A-linéaires. Il est clair que l'on a un produit
tensoriel de p-A-modules instables. Les morphismes de p-A-modules instables sont les
applications de bidegré (0,0), A-linéaires, commutant avec p.

Nous dirons enfin que M est une p-A-algèbre instable si l'on se donne un morphisme
de p-A-modules instables : M® M -> M qui fait de M une algèbre associative commutative
et unitaire où « l'élévation au carré » est reliée à la structure de p-A-module instable par
la formule

(C) Sgo^P^2)-^)2.
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Les morphismes de p-A-algèbres instables sont les morphismes de p-A-modules instables
respectant le produit.

Exemples

Étendons la définition, donnée au paragraphe 3, des A-modules J(f), i parcourant ^J

à i parcourant m . , en convenant que J(f)=0 si i^N ; les applications p, : J(i) -^ J ( 1 )

sont celles que l'on a notées .Sc{2 si /e2^J et sont triviales sinon. Posons également
K(0== hm {.1(2^'), p^i:qe^ }; pour / appartenant à fU on retrouve la définition du

paragraphe 4. Les applications p.,, : J(2^') -^ J( l11 - ) induisent des applications que nous
(i\ v 2/

notons encore pi : K(f) - ^ K l . j (ces applications sont des isomorphismes). Les p-A-

modules instables { J(f) }^r j_- j , { K(f) }^n-[ sont notés respectivement J(.) et K(.).

Les applications ̂  :J(m)(x)J(n) -^ J ( /»+/? ) définissent des produits : J(.)®J(.) -> J(.)
et K(.)(x)K(.) -> K(.) qui font de J(.) et K(.) des p-A-algèbres instables ; la raison pour
laquelle la formule (C) est vérifiée dans les deux cas, est que l'application Sqo : OJ(n) -> J(n)
se factorise en p2n°0n, ^n désignant l'application : <DJ(n) -> J(2n) correspondant à [J(n)]
via risomorphisme Hom^ (<I>J(n), J(2n)) ̂  HJ(n).

De même, la famille {J(2^') }^ r-n, ^ fixé dans ^J, est une p-A-algèbre instable, que

nous notons ^2^). Les applications p^^i :J(24+10 -^ J(2^) définissent un morphisme
de p-A-algèbres instables : J(2<^+l.) -> ^2^.) et nous avons tout fait pour que la
p-A-algèbre K(.) soit la limite projective des p-A-algèbres instables J(24.).

A. 2.2. Structure de J(.)

Considérons maintenant les suites exactes de Mahowald :

0 -^ ^J{n-l) -^ J(n) ^ J^) -^ 0

introduites en 3.2 (n est un entier positif et on convient que J ( - ) = 0 si n est impair).

On note Ço l'élément de bidegré (1,1) générateur de J(1)^£J(0)^I;Z/2. Il est clair que
les applications : EJ(n-l) -> 3(n) ci-dessus correspondent à la multiplication par ^o
dans J(.). On note enfin ^, fee^, l'élément de J(.) de bidegré (1,2^) inductivement défini

par p£,fc = £,k-1 (p : (J(»))1 -> ( J( ^ ) ) est un isomorphisme pour n ̂  2, puisque dans ce

cas (]{n-1)°=0, ce qui montre que {J(n)Y=ï./2 ou 0 selon que n est une puissance de 2
ou non).

PROPOSITION A. 2.2 (H. Miller [14]). — L'algèbre J(.) est l'algèbre polynomiale bigraduée
librement engendrée par les éléments ^, ke N :

J(.)=Z/2R,;ke^J].
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La structure de A-module à gauche de J(.) est donnée par les formules :

S^o=^o; S^=^+^-i, W

l'application p : J(.) -> J(.) par les formules :

p^o=0; p^=Çk-i, k^l.

Démonstration. — La formule pour p^ est la définition même des ^. La formule pour
S^Çfc est un cas particulier de (C).

Démontrons maintenant la première partie de la proposition. Soient S=Z/2[Xk; keM]
l'algèbre polynomiale bigraduée engendrée par des indéterminées Xj, de bidegré (1,2^
et (p : S -> J(.) l'application d'algèbres telle que (p(Xfc)=^. On fait de S une p-Z/2-algèbre
et de (p un morphisme de p-Z/2-algèbres en prenant pour p : S -> S l'application d'algèbres
telle que p(xo)=0 et p(Xk)=Xk-1, k^ 1. Notons S(n) le Z/2-espace vectoriel gradué {S^}^e^

et convenons que S( - j=0 si n est impair, nous avons une suite exacte courte :

0 ^ ES(n-l) ̂  S(n) -^ S^ ^ 0

et un diagramme commutatif :

0 -> £S(n-l) ̂  S(n) -^ s ( ' \ -. 0

£(p (p (p

» > • / \

O^SJ^-l )^^)^;^) ^0.

On raisonne alors par récurrence sur n ; puisque (p : S(0) -> J(0) est un isomorphisme
il en est de même pour (p : S(n) -> J(n) pour tout entier n.

Nous mettrons un point final à A. 2.2 en observant que les formules qui donnent p^
équivalent aux suivantes :

i;oS^o; ^q=^+^-i

qui déterminent la structure de A-module à droite de J(.) (voir 3.1.2 et [14]).

A. 2.3. Structure de K(.).

La suite { ̂  }̂  définie ci-dessus est un élément de la limite projective K(l) que l'on
note Ç; p"^, k appartenant à Z, est un élément de K(.) de bidegré (1,2^) que l'on note
encore ^.

PROPOSITION A. 2.3 (Comparer avec G. Carisson [3] (4)). — L'algèbre K(.) est l'algèbre
polynomiale bigraduée librement engendrée par les éléments Ç^, feeZ :

K(.)=Z/2K,;feeZ].

(4) Comparer également avec [18].

4e SÉRIE - TOME 19 - 1986 - N° 2



^-INJECTIFS 329

La structure de {^-module à gauche de K(.) est donnée par les formules :

S^=^+^-i
l'application p : K(.) -> K(.) par les formules

P^=Çfe-i.

Démonstration. — Comme précédemment la formule pour p^ est la définition même
des ^ et la formule pour Sq1^ est un cas particulier de (C).

Notons toujours ^, k^-q, l'image de p~^ dans J(2^) par l'application naturelle :
K(.) -> ^2^.); pour ^=0 cette notation est bien compatible avec celle de A. 2.2.
D'après A. 2.2 l'algèbre J(24.) est l'algèbre polynomiale bigraduée engendrée par les
éléments ̂  :

J(2^.)=Z/2R,;^-^]

en effet ^2^.) n'est jamais qu'une version regraduée de J(.) : J(2<^.)w = (J(.))^. Comme la
p-A-algèbre instable K(.) est la limite projective des J(2^.) on obtient la proposition A. 2.3
en passant à la limite projective. Précisons un peu. Posons T=Z/2[x^; fceZ],
Sq=Z/2 [Xk ; k^ -q], Xk désignant des indéterminées de bidegré (1,2^). Notons respective-
ment Vq :T —> Sq, Uq:Sq -> Sq-^ les homomorphismes d'algèbres définis par

( X k si k^-q ( Xk si k^-q+1
^qW= ^ „ . ^q(^k)= ^[0 sinon ^ k/ [0 si k=-q

La proposition A. 2.3 résulte de ce que l'application induite v : T -> lim { Sy Kq} est
un isomorphisme. La surjectivité de v vient de ce qu'en bidegré (m, i) fixé l'application
Kq : Sq -> Sq-1 est un isomorphisme pour q assez grand (voir 3.2.3.1 et 3.3), l'injectivité
est évidente.

A. 2.4. Fin de la démonstration du théorème A. 2.

Posons K= © K(f), K est un A-module instable muni d'un produit A-linéaire •
-4i]

K(x)K -> K qui fait de K une algèbre associative commutative et unitaire (cependant
K n'est pas une A-algèbre instable au sens habituel à cause de la formule (C)); posons
P = H*(Z/2 ; Z/2), P est une A-algèbre instable. Notons h : K = Z/2 [̂  ; keZ ] -. P = Z/2 [u ],
u désignant le générateur de P1, l'application d'algèbres telle que h(^k)=u. Il est clair que
h est A-linéaire (le sous-espace de K formé des éléments x tels que hSq'x^Sq'hx pour
tout i est une sous-algèbre qui contient les ^).

Soit maintenant g : K(l) -> P l'application induite par h ; par construction g o / : p -> p
est l'identité en degré un ce qui implique que g o / est l'identité de P.

A. 3. ^'-INJECTIVITÉ DE P, (NOTATION DE A. 1.3)

On revient sur le cas p>2. On pose comme précédemment K'(.)= { K'(Q }. n_-|(K'(f),
LpJ

i appartenant à ^J, est défini au cours de la démonstration de 6.1.4) ; K'(.) est une algèbre
polynomiale bigraduée librement engendrée par des éléments ^, k appartenant à Z, de
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bidegré (2,/^) et la structure de A-module à gauche de K'(.) est déterminée par la formule
P^=^+^ i .On pose K' - C K'(f) et on note h : K'=Z//?[^: keZ] -. P=Z/p[v]

-4,1
(v est cette fois de degré 2) l'application d'algèbres telle que h(^) = v ; h est un ^'-morphisme.

Soit i un entier avec \^î^p—\. On a l'inclusion : ^(K'(f)) c P, car le bidegré (m,y)
d'un élément non nul de K'(.) vérifie la congruence m = 2/mod. 1{p— 1) ; on note
gi : K'(f) -> Pi l'application induite par h. Cette construction montre à nouveau que P,
est facteur direct dans K'(f). En effet on vérifie que les deux Z//?-espaces vectoriels
Hom^' (Pi, K'(f)) et Hom^ (P^, P^) sont de dimension 1 et que l'application {g^ de l'un
vers l'autre est non triviale.

Remarquons pour finir que ce qui précède montre aussi que le A-module

H*(Z/7?;Z//?)=XPP est facteur direct dans ^(©^'m^e1!^) [14].
\ i = i 7 i = i

APPENDICE B

LA CATÉGORIE °U EST NOETHERIENNE

On montre dans cet appendice que la catégorie ^ est noetherienne c'est-à-dire que
tout sous-A-module d'un A-module instable de type fini est encore de type fini (rappelons
qu'on dit qu'un A-module est de type fini s'il est engendré par un nombre fini d'éléments).
Ce résultat est dû pour p = 2 à W. Massey et F. Peterson, il s'étend sans difficultés au cas
p>2 (5). Nous l'utilisons pour montrer que certains foncteurs adjoints commutent aux
limites inductives.

B. 1. La catégorie V/^ est noetheoriciïiie

On suppose p=2.

THÉORÈME B. 1 . 1 (W. Massey et F. Peterson [13]). — Tout sous-A-module d'un A-module
instable de type fini est encore de type fini.

Par des arguments standards, ce théorème se réduit à la proposition suivante.

PROPOSITION B. 1.2. — Tout sous-A-module de ¥{n) est de type fini.
On reprend la démonstration de Massey et Peterson. On procède par récurrence sur n ;
le cas n=0 est trivial. Rappelons que l'on a une suite exacte :

0 -^ (DF(n) ^ F(/î) ^ SF(/î-l) -> 0.

L'injection ^ permet d'identifier (Ï)F(n) à un sous-module de ¥(n}. Soit M un sous-module

(5) W. Massey nous a aimablement signalé que N. Stccniod lui avait communiqué une preuve du résultat
pour p > 2, analogue à celle que nous décrivons, preuve qu'à sa connaissance il n'a jamais publié.

4e SÉRIE - TOME 19 - 1986 - N° 2



^-INJECTIFS 331

de F(n), on définit inductivement une suite croissante { M^ }ĵ  de sous-modules de F(n)
de la façon suivante :

Mo=M; OMfe+i=Mfen(î)F(y2).

On note ZM^ l'image de Mj, dans ZF(n — 1), on a donc le diagramme commutatif suivant
dont les lignes sont exactes par définition :

(E,) 0-^(DM^ ^ M, -. SM, ^0: : r
O^OM,^ ^ M,^ ^SM^ ^0

et la suite exacte ci-dessous :

(È,) 0 ̂  (D(M^/M^i) -^ M,^/M, -. E(M,^/M,) -^ 0.

Par hypothèse de récurrence il existe un entier ko tel que M^M^-n pour k^ko (en
effet IJ Mfc, qui est un sous-module de ¥(n -1), est de type fini). La suite exacte (E.) montre

fce^J

que l'on a pour /c^/Co l'égalité :

et de proche en proche :

d'où l'inégalité

|M^/MJ=2|M^/M^J

M^i/MJ^IM^^/M^I

1 M^-n/MJ ^2^ V/e^J

qui prouve que M^M^+i pour k^feo- La suite exacte (E^) montre ensuite que M^
est isomorphe à QM^. On utilise alors le lemme suivant :

LEMME B. 1.3. — Soit M un A-module instable connexe (M°=0). Si QM est de type fini,
alors il en est de même pour M.

Démonstration (valable pour tout nombre premier/?). — Soient Xi, x^ ..., x^ m éléments
de M dont les images engendrent QM et / : F= © F(| xj) -> M l'application A-linéaire

correspondante. Puisque, par hypothèse, l'application Q/ : QF -> QM est surjective et
que le foncteur 0 est exact à droite, le module Q(coker /) est nul. Ceci entraîne que coker /
est nul, en effet puisque l'application À< : (Ï)(cokcr / ) -> coker / est surjective et que M est
connexe on a les inégalités :

| coker / | ̂  2 | coker / | ; | coker / | >0.

Le lemme ci-dessus et l'hypothèse de récurrence montre que M^ est de type fini. En
considérant enfin les suites exactes (E^), k=ko-1, ko-2, . . . , 0 on montre par récurrence
descendante que M = Mo est de type fini à l'aide du lemme suivant :

LEMME B. 1.4. — Soit M un A-module de type fini alors le A-module OM est encore de
type fini.

Démonstration (ici la restriction /?==2 est nécessaire). — La formule Sq2i^x=<S>Sqix
montre que si M est engendré par une famille { x ^ } alors (I>M est engendré par la
famille {Ox^}.
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B. 2. La catégorie ^p est noetherienne

On ne fait plus de restriction sur le nombre premier p. En vertu du principe : « quand
on sait faire pour ^2 on sait faire pour ^p », nous avons :

THÉORÈME B. 2. — Les sous-A-modules d'un A-module instable de type fini concentré
en degré pair sont encore de type fini.

B.3 . La catégorie ^p, p>2, est noetherienne

On suppose p > 2.
THÉORÈME B.3.1. — Tout sous-A-module d'un A-module instable de type fini est encore

de type fini.
Démonstration. — Soit M un A-module instable. En tant que A'-module M se décompose

fonctoriellement en une somme directe Mo©SMi (partie paire et partie impaire), Mo et Mi
désignant deux objets de W. On voit donc, grâce à B. 2, que si M est de type fini en tant
que A'-module (en abrégé A'-t.f.) alors tout sous A-module de M est A'-t.f. et a fortiori
de type fini en tant que A-module (A-t.f.). Le théorème B. 3.1 est une conséquence du lemme
suivant qui implique l'équivalence « M est A'-t.f. o M est A-t.f. ».

LEMME B. 3.2. — Le A-module ¥(n) est de type fini en tant que A-module.
Démonstration. — On procède par récurrence sur n.
Rappelons que nous notons (9 : W —> % le foncteur oubli, ^F : ̂  —> W le foncteur

défini par 0 = (9^, S' : W —> ̂ ' la suspension deuxième ; nous notons en outre Q' : W -> W
l'adjoint à gauche de S'. La formule suivante est immédiate : I^Q'^î^^IlQ; en par-
ticulier S^Q'W^) = OSF(n -1).

Par hypothèse de récurrence EF(n-l) est A'-t.f. Le même argument qu'en B.1.4
montre alors que OEF(n— 1) est A'-t.f. ou encore d'après la formule ci-dessus que Q'^F(n)
est A'-t.f. Le même argument qu'en B. 1.3 donne ensuite que W(n) (ou (I>F(n)!) est A'-t.f.
La suite exacte 0 -> OF(n) -> F(n) -> ^LF(n—l) montre enfin que F(n) est A'-t.f.

B.4. Foncteur s S, 0 et limites inductives

PROPOSITION B.4.1. — Soient © :^ ̂  ^ un foncteur covariant, exact à droite, trans-
formant somme directe en somme directe, et © : ̂  —> ^U son adjoint à droite. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout entier n le A-module ©F(n) est de type fini ;
(il) les fondeurs dérivés R5®, 5^0, commutent aux limites inductives;
(iii) le foncteur © commute aux limites inductives.

Démonstration. — Comme ^ est noetherienne la condition « ©F(n) est de type fini »
équivaut à « ©F(n) admet une résolution projective de type fini ». A partir de là la propo-
sition résulte sans difficultés de la formule : (R'QM)^ Ext^ (QF(n), M).

COROLLAIRE B.4.2. — Les foncteur s S et 0 commutent aux limites inductives.
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