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108 F. EL ZEIN

dans C. Lorsque/est lisse et propre sur D*=D-(0), et si nous identifions continûment
la cohomologie H^X^, C) d'une fibre en un point teD* à un C-espace vectoriel V, la
théorie de Hodge permet d'associer à chaque point t, une décomposition de Hodge
V= ® Vf4.

p+q=n

Le travail de Griffiths ([G], [5]), qui a appelé cette donnée sur V, munie de l'action de
la monodromie, une variation de structure de Hodge (SH) d'origine géométrique, montre
que des propriétés de la famille X -^ D se reflètent dans l'étude de la variation de SH
associée, ce qui donne « un aspect linéaire » au problème. Deligne a introduit les
structures de Hodge mixtes (SHM) dans [H II] et [H III]. La monodromie définit sur V
une filtration W par le poids [S]. W. Schmid a obtenu de puissants résultats concernant
l'étude asymptotique des variations de SH [S], et en particulier, il a démontré qu'une
variation de SH sur D* « dégénère », dans un sens convenable, vers une SHM « limite »
dont la filtration par le poids est W. L'intérêt de cette notion est par exemple de consigner
dans un résultat numérique (les invariants de la SHM), des propriétés de la variation
deSH.

Récemment Deligne souleva la question de construire une SHM « limite d'une bonne
variation de SHM» qui reste à définir axiomatiquement [WII], (1.8.15), même la
construction de la filtration par le poids de la monodromie fait défaut, mais Deligne en
énonça la propriété caractéristique [WII], (1.9.1). Dans cet article, nous construisons,
pour une variation de SHM d'origine géométrique, une SHM limite dont la filtration
par le poids W vérifie la propriété requise. Les composantes de son gradué par le poids
fini sont les SHM limites des variations de SH, composantes du gradué par le poids de
la variation de SHM donnée. Nous l'obtenons par un passage à la filtration diagonale
dans un complexe trifiltré convenable. Pour justifier cette dernière construction, il nous
a fallu introduire la catégorie dérivée trifiltrée, dont la conception ne pouvait être une
généralisation formelle du cas de deux filtrations qui ont un rôle symétrique grâce au
« lemme de Zassenhaus », ce qui n'est plus le cas de trois filtrations. Dans ce cadre,
nous définissons les complexes de Hodge mixte filtrés (CHMF) qui permettent d'obtenir
des suites spectrales de SHM.

Appliquant cette technique, le résultat principal (théorème 1.10) est obtenu dans le
cas général, à partir (ou de manière analogue) du cas d'un diviseur à croisements normaux
(DCN).

Ceci dit, nous avons décrit le contenu du paragraphe 1 (énoncé du théorème) et du
paragraphe 2 (CHMF).

Au paragraphe 3 nous donnons brièvement les CHMCL (CL=cohomologique limite)
qui servent dans le cas d'une famille de DCN ouverts.

Pour simplifier, les complexes sous-jacents à coefficients dans Q aussi bien que les
motivations sont reproduits dans la deuxième partie, ce qui permet de concentrer l'atten-
tion sur la démonstration proprement dite.

Nous revenons aussi sur le cas propre et lisse étudié par Schmid [S], Steenbrink [St] et
Clemens [C]. Notre technique s'appuie sur celle de Steenbrink dans ce cas, mais nous
revenons sur ce sujet en détail pour compléter la démonstration en obtenant l'équivalence
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THÉORIE DE HODGE DES CYCLES ÉVANESCENTS 109

de la propriété (1.10.1) avec le théorème du cycle local invariant. Le cas lisse non propre
est essentiellement dual au cas d'un DCN propre.

Le cas général au paragraphe 4 est sans surprise. Dans la deuxième partie nous
donnons les motivations de la construction d'une structure mixte sur le complexe de
faisceaux de cycles évanescents (^F mixte) et nous montrons par ailleurs que l'on n'a pas
besoin d'effectuer une réduction semi-stable sur la famille. On y trouve aussi les vérifica-
tions fastidieuses de certaines assertions du texte et des compléments à la littérature.

En même temps et indépendamment, plusieurs mathématiciens se sont intéressés à ce
problème. Steenbrink et Zucker ont étudié le cas d'une famille de variétés lisses (Preprint :
Variation of mixed Hodge structure I). Guillèn, Navarre Aznar et Puerta (Preprint :
Schémas cubiques) ont étudié le cas propre.

Voir aussi Dubois (Preprint : SHM sur la cohomologie évanescente).
Dans cet article, nous avons porté notre attention sur la construction même de la

SHM limite. Nous n'avons pas, ou peu, décrit la SHM elle-même. Une description du
comportement asymptotique de la filtration de Hodge dans une variation de SHM, à la
manière de Schmid, est le minimum qui reste à faire. Les invariants de cette SHM
elle-même doivent receler de précieuses informations sur la famille en question. Par
ailleurs, la technique utilisée montre que l'étude de divers problèmes cohomologiques sur
les espaces singuliers se ramène, ou ressemble, au cas d'un DCN ouvert.

Cet article, annoncé dans trois notes [El] et [EU], généralise la version élémentaire
rédigée en avril 1982 et remise à Deligne, et qui a été exposée au séminaire de géométrie
analytique à Oberwolfach la même année. La version simplifiée du cas du DCN est
parue dans [Eiïl].

I. PREMIÈRE PARTIE

1. Variation de SHM géométrique
et énoncé du théorème

1 . 1 . — Soient X un espace analytique, D un disque de centre 0 dans C, D*=D—(0)
et f : X -> D un morphisme analytique propre.

D'après le théorème d'isotopie de Thom ([SGA7], 2, Exp. 14 (1.3.5)), pour D assez
petit i. e. si on remplace D par un disque de rayon plus petit qu'une certaine constante
positive, l'espace/"1 (D*) est un fibre topologique sur D*.

DÉFINITION 1.2. — Soient teD* et (p : [0, 1] -> D* le lacet défini par
(p (x) = [exp (2 i K x)]. t.

Une trivialisation du fibre (p*X(l . 1) définit un homéomorphisme appelé monodromie

(1.2.1) T : X^((p*X)o^>((p*X)^X,,
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110 F.ELZEIN

indépendant du choix de la trivialisation à homotopie près.

1.3. Soit D* un revêtement universel de D*. On peut représenter D* par le demi-plan
de Poincaré (ueC : ïm.u>0) muni de la projection K(ù)=expu sur le disque unité
moins 0.

LEMME 1.3. — L'image inverse X * = X x ^ D * de X (1.1) sur le revêtement universel
D* de D* est un fibre topologique trivial de fibre homéomorphe à une fibre « générique »
X( de X en un point teD*.

Remarque 1.4. — La construction suivante de X (1.1) est suggérée dans l'introduction
de ([SGA7], 2, Exp. 13). Il existe une rétraction ^ : X^->XQ de la fibre « générale » X^
en îeD* sur la fibre « spéciale » XQ en 0, vérifiant rt°T=^. On obtient à partir du
système (Xp XQ, T, r^) :

(i) / : X'-^S1, en recollant dans X,x[0, l], les extrémités X,x(0) et X ^ x ( l ) à l'aide
de T, et r ' : X' -^ Xo à partir de r,.

(ii) / : X -> D, en l'identifiant du point de vue topologique au cône de /' :

X ̂ X' x [0, W x (0) ̂  Xo) -^ S1 x [0, 1]/(S1 x (0) ̂  (0))^D.

PROPOSITION 1 . 5 . — Considérons le morphisme f : X -> D (1.1), et supposons les fibres
de f algébriques et D assez petit.

(i) Pour tout entier içN, la restriction sur D* de l'image directe supérieure
(R'/^Zx)^* V^P' (Ri f ̂ ITorsion)^} est un système local de Zy modules de type
fini (resp. libres de type fini).

(ii) La filtration par le poids W, sur la cohomologie H^Xp Q) d'une fibre de X en
îeD*, définit une filtration W de (R1/" Qx)/^* P^r aes sous-systèmes locaux.

(iii) La filtration de Hodge F, sur la cohomologie H*(Xp C), définit une filtration F de
(R1/" Cx)/D* par des sous-fibres analytiques. Les faisceaux F des sections de F, localement
libres sur D*, vérifient la formule de transversalité pour la connexion V de Gauss-Manin
([G], [G-S], [D], [K] admettant un point singulier régulier en 0.

(1.5.1) VF^cQ^®^-1.

Enfin les variations de SH induites sur Gr^R'yQx)/^* sont polarisables.
L'assertion (i) découle du théorème de Thom cité ci-dessus (1.1). La technique que

nous utiliserons plus tard pour étudier les variations de SHM, donne en particulier une
démonstration simple de (ii) et (iii).

1.6. La proposition (1.5) suggère de poser
DÉFINITION 1.6. — Une variation de SHM sur un espace analytique S consiste en :
(a) un système local V^ de Z modules libres de type fini;
(b) une filtration finie croissante W de V<Q=VQ=V^ ® Q par des sous-systèmes locaux

d'espaces vectoriels sur Q;
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(c) une filtration finie décroissante F de V=V, ® Q par des sous-fibres vectoriels (i e
a filtration F varie de façon holomorphe); on exige que le faisceau des sections F de'F

localement libre sur S, vérifie l'axiome de transversalité :
VF c i^ ® F-1 et que W et F définissent en chaque point de S une SHM.
La proposition (1.5) s'énonce alors : Le système

(R'/*Zx/Torsion)(1.5,(i)),

(R-/* QX, W) (1.5, (h)) et (R'y* Qx ® ̂  W, F) (1.5, (iii))

forme une variation de SHM sur D*.

(1.6.1). L'image inverse des sous-systèmes locaux W sur (Ri./!!•(Qx)/D* (1 5 (ii)) est
S^îroZ krevêtemen^ universel "^-D*. Elle définit une ' filtration
W^=H°(D*, n*W) sur H'(X*, Q)^H°(D*, n*R'/*Q^.

1.7. Soit V un espace vectoriel et N un endomorphisme niipotent sur V. Il existe sur
V une seule filtration finie croissante W telle que NW. c W,.^ et que N* induise des
isomorphismes

GrN^: Gr^V^Gr^V.

On appelle W la filtration par le poids de la monodromie de (V, N) [S].
Supposons V muni de plus d'une filtration croissante W-^ et que N respecte W^ La

filtr îon W de (V, N) n'induit pas en général une filtration compatible avec celle de
(Gr^ V, GrN).

Deligne a été amené à prouver dans [WII], 6.1.13.

PROPOSITION 1 . 8 — Soit V un objet d'une catégorie abélienne, muni d'une filtration
finie croissante W^, et d'un endomorphisme niipotent N qui respecte W< // existe alors
sur V au plus une filtration finie croissante W telle que NW, c W. , et que N* induise des
isomorphismes Gr,̂  Grwf V ̂  GTV/_^GWf V.

Remarque. - Si la filtration W/ est triviale i.e. W^=0 pour m<a et W^=V pour
m ̂  a, la filtration W dans (1.8) existe. m

C'est la filtration par le poids de la monodromie, convenablement décalée.

1.9. — Ce qui précède a amené Deligne à poser dans [WII], 1.8.15 le problème
suivant :

PROBLEME 1.9. - Soit (V, W, F» une variation de SHM (1.6) sur un disque étoile
D . La fibre V de V en un point teD* est munie d'une filtration W^ (1.6) induite par W
et d une transformation de monodromie T e End (V, W/). Supposons l'endomorphisme T
umpotent et soit N=Log T qui est niipotent.

Le problème consiste à trouver une axiomatique qui permet de dégager une classe de
« bonnes » variations de SHM (ou « convergentes ») sur D* telle que pour (V W F)
bonne et umpotente, il existe sur V une filtration croissante W telle que NW,, c W^_' et
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112 F.ELZEIN

que N induise des isomorphismes

(1.9.1) N^: Gr^Gr^V^Gr^Gr^V.

Quand on conçoit ce problème comme une généralisation de la SHM limite d'une
variation de SH [S], on aimerait aussi que la variation V soit asymptotique, en un sens
convenable, à une « orbite niipotente ».

THÉORÈME 1.10. — Soit f\ X ->D un morphisme analytique propre sur un disque D
dans C (1.1) et Z un sous-espace analytique fermé, dans X. Supposons les fibres de X et
de Z sur D algébriques, l'action de la monodromie T sur H"(X*—Z*, Q) unipotente et
soit N= !/2i7iLogT, il existe alors sur H"(X*-Z*, Z) une SHM de filtration par le poids
W définie sur Q et de filtration de Hodge F définie sur C telle que :

(i) La filtration par le poids fini Wf définie sur Q et correspondant à la trivialisation sur
D* des sous-systèmes locaux, filtration par le poids sur H"(X(—Z(, Q) pour îeD*, soit
une filtration par des sous-SHM.

(iï) La SHM induite sur Grw/HM(X*-Z*, Q) soit isomorphe à la SHM limite des
variations de SH sur Gr^H^X^-Z,, Q) pour reD*.

(iii) Supposons de plus f quasi-projectif, alors pour tous entiers a et b, Tendomorphisme
N induit un isomorphisme :

(1.10.1)
GrN^ Grw^Grw/Hn(X*-Z*,Q)^Grw_,Grw/Hn(X*-Z*,Q) •

La démonstration de ce théorème va occuper le reste de cet article. Il s'agit d'abord
d'introduire les suites spectrales de SHM, qui est en fait le cadre naturel pour obtenir (i)
et (ii), si l'on travaille avec des complexes de Hodge mixtes comme on le fait; puis de
déduire (iii) à partir du cas d'une variation de SH. Nous prouvons le théorème d'abord
dans le cas d'une famille lisse, qui est dual au cas d'un diviseur à croisement normaux
(DCN) [E III] où la technique de diagonalisation est plus transparente, puis successivement
le cas d'un DCN ouvert et le cas général.

Remarque 1.11. — (i) Le théorème (1.10) se réduit dans le cas propre et lisse aux
théorèmes déjà étudiés dans [S], [St] et [C]. Réciproquement, nos résultats sur les comple-
xes de Hodge mixte filtrés permettent de dévisser la situation générale pour la ramener à
ce cas. Nous adoptons une technique qui généralise celle qui a été adoptée par Steenbrink
[St]. Cependant nous démontrons qu'il n'est pas nécessaire de se ramener au cas d'une
fibre centrale réduite. La SHM limite que l'on obtient dépend du choix du paramètre t
sur le disque.

(ii) Avec les notations de (1.1), il existe un changement de base sur un disque
X ^m

convenable D^ ——> D, tel que la monodromie pour la famille X x D^ -> D^ soit unipo-
D

tente.
Si l'on ne désire pas faire un tel changement de base, la SHM limite est obtenue sur la

cohomologie unipotente H1 (H*, C)" sous l'action de T.
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2. Complexe de Hodge mixte filtré (CHMF)

Dans ce paragraphe, nous introduisons le langage et les résultats sur les suites spectrales
nécessaires pour obtenir (1.10).

Dans la définition de la catégorie dérivée bifiltrée ([H II], [H III]), les deux filtrations
jouent un rôle symétrique grâce au lemme de Zassenhaus ([H II], 12.1). Cela n'est pas
possible pour trois filtrations. Nous obtenons cependant une notion satisfaisante de
CHMF, sans avoir besoin d'introduire la filtration décalée Dec W, comme ce fut le cas
dans [El].

2.0. Nous désignons l'extension d'un foncteur T aux catégories dérivées, par T au lieu
deRT.

2.1. — Soit se une catégorie abélienne, ¥ ^ ^ / la catégorie des objets trifiltrés de
filtrations finies de ^/, et K^ ¥^^ la catégorie des complexes trifiltrés bornés intérieure-
ment d'objets de ja^, à homotopie respectant les filtrations près.

DÉFINITION 2.1. — (i) Un morphisme dans K+ F^^/

f: (K,F l ,F2 ,F3)^(K / ,F l ,F„F3)

est appelé un quasi-isomorphisme s'il vérifie la propriété suivante :
(2.1.1). Pour tous entiers i^j les morphismes

/} : (F1, K/F{ K, F,, F3) ̂  (F,1 K'/F7/ K7, F,, F^),

sont des quasi-isomorphismes bifiltrés.
(ii) La catégorie obtenue en inversant les quasi-isomorphismes ci-dessus dans K+ ¥ ^ ^ ,

est la catégorie dérivée trifiltrée D+ ¥ ^ ^ / .
Remarque 2.2. — (i) La propriété (2.1.1) implique en particulier que le morphisme

/ : (K, F^, F3) -» (K/, F^, F^) est un quasi-isomorphisme bifiltré, car les filtrations consi-
dérées sont finies sur tout objet de ^.

2.3. — Soit T un foncteur exact à gauche d'une catégorie abélienne ^ dans une
catégorie abélienne ̂ .

Un objet (A, F^, F^, F3) dans D"^^ est acyclique si GT^GT^{¥\A/¥{A) est
T-acyclique pour tout i^j.

Si D+¥^^ admet assez d'objets T-acycliques, on vérifie que le foncteur dérivé
T : D+¥^^ ->D+¥^^ est bien défini (i.e. ne dépend pas des résolutions choisies, à
isomorphisme près).

Dans les applications, nous pouvons utiliser, pour un faisceau trifiltré de groupes
abéliens (g", F^, F^, F3) sur un espace X, les résolutions de Godement (G 5, GF,.)[Go].
Ces résolutions constituant un foncteur exact, nous avons :

GrçF, Gr^ (GF\/GF{ ) ̂  G (Gr?, Gr̂  (F^/Fi)).

Nous en déduisons que les résolutions de Godement sont T-acycliques dans
D+ F3(X, T) chaque fois qu'elles le sont dans D"" (X, Z).
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114 F.ELZEIN

DÉFINITION 2.4. — Un complexe de Hodge mixte filtré (CHMF) consiste en :
(a) Un complexe K^eObD^Z) tel que H^K^) soit un Z-module de type fini pour

tout k.
(P) Un complexe bifiltré (K^Wf,W)eObD+¥^(Q) et un isomorphisme

KQ^K^OOQ dans D'^Q (W est une filtration croissante par le poids et W-^ est une
filtration croissante par le « poids fini »).

(y) Un complexe trifiltré (Kç, W^ W, F)eObD+F3(C) et un isomorphisme
a : (Kc, W^, W)^(K<Q, W^, W) (x) C dans D+ F^C) (F est une filtration décroissante de
« Hodge »).

L'axiome suivant devant être vérifié :
(2.4.1) Pour tous entiers j^f , le système suivant est un CHM

(Wf K^/W^ K^, W), (Wf Kc/W^ Kc, W, F),
a}

(Wf K^/W; K^, W) ® C ^ (Wf Kc/W^ Kc, W).

2.5. — De même on définit un CHMCF (cohomologique filtré) sur un espace
topologique X. Avec les notations de (2.4), c'est un système

K^eOb D^X, Z), (K^, W^, W)e0b D + F2
et

(Kc, W^, W, F)e0b D+ F3(X, C)

muni d'isomorphismes de compatibilité et tel que le quotient Wf/W^ soit un CHMC
surX.

Dans un Q-CHMF (resp. Q-CHMCF) on se contente du complexe K(Q, sans exiger
qu'il se relève dans D+ (Z) [resp. D+ (X, Z)].

LEMME 2.6. — Le fondeur dérivé F des sections globales sur X fait correspondre à un
CHMCF un CHMF.

En effet, d'après (2. 3. 3) et pourj^i

Grrp Gr^ (F Wf A/F W;f A) ̂  Grrp Gr^w (F (Wf A/Wf A)) ̂  F Gr? Grw (Wf A/WJ' A)

LEMME 2.7.- Soit (K, W< W, F) un CHMF.
(i) Po^r tOMS entiers n, f ^î 7^1, les fîltrations W[n] ^r F sur H"(K) [resp. sur

H^WfK) et H"(WfK/WfK)] définissent une S H M.
(ii) La 5Mto exacte courte :

0 -^ W^K ̂  WfK -> WfK/WfK -^ 0,

engendre une suite exacte longue de SHM.

(2.7.1) . . . -. H"(W;fK) -. H"(WfK) ̂  H"(WfK/Wj'K) ̂  H^1 (W^K) ̂
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Preuve. - Pour tous entiers n et f, il exister assez petit tel que WfK^O en degré

re[n-l, n+1], alors le morphisme canonique H" (Wf K) ̂  H" (Wf K/Wf K) est un iso-
morphisme bifiltré. Le terme de droite étant la cohomologie d'un CHM (2.4.1), les
filtrations W[n] et F définissent une SHM qui se transporte sur le terme de gauche. En
particulier, pour i assez grand, H"(K) est aussi muni d'une SHM.

Pour démontrer (2.7.1) on considère le cône C (i-O de l'injection if=WfK-^W{K
et on vérifie par un calcul simple que la projection

n : (C (if) = 7W; K © Wf K) ̂  Wf K/W; K (T = translation à gauche),

bien que n'étant peut-être pas un quasi-isomorphisme bifiltré pour W et F, est toutefois
un quasi-isomorphisme filtré pour W et F séparément. Les filtrations W et F sur C^f-O
sont naturelles.

L'isomorphisme sur la cohomologie, induit par TT, est alors nécessairement bifiltré.
Considérons le morphisme canonique y : CMÔ'-O -> CÇi^ qui respecte W et F :

WfcCM(^)=w,_, TW; © w, n wf ̂  w.co-^w, n TW; © w^ n wf.

Le morphisme composé n o y induit un isomorphisme respectant les filtrations, et par
conséquent un isomorphisme de SHM

H" (CM (i^) ̂  H" (Wf K/W; K).

La suite exacte (2.7.1) se déduit alors de celle associée au cône mixte C^) [EIV], §
0, 3.4. On a donc un isomorphisme de SHM

(2 • 7 •2) H" (CM (^), W, F) ^ H" (C (f^), W, F)

2.8. Il est classique de construire à partir d'un complexe filtré (K, W) une suite
spectrale. Avec les notations de [H II] adaptées à la filtration croissante W

E^ (K, W) = Z^/B^ H Z^

=Ker(r i :W_^KP +^^KP +^ l /W_^_,KP +^ l ) / (W_^_lK J ? +^

+riW_^_,K^-l)nZ^

et on vérifie que c'est égal à

Kcr^.-W^K^yw^^K^^W^^^K^^VW.^.K^^^^Z^
(W^^K^^+rfW^^^K^^-^/W^^K^^nZ^^B^nZ^ °°

=E^(W_,„_,K/W_,_,K)=Grw,H^^W.,„_,K/W.,_,K).
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THÉORÈME 2.8.- Soit (K, W^, W, F) un CHMF. Alors la cohomologie H"(K) possède
les propriétés suivantes :

(i) les filtrations W [n] et F définissent une S H M.
(n) Sur les termes de la suite spectrale définie par (K^, W-Q.

(2.8.1) E^Gr^H^W^^K/W^^K),

lafîltration récurrente Wrec et la fîltration W induite par la formule (2.8.1) coïncident; de
même, sur Ef^K^W-O lafîltration récurrente F,^ et lafîltration F induite par (2.8.1)
coïncident. Alors pour r^ 1, (Ef^, W[^+^], F) forme une S H M et les différentielles d, sont
des morphismes de SHM.

(iii) La fîltration W^ est une fîltration par des sous-SHM et F on a

(2.8.2) (Grw^H^^(K),Wh+^F)^(E^Wh+^F).

Preuve. - (i) On a vu dans (2.7.1 (i)) que les filtrations W [n] et F définissent une
SHM sur H"(K), H"(WfK) et H"(WfK/W;K) pour tous entiers i et j^i.

De plus la filtration Wf sur H"(K), égale à l'image par un morphisme de SHM de
H"(WfK), est une filtration par des sous-SHM.

(ii) On a vérifié (2.8.1) ci-dessus.
Les filtrations W [p+q] et F, induites sur E^ par (2.8.1), définissent une SHM, car

la filtration W^ sur H^^W-C^+^i K/W^_,K) est une filtration par des sous-SHM.
Considérons la suite exacte

0-W^K/W^_,,K-W^^_,K/W^_^K->W^^_,K/W^K-.0.

Le morphisme de connexion

H^^W^^^K/W^^^-^H^^^W^^K/W^.^K)

est un morphisme de SHM (2.7.1) qui envoie le sous-espace W-C^ dans W-Cp., égal à
l'espace d'arrivée.

La différentielle :

d,: E^^E^+r^-r+l=GTW^H^+l(Wf.,.,K/W^,.^K)

est induite par le morphisme de SHM composé :

W^H^^W^^^/W^^^-^H^^^W^^K/W^.^^^EF^-^1,

où (p est induit par l'injection W / ^ _ , K - ^ W / p _ l K . L a projection

H (E^, ̂ ) -. Efî, = Gr^ (W^, K/W^_,_, K)

est induite par l'injection W^^+^i K -^W-C^.K, et respecte donc les filtrations W et
F. D'où, les filtrations récurrentes sur Efîi, induites par W et F sur Ef4, coïncident
avec W et F sur Ef^i. Le raisonnement s'applique aussi pour E^ et donne (2.8.2).
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DÉFINITTON 2 9 _Pour tout entier m^O, le cône mixte q3 d'un morphisme (p : (K,

f^ratTonr ^ ' F/) de CHMF (resp- CHMCF) est le cône de ^ muni des

W^CiS^W^K^W/KZ W^^W^K^W;,^)

F"C^i=C(F"K^F/'•K/).

r^r^ ̂ ï"- Le cône mixte cw•9) £un morphisme de CHMF (^P-CHMCF) est un CHMF (resp. CHMCF).

Preuve. - II suffit de vérifier l'axiome (2.4.1); or le quotient (2.9)

(WfCiS/W^, W, F) =. ̂ (((Wf.JW^JK, W, F) ^((W//W/)K-, W-, F-))

est un cône mixte de CHM (resp. CHMC).

DÉFINITION 2^1. - (i) Un CHML (limite) (K, W< W, F) dans D- F, ̂  consiste en
la donnée (a), (?) et (y) de (2.4) vérifiant les axiomes suivants :

(2.11.1) Les sous-complexes (WfK, W, F) sont des CHM pour tout entier i.
(2.11.2) Pour tout entier n, le système suivant est un CHM

(Gr^Ko, W), (Gr^K,, W, F), (Gr^, W) ® C ̂ (Gr^K^ W).

(2.11.3) La suite spectrale de (KQ, W^) dégénère en E; : E; (KQ, W^) a E
(ii) Un CHMCL (cohomologique) sur un espace topologique X consiste en une version

cohomologique des données (a), (p), (y) tel que (F(X, (K, W/ W, F))) soit un CHML
i.e. vernie (2.11.1 à 3).

parque2.12. - (i) On aurait pu définir un CHML dans une catégorie dérivée de
K b 3 < ou on inverse seulement les morphismes/: (K, F,, F, F,) ̂  (K- F' F- F') h.1
que pour tous entiers i et n f : (F- K F- F) -1 (r'K' F'' F ' - 1 e

Gr"/: (Gr̂  K. F, F,) - (Gr^ K-, F, F,) soient des quasi-isomorphismes^^^^^

lieul̂ .'lÏ'î̂ l̂l11^ un peu plus générale que celle qui exigerait ( 2 - 4 - 1 ) au

(iii) De même on définirait alors un CHMCL (cohomologique limite) sur un espace
topologique X. Avec les notations de (2.11), c'est un système K^eOb D+(X Z) (K
w/ w)6.0b.D+F^X' Q) et ̂  W< W. F)e0b D-F, (X, C)muni d'isomoâi Ss
de compatibilité, tel que (WfK, W. F) et (G^ K, W, F) soient des CHMC, et de plus
a sui e spectrale de (F(X, K^), W/) dégénère en E, i. e. E, ^ E,. Le foncteur F sur X

fait alors correspondre un CHML à un CHMCL.

THÉORÈME 2.13. - Soit (K, W< W, F) un CHML.

P^O^TM' w[n] et F définissent une SHM sur HB(K)' et wf mduit we Dation
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(ii) La SHM déduite de (i) sur E^K.W-Q ^ Gr^H^CK) comcïA? a^c ;a SHM sur
les termes de la suite spectrale E^K, W-Q déduite de celle sur les termes
E^H^^Gr^K) (2.11.2).

La preuve, semblable à celle de (2.8), est plus simple. Les filtrations W[n] et F
définissent une SHM sur la cohomologie H"(WfK) du CHMWfK(2.11.1) et en
particulier sur H"(K). L'inclusion WfK -> K induit un morphisme de SHM

(H» (Wf K), W [n], F) -^ (H" (K), W [n], F)

qui est surjectif sur WfH"(K), ce qui démontre (i) et fournit une SHM sur Gr^H^K).
(ii) Les termes ^/Ei"1'^1 ̂  H^Gr^K) sont munis d'une SHM.
Considérons la suite exacte longue de SHM du lemme (2.7.1).

H" (Wf_ i K) ̂  H" (Wf K) ̂  H» (Gr^ K) - -^ H"+1 (Wf _ i K).

La différentielle 8 de w^i admet la factorisation suivante en morphismes de SHM

8 : ^fE,1-1-^1 ̂  H^-^Gr^^^H^Wf^^H^Gr^K) ^ ̂ fE,1-^1.

On en déduit une SHM sur ^E^1'"4^.
Il s'agit de prouver que Fisomorphisme d'espaces ^fE^ifn+i ^GTWfîî^(K) est de

SHM. Considérons le diagramme commutatif

H" (Wf K) p.. Im v|/, ̂  ker ô, c ker 5•i i;
WfH"(K) —————"————-Gr^H^K)

On a kerr^Ei-^'^cImvI/^kerô, et Im(^o^)=Im(7lon)=Grw/H"(K),
d'où kera./^Ei-1-1'^1) ^ kera/a(El- l- l 'n+i), et finalement ker ^=ker 8.

Alors F est un morphisme de SHM puisque u, T| et n le sont.

2.14. — Image directe diagonale.

DÉFINITION 2.15. - Un CHMFS (S pour cosimplicial) (resp. CHMDG, DG pour
différentiel gradué) K consiste en

(a) Un complexe K^eOb D^Z-mod.S) de Z modules cosimpliciaux (resp.
Obn^Z-mod. DG^ de ^.-modules différentiels gradués de degré uniformément borné
inférieurement).

(P) (KQ, W< W)60bD+F2(Q-mod. S) (resp. Q-mod. DG"').
(y) (Kc, W-^, W, F)eObD+F3(C-mod. S) (r^s^. C-mod. DG^ et des isomorphismes

de compatibilité.
KQ^K^®<Q et (KQ, W^ W) ® C ^ (Kc, W^, W), î^f que l'axiome suivant soit vérifié.

(2.15.1) La composante Kp, de degré simplicial (resp. DG) p, est un CHMF, pour
tout p.
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2.16. - On construit des foncteurs d,: CHMFDG-^ CHMF pour fe[0,2], qui
associent à un complexe K.' le complexe simple sK. Soit L la filtration de sK par le
degré différentiel inférieur de K'. :

i.e.L"=5((K;)^).

Les filtrations (W^, L) et (W, L) diagonales sur s K sont définies par les formules

(2.16.1) 5(W/,L)„(sK)=©^W^K;, 8(W,L),(sK)=©,,W^K;,

les filtrations W^ W et F simples sur s K sont

(2.16.2) W,f(5K)=©^W,fK^, W^=©^W,K, et F^K^O^K,,

Le complexe d^ K désigne 5 K muni des filtrations simples W-^, W et F.
Le complexe d^K est muni de la filtration diagonale W=Ô(W, L) et des filtrations

simples W^ et F, alors que d^K est muni des filtrations diagonales W/=8(W/, L) et
W=8(W, L) et de la filtration simple F. En composant d^ avec le foncteur classique qui
associe un complexe DG à un complexe cosimplicial, on va vérifier que l'on obtient des
foncteurs diagonaux

8, : CHMFS -^ CHMF pour i e {1,2 }.

PROPOSITION 2.17. - Soit K un CHMFS (resp. CHMFDG); alors ses images §1 K(2.16)
(resp. d^ K) diagonal en W et 8^ K (resp. d^K) diagonal en W-^ et W sont des CHMF.

Preuve. — II s'agit de vérifier l'axiome (2.4.1) Pour tous entiers j^i, le quotient
((Wf/Wj) Kp,W, F) [resp. ((Wf^/W^)Kp, W, F)] est un CHMFS, et on désigne son
image diagonale en W par 8(Wf/W^ K(resp. 8(8Wf/8Wf) K). Alors on a

(2.17.1) ((Wf/W;) 81 K, W, F) =(8(Wf/W^) K, W, F),
(2.17.2) ((Wf/Wf) 82 K, W, F) =(8(8Wf/8Wj) K, W, F).

On trouve immédiatement

(2.17.3) Gr^K.F^e^Gr^K^-pLF), ^=1,2.

C'est un complexe de Hodge de poids i. Appliquons (2.17.3) à
(Wf/Wf) K (resp. (8 Wf/8 Wf) K), on trouve

(2.17.4) (Gr^ (Wf/W;) 8^ K, F) = ©^ (Gr^^Wf/Wf) K, [ -p\ F),

(2.17.5) (Gr^Wf/W;) 8, K, F) = ©.(Gr^^Wf^/W^^K^-^], F).

Ce sont des complexes de Hodge de poids i d'après la définition d'un CHMFS. La
preuve est semblable pour à, K.

2.18. - La définition d'un CHMCFDG sur un espace X et des CHMCF images
diagonales par d^ pour i = 1 et 2, est évidente.
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DÉFINITION 2.19. - (i) Un CHMCFS (S pour cosimplicial) K sur un espace simplicial
(resp. simplicial strict) X. consiste en un complexe K^ sur X., un complexe bifîltré (KQ, W-^,
W) sur X., un complexe Infiltré (Kç, W^, W, F) sur X., des isomorphismes K^^K^dSQet
(K(Q, W^, W) ® C ^ (Kc, W^ W), tel que l'axiome suivant soit vérifié.

(2.19.1) La restriction Kp de K à chacun des Xp est un CHMCF.
(ii) Supposons X. au-dessus de X par un morphisme n, et munissons (ît.)*K. de la

structure de CHMCFDG sur X. Les images directes 8^ K. diagonale en W et 83 K.
diagonale en W^ ^r W sont égales à d^ (îi.)*K. et d^(n.)^K. respectivement i.e. si
TC*=S°(ît.)*

(ôi K., W^, W, F) =(^ K., W^, 5 (W, L), F),

(§2 K., W^, W, F) =(^ K., 8(W/, L), Ô(W, L), F).

2.20. — Avec les notations de 2.19, le calcul suivant des termes E^ de la suite spectrale
de (Ô,K, W) nous servira plus tard (3.13.2) et (3.30).

(2.20.1) wEî^H^^X.Gr^ô.K)
^ ©,H^(X,,Gr;^K,[-m]) ^ ©.H^-^X^Gr^KJ.

La filtration F induit une SH de poids j sur les termes ^E'^j et les différentielles d^
sur ^E'^ sont celles du complexe simple associé au complexe double de SH de poids j

.l-p-w/Y Fï̂ ^ V \ÔUn+l~mfV r^yW v \
-^ri l^m+l» (JrJ+m-njvm+l)-ï>H (^m+l» CJrJ•+m-n+1 Km+1)

\ t- \ t -
H——OC,, Gr^.^KJ ^^^--(X,, Gr^.^^KJ

wEÏ-^' wB^1"^'

où S est la différentielle de ^EI (K-J pour m fixé, et d' est la différentielle provenant de
la structure simpliciale.

3. SHM limite d'une famille de DCN ouverts

Pour démontrer le théorème (1.10) nous utilisons un CHML convenable au sens de
(2.11). Nous en donnons ici une construction résumée mais nous renvoyons à la deuxième
partie (II, 2 et 3) pour vérifier que l'on obtient bien des CHMCL. On trouve aussi la
démonstration du théorème (1.10) dans le cas cité, qui est en fait le cas le plus simple
où l'on rencontre les différents points de la démonstration générale.

Cas d'un morphisme lisse

3.1. Avec les notations de (1.10), supposons/lisse sur D* de fibre Y en zéro, et de
plus X une variété analytique sur C, Y et Z deux diviseurs à croisements normaux (DCN)
dans X, tel que Y \JZ soit aussi un DCN. Le complexe logarithmique Q$[Log(Y UZ)]
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est muni de la filtration de Hodge F et de trois filtrations par le poids, le poids W (total)
en Y UZ, le poids WY en à y ^ y ^ pour des équations locales Cv^gj de Y et le poids W7

en d Z i / Z i pour des équations locales (Zi)igi de Z. Le cycle [Y]=En,Y, pour ie[l, P] admet
en général des multiplicités n^.

Pour mettre en évidence les poids W^ et W2, nous écrivons aussi Q^(Log Y)(Log Z)
pour 0^(Log Y UZ). Supposons Z et Y réunion de composantes irréductibles lisses et
notons Z° =X et 7^= ]_[ Z^ ^ la somme disjointe des intersections de r composan-

i-l . . . l,

tes distinctes, muni d'une projection 71 : 7f ->X. L'image inverse Z r .Y=7c - l(Y) de Y,
est un DCN dans Z^ Nous désignons par Y. (0) le schéma simplicial strict où
Yr(0)=IjY^..^ au-dessus de Y((0)) égal à Y réduit, car dans le cas de Y nous
envisageons une construction Y. (m.) et Y ((m.)) dans la deuxième partie (II, 1) faisant
intervenir des multiplicités arbitraires de Y^ dans Y.

3.2. \|/ mixte. Considérons le complexe image directe diagonale en W d'un complexe
cosimplicial sur Y. (0) (voir dans la deuxième partie (II, 2) les motivations et les détails)
égal en degré r à

(3.2.1) (6^^(LogZY= © vl/^o)(LogZ)
p+q+j=r, p^0,j^0

OU :

^o) (Log Z) = Or4 (Log Y U Z) ® 0 .̂ (G)

La différentielle cosimpliciale est déduite de la différentielle simple associée à celles du
complexe double

à" : v|4'/(o) (Log Z) -> \|/^o)1 (Log Z) tel que à" w = rfw,

d' : VK^(O) (Log Z) -^ vK;^ (Log Z) tel que ^ w ̂  (dt/t) A w,

où t est un paramètre sur le disque. On munit le complexe (3.2.1) de filtrations par des
sous-complexes W .̂ (resp. Wf, W^ et F1) égales à

W,= © W,^,^ p(û$(LogY U Z) ® Oy^o)),
p^0,j^0

resp.W/= © Wf, W^= © W^ et P= © F^1.
p ^ 0 , j ï 0 P^O,J^O P^O, jSO

Les compléments suivants se trouvent dans (II, 2) :
— Les filtrations W^ W et F ne sont pas finies en chaque degré, par contre W et F

induisent des filtrations finies sur les termes du sous-complexe Wj pour tout entier i.

(3.2.2) Pour tout choix de multiplicités arbitraires m ^ + 1 affectées aux composantes Y^
de Y pour fe[l,/?], il est possible de construire des complexes 5ii|/Y.(w.)(LogZ) (II, 2.21)
qui sont tous quasi-isomorphes quel que soit (m.) e W.
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— A l'aide des résidus le long de Z puis le long de Y, on trouve

Rz

(G;^(W{/W{)8^o)(LogZ),F)^ C (Gr^_,ô^z..Y.(0)[-AF[-7])
J6[û,b]

(3.2.3)
w
-> © (ûÎJ.Y2P+w+fc-^(0)[-2^-^-^F[-7?-W-A]),

je[a,b],p^0,h^0

où le deuxième terme est associé à la famille Zj sur D.

3. 3 Le deuxième complexe que l'on définit (AY((O)) (LogZ), W^ W^, W, F) (II, 2.25)
est égal en degré r à

(3.3.1) A^o))(LogZ)= © ^^(LogYKLogZVW^
p^O, 4^0,p+qf=r

II est muni en degré r, des filtrations

W,A^o))(LogZ)= © W^^iûr^^LogYUZVW^
p+q=r

et respectivement en termes des filtrations sur Q^^LogY UZ)/W^.

W/= ® Wf, W^ ® W^p+i et P= © F^-'1'-'1.
p+4=r P^'fl^f P+4=»'

Les différentielles sont analogues à d' et ^// sur \|/. On a

RZ

Gr^(W^/W^A^(o))(LogZ),F)^ © Gr^_,A^((o))[-A F[-7])
J'e[a,fc]

(3.3.2)
RY
w
-» © (Q^jY"'-j+2p+i[—m—2/?],F[—m—7?]).

j ̂  m + p, j 6 [a, h], p ̂  0

PROPOSITION 3.4. — II existe un isomorphisme canonique dans la catégorie dérivée (i. e.
un complexe quasi-isomorphe à chacun des complexes considérés) :

A (rf///); 8, v|/^o) (Log Z) ̂  Ay ^o)) (Log Z),

qui respecte les filtrations W^ W f , W e t ¥ e t qui induit un isomorphisme sur
Gr^Gr^.

Preuve. — Voir (II, 2.21. 3 et 2.25) dans la deuxième partie.
Nous vérifions dans la deuxième partie les résultats suivants.
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PROPOSITION 3.5. — Soient p* : (X*—Z*)-^X*, T la fîltration canonique [H II], 1.4.6
sur l^Cx^^etW7 la fîltration par le poids induite par T sur la cohomologie et par là sur
le sous-espace H^X*—^*, C)" où l'action de la monodromie est unipotente.

(i) I I existe un isomorphisme canonique :

(3.5.1) H1 (Y, Ôi v|/^o)(LogZ), W^) c. (H^-Z*, C)", W2).

(ii) La 5Mto spectrale de T (Y, ô^ \|/Y. (Q) (Log Z), W-Q est isomorphe à la suite spectrale
de X^—Zp îeD*, /?ar rapport à la fîltration par le poids, et par conséquent dégénère en
E^ i. e. w^2 ^ w^oo-

(iii) L^s assertions (i) ^ (ii) sonî vraies aussi pour Ay^o^LogZ).
La preuve s'inspire des résultats de [SGA 7], II, exp. 14. Voir (II, 2.3, 2.7).

PROPOSITION 3 . 6 . — Pour tout entier k ̂  n la dimension de Y, les immersions

i: W^ ôi \|/Y^o)(Log Z) ̂  §1 \|/Y^o)(Log z).

5onî ftes' quasi-isomorphismes qui respectent les filtrations W^, W et F ^ induisent des
quasi-isomorphismes sur Gr^.

Preuve. - Voir (1, 2.23).

PROPOSITION 3 . 7 . — L^5 complexes

(W^ 81 v|/^o) (Log Z), W^, W, F) (k ̂  n), (Ay ̂ )) (Log Z), W^, W, F),

sont sous-jacents à des Q-CHMCL sur Y réduit. Si de plus la monodromie est unipotente,
ils munissent H*(X*—Z*, Z) d'une même SHM dite limite.

Preuve. — On construit d'abord les complexes sous-jacents à coefficients dans Q pour
obtenir des Q-CHMCF (voir 11,2). On obtient en fait des Q-CHMCL d'après (3.5) et
(3.6). La SHM que l'on obtient est unique car le morphisme A (df/f) (3.4) induit un
morphisme de SHM et un isomorphisme sur la cohomologie.

3.8. L'action de la monodromie sur les complexes (3.2.1) et (3.3.1) ci-dessus est
donnée par l'endomorphisme v induit par le morphisme identique pour/?<0 (v==0 pour
p=0)

v: ^o)(LogZ)^^^(LogYUZ)®^.(o)^^)î-l(LogZ)

respectivement la projection canonique pour p ̂  0

v: A^LogZ^Û^^LogYU^/W;

^^^(LogYUZVW^^A^^-^LogZ).

PROPOSITION 3 . 8 . — L'endomorphisme v défini sur les deux complexes ci-dessus vérifie :

v (Wf) c: Wf, v (W,) c: W,_ 2 et v (F7) c F7"1.
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II est de plus compatible au morphisme A (df/f) (3.4) à homotopie près, et il induit via
(3.5) le logarithme de la monodromie N=l /2 ï7 iLogT sur la cohomologie unipotente
H^X*-^*, C)".

Preuve. - Voir (II, 3. 3) et (II, 3.5).

LEMME 3.9. - Pour tout k^n, les suites spectrales (^H^W.F) de
^Y^W^Ôivj/Y^o^LogZ^W.F^W-O coïncident entre elles et avec celle de
F (Y,(A^o))(LogZ), W, F), W^) et F on a

(3.9.1) (Gr^W^ ô, ̂ (0)(LogZ), W, F) ̂ (W^ 8, vj/z-p.^o) \P\ W [-p], F [p]),

où le second terme correspond à la famille Z"^ sur D que nous supposons lisse sur D*.

(3.9.2) (Grw^AY^))(LogZ),W,F)^(Az-^[p],W[-^],F[p]),

(3.9.3) (w^W.F^H^Z-^Y.K),

ou K désigne l'un des complexes (3.9.1) ou (3.9.2).

(3.9.4) (^((Z-^C^W^r^H^Z-^.Y^^ÔiVl/z-p.Y^W^)

^(Z-^Az-p.Y^W,^.

La preuve se déduit des propositions (3. 5 à 7) ci-dessus.
Les isomorphismes (3.9.2) et (3.9.3) s'obtiennent par des résidus le long de Z (II,

1.2.1). L'isomorphisme (3.9.4) est un cas particulier de (3. 5) d'après (3.6).

PROPOSITION 3.10. — Soit X une variété analytique, f: X -> D un morphisme propre sur
le disque D, Y et Z des DCN fermés dans X tel que YUZ le soit, et Y=/-1 (0).

Supposons Faction de la monodromie T sur H"(X*—Z*, C) unipotente et soit
N=(l/2f7c) Log T. 5f les composantes de la fibre centrale sont kàhleriennes, ou si Y et
Y. Z sont algébriques, pour tout entier k ̂  dim Y les complexes

(W^ Ô, v|^(o) (Log Z), W^, W^, W, F) (3. 5) et (Ay ̂  (Log Z), W< W, F)) (3. 7),

sont sous-jacents à des CHMCL et munissent la cohomologie H" (X*—Z*, Z) d'une SHM
d^ fîltration par le poids W, de Hodge F, ^ MH^ fîltration décalée de n, W^ [n] définie sur
Q, të? que les assertions (i) ^r (ii) de (1.10) sof^nr vérifiées. Si de plus X est kàhlerienne,
l'assertion (iii) (te (1.10) est alors vérifiée.

Preuve. - Nous pouvons appliquer (2.14) à (3.5) et (3.7) pour déduire (i) et (ii) de
(1.10). Nous prouvons (iii) de (1.10).

Nous devons appliquer l'assertion

(3.10.1) Si (K, W, F) est un CHM, le système (K', W, ¥ ' ) = (K [m], W [m - 2 h], F [h])
est un CHM pour tous m, heZ et les SHM induites sur la cohomologie se correspondent
par Fisomorphisme:

(ir^K), W[-2h], F [^MHW, W, FQ.
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En particulier si (K, F) est un CH de poids i, alors (K [p], F [h]) est un CH de poids
l+p—2h.

Nous en déduisons avec les notations de (3.9. 3) et (3.9.4)

(3.10.2) (w/E^W^^H^^Z-T^W^^FM)).

La différentielle d, du complexe ^E-i' de SHM, est un morphisme de Gysin alterné

H^^Z-T^^'^H2^2^^-''-1)*^)

L'endomorphisme v (3.8) induit un endomorphisme v. sur le complexe w/E-;' qui
correspond à l'action de Np=(l/2î7i) Log T sur wEî'^H2^'^"'')*^)

Admettons pour un moment l'assertion [voir (3.11) et (3.22)].
(3.10.3) Pour tout entier b, ï'endomorphisme niipotent

^

((Gr^„„H2'•+•((Z-.)^C))„„Gysin)^((Grw„,_,H2.+'((2-.)^C))„„Gysin)
est un isomorphisme de complexes indexés par p e Z.

Nous en déduisons, d'après (3.10.2) l'isomorphisme

^
(3.10.4) (G^w/En^^^Gr^/EO,^).

Nous avons

Grrfîî"(V,A^^(LogZ))^E^i^îî''-'(^E;i,d,)
et d'après (2.14, ii)

(3.10.5) Gr-Gr^H^Y.A^o^LogZ^^Gr-H-^E,7,^)

^"-(Gr^E-iU).

• L;lsomorPhisme induit P31- (3-10- 4) sur la cohomologie en degré^=n-f. se transforme
via (3.10.5) en un isomorphisme induit par v*

v6

Grw^Grvffîî'•(Y,A^^(LogZ))^Grw-,Grwfïî'l^,^^(LogZ)),
ce qui prouve (iii) à partir de (3.10.3).

REMARQUES SUR LE CAS LISSE ET PROPRE (preuve de (3.10.3).

3 . 1 1 . L'assertion (3.10.3) est une propriété caractéristique de la filtration par le poids
de la monodromie. Nous démontrons qu'elle est équivalente au théorème du cycle local
invariant (3.12). L'étude dans ce cas d'une variation de SH associée à une famille lisse
et propre sur D* a été faite par W. Schmid [S]. J. Steenbrink a utilisé le complexe A.
pour cette étude [St] et C. H. démens a écrit une démonstration de (3 12) [C] Noïs
avons eu des discussions à ce sujet avec 0. Gabber et J. L. Verdier où il est apparu le
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besoin de démontrer l'équivalence de (3.12) et (3.10. 3) et compléter ainsi la démonstra-
tion dans [St]. [Voir (II, 3.18)]. L'assertion (3.10. 3) pour les familles (Z^) -^D est la
même pour tout p, et il suffit de considérer le cas de X —> D.

3.12. THÉORÈME DU CYCLE LOCAL INVARIANT. — Nous avons un complexe sous-jacent à
unCHMCFS(II, l . l l ) :

(Q^(LogY U Z) ® OY^(O), W7, W, F) sur Y^(0) muni d'une filtration WY par des sous-
CHMCFS (II, 1.11, (iii)). Son image directe diangonale en W est isomorphe à
rJ*Cx*-z. dans D^Y^O)), C)

(3.12.1) f^Cx.-z^8l(^(LogYUZ)(g)OY_(o)).

Soient ^:(Y-(Y.Z)) -^YJ:(X*-Z*) ->X et j^ :(X*-Z*)->X* les immersions
canoniques. Nous avons les quasi-isomorphismes (II, 1.12.2) :

(3.12.2) (j^CY-(Y.z)^(LogZ)/lYÛ$(LogYUZ)

^ W^ 8, (û^ (Log Y U Z) ® Oy^o)) ̂  81 ÛY,(O) (Log Z. Y_(0)).

PROPOSITION 3.13. - (i) Les filtrations W et F sur Q^(LogY UZ)/Q^(LogZ) (resp.
§i(Q$(LogY UZ) ®OY.(O)) et son sous-complexe W^) permettent de munir Hy(X—Z,C)
(resp. H* (X*-Z*, C) via (3.12.1) et H* (Y-(Y.Z), C) via (3.12.2)) d'une SHM tel
que Von a une suite exacte de SHM

n n n • • • ^H^(X-Z,C)^H f c (Y-(Y.Z) ,C)^H f c (X*-Z*,C)^H^ l (X-Z,C)^J . 1J . lj ^ 4^

tf (X-Z,C)
La filtration W7 ^îanî Mn^ filtration par des sous-SHM.

(il) Le morphisme r|=A(rf/7/): (û^ (Log YUZ), W, F)-.0$ (Log Y U Z ) [l], W
[-1], F [1]) induit via (3.12.1) une suite exacte de SHM

T\
(3.13.2) H^-Z^Q.W^^H^^X^Z^Q.Wt-q.FtI])

T1

^^+2(x*_z*,C),W[-4],F[2]).

Preuve. — (i) D'après (II, 1.11, (iv)), le quotient

(ôi (0$ (Log Y U Z) ® OY. ̂ .))/W^, W2, W, F) est un CHMCF sur Y;

la SHM filtrée par Wz sur son hypercohomologie est d'une part isomorphe à la SHM
filtrée par W7 sur l'hypercohomologie de Q^(LogY UZ)/Q^(LogZ) d'après (II, 1.13)
et d'autre part à celle du cône mixte en W (2.7).

(3 .13.3) CM(W^ôi(Q$(LogY UZ) ®OY_(O)) -^8i(^(LogY UZ) ®OY_(O))

Le morphisme de restriction f* dans (3.13.1) est un isomorphisme car Y est un
rétracte par déformation de X. Il permet de transporter la SHM de Y — ( Y HZ) sur la
cohomologie de X-Z.
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(ii) L'exactitude de la suite (3.13.2) est vérifiée dans [SGA 7], II, Exp. 14 preuve de
(4.18.4).

COROLLAIRE 3.14. - (i) la suite exacte de CHMC

0 -^ 8, (Q$ (Log Y U Z) ® O^o), W, F) -^ (W^ 8, v|/̂  (Log Z), W, F)
v

^ (W^ §1 <|/Y_(O) (Log Z), W [2], F [ -1]) -^ 0

induit une suite exacte de SHM

(3.14.1) H•(X*-Z^C)^H•(XS"-Z*,C)"

->H•(X*-Z-Î,C)"(-1)-.H•+1(X<!-Z*,C),

(ii) Pour Z Mde, nma^ de S: H^C) ̂  H^X^C) dans (3.13.1) est éga/e a
W^H^X^C).

(iii) Supposons Z uide,- /a syte exacte (3.13.2) induit alors la suite exacte pour j^k+ï.

(3.14.2) Gr.^^O^GrJ^H^X.O-.Gr^^H^X.C).

Prei^e. - L'assertion (i) est claire et pour (ii) on utilise que le poids de H^ ' (X, C)
est ^fe+1.

(iii) Le poids de H^Y, C) varie de 0 à k, d'où d'après (3.13.1)

Gr^ i H" (X*, C) <= Gr^ , H^1 (X, C)
et

Gr^H^X^C^Gr^H^X.C) pour j>k+Ï.

On déduit alors (3.14.2) de la suite exacte Grw de (3.13.2).

3.15. Considérons le cône mixte en W au-dessus de l'injection canonique

(3.15.1) oy((o))(LogZ)=CM(W^§i(^(LogY UZ) ® Oy.^)

-^ôi^(LogZ)).

Il est isomorphe via ( 3 . 1 2 . 1 ) et (3.12.2) au cône sur le morphisme canonique

^x(JÎ Cx-z) =C((j^ Cy_Y.z -^ r ̂ (JÏ Cx._z.)).

Lorsque les composantes de Y sont kàhlériennes (resp. Y et Y.Z sont algébriques), le
cône (3.15.1) est un CHMC; il munit la cohomologie évanescente d'une SHM.

THÉORÈME 3.16 (du cycle local invariant). - Supposons la variété X kàhlérienne, et Z
vide, alors la suite de morphismes

(3.16.1) (Wï 6, (SÎÏ (Log Y) ® OY_(O,, W, F) -. (Wj 6, ̂ , W, F)
V

-(W^i^wW^Ft-l]),
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induit, pour tout entier f, une suite exacte de S H M

s*p N
(3.16.2) H^^O-^H^X^Cr-^H^X^C)^-!).

Preuve. — La suite exacte topologique sous-jacente à (3.9.1) a été conjecturée par
Griffiths [G]. La preuve est basée sur la théorie des SHM. Elle a été obtenue par
P. Deligne, W. Schmid, N. Katz et C. H. Clemens. Nous référons à [C] par exemple.

Nous vérifions dans (II, 3.5) que les suites (3.16.1) et (3.16.2) coïncident.

3.17. Étude cohomologique du complexe AY((())) de Steenbrink. Dualité sur
W^AY^O))). — Nous construisons la dualité pour le complexe AY((O)) dans l'appendice.
Il nous suffit ici de construire la dualité sur les termes de la suite spectrale WEI(AY((O)))
pour Z vide. On a

(3.17.1) wEM=HP+î(Y,Grw^AY^)))=H^^(Y,e,,Gr,w_,AY''•[-^])

=H^+^(Y,®Grw,Y_^lAY'^)[-^])^H^+^Y, © QY^-P+I [p-lq-])
q' q ' ^ . P , q ' ^ 0

^ © ^p-lq'+qçyîq'-p+l^^

q'^p, q'ÏO

Le complexe (wEl'^, d^) est le complexe simple associé au complexe double (2. 20)

E?^ E^1'4

H^-.'-I(Y, Gr^,AY^)-H^-'(Y, Gr^A^-.H^-^^Y, Gr^_,A^o1)))

d'=An
(3.17.2)

H^-^Y, Gr^.A^-^-H^-^^Y, Gr^_, A^)))

Soient ij: Y^1 -> Y'' pour7'e[l, r+1] les immersions naturelles; le morphisme de Gysin
G=2:,(-l) J(f^:HW(Y r + l ,C)^HW + 2(Y r ,C) est le dual de Poincaré de la restriction
P^^-l)^* d'où la formule de dualité pour tout aeWÇY^C) et tout
^eH2"-2'-^^1, C)

(3.17.3) (p.a)U&= f aU(G.fc).
JY'-^1 JY'-

Lorsque le cycle [Y]= ^ n^Y^ nous associons au morphisme de restriction
i e [ l , p ]

P:OY'--^ÛY'-+I (resp. au morphisme de Gysin G) un morphisme p ( n . ) [resp. G(n.)]
donné par la formule

(3 -1 7 -4 ) P("•).=".•P.:n .̂..̂ ,..,-+ .̂..,...,'
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respectivement et dualement.
(3.17.5) G(n.),=l/^G,: HW(Y^,,^C)-HW+2(Y^,^^^

La différentielle à' égale à A (df/f) à gauche devient par la transformation résidu
( - \Y p (n. ) : Gr^ (0^ (Log Y)) -^ Gr^ û^1 (Log Y).

de sorte que le diagramme (3.17.2) devient

E?^ E?4'1'4 E^2'4

^2p-24'+4-2(Y^'-P+3^ QG^^2p-2q+q^2qt-p+2^ ̂  ^^2?-2q'+q+2 ̂ 2q'- p+1 Q

(3.17.6)
( - I ) P + Î + I P ^ ) (-DP-^^p^)

pj2p-2^+4^y2^-p+l^ (Q) _^^2p-2^+^+2^Y^ ' -^ Q

et l'on a les relations
(3.17.7) G ° p ( n . ) = p ( n . ) o G , p ( n . ) ° p ( n . ) = 0 , G°G=0.

3.18. Désignons par M l'opérateur sur les groupes de cohomologie H*(Y^ ,., C) tel
que M.a=(n^x . . . xn^a; il s'étend à H*(Y', C) et vérifie les relations, pour
aeH^Y^Qet&eH^Y^C)

M.(a\Jb)=(M.a)Ub=aU(M.b),

(3.18.1) M.(p(n . )a)=p(M.a) , M(G.b)==G(n. ) . (Mfc) ,

(M. (p(n.)a))Ub=\ (M.a) U(G.b)= \ a\J(G(n.). Mb).
Jy^1 Jy1- Jy

DÉFINITION 3.18. - Le morphisme de dualité E?' 2 n ~ q ( S ) E^'q -^ C est défini pour
û^Z^eE?'2""^ ® Yl2(n+p-h)-qçy2h-p+l^^

h^p^O

fc=S&,eE^P<î= ® IP-^Y^-^C),
/ t^pSO

et £=(-1)^-^, par la formule,

(3.18.2) P(a(S)b)= ̂  (-l)^^ f ^U(M.fc,).
/ i^p J Y 2 A - P + 1

LEMME3.19. - On a, pour aeE^~lf2n~q et b e E ^ P ' q : P ( d ^ a ( S b ) = P ( a ® d ^ b ) .
Preuve. — Écrivons

(rf i^=sp(n.)^_i+G(^) où h^p et £==(-1)^

(^fc)^=-£p(n.)^+G(fc,^0 où hf^p-\.
D'après (3.18.1)

P(a®^fc)= ^ (-i)^+p-i^-i
/i'^p-1
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x | ^UM.G(^)-£a^U(M.p(n.)(^))
J y 2 h ' - p + 2

=(-1)^ I -s^f (p(n.)a,,)U(M.^)+^f G(a,,)U(M.fcJ
ft '^p-l JY2A' -P+3 Jvl/i'-p+l

est égal à

P^a®^^-!)^^ (ep(n.)a,_i+G(a,))U(M.fc,).
^p J^2h-p+l

PROPOSITION 3.20. — Le morphisme P (3.18.2) définit un isomorphisme de dualité sur
les termes E^4 de la suite spectrale de (AY((O)), W) qui se réduit à la dualité de Poincaré
via (3.17.6) et qui commute aux différentielles. Il induit un isomorphisme

(3.2.0.1) P: E^'^^E;'2""^)*,

tel que pour beE^^^" de classe b, et aeE^'2""9"'' de classe a

P(S)(a)=P(a(x)^)=^ f (-l^^Ma.Ub..
h ï r J Y 2 1 1 - ^ 1

3.2.1. Action de la monodromie sur ^E^. — L'endomorphisme v du complexe AY((O))
induit un morphisme

Gr^v- C^A ^Grw A tel nue Grwvr • Grw A ^ Grw AOr V . Or,. AY((0 ) )—OIr_2AY((0 ) ) IGl que Or V . Or,. AYOO))^0^ ^YaO))»

soit un isomorphisme pour r ̂  0. En effet écrivons

Or^Ay^o^ C ^îr+2k^i[-r-2h],
h^O

Grw,AY((o))= ® Q.^h-r+i[r-2h'\^ © Çî^h'+r+i^lh' -r] où h^h-r,
hïr h'ÏO

l'isomorphisme Grw vr induit alors l'identité de la composante d'indice h sur celle d'indice
^^—r. Notons aussi v le morphisme induit sur les termes E^ et E^ de la suite spectrale
de F (AY ((G))» W). Nous obtenons, avec les notations de (3.17.1) où on fait h^q' +r, le
diagramme [St]

d. à.
• _1 V~r,q+r .

-'1 ~ r ^l ' ^1 ~ ~s-^l
^-r-l.q+r __^-r,g+r -, ̂ r+1, q+r ̂ ^r+1, q-r^^q-r+2 ç^r^ Q

II II II

© W-2h+r-2^2h-r+2^ ̂  ̂  ̂ q-2h+r ̂ 2h-r+1 ̂  (Q) Q ^q=2h+r+2 (^h-r^ ̂

h^r hïr hïr

n
(3.21.1) 1^ ~ ^

Q ^-2h+r-2(Y2/l-r+2, C) © W-2h+r^2h-r+l^ Q Q ^q-2h+r+2 ̂ 2h-r^ Q

hïr-l II hïr || - h ï r + 1 II

vrE^r~lfq+rQîîq~r(yr, C)=E\~lfq~râ-^Er{q~rd-î>E\+lfq~r

4e SÉRIE - TOME 19 - 1986 - ?1



THÉORIE DE HODGE DES CYCLES ÉVANESCENTS 131

Nous avons les formules [St]

Er^^-^vE^^Hî-^^-SC) pour r^2,

(3.21.2) EI-'-'^'-^E^-'-,

Erl-l•''-^vrE^'-l•î+r©H»-r(Yr,C).

et la suite exacte 0-^HÎ-''+2(Y'', C) ->• E-'"+l•î+''•^.E''+l'î-''^.n

La différentielle ̂  de Ei agissant sur Eî-^'-^resp. Ei-'--"-1-') induit

^i =(-1)" P(n. ) : H"-^, C) ̂  H'-^Y^S C) c E'i- " - r ,

respectivement

rfi=G(Gysin): HÎ-'•(Y'•+1,C)->HÎ-'•+2(Y'•,C) <= E"'^1-'^'-

PROPOSITION 3.22. - Supposons la variété X dans (3.10) kàhlérienne, Z vide, et soit
N-{l/Zm) LogT l endomorphisme niipotent de type (-1, -1) sur la SHM • (H'fX* C^W, F). L'assertion ^ \ , h

(3.22.1) G^N-): Gr^H^C^Gr^H^CK-r)

esf équivalente au théorème du cycle local invariant (3.16).

Preuve. - Nous déduisons (3.22.1) du théorème du cycle local invariant (3 16) par
récurrence descendante sur r, l'assertion (3.22.1) étant vraie pour r assez grand.'

Considérons un élément ^ dans E,-̂  tel que d^=0 dans E^1-^ et de classe de
cohomologie v" Ç = 0 dans E;- <-'• ̂  Gr ,̂ H" (X*, C).

Première réduction: v(Ç)=0 dans E"'"^2-»'1'1'"2

D'après (3.21.2), il existe n, dans. Er-1-^- et n dans H-W C) tel que
v^^+T^ou^r^ep^r^v^-rf,^). q

En modifiant par d^ r)i, on peut supposer

Ç=£p(n.)î1 dans H'-^Y^1), G(Ç)=0 et p(n.)Ç=0
sans changer de classe de cohomologie Ç. Considérons le diagramme

EP(B.) ^^ -6p(B.)

W-^Y^ C) ^———a——W-^^Y'-1, C) ————^_^H<-r+4(Yr-2, C)

„ La premiereligne est identique à une P^10 de la su^ spectrale donnant la SHM de
1 ouvert H*(X*, C) ou H?(X. C); l'élément Ç dans H-(Y-S C) tel que G(Ç)=0 définit
une classe de cohomologie Ç dans GT^, H^2 (X) tel que p(n.) Ç=0.
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On déduit alors de (3.14.2) et pour r ^ 1 (pour r= 1, on a déjà vÇ=0), qu'il existe un
élément a eH^ (Y', C) tel que G(a)=0 et Ç=ep(n.)a f. ^. il existe Tl'eH^-'-^Y'-'2, C)
tel que

sp^a^+G^') et Gop(n.)v}'=p(n.)oGW)=0,

d'où ^=Kp(n.)^ dans H^'^Y^3, C) définit un élément ^ dans E^2^^2 de
classe î, dans Ei-^2^-^2 vérifiant v^Ç^O. Nous déduisons par hypothèse de
récurrence que ^=0, il existe donc r\\ dans E^"3'4"^2 tel que ^1^1=-^, d'où
r|'+r|i dans E^"1'^ tel que d^ (îl'+ri^G^), et nous pouvons modifier donc une
nouvelle fois sans changer sa classe dans ̂ rfq+r pour avoir :

Ç=ep(n.)a avec oceH^-^Y', C) et de plus d^=vî, dans E^21^-2,

i.e. vÇ^OdansGr^.^H^X*, C) ^ E^2'^'"2.
2. Finalement le théorème du cycle invariant implique Ç=0, et l'on obtient l'injectivité

dans (3.22.1). La surjectivité dans (3.22.1) est obtenue par dualité comme suit. Considé-
rons le diagramme (Grw de la cohomologie)

E^l+r ___P____^(^2n-q-r^

(3.22.2) J Lyr

E^-r__J^———^(E^'2"-^)*

où P et F sont des isomorphismes de dualité (3.20.1).

LEMME (3.23). — Le diagramme (3.22.2) est commutatif.
En effet pour tout a dans Z"''^' et tout b dans z-^2n-(l+r

((^(vr)°P)(a))(6)==P(a®vr^

((Fov^KQ^P^a®^.

Réciproquement, d'après [St] l'assertion (3.22.1) implique que le poids de la SHM
induite sur ker N dans la suite (3.16.2), où on suppose T unipotent,

H^Y, Q^H^X*, C) ^H^X*, C)

est ^ i car Gr^N') est injectif sur Gr^, H^X*, C).
D'après (3.14, (i) et (ii)) l'image de Sp*, égal au composé

H^Y, C)-.ïr(X*, C^H^X*, C),

est égale à W^(ker N), et par conséquent, égale à ker N.
Cette preuve complète celle dans [St], voir Remarque (II, 3.18).

CAS D'UNE FAMILLE DE DCN OUVERTS

3.24. HYPOTHÈSE. - Considérons un morphisme propre/: X -> D d'un espace analyti-
que sur un disque dans C de centre zéro, et supposons X c P plongé dans un espace
ambiant lisse muni d'un morphisme propre g: P->D lisse sur D* et induisant/sur X,
tel que :
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(i) La fibre V=g-l(0) est un DCN dans P de composantes Y, lisses kàhlériennes (ou
algébriques d'intersection Y,.Z algébriques).

(ii) L'espace X est un DCN dans P et il existe un DCN Z dans P tel que X U Y U Z
soit un DCN à composantes lisses dans P. Nous supposons de plus X (JZ n'admet pas
de composantes communes avec la fibre centrale Y (de telles composantes n'intervenant
pas dans la famille induite par X UZ au-dessus de D-), et de même X n'admet pas de
composante commune avec Z.

(iii) La famille X-Y (resp. Z-Y) est un DCN relatif sur D*.

3.25. Soit n : X^ -> X l'espace simplicial strict associé au DCN X et aussi
n: Y^(0)-^Y((0)) celui qui est associé à Y [ce qui laisse envisager une variante en
Y^(m.)]. Pour tout indice i, nous considérons les intersections (produits fibres sur P)

(125-1) YI=Y.X^ et Z,=Z.X,,

qui sont des DCN dans X^, de même que Y^UZ^ Nous avons, avec les notations de

(3.25.2) X^. Y/0) ^ (Y^(0), X^. T ̂  (Zy noté aussi Z?.

(3.25.3) ^,(LogYJ(LogZ^) ®^0^^ ^,(LogY.)(LogZ,) ® O^o,
" op '-

Soit ,n:,X^X l'espace tronqué de X^ d'indices ^ f; rappelons que la filtration
décroissante L est définie pour tout complexe cosimplicial K. sur X^ par la formule

(3-25-4) L'(IL,K.=s(IL)*K.)=s(,n.)*K..

Le morphisme/o n,: X; -^ D est propre, et lisse sur D*. C'est une situation géométri-
que donnant lieu à un système de variation de SHM sur H*((X,-Z;),, Z\, que l'on
peut qualifier de cosimplicial. Dans ces conditions, nous avons'construit un*CHMCF
sur X^ à support dans \,_ égal à §1 <|̂ , <o)(LogZ,) (3.2.1) muni de filtrations W^ W/ W
et F, que l'on désignera par ^.^(Log Z,).

Le système

(3-25-5) W_^(LogZ_), W< W, F),

ainsi obtenu est cosimplicial sur X^ d'après (3.25.3).

3.26. L'image directe diagonale en V^ et W du complexe (3.25.5)

(3.26.1) (^ y ̂  (Log Z), W/, W, W^ F) = ̂  (^_^) (Log Z^), W^, W, W^ F)

est munie des filtrations diagonales en W^^ et W

(3.26.2) Wf v|/^. y ̂  (Los Z) = ©„ Wf^ ̂  ̂  (Log Z^) (resp. W au lieu de W^).

Les filtrations WY et F sont simples. On construit de manière analogue un complexe

(3.26.3) (Ax. y «o» (Log Z), W< W, F) = §, (A^o, (Log Z^), W< W, F).
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PROPOSITION 3.26. — (i) Pour tout entier k ^ n==dim X . Y, il existe un morphisme dans
la catégorie dérivée, de complexes sous-jacents à des Q-CHMCL

A W/f) : (W^ ̂ x. ̂  ^o)) (Log Z), W< W, F) - (Ax. y ((o)) (Log Z), W^, W, F),

qui induit un quasi-isomorphisme pour Gr^, et par conséquent un isomorphisme de suites
spectrales de S H M du fondeur F par rapport à W^.

(ii) Supposons faction de la monodromie unipotente, alors nous avons des isomorphismes

H*(X.Y, ^x.Y((0))(LogZ), W^(H*(X*-Z*, C), W2)

^ H* (X. Y, Ax. y ((G)) (Log Z), W^).

Preuve. - Voir (11,3.21 et 22).

Remarque 3.27. — II existe une variante

(^x.Y^LogZ), W^, W, W\ F)=ô,(^_^(LogZJ, W^, W, W^ F).

3.28. L'action de la monodromie T sur l'espace X* est cosimpliciale.
Elle induit un endomorphisme T sur nn^Qx-'-z*) q^ ^t compatible à l'endomor-

phisme T sur r(Qx*-z*).
D'autre part Faction de la monodromie v, sur chacun des termes Ay^o^LogZ,)

(resp. \|/!^.(o)(LogZ,)) est cosimpliciale sur X_._.

Elle induit un endomorphisme v sur Ax.y((o))(LogZ) (resp. ̂  y^o^(LogZ)) qui
vérifie : v(W;f c: WJ', v(W^) c W^.^ et v(FJ) c= F7'"1. Si la monodromie T est unipotente,
v induit sur la cohomologie via (3.26, (ii)) N== l/2i7rLogT.

3.29. Les suites spectrales par rapport à W-^ des complexes dans (3.26, i) coïncident,
et ce sont donc des suites spectrales de SHM. On a

(3.29.1) (Gr^W;rrx.Y((o))(LogZ), W, F)

^ ®^.(Grw4,W^Y^o)(LogZ,)[-7], W[-;], F)
j = ^

® 0,(W^-,̂ .(o)[p-2./], W[-p], F[p-j]),
j

(3.29.2) (^E^, W, F)=©H^^(Z^-^Y^(0),W,Y^•-p.Y^o)h-27], W[-p], ¥\p-j]).

(3.29.3) (?((2?*, C), W, F) ^ H^Z^, Y^^.W^^-p.^.^ W, F)).

et des formules analogues pour A au lieu de v|/.

PROPOSITION 3.30. — Sous l'hypothèse (3.24), supposons faction de la monodromie T
sur H"(X*-Z*, C) unipotente et soit N=(l/2ï7i)LogT.
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Pour tout entier k ^ dimY les complexes (3.26, i)

(W^.Y<(o))(LogZ), W^, FV, F) et (A^.Y((0))(LogZ), W< W, F),

sont sous-jacents à des Q-CHMCL et munissent la cohomologie H"(X*—Z*, Z) d'une
même SHM de filtration par le poids W et de Hodge F, et d'une fîltration W^ (décalée
de n) définie sur Q, tel que les assertions (i) et (ii) de (1.10) soient vérifiées.

Si de plus les composantes de X sont kàhlériennes l'assertion (iii, 1.10.1) est aussi vérifiée.

Preuve. — On déduit (i) et (ii) de (1.10) en appliquant (2.14) à (3.26, i). Nous prouvons
(iii) de (1.10).

Appliquant (3.10.1) à (3.29.2) et (3.29.3), nous déduisons

(3.30.1) (^E^ W, F) ^ e^^-^rtZfT, C),W[20'-p)], F^-j]).
j

La différentielle d^ du complexe ^/E*i1 de SHM est associé d'après (2.20), au complexe
double (à coefficients dans C).

2n-2j+2-i

^2n-2-2j-i^y+ï-n+l^ Gysin ^ ̂ 2n-2j-i ((g^J-n)*) Gysin , H ((Z1^'"""1)*)

t J ? (
P | 1

H^-^'^^Z^fT) ——2=———^ \ï2n-2J+2-i((^+_{-n-ly)
icn—i—l,i pw—i ' , i

W/1-'! W/1-'!

L'endomorphisme v (3.28) induit un endomorphisme v. sur le complexe ^/B'i1 qui
correspond à Faction Np==(l/2f7i)LogT sur

^Eî'^eH^-^^azi-^^c),
1

d'où pour tout entier b, d'après (3.22), un isomorphisme de complexes indexés par/»eZ

((Gr^-î./^H^-^'^-T, C),,^ d0

^((Gr^^.^.-.H2''-2 '̂̂ -'')*, C)),̂ , di)

qui induit à son tour, d'après (3.30.1), un isomorphisme

^
(3.30.2) (Gr^^Ef-'),,^, di) ̂  (Gr^^^Eî-')^^ d^).

Nous avons
Gr^H^Y, Ax.Y«o))(LogZ)) ^ ^E"2-'-' ̂  H"-'(^EY-, ^1)

et d'après (2.14, (ii))

(3.30.3) (Gr^Gr^H^Y, Ax.y^LogZ))

^ GrwH''-•(^E•l•, rfi) ̂  H'•-•(Grw(^E•l•), d,).
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L'isomorphisme induit par (3.30.2) sur la cohomologie en degré p=n—i, se transforme
via (3.30.3) en un isomorphisme induit par v6

Gr^Gr^H^Y, A^.y^LogZ)) Ï Gr^Gr^H^Y, A^,o))(LogZ)),

ce qui prouve (iii).

Remarque 3.31. — (i) Avec les notations de (3.24), on peut toujours se ramener au
cas d'un DCN Y réduit, à l'aide d'une réduction semi-stable appliquée à g.

Alors le transformé de X U Z demeure transversal à Y i. e. X U Y U Z est un DCN,
comme on le voit à l'aide du raisonnement local suivant. Soit un point y de Y de
coordonnées (^, . . ., y y z^ . . ., z,, x^ . . ., x^ t^ . . ., tq) dans P tel que Y (resp. Z, X)

p
soit défini par les j\. (resp. z^, x;) et que g= Y[ y^.

1=1
Le morphisme g se factorise en une projection p et un morphisme g '

(c^ o) x (e"^4, o) -^ (c^, o) ̂  D.
Alors, si V -> D" est une réduction semi-stable de g\ le morphisme composé

y x (c-^-^ 0) -^ V -> D' l'est pour^.

Cependant, nous n'avons pas besoin de cette réduction.
(ii) Le complexe <Ï>x (ji^x-z) est muni d'une structure sous-jacente à un CHMC de

manière analogue à (3.15).

4. Cas général

Nous déduisons le théorème (1.10) à partir du n° 3 à l'aide de la suite exacte (4.6.1).
Nous donnons aussi la méthode qui consiste à utiliser les hyperrecouvrements, elle est
en tout point semblable au n°(3.24 à 30). P. Dubois (prépublication: SHM sur la
cohomologie évanescente) a récemment montré que l'on peut avoir une réduction semi-
stable pour de tels hyperrecouvrements. Cependant une telle réduction n'est pas nécessaire.

4.1. HYPOTHÈSE. — Considérons un morphisme propre/:X ->D d'un espace analyti-
que sur un disque dans C de centre zéro, et soient l'z : Z -> X une immersion fermée dans
X et l'x: ̂  ~^ PD une immersion fermée dans un espace propre et lisse au-dessus de D,
i. e. h : PD -> D, tel que h ° l'x ==/

Supposons les fibres de P^, X et Z sur D algébriques. La théorie de désingularisation
de Hironaka permet de construire le diagramme

(4.1.1)

Z// , Y" . \y'o ~^ ^o ~^ ^o

Z t Y/ vy
0 -^-0 ^0

1 1 t
ZQ —>> XQ —> PO

\\/

z" ->• x" -> Po
i f !•
T -> X' -^ P^

) 1 (-z ->. x -> Pô
M^

D
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Une suite d'éclatements de centres au-dessus de Z permet d'obtenir l'espace lisse Pp
tel que Po^'^Po), Z^p-^Z) et PoUZ' soient des DCN; on pose X'^-^X).
Ensuite, par des éclatements de centres au-dessus de X" nous obtenons l'espace lisse Pp
tel que X'^-^X'), Z^q'^Z), P^q-^Po) et PoUX" soient des DCN. Le
morphisme p induit des isomorphismes (P^—Z/)^(P^—Z) et (X'—Z^^X—Z) alors
que le morphisme q induit P^—X" ̂  PD—X'. En rétrécissant le disque D, nous pouvons
supposer X'\ T ' et T des DCN relatifs sur D*.
Nous extrayons de (4.1.1) le diagramme

X ff r j f f *X Ty/ r j f f ] " -ryf Y"
— Z-» ———^-^D ~ — ———"—D — "

(4.1.2) 4x1 , ^ ^iv j
X / '-Vf A jy iy/ fy y/

—Z- ———^"^D—^ ——^^D—'v

Nous allons étudier la variation de SHM associée à la famille (X'—Z^^X—Z) sur D.

Constructions à coefficients dans Q.
4.2. Soient X^X^-^Z" U Pô) et Z^Z^-PQ les DCN fermés et distincts dans

PD, alors X^—Z'/ est un DCN ouvert auquel on peut appliquer les résultats de 3.30
(avec les notations de 3.24, on fait P=PD, X'/^X, Z^=Z et Po=Y). De même
désignons par Z^Z'—FQ le DCN fermé dans PÎ), et rappelons que pour tout espace V
sur D, on note V*==Vx D* (resp. V*=Vx D*) le relèvement sur le revêtement universel

D D
de D—(0). Nous déduisons de (4.1.2) le diagramme

(Xl'-Z,') __i——(P^-Z^)——__ (I^-X'/)

9X 4 4(4.2.1)

(X'-Z-) —x——(PD-ZI)———— (FD-X')

Le morphisme trace. — Avec les notations de (4.2.1), le morphisme

(4.2.2) Trq: q^(]^Q^-^^ ^WQ(PD-ZD^)

est construit à partir du morphisme trace ([V], exp. VI, 3.1)

(4.2.3) Trq: q^j^Q^.z^T) ̂ (]fQ^-z^^)

qui induit en tout point îeD*, le morphisme

Tr q, : (H1 ((P^ - Z^ Q), T» -^ (H1 ((P^ - Z\\ Q), r)

et qui est obtenu par dualité de Poincaré sur les fibres en t.
Avec les notations de (II, 2.6), soit A = { î e C : O ^ R é e l t<\} nous admettons qu'il

existe, pour tout oc e A, un morphisme

(4.2.4) Trq: q^^ JLogZ^W^) -^(^ ^(LogZ^W^),
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dans D+ F(PD,C) qui commute à l'action de la monodromie et qui est compatible, via
les isomorphismes 1 (II, 2.6.4), au morphisme trace déduit de (4.2.2) par extension des
scalaires à C.

4.3. Nous disposons d'un complexe filtré (vl/x^JLogZ^W-O (II, 3.20), ce qui nous
permet de définir le cône mixte en W^.

(4.3.1) (^x » (Log Z-), W^) = CM (q* (^ „ (Log Z'/), W^)

IX-Tr^ q* (^xï, « (Log Z'/), W^) © (^ JLog Z,), W^).

L'action de la monodromie, qui commute à î'x* e^ Tra, s'étend à (4. 3.1).

PROPOSITION 4 . 3 . — (i) L'isomorphisme 1 (II, 2.6.4) s'étend en un isomorphisme

(4.3.2) i: yaSCx-z^e/^x'.JLogz'),
a 6 A

ou /? désigne la projection de X' sur X (4.1.1) induisant (X'—Z') ̂ (X —Z).
(ii) Soient un point MeD*, n(u)=teD* et ^(X^—Z^^X^—Z^); nous avons des

isomorphismes

lt *
(4.3.3) H''(X,-Z„C)^H''(X!1•-Z^C)^HP(Y, ® ^..(LogZ-))

a e A

(iii) La suite spectrale de T (Y', v|/x',a (Log Z'), W^)) dégénère en E^ L ^.
W/E^^W^ËOO-

Preuve. — Nous déduisons de (4. 2.1) le diagramme

0 ̂  q^" Qpo-xï ̂  q* QPD-ZÏ -^*——q* Ox% QXÏ-ZÏ ̂  0

(4.3.4) Tr q | ^Hc Tr q \ ^ q^ (Tr <î)/x | t î*

0^ Jl'QpD-x-——^QPD-ZÏ ——————^x)*Qx'-z'^0

où le morphisme trace est celui de (4.2. 3), et le morphisme (Tra)/X est induit par Trq.
Les lignes de (4.3.4) forment des triangles; nous en déduisons l'isomorphisme avec le

cône sur ( fx)*—Tr^

(4.3.5) Ox)*Qx'-z'^C((fx)*-Tra).

Le morphisme q étant propre, les foncteurs V et q* commutent d'après [SGA7], II,
exp. 13, (2.1.7); ce qui permet de transporter (4.3.5) par V

(4.3.6) (^^J^Qx'-z^C^Oxr-V^r^)).

L'isomorphisme (4. L'isomorphisme (4. directement du diagramme
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(Xr-^^D-z.r
(4.3.7) "xi r

(x'-zr^-zi)*
par une technique qui ressemble à celle de (E IV, th. (iii) 3.1), et qui permet d'obtenir
des suites exactes

(4.3.8) 0 -> H'a^-Zir, Q) 'x-Tr'' H'rtXi'-Zir, Q) © H'rt^-Zi)*, Q)

(Trq)/X+>^ . „
———————.H^OX^-Z^^O-.O,

où cette fois-ci la trace est obtenue par dualité sur les fibres.
Nous réalisons ainsi H'((X —Z)*, C) comme coker (Ç*—Trg), d'après l'isomorphisme :

(X'—Z^a^X—Z). De même, nous obtenons en tout point îeD, des suites exactes

(4.3.9) 0 ̂  H' (P^ - î'i „ Q) ̂ _!l̂  H- ((X'/,, - Z7/, „ Q)
©H'(P;-Z;, Q) ̂  H'(X;-Z;, Q) ̂  0,

ce qui prouve (i) et (ii). De plus, nous avons un isomorphisme de complexes

r(Y', © (^,,(LogZ'),W^))^r(X,-Z,,(CM(ix?-Tr^),W)).
ae A

Le terme de droite est sous-jacent à un CHM donnant la SHM sur la cohomologie de
X^—Zf. Nous en déduisons que la suite spectrale de chacun des deux complexes dégénère
en E^.
LE CHMCL

4.4. Avec les notations de (II, 3.29), il existe un morphisme trace de CHMCF

(Ap, ((G)) (Log Z'/), W^, W, F) -r^ (Ap, ((o)) (Log Z,), W^, W, F),

obtenu par dualité (II, 3.29.1) à partir du morphisme ^*.
Nous ne vérifions pas que ce morphisme Tr^ est compatible avec le morphisme trace

construit dans (4.2). De même, nous disposons d'un CHMCF:

(Axï.po((.,)(LogZr),W^W,F).

Nous désignons par

(4.4.1) (Ax^^^LogZ^W^W.F)

= CM (q* Apo ((G)) (Log Z'/) -x———. q* A^^ ̂  (Log Z7/) C Ap^ ̂  (Log Z^)),
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le cône mixte en W^ et W. L'action de la monodromie v sur les termes du cône commute
à i*x* et Tr^f et passe par conséquent au cône.

Nous construisons de même un complexe bifiltré (à coefficients dans Q)
(Ax'.po^zW. W^, W, F). Nous déduisons de (4. 3).

PROPOSITION 4.5. — (i) Supposons Faction de la monodromie T sur H l((X / /—Z / /)*, C)
unipotente, alors nous avons

H1 (Y, Ax,p^o))(LogZl), W^) ̂ (H^X*-?*, C), W^)

(ii) Le système

V (J? ̂  - z-), (Ax'.po ((G)), z (Q), W^, W), (Ax,p, ((o)) (Log ZD, W^ W, F)

estunCHMCLsurPo((0)).

PROPOSITION 4.6. — Sous l'hypothèse 4.1, supposons l'action de la monodromie T sur
H^X*-^*, C) unipotente et soit N=(l /2ï îc) log T.

Le CHMCL (Ax/.p^ ((Q)) (Log Z^), W^, W, F) (4.4.1) munit la cohomologie
H"(X*-Z*, Z) d'une SHM de filtration par le poids W, et de Hodge F; é?t A? plus induit
une filtration W (décalée de n) définie sur Q, tel que les assertions (i) et (ii) ^ (1.10)
soient vérifiées. Si de plus le morphisme f est quasi-projectif l'assertion (iii) de (1.10) est
vérifiée.

Preuve. — Nous obtenons (i) et (ii) d'après (2.14). Pour prouver (iii), nous utilisons
la suite exacte associée à un cône mixte qui s'identifie à (4.4.7) à coefficients dans C et
qui respecte les filtrations. D'où, la suite exacte

(4.6. i) o ̂  ipaî^-zir. G) -^ H^ax-y-z'/)*, q @ ̂ ((PD-ZI)*, G)
-^"((X-Z)*,^-^.

La monodromie agit sur toute la suite exacte (4.6.1). Nous déduisons le diagramme
à coefficients dans C

O^Gr^.Gr^H-aPD-Z-/)*) ̂ Gr^.Gr^^aXi'-Z^^œH-a^-Zi)*) ->

GrN^ OrN^ -1 l ^Gr^Gr^îraX-Z)*) -^0
O^Gr^.Gr^H-a^-Z'/)*) ^Grw,Grw(Hn((X//-Z//)alc)eHn((PD-Z,)*) ̂ 1°^

^Gr^Gr^H^X-Z)*)-^

On a déjà vu que les deux morphismes GrN^ à gauche sont des isomorphismes. On
en déduit que GrN^ à droite l'est aussi.

MÉTHODE DES ESPACES SIMPLICIAUX

4. 7. Soient /: X -> D un morphisme propre d'un espace analytique X sur un disque
D; de fibre Y en zéro, et Z un sous-espace analytique de X propre sur D, tel que les
fibres de X et Z sur D soient algébriques. Nous admettons, d'après la théorie des
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hyperrecouvrements ([HIII], 6.2 et [SGA4], V bis) que l'on peut construire un espace
simplicial 71: X ->X formant un hyperrecouvrement propre de X, lisse sur C, tel que
TT'^Z) [resp. TT'^Y)] soit un DCN Z (resp. Y ) dans X , et que ZUY soit un DCN
dans X . Nous nous proposons d'étudier la famille X*—Z* sur D*, et nous pouvons
supposer Z et Y sans composante irréductible commune.

4. 8. Avec les notations de (3.3) le système (Ay ^(LogZ), W-7', W, F) à support dans
Y., forme un CHMCFS sur X..

Nous ne vérifions pas cependant l'existence d'une construction à coefficients dans Q,
fonctorielle en X .

DÉFINITION 4 . 9 . — Nous désignons par

(K^ ((G)) (Log Z), W^, W, F) = 02 (Ay (o) (Log ZJ, W< W, F),

le CHMCF image directe par 71, diagonal en W-^ et W.
4.10. La fibre en un point t de D*, (X^^TI'^X^) est un hyperrecouvrement de Xp

mais l'espace (Z^ n'est pas nécessairement un DCN dans (X^ pour tout indice i.
Cependant il existe un entier N tel que seulement les espaces X^ d'indice f ^ N interviennent
dans la cohomologie de X. Nous supposons dans ce qui suit D assez petit, pour que
(Z,)^ soit un DCN dans (X^ pour i^N.

L'action de la monodromie v^ sur Ay^o^LogZ^) est cosimpliciale sur X et induit une
action v sur K^o^LogZ).

Nous obtenons de manière analogue à (3. 30).

PROPOSITION 4.11. — Sous l'hypothèse (4.7), si la monodromie T est unipotente sur
H" (X* - Z*, C), le Q-CHMCL (Ky ((Q)) (Log Z), W^, W, F) munit la cohomologie
H"(X*—Z*, Z) d'une S H M de fîltration par le poids W, et de Hodge F; et de plus induit
une fîltration W^ (décalée de n) définie sur Q, tel que les assertions (i) et (ii) de (1.10)
soient vérifiées. Si de plus, le morphisme est projectif, l'assertion ((iii), (1.10.1)) est aussi
vérifiée.

Remarque 4.12. — Pour obtenir (1.10.1), il suffirait de trouver un hyperrecouvrement
par des variétés X kàhlériennes dans (4.7).

(ii) Le complexe ^xCJ^Cx-z) est muni d'une structure sous-jacente à un CHMC de
manière analogue à (II, 3.6).

II. DEUXIEME PARTIE

Pour simplifier la présentation de la première partie nous n'avons donné ni les
motivations de la construction des complexes utilisés, ni les constructions à coefficients
dans Q, ni la preuve des propriétés requises pour en faire des CHMCL. C'est l'objet du
paragraphe 2 de cette partie. Au paragraphe 1, on trouve des préliminaires sur les
complexes logarithmiques et au paragraphe 3 des compléments sur la littérature.
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1. Complexes logarithmiques

La notion de complexe logarithmique [H II] est à la base de l'étude des SHM. Nous
groupons ici des résultats qui servent dans la construction des complexes mixtes.

HYPOTHÈSE 1.1. — Nous considérons une variété analytique X contenant des DCN
Y, Z et Y U Z. Les notations sont celles de (1.3.1) dans la première partie.

PROPOSITION 1.2. — Sous l'hypothèse (1.1), le morphisme résidu le long de Z induit
(i) Un quasi-isomorphisme bifiltré

(1.2.1) RZ: (Gr^Q^LogYKLogZ), W, F) ̂ (^(logZ^M], W[f], F[-i]),

qui envoie W^ sur Wjpour tout j dans IU
(ii) Un quasi-isomorphisme filtré pour a ̂  b dans N

(1.2.2) RZ: (Gr^W^/W^Q^LogYKLogZ^F)

^ © (Gr^.QS^LogZ-.^t-^Ft-f]),
i'e[û, b]

qui transforme W^ en la somme directe pour f e [ m — r , b] (égale à zéro pour b<m—r\ En
particulier, on a un quasi-isomorphisme filtré

(1.2.3) Rz: (Gr^(LogY)(LogZ),F)^ © (Gr^Q^LogZ^Yn-i], F[-f]).
^o

De même, on a un isomorphisme analogue à (1.2.2) pour
(W?/W^)Gr^Q$(LogY)(LogZ); en particulier V isomorphisme de Zassenhaus
Gr^(W^/W?)^(W?/Wf)Gr^ est filtré pour F sur Q$(LogY)(LogZ). Enfin on peut
échanger Z et Y dans les formules (1.2.1) à (1.2. 3).

(iii) Un quasi-isomorphisme filtré

(1.2.4) RZ: (Gr^W^/WDQ^LogYKLogZ^F)

^ © Gr^.Q^LogZ-.Yn-f], F[-i])
ie[m-b, m-a]

Preuve. - Soit a une section de Q^(LogY)(LogZ) de poids le long de Z, ^©^a),
égal au plus petit entier r tel que a e W^.; on définit de la même manière le poids total œ
en W et o^ en W\ Le résidu Részi(a) est défini comme une section de Q^r^LogY.Z1)
et égal à la somme des résidus Rés^. . (a). La vérification de (1.2.1) est identique à la
démonstration classique [D].

Choisissons localement des équations (^ei de Z. Posons a^=0 pour m > f , et soit

a, = ^ (Rész,^,,a) dz.Jz^ A ... A dz^
Jl<-<Ji
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une section locale de ^x(LogY)(LogZ) tel que œ^-a.Xf. Nous définissons a par
récurrence pour m ̂  i par la formule w

aw ̂ (RézzJ1--(a -s. a7)) ̂ Al A - A dz^

Alors on a la décomposition locale de a

d-2.4) ,=^
w^O

En tout point x de X, la formule (1.2.4) définit un morphisme résidu R, le long de
Z, qui est en fait un isomorphisme indépendant du choix des coordonnées. ' x

(1.2.5) R^ ,: ((Q^(LogY)(LogZ)L, W, F)^© ((t2;,--(LogZ'.Y)),, W[i], F [ i ] )

bifiltré pour W et F et qui envoie W? dans la somme directe pour i>r. Soient P une
section locale en x de ̂ -..(LogY.Z,,,) et ? un relèvement de ? comme section locale
en x de^-'^LogY).

Le morphisme inverse à R,,, fait correspondre P,=PA^,/Z,, A... Arfz./z, à P Le

^ ï-.rTS^/^ envoie (^^^^^^^(Logi): dans^ w^_,i^, (Log Y. Z ),. Ces différents morphismes pour tout point x de X, se recollent

en un morphisme induit R, ( 1 . 2 . 3) global sur X. Vérifions qu'il commute aux différentiel-
les. Considérons la décomposition a=Ç a, (1.2.4) d'une section a de poids m tel que

a, soit de poids œ^a,)^ et ^(a^w.'S (o^a,)^, la projection R,, (ria,) = rf (R,, (a.))
commute aux différentielles. ' '

R^T qu'11 ^L' tel ï o)zw<lt alors (ù^m-l ^ la ProjectionRz^da,)6W^_i_^. est nul dans Gr^_^.t2^(Log Zj'. Y).

Le quasi-isomorphisme (1.2.2) peut être démontré directement comme (1 2 3) ou
déduit de (1.2.3) à l'aide de l'isomorphisme Gr̂  (W^MW )̂ 0 ;̂ dans ce cas
il est immédiat qu'il demeure filtré pour F en raison de la structure simple (ou scindée),
de F. L'assertion (m) se déduit de (ii).

1 . 3 . RÉSOLUTIONS SIMPLICIALES. - Soit Y un DCN dans une variété lisse X, admettant
des composantes irréductibles lisses et connexes (V.).

^ t / ï e [1, pY

Désignons par Y, (m,) le voisinage infinitésimal d'ordre m, de Y, dans X, défini par
1 idéal J,(m<) égal, en un point y de Y, à (^•+1)^, . où y, est une équation irréductible
ae i ^ en y.

Pour une suite À. dans [1, p] et des entiers m,., l'intersection

(1 • 3 • 1) Y,, (m,.) = Y,,,,, QnJ = Y,, (^).Y^ (m^.... y,, (m,,)
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est définie par l'idéal

(1 .3 .2) J..(mJ=EJ(m^.).
j

Lorsque la famille m^ =0, l'espace Y), (0) est réduit.
Des entiers m^e^J pour fe [ l , p] déterminent pour toute suite X. dans [1, p} une suite

m^e^J; on écrit alors Y^ (m.) pour Y^ (mj.
Désignons enfin par Y ((m.)) la sous-variété de X définie par l'idéal

(1.3.3) I(m.): FI J^
ie[ l , p]

1.4. Soient (m^el^, Y=U,e[ i , p}^i Mn £)CN rfan5 x. Yi(^) ̂  somme disjointe des
intersections Y^ ^(m.) (1. 3.1) de f + 1 composantes distinctes, et ^ j , i ' -
Y^(m.)-^Y^_i(m.) le morphisme induisant l'immersion Y), (m.) -> Y^ ^ (m.) où ^.(7)
consiste à omettre .̂. On désigne par résolution de Mayer-Vietoris le schéma simplicial
strict n : Y^(m.) -> Y ((m.)) au-dessus de Y ((m.)) (1.3.3).

Le complexe (II* Zy. (m.)' P= £ (-1)JÀ-J* i) est une résolution de ^Y((m.)) clue l'011 appelle
- ' je[0, i]

aussi résolution de Mayer-Vietoris.

LEMME 1.5. — Le complexe simple (II* (9^ /„,., d=p) (1.4) définit une résolution (de

Mayer-Vietoris) à droite de ^vom.))-

1.6. Avec les notations de (1.3), considérons de plus un DCN, Z dans X tel que
Y U Z le soit aussi. Soit Y^resp. Z^ la somme disjointe des intersections
V^ ^(resp. Z^ ^) de fc composantes distinctes de Y (resp. Z). L'intersection
V^^Y^x Z(resp. Y.Z^Yx Z^ est un DCN dans Y'(resp. Z'), et l'on peut définir

X X
(Y^Z)1 [resp. (Y.Z^]. L'intersection Y^.Z^Y^x Z1' vérifie : Y^Z^Y^Z^^Y.Zy.

YV

(1 .6 .1 ) . Par convention, l'intersection Z^Y^^.Y^m^) désigne la sous-variété de
Z^Y^ ^ définie par Vidéal ^J^.(^^.)^z1 .Y( » pour la sous-suite À^. ^5 éléments de .̂

j
distincts de (ï\, ..., f^). En particulier Z l.Y•.Y.(m,)=Z l.Y•.

(1.6.2) La différentielle de Q^(LogY)(LogZ) (1.1) induit une différentielle sur
^(LogY)(LogZ)®OY;(m.) et sur Q^(Log Y) ®0y ((„.)). En effet l'inverse d'un élément/
dans J^(m^) (1.3.2) étant holomorphe sur X — Y , nous pouvons écrire df=f/\ (dflf\
d'où dfe J^ (m^) Q^ (Log Y) (Log Z) (resp. 1 (m.) 0$ (Log Y U Z) ( 1.3. 3).

Nous déduisons alors de (1. 5) la résolution

(1 .6 .3) ^(LogYUZ)®^^Sûî(LogYUZ)®^^.

PROPOSITION 1 . 7 . — Avec les notations de (1 .6 .1 ) , les résidus le long de Z puis le long
de Y (1.2.2) induisent
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(i) Les isomorphismes respectant la fîltration F

(1.7.1) (Gr^(W?/Wf)(^(LogYUZ)®0^^), F)

^ © (Gr^,(Q^(LogZ^.Y)®0^^))[-7],F[-7])
RzJ'e[a, b}

^ © (0 -̂ yn-j Y,on)[-n],F[-n]).
RYJ6[a, b]

D^ même on a une formule analogue pour (W^/W^)Gr^(Q$(LogY UZ)®Oy^ (^)).
L^ composé R Z ° R Y ^s morphismes résidus dans (1.2.2) induit un isomorphisme égal

au composé Ry ° Rz dans (1.7.1).
(ii) Les isomorphismes respectant la fîltration F
(1.7.2) (Gr^(W^/W;)(Q$(LogYUZ)®0^(,J, F)

^ © (Gr^_, (0^- (Log Z^. Y) ®0y, ̂  )) [ -7], F [ -7])
RzJe[n-b, n-a]

^ © (^.Y"-^Y,.(mu[-11]' rt-"])-
RY J e [n - b, n - a]

Le composé R^°RY des morphismes résidus dans (1.2.2) induit un isomorphisme égal
au composé Ry°Rz dans (1.7.2). En particulier^ pour m.=0, le résidu Ry analogue à
( 1 . 2 . 1 ) induit un quasi-isomorphisme bifiltré

(1.7.3) (Gr^Q^LogY U Z)®0^ ̂  W, F)

^Wi^ ^(LogY-.Y^.ZH-f], WH, F[-f])
RY

^ Von a

(1.7.4) (Gr^(W^/WD(^(LogYUZ)®OY^o)), F)

^ © (Gr^n^-. y,. (G) (Log Y1. Y,. (0). Z) [ - f], F [ - i])
RY i e (a, fc)

^ e (ÛY^w.z11-^-"].^-11])
RZ i e [a, b]

Preuve, —(i) Soient (M, W) un module filtré et N un sous-module de M.
Les filtrations W induite sur N et W quotient sur M/N, vérifient la suite exacte

(1.7.5) 0 -> Gr^N -> Gr^M -^ Gr^M/N -^ 0.
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Le résidu le long de Z (1.2. 5) transforme, pour toute suite (À-.) de [1, p] le sous-module
de Qi^(Log\) (LogZ) engendré par J^(m.) (1.3.2) sur le sous-module de
© Q^r^LogZ'.Y) engendré par J^ (m.)i.e. l'image de l'intersection du sous-module
E>0i^O

J,.(mJQ$(LogY)(LogZ)= ^ y^Q^LogYKLogZ),
île À..

avec W^ mod. W^-i par le morphisme Rz(1.2.2) est engendrée dans la composante
Gr^Q^LogZ^Y) par (.V^^eÀ,.- Son image à son tour, par le résidu le long de Y

RY'- Gr^û^LogZ^.Y)^^ .Y»-11"""11

est engendrée dans la composante O^.y _. P^

(1.7.6) (y^ dy, A ̂ . ̂  ̂  +^ +1 ̂ . y^ ^_),

pour ^e((^-)—(/i,...,7n-i))- Le quotient est alors égal à

^'•^•i-jn-f- YV! ̂ vi)-^^) PO111' v,e(X.) -0\,.... ̂ _,),

ce qui prouve (1.7.1).
Pour prouver R^ ° Ry = Ry ° RZ? on considère le résidu le long de Y, local en un point x

de Y et analogue à (1.2.5). Il transforme pour toute suite (À-.) de [1, p], le sous-module
de 0^(LogY)(LogZ)^ engendré par J^(m.) sur le sous-module de © Q^T^LogY'.Z)^

i^o
engendré dans la composante Q.{~.1 . .(Log Y^ ^. Z)^ par

(1.7.7) y^dy, A 0^ (LogY^,^. Z)^^^ Q^ ^(LogY^,^. Z),

pour ?ie(?i.)-(/\,...,7,).

Ce résidu local est bien défini sur Gr^(W^/W^)(Q$(LogY UZ)®Oy^ (^)); si on le
compose avec le résidu le long de Z on transforme (1.7.7) en (1.7.6), ce qui prouve (i)
La démonstration de (ii) est analogue à (i); pour m ^ = 0 le quotient de
Q^1 ^(LogY,^^.. Z), par (1.7.7) s'identifie à

^l.^^^(LogY^..^.Y,.(0).Z)„

d'où (1.7. 3) et (1.7.4).

COROLLAIRE 1 . 8 . — Les morphismes de restriction

Pn, ĵ .^ ^Y^^Y^mO^^.Y^.Y^O).

PÏ, .( .̂): (WW)(Q$(LogY UZ)®OY ^^(W^KQ^LogY UZ)®OY,(O)).

Pi, . ('n..) : (W^/WJ) (Q$ (Log Y U Z) ®0^ („,)) -^ (W^/Wj) (Q^ (Log Y U Z) ®0^ )̂,
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ont des noyaux acycliques N^' •'(m^)=kerpn, j(w,J, N^'t (w^) = ker p^ ,, (w^) et
N^iJwJ^kerp^ oQnJ te; que

Gr^N^.(mJ^ © N^(m,,), Gr^N^m,,)^ © N^(mJ.
j e [a, fc] j 6 [n - fc, n - a]

Preuve. — Puisque les isomorphismes de (3.7) sont compatibles avec les restrictions,
il suffit de voir que le noyau N;: ^(m^) est acyclique. On utilise le résultat bien connu :
Pour toute sous-variété lisse Z de X, la restriction Q^) -^û^ est un quasi-isomorphisme.

La vérification dans [(0), th. 1.3] s'étend au cas qui nous intéresse.

EXEMPLE 1.9. — Soit Y^(m^) une composante irréductible de Y de multiplicité m^-h l
dans X. Le complémentaire Y'=Y-Y, est un DCN dans X et sa trace Y^=Y' F\ Y, est
un DCN dans Y,. D'après (1.7.1) et la convention (1.6.1), on obtient en décomposant
les sous suites de [1, p] en deux parties selon qu'elles contiennent l'indice i ou non :

Gr^(W^W,z)(QÎ(LogY)(LogZ)®^(m.))^ © ((Û^Y;"-^.Y.©^.Y;»-..Y, oj)[-n],
J'e[û, b]

Si de plus m,=0, on trouve une somme directe de CH de poids m

((O^.Y;.n-y-i.^©^.y;n-^Y^)[-n],F[-n]).

1.10. Avec les notations de (1.1), considérons les immersions ouvertes

X-Y——— i -———-X
Nous avons des isomorphosmes dans D+ (X, Q)

I! ^

(jï °iî~^) Qx-Y-z ̂  i* Qx-Y-z ̂  (iS ̂ ï"7) Qx-Y-z-
Nous désignons par r2 (resp. T^ la filtration sur j*Qx-Y-z déduite de jï^resp. jSï)

image directe par j^resp.jS) de la filtration T canonique ([HII], 1.4.6) sur
JS^QX-Y-Z (resp.j^Qx-Y-z)-

La filtration T2 (resp. T^ est définie sur le complexe obtenu via les résolutions de
Godement désignées par la lettre G

^^(sGOS^GQx-Y-z)) (resp. ^^(sGO'Ï^GQx-Y-z)))-

Nous disposons de morphismes injectifs canoniques

iz: ^GQx-Y-z-^7 et i^: 7*GQx-Y-z-^Y

Alors le complexe quotient J^^J^/ImO'7—^), ou le cône C(lz—lY), représente un
complexe muni des trois filtrations r2, TY et T que l'on désigne par

(1.10.1) (j^Qx-Y-z^^^).
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Soient n : (YIJZ)1 -> X, II7 : Z1 -^ X et r^ : Y1 -^ X les projections finies de la somme
disjointe des intersections de i composantes distinctes des DCN, YUZ, Z et Y respective-
ment. On a

(1.10.2) GrJj,,Qx-Y-z^R%Qx-Y-z^n*Q(Yuz^

considérons les immersions ouvertes f \ (7}-(7}. Y)) -^Z1 et ./Yl: (Y1- (Y1. Z)) -^ Y1. On
a

(1.10.3) Grf^Qx-Y-z^jXGrîjrYQx-Y-z^jïR l7S -YQx-Y-z[-^^Sj?Qz<•-(z-.Y)

(1.10.4) Grf^Qx-Y-z^JÎGr^^Qx-Y-z

^jSR^^Qx-Y-zE-ïl^nïjrQ^-^.^t-q,
(1.10.5) Gr^Grf^Qx-Y-z^n^Q^Y^t-fe]

et

G^Grf^Qx-Y-z^n^QY1^-1^]

1.11. Avec les notations de (1.1), (1.3) et (1.10), le complexe
Qx(LogYUZ)(x)^Yf(o) muni des filtrations W7, W et F quotient de celles de
Qx(LogY (JZ), est cosimplical sur Y^(0).

PROPOSITION 1.11. — Avec les notations de (1.11), soit n^Y^O)-^ la projection
finie, et considérons de plus l'un des deux cas : les composantes Y^ de Y kàhleriennes, ou
Y et Y. Z algébriques.

(i) Le système

( 1 . 1 1 . 1 ) (II^Zx-Y-z, (n;.j*Qx-Y-z. ̂  ̂  (Qx(LogYUZ)®OY,(o), W^ W, F)),

muni des isomorphismes de compatibilité

(3: n;^Zx-Y-z®Q^n;.^Qx-Y-z
^

y: (n;.j*Qx-Y-z, ̂  T)®C^(Qx(LogYUZ)(g)OY^o). W7, W)

est un CHMCF sur Y,(0), cosimplicial sur Y^(0).

(ii) L'assertion obtenue en remplaçant ï2 par TY ^t W2 ̂ ar WY dans (i) êsî aussi vraie.
(iii) Lafiltration^ sur le Q-CHMCFS

(n;.j*Qx-Y-z, ̂  ^» (Qx(LogY)(LogZ)®OY^o). W^ W, F)

muni de risomorphisme de compatibilité (y) dans (i), ^sf une filtration par des sous
Q-CHMCFS.

(iv) Pour tout entier i, le couple quotient

(n;j* Qx-Y-z/^ ̂  ̂  ((ûx(LogY u zxaoY^/w^, w2, w, F),
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muni de Visomorphisme de compatibilité induit par (y) dans (i)

(n^Qx-Y-z/^ ̂  T)®cS(Qx(LogYUZ)®0^o))/^ W2, W)

^((^(LogYUZ^O^oW, W^ W),

/orm^ un Q-CHMCFS.

Preuve. — (i) Pour toute partie À-. de [1, p], d'après (1.7.1)

Gr^OW^W^Q^LogY UZ)®OY, (o)), W, F)^ C (QZ^.Y^ Y, (O)[-"L F[-n]))
J6[fl, fr]

est un CHC de poids n. Nous en déduisons le quasi-isomorphisme (y) en comparant
avec (1.10.5). De même l'axiome (1,2.4.1) est vérifié. Le quasi-isomorphisme devient
trifiltré pour F, voir(l. 11.2).

(ii) Nous utilisons :

G^W)(W])(^(LogYUZ)(SO^^ W, F)

. ® (Û^.Yn-^Y,.(0)[-4 F[-n]).
j e [n — b, n — a]

(iii) En effet pour tout entier k

(1.11.2) (Gr^Wf/W^W^Q^LogY U Z)®0^\ F)

^ ® (Qz^Y"-^.Y.(o)[-4 F[-n]).
j e [ a , b ]
j^n-k

(iv) En effet pour tout entier k

(1.11.3) (Gr^ W^î) ((û$ (Log Y U Z) ®0^ (Q))/WD, F)

^ © (Û^.Y^.Y.(0)[-4F[-n]).
je [a, &]
7<n-k

VARIANTE 1.11. — Le morphisme de restriction

(1.11.4) p: ûx(LogY)(LogZ)(g)O^^^Ox(LogY)(LogZ)®0^(o)
Ox - Ox -

est un quasi-isomorphisme cosimplicial et bifiltré pour W7 et W d'après (1. 7.1) et (1. 8).
La filtration de Hodge F sur tix(LogYUZ) induit sur le complexe
GrJW(W^/Wf)(Qx(LogY)(LogZ)®OY^^^.)) une filtration de Hodge F dite formelle
dans [O], qui ne permet pas nécessairement d'obtenir une structure de CHC de poids k,
si (m.) 7e 0.
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II est cependant possible de munir ce dernier complexe d'une filtration de Hodge F
définie lorsque dim X = n +1 par

(1.11.5) F^F^'+kerp pour 7^n+2 et F^^O,

tel que p soit un quasi-isomorphisme trifiltré, puisque kerp=NY^m.) est un complexe
acyclique.

La proposition (1.11) demeure vraie pour Y^(m.) au lieu de Yf(0).

REMARQUE 1.12. - D'après (1.11, iii) et (1.11. 5), le complexe

(W^Q^LogY UZ)®O^J, W2, W, F)

est sous-jacent à un CHMCFS sur Y^(m«). Il est quasi-isomorphe au complexe obtenu
pour m.=0.

D'après (1.7.3),

W^O^LogY U Z)®OY_(O)) ^ûî_(o)(LogY^(0). Z).

Nous en déduisons que l'image directe diagonale en W

(1.12. l)ôi W^(QÎ(LogYUZ)®0^o))=W^Ôi(^(LogYUZ)®0^o)),

coïncide avec le CHMC du DCN ouvert Y-(Z.Y) (E IV) et nous avons des quasi-
isomorphismes

(1.12.2) ^CY.^^W^Q^LogYUZ^OY^

^(LogZ)/4^Q$(LogY UZ) Sw^(Q$(LogY UZ)(x)0^).

PROPOSITION 1.13. — Pour tout (m.)eW, tour entier j, et tout poids n et fe, le module
différentiel gradué

(1.13.1) ^*Gr,WZGrw((^LogY)(LogZ)(8)OY^))

(resp. WY au lieu de W) définit une résolution à droite de

(1.13.2) Gr^zGrw(Q^(LogY)(LogZ)(x)^^)

(resp. WY au lieu de W) compatible avec la différentielle extérieure induite, pour j variant.
Preuve. — Le résidu le long de Z transforme (1.13.1) en

n^G^.^ÇLogZ^WO^^-k].

De la même manière, (1.13.2) se transforme en

Gr^iï^LogZ^.Y^OY ^)[-fe].
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Ce qui nous ramène à travailler sur Z\ et il suffit de considérer X—Z° i . e. faire fe=0
dans (1.13). L'inclusion I(m.)Q^(LogY)cQ^ montre que

Gr^û^LogY)®^^)^^1 pour f > 0
et

Gr^(^(LogY)®^^^Q^/I(^)^x(LogY).

D'après (1.7.1) nous devons démontrer pour n>0 la résolution

Q/l w TT 0/1^yn -> 11^ ̂ Y». Y^(m.)'

Choisissons une suite (ti <... <^) c[l, /?] et considérons la composante Y^ ^ de Y",
Définissons le complexe K :

1^=0 pour/?<-!, K-^n^Q^

î^^11*0^,^.^^ POur/^O,
et

muni de la différentielle p(1.4) et (1.5). Il suffit de démontrer que K est acyclique. On
raisonne par récurrence sur le nombre de composante de Y. Si Y est lisse, c'est évident.
Sinon, introduisons le DCN, Y '=Y—Y^, dans X. En séparant les termes Yp(m.)
contenus dans Y^, nous obtenons la décomposition

Y,(m.)=Y^(m^.y^(m.)

est la sous-variété de X définie par la somme des idéaux correspondants.
Nous en déduisons une réalisation du complexe K[l] comme un cône au-dessus de

l'identité d'un complexe L', où

L0^^ et L^n^.Y^m.) pour/?>0,

muni de la différentielle p' associée au DCN Y'(m.) (1.4) et (1.5). Alors K^L^CL^

et la différentielle p: K^ -> K^4'1 est donnée à un signe près par la matrice ( , ).
\Id p /

Pour n = 0, considérons la suite exacte de complexes

0 ̂  Wo (Û^Log Y) ®^ ((,.))) -^ ̂ (LogY)®^^.)) ̂  ̂ (LogY)®^.))^ ̂  0
i l l

0 ̂  Wo^LogY)®^.)) ̂  O^LogY)®^) ̂  ̂ x(LogY)®^(.)/Wo -^ 0.

La colonne du milieu est acyclique (1.6.3), la colonne quotient à droite ne comportant
que des poids >0 est donc acyclique d'après ce qui précède, d'où la colonne à gauche
l'est aussi.
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COROLLAIRE 1.14. — (i) Soit I(m.)c0x r idéal de Y ((m.)), et faisons n==fe dans (1.13).
On obtient pour tout k (y compris pour k=Q, Z°=X) un complexe acy clique

0 ̂  Q^/I (m.) Q^ (Log Z^ . Y) ̂  Qz Yo (m.) -̂ . YI (..) ̂  QZ^ • Y On.) -^ 0.
n+1

(ii) Le complexe suivant est acy clique (considérer Gr^ dans (1.13) et (1. 7. 3))

0 ̂  Qx (Log Z)/Iy ((o)) ûx (Log Y) (Log Z) ̂  II* ̂ o (G) (Log Z. YQ (0)

^0,0^0) (Log Z.Y^(0))^0

et de même son gradué Gr^; en particulier le complexe Q$/lY((o))^x(LogY) est isomorphe
au complexe des formes régulières œÇ sur Y [E IV] et constitue une résolution de Cy 7?^
des 0^-modules cohérents.

COROLLAIRE 1.15. — Le morphisme de restriction

p : (Ox (Log Y U Z) ®o^ OY ((,.)), W2, W) ̂  ((Q$ (Log Y U Z) (x)ox °Y ((G)). W2, W)

est MU quasi-isomorphisme bifiltré.
Munissions Qx(LogY)(LogZ)®ox^Y((m.)) ^e ^a fîltration F déduite de la fîltration

quotient F en ajoutant Ny^^kerp en degrés ^n+2. i. e. F-7 = F-7 + Ny ̂ )) pour j^n+2
et F^^O; alors le complexe Ny ((„.)) est acy clique et p est un quasi-isomorphisme trifîltré
(J, 2.1). Enfin la restriction sur les résolutions de Mayer-Vietoris dans (1.11.4) est compati-
ble avec p ci-dessus.

Preuve. — Le complexe Ny ((„,.))= ker p est acyclique d'après (1.11) et (1.13).

LE COMPLEXE Log

1.16. - Soient D un disque dans C contenant 0, D*=D-(0), et f'.X-^D un
morphisme lisse sur D* de fibre centrale/"1 (0)=Y (avec les notations de 1.3 et 1.6).

Soit z un paramètre sur le disque, on pose

( 1.16.1) T| =f ( d z / z ) = df/f section de Qx (Log Y).

On peut trouver localement sur X, des coordonnées (yi)ie[i,n+i] et P nombres entiers
(n) =(ni, . . ., Up) tel que /= ]~[ y^ alors,

i e [ l ,p ]

(1.16.2) T|= ^ n,dy,ly,
l6 [ l ,p ]

DÉFINITION 1.17. — Le complexe Logx,z

0^x^Qx(LogY)(LogZ)-^. . .â-^. . .^Qx^LogYKLogZ^O

est égal en degré i à Ox(LogY)(LogZ), muni de la différentielle ^=^(1.61.1).
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1.18. - Le complexe Logx, z est muni de poids ^^ et W non stables par d\ et d'une
filtration W2^. Il est utile d'introduire les filtrations ÔW^ et 8W

(1 18 1) (ÔWY).(Logx,z)=W^,^(LogY)(LogZ),
(8W),(Logx,z)=W^,Qx(LogY)(LogZ).

Pour toute suite d'entiers m^ indexée par une suite À,, dans [1, p], [resp. (m^e^],
nous considérons les complexes

Logx, Z®OY, (^ ), Logx, Z®OY (^,

munis toujours des filtrations W2, 5WY et ÔW induites.

(1.19) Soit Logzi le complexe construit ainsi pour le DCNZ'.Y dans Z1; nous
déduisons, d'après (1.2.1) et une variante de (1.7.1), les formules

(1.19.1) (Gr^ (Logx.z, ÔW^ 8W) ̂  (Logz- [ - f]), W, W [i] dans D + F^ (Z1, C)
(1.19.2) Gr^Gr^Logx^CV .(.J^Gr^(Logz.®0^ ^j[ï\

dans D"' (Z^.Y^^mJ, C)

(1.19.3) GrwzGr^Y(Logx,z®OY^))^Gr^(Logz<®OY^.)^ dans D^Z/'Y.C).

PROPOSITION 1.20. — (i) Pour tout 0^-module M transversal à Z i.e.
Tor^T^Oz», M) =0 pour tout f ^ O et 7>0, le complexe Gr^Log^zOOox1^1-17) et

(1.19.1) est acy clique.
(ii) Le complexe Gr^Gr^^Log^z^SOY^m.)) (1.19.2) est acyclique si et seulement

si l'un des m^.==0.
(iii) Le complexe Gr^Gr^^Log^z^OYao))) est acyclique.
En particulier le complexe suivant admet un gradué Gr^ acyclique :

0-O^^Ox/I^o))^ • . • -^(LogYUZ)/(I^o)))

^ Qr^LogY U Z)/W^ ̂  . . . Q^1 (LogY U Z)/W;^ -. 0.

Vérifions (i) pour M localement libre. Au voisinage d'un point y, nous pouvons
construire une base (^g^ n + i ] de Q^(LogY)(LogZ)y avec e^ égal au germe défini par
T|. D'où la-décomposition

Ox (Log Y) (Log Z), = r|AQx~ ' (Log Y) (Log Z),©B^,

où Bp est engendré par les produits A^. avec e^e^.
Alors AT| est injectif sur B^, et on en déduit l'acyclicité de Log'.
Le produit tensoriel avec M reste acyclique puisque Logx z se compose de modules

localement libres. En général M admet localement une résolution libre de longueur finie.
Nous procédons par récurrence sur cette longuer.
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Considérons, au voisinage du point y, une suite exacte

(1.20.1) 0 -> N -> L -> M -> 0,

où L est libre. Alors N est transversal à Z. Supposons par récurrence l'assertion (i) vraie
pour N. Le produit tensoriel de (1.20.1) par Logx, z» composé de modules localement
libres, est exact, et son Gr^2 est isomorphe, d'après (1.7.4) et (1.19.1) au produit
tensoriel de (1.20.1) par le complexe Logzk[—k], qui est acyclique. La colonne de gauche
tensoriel N est acyclique par récurrence; celle du milieu tensoriel L l'est aussi, donc celle
de droite tensoriel M est acyclique.

(ii) En appliquant (1.19.2), on se ramène à étudier Gr^^LogzkOOOy^^)) qui est
analogue au cas Gr^^Logx^Oy^ ^j) i.e. fe=0.

La démonstration est analogue à celle de (1.13) dont on reprend les notations.
Considérons le complexe D' égal en degré k à îî^.y^ (m^)» muni de la différentielle p(n.) :
pfc __, pk+1 définie à partir de (1.4) et (1.5) par la formule

( 1.20.2) p (n),,. . „ = (n,) ̂ . . ,, : Qî  ^. y, ̂  -,Q/»
&"Yll...^..t•fc.Y„.(m,J.

Le résidu le long de Y induit un isomorphisme de modules d'après (1.7)

Gr^Q^LogYXaO^ ̂ ) ̂ . ̂  ̂

et de complexes

Gr^(Logx(x)0^ (,J ̂ Qk Y,. (^) [-k] =D [-k].

transformant la différentielle d^Ari en p(n.).
Supposons Y^ la composante réduite définie par J(m^) et soit Y '=Y—Y^.
Considérons le complexe G* défini par G^QY^1^ .Y\ (wî,) (nu^ P0111* ^<1 et

G^ûy (m )) et mum de la différentielle p^n.) définie à partir de p associé au DCNY'
par une formule analogue à (1.20.2).

Alors D* est isomorphe au cône de l'automorphisme n^.Id de G'.
En effet

D^Q^^^G^1®^,

où G^^ est obtenu comme résidu de termes ne contenant pas dy^/y^ et G^ est obtenu
comme résidu de termes contenant dy^/y^.

Le diagramme suivant illustre les complexes Gr^î^Logx/J).

Gr^(logY)/J)

Gr^n^LogYVJ) .Gr^tn^LogY)/!)

GT^(W Gr^(Q^(LogY)/J)
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(1.20.3) II est nécessaire que l'un des .̂ soit égal à zéro pour obtenir l'acyclicité de
(^^-/.(LogxAUmJ) comme on le voit sur l'exemple X=C2 et J=(yml+^). Le complexe
s'écrit alors :

^ Yi (mi) -> ̂ yi®^r2.yi (mi) -> ^YI.YZ-

(iii) En appliquant (1.19.3), on se ramène à étudier Gr^.JLogxOOy^)))-
Soit 1(0) l'idéal définissant Y réduit. L'inclusion I(0)Q^(LogY)c:WoQ*^(LogY)

montre que

Gr^o (0$ (Log Y) ®0y ̂ ))) ̂  ̂ x/I (0) ûx (Log Y)

et pour i ̂  1
Resy

Gr^Q^Log^O^o^Gr^Q^LogY) ̂  Q^[-i].

Le morphisme Ar| se transforme par le résidu en p(n.) (1.20.2), ce qui nous ramène
à démontrer l'acyclicité du complexe

0 ̂  QX/I (0) Qx (Log Y) -^ Q^i ̂  . . . Q^ -^^ Q^ i. . . ̂ Q^+i ̂  0.

Le morphisme induisant la multiplication par n^ ^ sur le terme Q .̂ . transforme
la différentielle p(n.) en p, ce qui permet d'appliquer (1.14 (ii)).

1.21. Nous pouvons introduire le complexe logarithmique relatif QX/D (Lo^ Y)
(Log Z) :

Qx/D(LogY U Z) ̂ Qx(LogY U Z^Q^LogO),

Qx/D(LogY U Z) ̂ AQx/D(LogY U Z).

Il est muni de la différentielle extérieure et des filtrations W^ W^ W et F induites
par celles de Q^ (Log Y) (Log Z) ( 1.1).

Le terme de degré p est localement libre sur Ox, et la relation (1.16.2)
E ^(^Yi/y^O est satisfaite dans le terme de degré 1.

i e [ l , p ]

COROLLAIRE 1.21. — (i) Pour tout 0^-module M transversal à Z (1.20), les complexes
tronqués

^^o(Gr,wz(Logx,z®oxMM))(r^.a^o(Gr^z(Gr^Y(Logx,z®OY^

sont des résolutions à gauche de

Gr^ (QX/D (Log Y) (Log Z) ® M) (resp. Gr^ Gr^, (ÛX/D (Log Y) (Log Z) ®0y ̂ )).
Ox

De plus, si dans une suite m^ indexée par (À,.) c[l, p] Tun des m^=0

^o Gr^aGr^^Logx, z®0^ ̂ ))) M)
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est une résolution à gauche de Gr^Gr^^Q^DtLogY^LogZ^OY^ (^))
(ii) De même nous avons des résolutions à droite pour M transversal à Z

An

Gr,wz(QS/D(LogY)(LogZ)®M)^a^o(Gr,wz(Logx,z®oxMb?+l])

An

Gr^2 Gr^, (OX/D (Log Y) (Log Z) ®(\ ̂ ))) ̂  o (Gr^ (Gr^ (Log-x, z®(\ «o)))) \P + 1])-

De plus, si dans une suite m^ indexé par (k.) c= [1, p], l'un des m^=0.

Gr^ GrJ\ (Qx/D (Log Y) (Log Z) ®0^ ̂ )

An

^ ̂ ^(Gr^^Gr^^Log^zOO^ ̂ )) [p+1]).

Preuve. — On vérifie que l'on a des suites exactes

QX~ ' (Log Y) (Log Z) ̂  Qx (Log Y) (Log Z) ̂  QX/D (Log Y) (Log Z) ̂  0

0 ̂  OX/D (Log Y) (Log Z) ̂  Q^ ' (Log Y) (Log Z),

qui demeurent exactes par produit tensoriel avec M.
La proposition (1.20) assurent que l'exactitude demeure vraie sur les différents gradués.

2. Construction de CHMCF cohomologiques : ^F mixte

Nous considérons pour une famille de variétés algébriques lisses sur le disque étoile,
mais non nécessairement propres, des constructions analogues à celles de la théorie de
Hodge des faisceaux des cycles évanescents au paragraphe 4 de l'exposé 14 par P. Deligne
dans [SGA 7], II, afin de compléter cette théorie.

Le principal résultat de ce paragraphe est la construction du CHMCF :
^((m.^LogZ) (le ^F mixte) (2.13). Il s'agit de munir le complexe de faisceaux de cycles
proches d'une structure de CHMCF de manière indépendante des multiplicités n, des
composantes Y, de Y, ce qui servira plus tard à éviter une réduction semi-stable. A la
fin, nous faisons la liaison avec le complexe AY((O)) de Steenbrink [St]. Ce paragraphe
donne les motivations et la preuve de certains résultats de (1. 3) dans la première partie.

LE COMPLEXE ̂  RAPPELS

2.1. Avec les notations de (1.1.1) et (1.1. 3), considérons le diagramme
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oùXo=/ ' - l (0 ) ,X*=X-Xoe tX*=XxD*.
D

DÉFINITION 2.1. — Le fondeur

^ : D+ (X*, Z) ̂  D+ (Xo, Z) (resp. D+ F(X*, Z) -^ D+ F(Xo, Z)),

/afr correspondre à un complexe (resp. complexe filtre) de faisceaux abéliens G sur X* k
complexe (resp. complexe filtré)

T(G)=i-oî^-G),

de faisceaux abéliens sur XQ.

2.2. Avec les notations de (1.16), (1. 3) et (1.6), supposons/: X-^D propre, lisse
sur D*, et considérons les diagrammes

X*^—r-——(X*-2*)

X*——£——(X*-Z*)

O Ù X * = X X D D * , Z * = Z x D D * , X * = X - Y e t Z * = Z x i , D * ,

x,-z,-Xx*-z*
(2.2.2) ,zi [f\ ZW^(Zm)îlc

X, ^ X*

où i^ désigne l'immersion d'une fibre X,, en un point îeD*, sur la fibre X^ en un point
M(=D* tel que n(u)=t, et i^ i^ sont induits par f°.

Désignons par W7 la filtration par le poids induite sur ^(X*-^*, Q)
(resp.IP(X,-Z,, Q)) par la filtration T sur3S*Qx*-z* (^sp.j^Q^-z^ ^ de même, son
produit tensoriel avec C, HP(X*-Z*, C) (resp. H^X.-Z,, C).

PROPOSITION 2.3. - Avec les notations de (2.2),

(i) Le complexe fo^(^(LogZ*), W2) cafcMk T(j?Cx.-z., ï) ^ns D+ F(Y, C).

(ii) On a des isomorphismes filtrés

(2.3.1) f*: (H^X^-Z^Q^W^^^^X.-Z^Q^W7), VreD*.
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(2.3.2) i^: (ÏP(X*-Z*, C), W^H^X.îX^Cx.-^ T))

^(Y.VOrCx.-z^T))

(iiï) La suite spectrale de F (Y, TQ^Cx^-z^ T)) dégénère en ^E^ ï.^. ^^Eoo.

Preuve. — (i) Les faisceaux cohérents WfQî^LogZ*) sontJÏ acycliques. En effet tout
point y de Y admet un système fondamental de voisinages U dans X de Stein,
U * = U — ( U n Y ) est alors de Stein car on peut supposer Y défini par une équation
dans U, son revêtement U x ^ D * qui est une sous-variété fermée de U*xD* est aussi
de Stein.

Il suffit d'appliquer 5X à l'isomorphisme dans D-" F(X*, C) [HII], (3.1.8)

(2.3.3) p(S^-^ T)^(i?Cx.-z., T)^(0^(LogZ*), W^.

(ii) Pour tout entier m^O, les variétés Zm(ZO=X) [resp. (Z^*] ont le même type
d'homotopie que l'image inverse Z1 O/^U d'un disque U c: D contenant zéro (resp.
une fibre Z^ pour teD*). D'où des isomorphismes

(2.3.4) Gr^X^îTQx-z^raZ")*, Q)[-m]

^(Z-, Q)[-m]^Gr,F(X,,j^Qx,-z)

et lorsque U varie dans un système fondamental de voisinages de zéro, et donc Z"" 0/~1 U
parcourt un système fondamental de voisinages de Z^Y puisque/est propre, et d'après
[Go], II (4.11.1).

(2.3.5) Gr;fr(Y, ^(QMLogZ^I^Y, i]Ï^)[-m]^
x

^(Z-Y, fîïC(z^)[-m]^ liml^Z-x U, ]ï C^) [ - m] (2.3, (i)
~^ D

^ l i m ^ Gr, F (XS, ̂  C^ _z. ̂  Gr, F (X*, ̂  Cx* -z-).
u

(iii) La suite spectrale de F(Xp (J^Qx,-^ T)) est appelée la suite spectrale par rapport
au poids et dégénère en E^E^JHII], (3.2.10). Elle est isomorphe d'après (2.3.4) à
celle de F(X*, (î^Qx-z^ ̂  d'après (2.3.5) à celle de F(Y, f]X(Qx*(LogZ*), W7)) et
enfin d'après (2. 3, (i)) à celle de F(Y, fîÏ(Q^(LogZ*), W^) et enfin d'après (2. 3, (i))
à celle de F(Y, T(j?Cx*-z*, ^)).

2.4. NOTATIONS. — Soient z : D->C une coordonnée sur le disque déterminant un
plongement holomorphe tel que z(0)=0, et n:D*->D un revêtement universel de
paramètre u tel que n(u)=expu=z. Il est classique de noter M=Logz et z" :
exp(aLogz)=7i(ocM), de sorte que les fonctions îr(au). ^ sur D*, pour aeC et ke^J ,
sont désignées par z^Logz)^ définies sur D*. Monodromie :

Le générateur positif T de 7ii(D*) agit sur D* par T . M = M + 2 i î i , et sur les fonctions
sur D* par transport de structure, tel que

(2.4.1) T.Logz=Logz+2ï7i, T.za==[exp(2fîTa)]za.
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Des fonctions holomorphes /a (Log/)^ sont définies sur X*=X x^D* -^D* comme
images inverses de z^Logz)^

De même T agit sur la cohomologie ^(X*-^*, C).

DÉFINITION 2.5. - Le complexe double ̂  ̂  (Log Z) = ̂ +q (Log Y) (Log Z) /WMr a e C,
qeZ et p^O et égal à zéro pour p > 0 est muni des différentielles

d ' : ^ (Log Z)-^^ (LogZ) telque d/}v=r} A w( l . 16.1)
d" : ̂  (Log Z) -^ ̂ +1 (Log Z) tel que (T w = Av + ar| A w.

Nous désignons par ^^ ^(Log z) ^ complexe simple associé et simplement par
^(LogZ)[resp.^(LogZ)] le complexe ^x,o(Log Z) [r^/?. \K%(LogZ)].

Nous omettons l'inscription LogZ lorsque Z=0.

2. 6. Nous disposons d'un plongement de complexes i. e., commutant aux différentielles.

(2.6.1) I,: ^(LogZ)^Kû^(LogZ*),
tel que

laM^C/^Log/)^! pour w6v|/x.r.

Munissons \|/x,a(LogZ) d'une filtration W7 définie par

(2.6.2) Wf^JLog^ © Wf^'^LogZ).
p+î=w

Le morphisme !„ respecte alors la filtration W7 des deux côtés.
L'isomorphisme R^ (1.2.1) induit un isomorphisme

(2.6.3) R^: Gr^^LogZ^^J-f].

THÉORÈME 2 . 6 — Soit A = { t e C : 0 ̂  .Réri (0 < 1 }• Le morphisme

(2.6.4)1: © f(^, a (LogZ), W^^JÏÛ^LogZ*), W^^T^Cx.-z., ï)
a p A xa 6 A

induit par EI^ (2.6.1) est un plongement qui définit un quasi-isomorphisme filtré dans
D+F(Y, C). Il définit aussi un quasi-isomorphisme si on remplace A par A Pi Q) dans
(2.6.3).

Preuve. — Lorsque Z est vide, l'isomorphisme I est démontré dans les assertions (4. 3),
(4.15), (4.13) et (4.17) dans l'exposé 14 de [SGA7], II, pour les complexes simples ̂ ^
associés aux complexes doubles de termes (—/?, n-{-p), p, ne M, où aeA

w-p, n+p_,* ;Y r\n /T ^y y^\
^ a . w — ï7*,w&^X ! l•^ l^ogzJ ;?

011 7^ m désigne l'image directe des sections méromorphes le long de Y. D'après [H II],
3.1.11, les colonnes ^Si*^ sont quasi-isomorphes aux colonnes xîl^*+p(LogZ), et
par là, les complexes simples ̂ ^(^g7) et v|/, ^ sont quasi-isomorphes. Lorsque Z est
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non vide, le morphisme Gr^7! se transforme, en appliquant le résidu Rz(2.6.3) à gauche
de (2.6.4) et le résidu le long de Z à droite de (2.6.4), en Fisomorphisme

Izi: © ^zU-q^C^yt-f] dans D-^.Y, C)
a 6 A

correspondant à la famille Z1 -> D propre sur D.

COROLLAIRE 2.7. — (i) Le composé de T isomorphisme f^(2.3.2) et de celui induit par
1(2.6.4) sur rhypercohomologie est un isomorphisme

(2.7.1) I,: © (H^(Y, f^JLogZ), W^H^-Z*, C), W7),^00 •

a 6 A

tel que l'action de la monodromie T sur le sous-espace d'indice a soit de valeur propre
égale à e2l "a.

(ii) La suite spectrale de (F (Y, ï'^xJLogZ)), W7) dégénère en E^ f.é?. E^E^.

Preuve. — L'assertion (i) se déduit de [SGA 7], II, 4.6, et (ii) se déduit de (2. 3, (iii)).

LE COMPLEXE ^F MIXTE. LA STRUCTURE MIXTE

2. 8. Reprenons les hypothèses et les notations de (2.2). Nous définissons des filtrations
W^, W, WY et F sur les colonnes de \|/x(LogZ)(2.5.) pour/7^0,

Wf (^ * (Log Z)) = Wf Q$ (Log Y U Z) [p]

(2.8.1) W,(^*(LogZ))=W,^Q$(LogYUZ)h]

(resp. de même pour W^.

F l(^*(LogZ))=F l+^î(LogYUZ)[p]

Le décalage sur W et F permet de rendre à' (2. 5) une différentielle filtrée. Les filtrations
W^, W^ et F sur le complexe simple ^(LogZ) sont

(2.8.2)
WfxFx(LogZ)=©^oWf^*(LogZ)[-^]=©^oWZQ$(LogYUZ),

W, lFx(LogZ)=©^oW,^XF^*(LogZ)[-^]=©^oW,^p^(LogYUZ),
WY^x(LogZ)=©^oWY^*(LogZ)[-rf=©^oWY^Qx(LogYUZ),

F l^x(LogZ)=©^oF lv|/x'*(LogZ)[-^=©^oF l+POx(LogYUZ).

2.9. — L^ complexe v|/x, z(Q)- Nous avons construit (1.10.1) un complexe

(J*QX-Y-Z, ̂  ^ ^Y) ans D+ F3(X, Q).

L'élément df/f(l. 16.1) définit une classe de cohomologie rationelle, i.e. correspond à
un élément r| eH1 (X*, Q). On peut trouver une résolution de Q qui permet de relever T|
en un élément dans T^I^X*, Q).
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Le cup-produit avec la restriction de T| à X*—Z*, se relève en un morphisme dans
D+ F;,(X, Q) respectant r2

(2.9.1) T|: (j*Qx.-z-, ̂  T)-^(J*QX-Z-[IL ^[-l], T[-I]).

Le fait que la suite, respectant T2,

j* Qx*-z* [-1] -^J* QX-Z* ̂ J* Qx*-z* [1].

induit une suite exacte [SGA7], 2, Exp. 14, démonstration de (4.18.4)]

(2.9.2) R^QX-Z^R^'^QX-Z^R^'^QX-^

permet de réaliser un complexe double

(^x',z(Q),î1^) tel que (vK,z(Q)^)=J*Qx-z*hL

pour ̂  ̂  0.
Nous désignons le complexe simple associé par

(2.9.3) ^zW-^x^Q).

Nous définissons une filtration W^resp. W et W^ sur les colonnes

(2.9.4) Wfv|/^(Q)=^i*Qx-z-[P]

(resp. par des formules analogues à (2. 8.1)) et sur le complexe simple, W^ et WY sont
simples alors que W est diagonale comme en (2.8.2).

2.10. Soit (m.)eW, et considérons Pimmersion i: Y((m.))-^X et la projection
nj:Yj(m.) -^X(1.3). Nous construisons à partir de (2.8) et de (2.9) les complexes
simples suivants :

CPy ((„,), z(Q), W^ W^ W)=i'(^(Q), W^ W^ W),
(^((^(LogZ), W< W^ W)=(x^<x(LogZ), W/ W^ W)®^^,,

( ) ('PY, („.), z (G), W^ W^ W) = 7i;. (Tx, z (Q), W^, W^ W),
(^.^(LogZ), W< W^ W)=CFx(LogZ), W^, W^ W)®^.^.

2.11. Le morphisme de restriction

(2.11.1) p: ^(^(Log^^y^o^LogZ)

est cosimplicial et respecte les filtrations W^, ̂  et W, et de plus son bigradué
Gr^GrW^) est un quasi-isomorphisme.
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Dans le but d'obtenir le CHMCF v|/ mixte que l'on s'est fixé au départ, les différents
complexes pour (m.) variant dans W vont donc donner le même complexe l? mixte à
quasi-isomorphisme près, c'est pourquoi nous supposerons dans la suite (m.)=0.

PROPOSITION 2.12. — Avec les notations de (2.10), supposons les composantes Y^ de Y
kàhlériennes, ou algébriques d'intersection Z .Y^ algébriques, et munissons ^¥y ^(LogZ)
de la fîltration F déduite de celle de ^x (ï-og7) (2.8.2), alors la fîltration W^ sur le
couple

(2.12.1) 0^(0). z(Q), W^, W), (^(0)(LogZ), W^, W, F),

muni de risomorphisme de compatibilité, est une fîltration par des Q-CHMCFS.
(Voir plus loin (2.14) pourquoi on doit se restreindre aux sous-complexes définis par
W^)

Preuve. — Pour tous entiers i et k et d'après (1,3.10.1), le décalage sur W et F (2. 8.1)
permet de déduire de (l.ll(iii)) que la colonne d'indice p :
(W^^o^LogZ), W^, W, F) est sous-jacente à un CHMCF sur Y^(0). Le passage à
la filtratiôn diagonale en W(2.8.2) rend le complexe simple W^^^o^LogZ) un

CHMCF. La structure cosimpliciale est déduite de celle de Oy. (Q).

DÉFINITION 2.13. — Nous appelons ^F mixte et nous désignons par S^y ^(LogZ) (ou
plus simple ^^(LogZ)) l'image directe sur Y((0)) du système xîfy^(LogZ)(2.12.1)
par le foncteur Ô^ diagonal en W (les fîltrations W-^, W^ et F étant simples) (1,2.16 et
2.17).

(2.13.1). — Pour tout entier k, le complexe

(W^T^LogZ^W^W.F)

est sous-jacent à un Q-CHMCF. En effet, l'image directe diagonale en W,

§1 W^ ̂  (G) (Log Z) = W^ ô, ̂  (o) (Log Z),

d'un Q-CHMCFS est un Q-CHMCF sur Y((0)).

REMARQUE 2.14. - (i) Les filtrations W^ W et F sur ^(LogZ), ̂ ^^^(LogZ)
et ^FYam.^LogZ) ne sont pas finies en chaque degré. Cependant pour tout entier k, elles
induisent sur le terme W^ de chacun de ces complexes, des filtrations finies en chaque
degré.

En effet le complexe double W^+p^^LogZ), sous-jacent à W^\|/x(LogZ), a un
nombre fini de termes non nuls ( — k ̂ p ̂  n +1 — k).

(ii) Les complexes ^Y,(m.)(LogZ) ont toutes les propriétés des CHMCF sauf que W et
F ne sont pas finies en "chaque degré [ce qui explique que les énoncés (2.12) et (2.13)
soient pour les termes de la filtratiôn W^. En effet un quasi-isomorphisme filtré n'est
pas alors nécessairement un quasi-isomorphisme. Cependant chacun des morphismes de
restriction dans la suite
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F \|̂  (Log Z) -> \|/Y ((n..)) (Log Z) -^ ôi \|/Y^.) Log Z)

(2.14.1) 1 ~ i
\|/Y((o))(LogZ) -> ôi\|/Y^o)LogZ)

est un quasi-isomorphisme. En effet il suffit de le vérifier sur les colonnes ^F^* des
complexes doubles sous-jacentes, ce qui se déduit de (1.11), (1.12), (1.14) et (1.15)
selon les cas.

(iii) Le complexe \|/Y((o))(LogZ) muni de la filtration F déduite de celle de \|/x (LogZ)
(2.8.2) n'induit pas sur les sous-complexes W^ une structure de CHMC, en effet

Gr^ (Q$ (Log Y) ® Oy ((Q))) ̂  ̂ /IY ((G)) "î (Log Y)

n'est pas un CHC sur Y ((0)).

VARIANTE 2.15. — II est possible de munir \|/Y. (m.)( LogZ) (resp. vj/v ((„.))( LogZ) pour
tout m. G W d'une filtration de HodgeF tel que les énoncés (2.12) et (2.13) restent vrais
et que le morphisme de restriction p (2.10.3) induise un quasi-isomorphisme trifiltré
pour W^, W et F sur les sous-complexes de la filtration W^ Soit F la filtration quotient
de celle de \|/x(LogZ) (2.8.2) et soit kerp le complexe acyclique égal au noyau de la
restriction p (2.10. 3) (resp. p : ^Y((W.)) (LogZ) -> V|/Y((O)) (LogZ)), on pose si dimX ==n+ 1,

F^F^+kerp pour;^n+2 et F^^O.

Pour démontrer par exemple que p induit sur les sous-complexes définis par W^ un
quasi-isomorphisme trifiltré pour W17, W et F, on utilise les isomorphismes suivants :

GrT (W^/W{) W^ ̂  (..) (Log Z), F)

^ ® (Gr^.^W^/W^W^^Q^LogYU^^Oy,^,), F^])
p^o

^ © ^îj.y^i-J^^[-2p-i], ¥ [ - p - i ] )
je[a,b]

j^i+p-k, p^O

et ce dernier complexe est aussi quasi-isomorphe au cas (m.) =0.
De plus, le morphisme naturel

(2.15.1) P: ^y^(LogZ) -^8^^(LogZ),

respecte les filtrations W^, W\ W et F et le gradué de P pour chacune des filtrations
W^, WY et F est un quasi-isomorphisme.

LES COMPLEXES AY((O)) (LogZ) ET Ly ((^.)) (LogZ)

2.16. Nous construisons maintenant le complexe AY((O)) (LogZ), et, pour le comparer
à ^ï «m.)) (LogZ) sans supposer la fibre centrale Y réduite, nous introduisons des comple-
xes LY ((,„.)) (LogZ) de manière analogue et duale à la partie précédente.
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Lorsque Z est vide, nous retrouvons le complexe A y ((Q)) de Steenbrink [St].
Il est utile d'introduire d'abord le complexe double C'x(LogZ)

(2.16.1) Cx'*(LogZ)=Qx(LogY)(LogZ)h]

admettant le complexe logarithmique décalé pour /?-ième colonne, et le produit extérieur
avec r| (1.16.1) pour différentielle

d - : Cx'^LogZ^Cx^'^LogZ).

Le complexe L'x(LogZ) est défini par la formule
(2.16.2) L•x4(LogZ)=a^o(C•xq(LogZ)[l])i.e.LS(î(LogZ)

= cy~1 'q ( Log Z) pour p ^ 0 et zéro sinon.

, iïx'^LogYHLogZ)
.-.. ' A ti :

QX (Log Y) (Log Z) -. Qx" ' (Log Y) (Log Z) ̂  ̂  2 (Log Y) (Log Z) ̂  0^ 3 (Log Y) (Log Z)

QÎ(LogY)(LogZ)M. . . +QÎ(LogY)(LogZ)|^p(LogY)(LogZ)| 11 . . . +QÎ(LogY)(LogZ) [p]
^.(LogZ) ° 1 L-;(Log2)

Nous avons
(2.16.3) ^(LogZ)=c^oCr(LogZ).

La différentielle à' : C^(LogZ) -^C^^(LogZ), à un signe près égal à (-1)4, définit un
morphisme de complexes doubles
(2.16.4) A T| : ^ (Log Z) -^ L-x (Log Z).
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Nous définissons des filtrations W^, W et F sur les colonnes de C'x(LogZ) par des
formules analogues à (2. 8.1), et sur L'x(LogZ).

On pose

(2.16.5) Wf Lx' * (Log Z) (resp. W,, F1)
égal à

WZQxLog(YUZ)[p+l](resp.W,^^,F l^+l).

Nous définissons des complexes à coefficients dans Q

(2 .16 .6) (Cx' z (Q), W< W^ W) et (L^ ̂  (Q), W^, W^ W),

de manière analogue à (2.9).
Les complexes simples Cx (LogZ) et Lx (LogZ) [resp. Cx,z(Q) et Lx,z(Q)] associés

aux complexes doubles respectifs sont munis des filtrations WY et W^ simples et de la
filtration W diagonale, par exemple

(2.16.7)
Wf Cx (Log Z) = ©„ Wf Cx- * (Log Z) [ -p\ = ©^ W? 0$ (Log Y),

WyLx(LogZ)==©^oW^Lx'*(LogZ)[-^]=©^oW^^Qx(LogYUZ)[l],
W,Lx(LogZ)=©^oW,^L^*(LogZ)[-^]=©^oW,^p+iûx(LogYUZ)[l]

et de même pour Cx,z(Q) et Lx,z(Q)' L^ filtration F est définie par

(2.16.8)
F lCx(LogZ)=©,F lCx>*(LogZ)[-^]=©^F l+^x(LogYUZ),

F lLx(LogZ)=©^oF lLx'*(LogZ)[-^]=©^oF l^+lQx(LogYUZ) [1]

2.17. — Soient (m.)eW, Fimmersion i:Y((m.))->X et la projection
TT, : Y, (m.) ^X (1.3).

Nous construisons à partir de (2.16) les complexes munis des filtrations W^ W^ et W
suivants :

L^,, (Log Z) = Lx (Log Z) (x) ̂ . ̂ , L^. ̂  ̂  (Q) = ̂  Lx, z (Q),

LY ((m.)) (Log Z) = Lx (Log Z) ® ̂  (^.)), Ly ̂ .^ z (Q)= ï'Lx, z (Q)

et de même pour C au lieu de L.

2.18. On fait des constructions analogues à (2.10) jusqu'à (2.15) sur le complexe L.
Munissons le complexe co-simplicial Ly^o^LogZ) de la filtration F de Hodge déduite
de (2.16.8). On a alors :

PROPOSITION 2.18. — Supposons les composantes Y, de Y kàhlériennes ou algébriques
d'intersection Z. Y^ algébriques, alors pour tout entier k, le couple

(2.18.1) (L^o)(QW, W^, W), (L^LogZW, W^, W, F),

muni de V isomorphisme de compatibilité, forme un Q-CHMCFS.
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COROLLAIRE 2.19. — Pour tout entier k, T image directe diagonale en W du CHMCFS
(2.18.1)L^.(8iL^o)(LogZ)/W^, W^, W, F) est sous-jacent à un Q-CHMCF sur\ ((0)).

REMARQUE 2.20. - (i) De même on construit (Ly((o))(LogZ)/W^, W^, W, F) mais on
n'obtient pas des CHMCF pour tout k (voir cependant plus loin pour k= — 1).

(ii) On a une variante pour les complexes Ly (LogZ) [resp. Ly ((„.)) (LogZ)] de manière
analogue à (2.15) de sorte que (2.18) et (2.19) soient vrais pour tout (m.).

(iii) Les complexes Ly^.)(LogZ) ont toutes les propriétés des CHMCF sauf que W
et F ne sont pas finies en chaque degré, ce qui explique aussi que les morphismes de
restriction

f Lx (Log Z) -> LY ̂  (Log Z) -> LY ((G)) (Log Z),

ne sont pas nécessairement des quasi-isomorphismes.

PREUVE DES RÉSULTATS (1,3 . 4 A 7) DE LA PREMIÈRE PARTIE

Comparaison avec le complexe logiarithmique relatif

LEMME 2.20. — (0 Les complexes suivants sont acy cliques

(2.20.1) Gr^ Gr^ C^o) (Log Z) (resp. Gr^ Gr^ C-y ̂  (Log Z)).

(ii) Nous avons des résolutions à gauche

Gr^ Gr^ v|/^o) (Log Z) ̂  Gr^2 GR^ (Q^/D (Log Y) (Log Z) ®0^. ̂ )
^ ̂  même pour Y((0)) au lieu de\j(0).

(iii) Nous avons des résolutions à droite
ATI

Gr^2 Gr^ (Q^/D (Log Y) (Log Z) ®0^. (Q)) ̂  Gr^ Gr^ L-^Q) (Log Z)

et de même pour Y ((0)) au lieu de Y^.(O).

Preuve. — Le complexe (2.20.1) est isomorphe à

Gr^ (Gr^J (Logx, z®0^. (Q))) M (resp. Gr^2 Gr^; (Logx, z®0y ̂ )] [q\\

ce qui permet de déduire (i) à partir de (1.20). Nous déduisons (ii) de (1.21,(i)) et (iii)
de(1.21,(ii)).

COROLLAIRE 2.21. — (i) Pour tout entier j, la projection naturelle
0^(LogY U Z) -> Q$/D(LogY U Z) induit un quasi-isomorphisme filtré

(2.21.1) (v|/^o)(LogZ), W/)^(QÎ/D(LogYUZ)(g)OY^o), W2)

qui est aussi filtré pour W\ De même on peut remplacer Y .̂ (0) par Y ((0)) dans (2.21.1).
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(ii) Pour tout entier j, le morphisme

An
(2.21.2) (^/D(LogUUZ)®0^.(o), W7) ^(L^o)(LogZ), W^)

est un quasi-isomorphisme filtré, et son gradué pour WY est aussi un quasi-isomorphisme.
De même, on peut remplacer Y^.(O) par Y ((0)) dans (2.21.2).

(iii) Le morphisme induit par A T| (2.16.4)

Ail

(2.21.3) 81 ̂ (0) (Log Z) ̂  8i L^o) (Log Z)

ê5î un quasi-isomorphisme, qui respecte toutes les fîltrations.
De plus le bigradué Gr^Gr^ri) est aussi un quasi-isomorphisme.
Preuve. — (i) Nous déduisons de (2.20,(ii)) des quasi-isomorphismes bifiltrés pour

tout entier i

(W^.^LogZ), W^, W^ ^(WyO^(LogY UZ), W2 W^,

d'où

(^Y,(0)(LogZ), W^ _liï^(WY^Y,(0)(LogZ). W^Q^LogY UZ), W7)

et de même pour Y((0)) au lieu de Y;(0).
(ii) Appliquer (2.20, (iii))-(iii) Appliquer (2.21.1) et (2.21.2).

REMARQUE 2.22. — Le corollaire (2.21) n'est plus satisfait lorsque l'on munit chacune
des composantes Y, de Y d'une multiplicité m^.+l avec m,>Q [voir(l. 20. 3)].

PROPRIÉTÉS DE Gr^ DE \|/ ET DE L

PROPOSITION 2.23. - Avec les notations de (2.12) à (2.15), supposons X de
dimension n+1.

(i) Les complexes

Gr^ v|̂ . ̂  (Log Z), Gr^ 8^ v^^ (Log Z) (r̂ . Gr^ ̂  ̂  (Log Z))

son? acycliques pour tout i > n.
(ii) Pour tout entier k^n, l'immersion

i •' W^ 81 v|^o,) (Log Z) ̂  81 v|^o,) (Log Z)
(ré^. f : W^ il/y ̂ ^ (Log Z) -. \|/Y ((„.)) (Log Z))

est un quasi-isomorphisme.

Preuve. - D'après (2.15) il suffit de considérer le cas (w.)=0.
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Le module Gr^^/^LogY^LogZ^OY.^)) est nul pour i>n; on en déduit (i) dans
le cas de Y^(0) d'après (2.21, (i)). L

(ii) Le quotient (W^7PV^)ôi\|/Y.(o)(LogZ) est donc acyclique, et en passant à la limite
inductive surf , le quotient §1 V|/Y.(O) (Log Z)/W^ 8i\|/Y^o) (Log Z) est aussi acyclique. La
même méthode s'applique pour ^Y((O)) (LogZ) au lieu de \|/Y.(o)(LogZ).

PROPOSITION 2.24. — Avec les notations de (2.19), pour tout fe<0, la projection
^i '' Si L^o)(LogZ) ̂  §1 LY^o)(LogZ)/W^
(resp. K : LY ((G)) (Log Z) -> Ly ((Q)) (Log Z)/W^)

est un quasi-isomorphisme.
Preuve. - Dans l'assertion (2.21,(ii)) le module Gr^Q^LogY UZ^Oy^o) est

nul pour i < 0, et par conséquent, G^ §1 Ly. (Q) (Log Z) ̂  ôi Gr^ LY^(O) (Log Z) est'acycli-
que pour f<0. Nous en déduisons que les lignes de ker7ii, et enfin keriii lui-même, sont
acy cliques. La même méthode s'applique pour kerit.

PROPOSITION 2.25. — Avec les notations de (2.19), désignons par

(2.25.1) (A^o)(LogZ), W^, W, ¥)=(L^(LogZ)l^_,, W^ W, F)
(ÂY((o))(LogZ), W^, W, ^(L^o^LogZVWli, W^, W, F),

ks complexes quotients par Wli. Le complexe ÂY((o))(LogZ) est sous-jacent à un CHMCF
et le morphisme naturel

(2.25.2) AY ((o)) (Log Z) -> ôi AY^O) (Log Z),

respecte les filtrations W^, WY, W ^ F et induit un quasi-isomorphisme bifiltré pour W^
et^.

Preuve. — Vérifions que Ay^o^LogZ) est sous-jacent à un CHMCF.
Nous avons une formule analogue à (1.7.1)

(Gr^W^/W^Q^LogY UZ^gOy^/WD, F)
^ ® (Gr^_,(Q^(LogZ^Y)®OY^)[-7],F[-j])

J6[a.fc]
j < w - k

c'est un CHC si m>j isomorphe à @(^j.^m-j[—m], F [—m]), c'est le cas si f e^O et
précisément W^i LY(^.))(LogZ) induit \Vj sur L^'^(LogZ) pour^^O.

2.26. EN RÉSUMÉ, nous avons construit un diagramme de complexes quasi-isomorphes

W^ôi ̂  (0) (LogZ))^ ^ 81 ̂  <o)(LogZ) ———'——. 5i Ly <o)(LogZ) ̂  5i Ay ^(LogZ)

W^ ̂  (((o)) (Log Z)),^ ̂  ̂  «o)) (Log Z) -^ QÎ/D (Log Y U Z) ̂  Ly ̂ )) (Log Z) ̂  Ay ̂  (Log Z)

dont trois extrémités sont sous-jacentes à des Q-CHMCF.
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II existe des variantes avec des multiplicités arbitraires (m^ef^.
On a Ay ((„,.)) (LogZ)=Ay((o))(LogZ). Le morphisme T| induit un quaqi-isomorphisme

sur Gr ,̂ Gr17 et Gr^ mais pas nécessairement sur Gr^
La filtration W sur Ay^o^LogZ) coïncide avec celle de ([EU], 11,3.1) ainsi que je l'ai

vérifié avec Zucker.

PROPOSITION 2.27. - Désignons par (H^X*-^*, C)", W7) le sous-espace de la cohomolo-
gie de X*—Z* sur lequel Faction de la monodromie est unipotente i. e. de valeur propre 1,
muni de la filtration induite ̂ =^(2. 2). Nous avons avec les notations de (2.13)

(i) Un isomorphisme défini par (2.7.1)

(2.27.1) (H^Y, v|^(LogZ)), W^MH^-Z*, C)", W2).

(ii) La suite spectrale de (F (Y, v|/îî^(LogZ)), W-Q dégénère en E^i.e. w^^w^oo-
(iii) Les assertions (i) et (ii) sont vraies pour Ay^o^LogZ) au lieu de^f.
Preuve. — D'après (2.14.1) nous avons un quasi-isomorphisme filtré

(fvMLogZ), W^S^^LogZ), W^==(v|/^(LogZ), W^),

alors il suffit d'appliquer (2.7(i)) et (ii) et (2.21. 3), (2.24) et (2.25) pour (iii).

COROLLAIRE 2.28. — Le système

(W^,z(Q), W^, W), (W^^(LogZ), W^, W, F), fe^n,

muni de l'isomorphisme de compatibilité, est un Q-CHMCL sur Y ((m.)).

De plus, si la monodromie est unipotente, il munit H*((X—Z)*, Z) d'une SHM (dite
limite).

COROLLAIRE 2.29. — Le diagramme de quasi-isomorphismes

W^^(LogZ) ̂  S, v^(..)(LogZ) ̂  8^ L^(LogZ)

P
-> Si AY_on.) (Log Z) ̂  AY ((o)) (Log Z),

respecte toutes les fîltrations et induit des isomorphismes de SHM filtrées par Wf

H*(Y, W^y^(LogZ)) ^H*(Y, ôiAY_^(LogZ))^H*(Y, Ay^^LogZ)).

3. Compléments au paragraphe 3 de la première partie

Ce paragraphe regroupe une série de compléments fastidieux mais nécessaires pour
une démonstration rigoureuse de la première partie, notamment les complexes à coeffi-
cients dans Q, la dualité au niveau des complexes et des remarques sur le cas lisse et
propre.
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L'ACTION DE LA MONODROMIE

3.1. Nous définissons l'endomorphisme v de \|/x(LogZ) (2. 8) par le morphisme identi-
que pour p < 0 (v = 0 pour p = 0)

(3.1.1) v : xl/x^LogZ^Qx^LogYUZ^vK^^^LogZ).

Nous en déduisons des endomorphismes v sur les différents complexes considérés dans
(2.10), et enfin une action v sur \|/^^))(LogZ).

L'endomorphisme v(3.1.1) décale les filtrations sur \|/y^)(LogZ) :

(3.1.2) v(W^)cW^_i, v(Wf)c=Wf, v(W,)cW,_2 et v(Fl)c:Fl-l,

ce que nous écrivons

(3.1.3) v : (v|/y^(LogZ),W /,WY[-l],W[-2],F[l])

-^^(LogZ), W^, W^ W, F)

3.2. L'action de la monodromie T sur D* s'étend à X*^X x D*. L'action de T sur
D

Q^ (par transport de structure) préserve \|/x,a(LogZ) via 1^(2.6.1). L'action v(3.1.1)
n'est autre que (l/2ï7i)LogT. La cohomologie H" (Y, f\|/x,oc(LogZ) est isomorphe au
sous-espace de H"(X*, C) sur lequel T agit avec une valeur propre égale à ^2lna. Sur le
sous-espace de cohomologie unipotente, v(3.1.1) induit un endomorphisme
N==(l/2ï7i)LogT. Nous en déduisons :

PROPOSITION 3.3. — L'endomorphisme v(3.1.3) induit sur H1 (Y, W^\|/^^))(LogZ))
(2.29) un endomorphisme v vérifiant v(W^)c=W^, v(W,)<=W^_2 e^ v(F•/)<=FJ-l et qui se
transforme par risomorphisme (2.27.1) en F endomorphisme N=(l/2i7i)LogT.

COROLLAIRE 3.4. — Considérons la famille ZJ -> D, et F endomorphisme Vj :
^Ï^.Y((m.))-^^Ï^.Y((m.)) induisant N,=(l/2i7i)LogT dans End (H*((ZQ*, 0)")
(cohomologie unipotente sous T). Le résidu le long de Z transforme GrJ^ (v) en v,. La
cohomologie du complexe (FP^Z7)*, C))^g^, Gysin) vérifie

(Gr^I-PaX-Z)*, C)", Gr^N^ir-^H2"-1^')*, C)", N.)

3.5. Considérons le complexe (Ay((o))(LogZ), W^ W-^, W, F) (2.25.1) sur lequel la
monodromie agit de manière analogue à (3.1), par F endomorphisme

(3.5.1) v : A^^o^Log^^A^^-^LogZ),

induit par l'identité sur Q^^1 (LogY U Z) pour p^Q.
Le morphisme Ari : 5i\|/Y.(^.)(LogZ) -> ôi Lv.^tLogZ) dans (2.21.3) commute à

l'action de la monodromie v, à homotopie près. Nous ne vérifions pas qu'une telle
homotopie peut être définie, à un signe près égal à ( — l)4, à partir du morphisme identique

^(Log^Q^LogYKLogZ^L^-^LogZ).
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On en déduit que l'isomorphosme de SHM (2.29) est compatible avec l'action de la
monodromie.

Nous avons coker v^(Q^(LogY U Z)/W^) [1] et pour toute colonne p

(kerv)^=W^iA^^(LogZ)^Gr^QÎ(LogYUZ)h+l]JQ^i(LogZ.Y^1)

d'où comme en (I, 3.12.2), un quasi-morphisme

(J^CY-Y.z^Kerv .

La suite exacte

0 -> ker v -> A y ((Q)) (Log Z) -> Im v -> 0,

identifie Imv au cône sur f, et par conséquent le complexe CHMC : Imv munit la
cohomologie évanescente d'une SHM :

H^Imv^H^Y^x^Cx-z)).

De plus, la suite exacte 0 -^ Im v -> A y ((Q)) (Log Z) -> Coker v -> 0 induit une suite exacte
longue de SHM

. . . ^H^Y, <Ï>x(J?Cx-z)) -^(Y, VxO^Cx-z) ̂ H^X-Z, C) ̂  . . .

DUALITÉ AU NIVEAU DES COMPLEXES

3.6. Considérons les filtrations W et F sur le complexe dualisant

K'x de X [E IV] tel que W _ i K'x = 0, WQ K'x = K'x, F° K'x = K'x et F1 K'x = 0.

Supposons pour simplifier Z vide. Le dual du complexe AY((O)) (2.25..1)
Homx(AY((o)), K'x) est muni de filtrations W et F duales.

PROPOSITION 3.6. — II existe un isomorphisme de dualité

(3.6.1) (p : (Ay^ W, F) -(Homx(A^o)), K-x)[-2n], W, F[-n])

qui commute à l'action de la monodromie v(3.5.1) et qui est donné explicitement par la
formule (3.6. 3) et (3. 8.1). Le morphisme gradué Gr^cp correspond à des morphismes de
dualité sur Y^.(O), et le composé avec la trace : Kx -> C, induit un isomorphisme de dualité
(sur les fibres) sur la cohomologie

(3.6.2) (H^Y, A^O))), W, FMHom^-^Y, A^))). 0 W[2n], F[-n]).

Preuve. — Nous donnons d'abord la formule explicite de (p(3.6.1) dans le cas où les
multiplicités n^ des composantes Y^. de Y sont égales à un.

Notons Yi une équation locale d'une composante Y .̂ de Y, y^ . .^ le point générique
de Y,^ ,̂  Y. Y^ ^ le DCN trace de Y sur Y^ ^, et œ le relèvement dans
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^x, yi . . . is d'i^ forme © dans 0$ y, . . . is' Considérons le complexe
Lx= Z ^^(LogY)^. 16) où p désigne l'indice des colonnes, et définissons (p (peut-

p^o
être à un signe près) par la formule

(3.6.3)

^ Qx^LogY),®^ Qx^LogY^Kx"^^
p^o q^o

(p(œp®o^)= ^
l l< . . . < i p + g + i

(Résy. , , , < œJ A(RéSy. , , , œ.) Adv- A . . . A^V; , , ,)V Y i ^ . . . ip- i -q-)-^ p/ \ ' i i - • • l p + q + l ^ - l! • 7 l p+ç+l /

_ Yi^ ' ' • yip+q+^

pour 7 + 1 = n -\-p + ̂ , et (p égal à zéro sinon. Cette formule est symétrique en œ et o/.

Le morphisme résidu Résy; . . . i , ^ ^î(LogY) -> 0^ ^ (LogY. Y^ ^) [—s] est
défini et s'annule sur Ws_i. Il induit une famille de morphismes

(3.6.4) Résy. : Q^(LogY)^OY.(LogY.Y^(0))

Nous avons construit dans ([EIV], th. 11.2.1) un morphisme de dualité

(3.6.5) Q$_^o)^Homx(0$(LogY), K-x) [-2(n+1)],

II se généralise en une famille de morphismes

(3.6.6) v|/: Q$.(LogY.Y^(0))->Homx(Q$(LogY), K'x),

où X est de dimension n+ 1. En écrivant le symbole de Grothendieck dans (3.6.3) sous
la forme

~^—^^- /p+î+ l \(Rés^...,^^©,)A( n -^t»,
\ i = 1 /

V. V.J't^ ^ip+q+^

on fait apparaître (p : Q^^LogY)^ ^Homx(^x+p+g" f+ l(LogY)^ ICx"^^) induit par
(p (3.6. 3) comme le composé \|/o Résy^o) (3.6.4) et (3.6.6).

Le morphisme de restriction se généralise en

p : ^(LogY.Y^Q^LogY.Y5^),

qui transforme la section dy^y^ de O^LogY.Y5) en zéro dans Q .̂ YS(LogY^.YS .Y), le
résidu RésY.(o)(3.6.4) transforme AT| : Qx(LogY) ^Ox(LogY)[l] en p.
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Nous pouvons indiquer maintenant comment les différentielles d^ de Honix(Lx, K'x)
et ^x se comparent. Considérons la composante

(pK^eHomxÇQx^^'^^LogYLKx^-");

nous avons

.3 ^ ^ ^H(<P(œp))^=^(p(œ^+((p(œp))^io(Ar|),
(3.6.8) (3.6.9)

où le terme (3.6.9) est une section de Honix^x'^'^'^^LogY)^ K^^^^et le terme
(3.6.8) est une section de

Homx^x^^'^LogY),, Kx^-^eHomx^x^^^LogY),, K^^-"),

où la deuxième composante, égale à ô^x ° (p (œ^)^ transforme œ^ section de
^^-^(LogY^en

ax(^(œ^®œ,))=e±^ œ, A 3x f71 ̂  ̂ 1,
L Yi. J

et

[Résy. œ., "j
e=3x l- ' A(7l^)CÙ,...^,...J

s'annule avec le terme (3.6.9).

Le terme restant dans (3.6.7) égal à d(p(œ^-9 correspond par la dualité (3.6. 5) et le
résidu (3.6.4) à la différentielle

^Lx (œ?) = Wp + (^^p+r

Pour tout poids a, vérifions que

(3.6.10) Gr^cp) : Gr^Lx-^Hon^Gr^Lx, K'x)[-2n]

est un isomorphisme. Le morphisme (p sur

Z Gr^i^LogY)®^ Gr^^+i^x^ogY),
p^o ^^o

s'annule pour /?+^a+ 2/7 +1 (resp. / ? + ^ ^ — a + 2 ^ + l ) quand on prend Rés^i+p+qWp
(resp. RéSyp+^+i œ^) i. e. q^a-\-p-\-1 (resp. ^ ̂ a-{-p— 1), et (3.6.10) se réduit à la dualité
pour tout p (avec Y° = X)

Q^+2p+i —> Homyq +2p+i (Q^a 4- 2p +1, }^Ya+2p+i)[—2(n—a—2p)].
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Enfin, le morphisme (p déduit de (p (3.6.3) s'annule sur W^Q^(LogY) (resp.
W^Q^(LogY)^) car pour ̂ 0, ;?+<?+1 ̂ p-\-1, le résidu RésYp+^+i est nul sur Wj (resp.
par symétrie). Nous en déduisons (3.6.1).

Action de la monodromie : Soit (ùp une section de Q^^LogY)^, et vcùp une section
de Qx^LogY)^, alors pour toute section œ^ de Q^^^'LogY)^

(p (vœ^) (œ^) = (p (va)p(g)œ? = cp (c0p®vœ? = (v ((p (œ^))) (©?.

3.7. Nous avons construit dans [EIV], prop. 114.1 un morphisme de dualité

<pQ
Qx-Y_^Homg,(j»Qx-Y, Qx).

Nous admettons que l'on peut en déduire avec des résolutions adéquates un morphisme

^ '• (AY((O))(Q). W) ^((Homx(AY^))(Q), Qx), W)

compatible avec le morphisme (p (3.6.1).

3.8. Supposons maintenant le DCN Y de multiplicité n^ en Y,..
Le résidu Résy. (Q) (3.6.4) transforme A T| en

p(n.) : ^(LogY.YO-.Q^-^LogY.Y5-'1),

qui coïncide avec n^ ^ Pi-i... is sur ^ composante à support Y^ ^.
Introduisons l'opérateur M sur 0 .̂ ^ (LogY. Y^ ^) tel que

M (^i... i,) = (Ai x . . • x ̂ ) œ^ „ ̂ ,

alors nous avons M(p(n.)œ)=p(Mœ), et nous définissons (p par la formule

(3.8.1) (p=v|/o Mo Résy^o)-

3.9. Le morphisme T| : \|/x -> Lx (2.16.4) est un quasi-isomorphisme qui respecte les
filtrations. Nous en déduisons le morphisme composé

(3.9.1) (p': v|/x^Lx2>Homx(Lx,Kx)[-2n]^Homx(^Kx)[-2n].

Le morphisme q/ est un quasi-isomorphisme qui respecte les filtrations, bien qu'il ne
soit pas un quasi-isomorphisme filtré. Son action est non nulle sur les colonnes de \|/x de
degré zéro, soit

(3.9.2)
O^LogY^n^LogY^Kx"

nRésYœAT^RésYœ'ATOA^-j
(p(©®œ)=(Q)Ar|(x)œAri)=}J J J •'

j L YJ J

4e SÉRIE - TOME 19 - 1986 - N° 1



THÉORIE DE HODGE DES CYCLES ÉVANESCENTS 175

Considérons le morphisme de restriction p : Q^(LogY) ^QÇ.(LogYy.Y) qui envoie
d y j / y j en zéro dans Q^.(LogY^. Y); l'action (3.9.2) s'écrit alors

(3.9.3) (p^^Er^^^^
j L y, J

COROLLAIRE 3.10. — Le morphisme (p" (3.9.1) induit un morphisme de dualité

<P' •• (̂ ((n,,), W, F) ̂  (Homx(^^.», Kx) [-2n], W, F[-n]),

qui ne commute à V action de la monodromie v qu'à une homotopie près. C'est un quasi-
isomorphisme (sans fîltrations) qui induit un isomorphisme de dualité

(H^Y, W^^), W, F) ̂ (Hom^-^Y, W^^), C), W[2n], F[-n]).

3.11. A l'aide d'une rétraction par déformation r de X* sur une fibre X, en un point
reD*, nous pouvons transporter la dualité de Poincaré sur la cohomologie de X^ en une
dualité

(3.11.1) D : H^X*, Q^Hon^H^-^X*, Q), Q).

L'action de la monodromie T sur la fibre X^, commute à l'intersection des cycles
sur X(. Nous en déduisons la formule

(3.11.2) DoT^CT-^oD.

En particulier, la dualité (3.11.1) correspond à une dualité

(3.11.3) D : Hp^Hom^^C),

sur les sous-espaces HpcH^X*, C) sur lesquels T agit avec une valeur propre P.
En fait, parce que nous n'en aurons pas explicitement besoin, nous admettons qu'il

existe des quasi-isomorphismes de dualité

( 3 . 1 1 . 4 ) (p,:v|/x,^Homx(v|/x,i-a,Kx)[-2n]

REMARQUE 3.12. — Les constructions des complexes \(/x et Lx présentent un aspect
dual.

THÉORIE DE LEFSCHETZ

3.13. Supposons que le morphisme/: X -> D admet la factorisation suivante :

X c, D x P"1 -> D,

en une immersion fermée dans le produit de D avec l'espace projectif F"*, et la projection
naturelle sur D. On peut trouver un hyperplan H c: Pw qui coupe transversalement toutes
les intersections Y^ ^ des composantes de Y et tel que pour D assez petit H coupe
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transversalement toute fibre X^ pour îeD*. Autrement dit, on peut supposer
XH=X 0 (D x H) lisse et X^ U Y un DCN dans X. Le morphisme/ induit un morphisme
f î î ' ' x î ï - ) ' D lisse sur D*, admettant le DCN YH=Y H H dans XH pour fibre en 0.

(3.13.1) La classe fondamentale CeH^X*, Q) de Xg dans X* s'appelle la classe
fondamentale d'une section hyperplane. Elle ne dépend pas du choix de H.

3.14. L'immersion fermée i : X^->X ci-dessus induit un morphisme de restriction de
SHM (2.29) sur la cohomologie unipotente

f* : H^X*, C)" -> H^Xg, C)",

injectif pour m = dim (X^) — 1 et bijectif pour m < dim (X^) — 1.
Le morphisme image directe (ou de Gysin), dual de Poincaré de f* sur les fibres

4 : H^xg, cy^H^pc*, Q"
est de type (1, 1). Le cup-produit avec C (3.13.1) induit un morphisme de SHM de type
(1, 1) égal à (1/2 in) (4°f*). Le cup-produit avec C^ induit un isomorphisme de SHM de
type (q, q).

La décomposition en cohomologie primitive et unipotente

P'^X*, Cy^kerC^cH^-^X*, C)", q^O

est compatible avec la SHM limite.

(3.15) Considérons les CHMC AY((O)) et AY^((())) sur Y^ associé au morphisme/„. Il
est facile de définir f* : f* A y ((Q)) -> Ay^ ((Q)) dans D^^V^C) à partir de
f* : f*û^(LogY) -^D^(LogYH). Pour construire 4 nous considérons le diagramme de
morphismes bifiltrés.

<PI

n 1^ n ^((o))- W, F) ̂  (A^(o))(LogXH)/A^(o))[lL W[-l], F[l])
l•5• l : )• l j < P 2 ^ S

(CM(AY((o))^AY^))(LogXH))[l], W[-l], F[l]) ^(AY(O)PL W, F[l])

où (pl=(2f7l )~ l RéSxH est un résidu le long de X^, d'inverse défini localement par le
produit extérieur ave dh/h pour une équation h de X^, (p^ est induit par la projection
AY((o))(LogXH) -» AY((o))(LogXH)/AY((o)) et (p3 est induit par la projection sur le premier
facteur AY((o))[l]©Ay((o))(LogXH) -> AY((Q))[I]. Le diagramme (3.15.1) induit au niveau
de la cohomologie le morphisme de Gysin 4 égal au morphisme composé

H ^ Y H , AY^((O)))^HY^ (Y, Ay^o^—^H 1 (Y, AY((O)))-

Sur les termes de la suite spectrale WË^YHUO))) et cene de AY((O)), le morphisme ?*
correspond à des morphismes de restriction du type

(3.15.2) f * : H l ( Y ^ n . . . n Y ^ Q ) - > H l ( Y ^ n . . . n Y ^ n H , Q )
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et le morphisme 4 à des morphismes de Gysin du type

(3.15.3) 4: H ^ Y ^ n . . . nY^nH.Q^H^^Y^n. . . HY^Q).
Pour établir la formule uC=l /2 ï7 ï4° ï* , on remarque dans le diagramme (3.15.1)

que le morphisme (pi est l'inverse du cup-produit ave(l/2i7r)C, car si h désigne une
équation locale de X^ dans X, la classe fondamentale C dans H^(X, C) est associée
classiquement à la section dh/h de ^(LogX^/O^.

3.16. La théorie de Lefschetz sur X* se déduit de celle sur une fibre générale.
En effet, soit MeD* tel que t=n(u). La fibre X^ est isomorphe à Xp et l'immer-
sion f y : X ( - ^ X * est une équivalence d'homotopie. L'isomorphisme
f^H^X*, Q^I-T^X^, Q) commute au cup-produit, et la classe fondamentale C de
Xg dans X* induit la classe fondamentale 0^=1^ (C) de X^ H H dans X^.

(i) La classe C agit sur les termes de la suite spectrale ^M par la formule
(l /2i7i)4°f*, correspondant au cup-produit avec la restriction de C à Y^ n . . . H Y i
(3.15.2) et (3.15. 3) sur E^, et au cup-produit avec C sur les termes E^.

(ii) Lorsque la variété X est kàhlérienne, nous disposons d'une forme fermée de type
(1, 1), qui définit une classe CeH^X*, R). Les assertions de (3.14) sont alors vraies
sans supposer/projectif.

REMARQUES SUR LA PREUVE DE (1,3 . 22. 1)

3.17. L'endomorphisme N=l/2i'7iLogT sur la cohomologie unipotente de X* com-
mute au cup-produit avec C, et l'assertion (1,3.22.1) est alors équivalente à

(3.17.1) Gr^N'") : Gr^.P^X*, C)^Gr^_,PW(X*, C)(-n)

et il suffit de la prouver pour m = n.

LEMME 3.17. — Avec les notations ^(3.21.1), les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Le morphisme v\ sur ^ E ^ r ' q + r est injectif.

(ii) Considérons le diagramme

W-^Y^ q^W-^Y^1, Q-^W-^^Y', C)
(3.17.2) G ^

H^-^Y^2, C),

pour tout élément r\ de IF'^Y^ C) tel que (G°p(n.)) T|=O, il existe alors
oceW'^Y^2, C) telqueG(^)=p(n.)r}.

(iii) Dualement le morphisme v^ : E^'2""4'^-^^2""'4'^ est surjectif.
(iv) Considérons le diagramme

^-q-r^r Q ̂  H^-^^Y^ 1, C)-^ H2"-4-^ 2 (Y', C)
(3.17.3) p ( n . ) i

H^-^^Y^2, C)
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pour tout élément r[çïî2n~q~r(Y''+l, C) tel que p(n.)r|==0, il existe alors
aeH2"-9-^, C) ^^(Gop(n.))(a)=G(r|).

REMARQUE 3.18. - (i) Un élément Ç dans W^AY^))) est un cycle primitif si d^ Ç=0
et C u Ç = 0 via Faction de C (3.16, (i)). Alors tout élément Ê^Gr^+.P^X*, C) peut être
représenté par un cycle primitif Ç. La démonstration de Steenbrink [St] consiste à démon-
trer (3.17.1) en se ramenant d'une part à (3.17.2) et d'autre part à supposer le cycle Ç
primitif. Cependant on a besoin de faire ces deux réductions à la fois, et ceci ne nous
semble pas évident. L'équivalence avec le théorème du cycle local invariant suggère de
comparer avec le théorème (6.6) dans [S].

(ii) Clemens a donné un contre-exemple à (1,3.22.1) où X n'est pas globalement
kàhlerienne [C].

DCN OUVERTS : \[/ À COEFFICIENTS DANS Q

Pour simplifier la partie I, nous avons reporté jusqu'ici la construction dans (1,3.25) à
coefficients dans Q.

3.19. Avec les notations de (1,3.25) et sous l'hypothèse de (1,3.24), considérons le
diagramme

(3.19.1)

r n-
j<*-Z*-^ X* -> X* -^D*
^ • P ^ i

j^ n
X.-Z -> X. -^ X -> D

où X * = X x D * , Z*=Zx6*, et soient f : X*=X xD* -^X, f : X*-Z* -^X*,
D D D

f. : Y^ X^ et p : X* -> X*. Le complexe

(3.19.2) (C.(Q), T)=0?)*((D*Qr-z^ T)

est cosimplicial sur X^_. Son image directe diagonale est le complexe

(3.19.3) (C(Q),WO=ôi(C.(Q),T),

muni de la filtration W^ô^, L) tel que Wf==©pT,+pCp(Q).
Le complexe (îi*)*Qx1' est une résolution de Mayer-Vietoris de Qx*.
Nous en déduisons un isomorphisme

(3.19.4) v|x(jrQx-z*)^î'î*Qx-z^î"C(Q) (j^=^Jî\
qui permet de munir x|x(jï'1' Qx*-z*) d'une filtration Wf, qui induit à son tour une filtration
Wf sur H*(X*-Z*, Q) (resp. à coefficients dans C).
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PROPOSITION 3.20. — Avec les notations de (3.19) et (2.6), soit pour aeA

(v|/x,, (Log Z), WO = 81 (v|/x. a (Log Z. ), W^ tri que Wf = ©, W^ .p i+p

(i) Uisomorphisme 1 (2.6.4) se généralise en un isomorphisme dans D+ F (Y, C)

(3.20.1) I : ® f(v|/x,JLogZ), W^xKJ^C^-z.), WQ
a e A

(r^s/?. A 0 Q au lieu de A).
(ii) Soient un point MeD*, n(u)=teD* et n: (Xy-Z^^X^-Z^). NOMS avons des

isomorphismes

i:

(3.20.2) (FP(X,-Z,, Q), W)^(H^X*-Z*, Q), WQ^H^Y, (^]ÏQ^,^ W^)).

(iii) La 5Mto spectrale de r(Y, (x|x(j?Qx*-z*)'^/)) dégénère en ^/E^ ï.^.
W^^W^oo-

Preuve. — (i) Nous déduisons (3.20.1) de (2.6.4) en composant les isomorphismes

^(jrcx,-z.)^rn(^j^cx.-z-)^î'njTcx.-z-
^^(r)*(jT)*Cx:-z:^ C fv|/x,,(LogZ).

~ a e A

Par construction même, les filtrations Wf se correspondent.
(ii) L'assertion se déduit de (2.3,(ii)), en remarquant que le poids W sur

W^X^—Z^, Q) se déduit de la filtration diagonale

(^JÎ-Qx,-z,, W)^ô,(j^)-Q^-(z^ ^)^^Q(X^-(Z^ 8^ L)).

(iii) Nous avons d'après (2.3)

(3.20.3) F(Y, (xKJ?Qx-z^ W^))^r(Y, 5,(x|x(j^Qx--z;), ï)

^^(x,ô,a?t)-Q(x,_-(z,.^))•
La suite spectrale du dernier terme est celle du CHM associé à l'espace X^ par rapport

à la filtration par le poids; elle dégénère par conséquent en ^E^(^^E^).
Nous déduisons de (3.3) et (2.7) le corollaire de (3.20) suivant :

COROLLAIRE 3.21. - (i) La suite spectrale de F (Y, (^^(^(LogZ), W-Q) dégénère
en E^.

(ii) Désignons par H^X-Z)*, C)" la cohomologie unipotente sous l'action de T. On a

(3.21.1) H^Y,(v|/x.Y(.,(LogZ),WQ)

^•(Y, (xurc^-z., wQr^H^x-Z)*, o", w^.
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(iii) L'endomorphisme v sur le terme de gauche de (3.21.1) vérifie

v(Wf)cWf, v(W,)cW,_2 et v(FJ)cFJ- l

et se transforme par Pisomorphisme (3.21.1) en F endomorphisme N=(l/2f7i)LogT.

COROLLAIRE 3.22. — Le système

(W^X.Y((..)),Z(Q), W^ W), (W^x.y((.,)(LogZ), W^, W, F), fe^n,

muni de risomorphisme de compatibilité est un Q-CHMCL sur X. Y ((m.)).
De plus, si la monodromie est unipotente, il munit H*(X—Z)*, C) d'une SHM (dite

limite).

3.23. CAS DE LA COHOMOLOGIE À SUPPORT COMPACT. — Sous l'hypothèse (1,3.24.1), et
avec les notations de (1,3.25.2), nous savons construire, pour tout indice f, un CHMCL

(^.Y^.). W^, W, F) [resp. (^.^, W^, W, F)]

associé à la famille propre (non lisse) Z,-^D (resp. X^D). Il existe un morphisme de
restriction naturel p^ : \|/̂ . ̂  -> \|/^ y^ ̂  respectant les filtrations. Nous désignons par

(3.23.1) «X,-Z.).Y(^W^,W,F)

=(CM(^,^<.Y^,) [-IL W^[-l], W[-l], F)

le cône mixte en W^ et W, puis décalé de — 1, aussi bien que W^ et W.
De même avec les notations de (3.20), nous construisons pour tout aeD

(3.23.2) (^x,-z^ W^CM^x.a^z.a) [-IL W^[-l])

le cône mixte en W^, puis décalé de — 1, aussi bien que Wf.
Le système (v|^x.-z.).Y(m.)? ^/» ̂  F) [resp. (v|/x.-z.,aî W-^)] est cosimplicial sur X^_.

Nous désignons par

(3.23.3) «X-Z).Y(^ W^, W, F)=Ô,«^-ZJ.Y(^ W^, W, F),

l'image directe diagonale en W^ et W (F et W^ sont toujours simples); respectivement
pour tout aeA

(3.23.4) (v|/x-z,a, W /)=8l(^-z„a. W^),

l'image directe diagonale en Wf.

3.24. Soit jFQx-^-z* l'extension par zéro sur X* de Qx»-z*- Nous déduisons de la
suite exacte 0 -^jf* Qx-'-z- ̂  QX* "̂  QZ* . x* ̂  0 un isomorphisme

JrQx-z^C(Qx^Qz..x-)[-l]
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induisant à son tour

(3.24.1) ^(jztQx-z^C(x^Q^->x^Qz..x-).

Les constructions dans (3.19) permettent de munir x)x(Q^) sur Y^.Z^ et x)x(Qx^) sur
Y; de filtrations W^. Nous désignons par

(^-z,(Q), WO=(CM^QX?-^QZ?)[-IL w^[-i]),

le cône mixte en Wf, puis décalé de — 1, aussi bien que W-^.
Le système (v^x.-z.(Q)î ^/) est cosimplicial sur X. —Z., et son image directe diagonale

(\|/x-z(Q)î W^) est isomorphe aux termes de (3.24.1) et permet de les munir d'une
filtration W^, induisant à son tour une filtration W-^ sur H*(X*, Z*.X*, Q).

PROPOSITION 3.25. — Avec les notations de (3.20) et (3.24.4)
(i) L'isomorphisme 1 (3.20.1) se généralise en un isomorphisme

(3.25.1) I : C (v|/x-z,a. WQ^xKjfCx.-z*), W^ (resp. A H Q au lieu de A).
a 6 A

(ii) Soient un point ueD*, t=n(u)eD* et i^\ (X^—Z^^X^—Z;]'). Nous avons des
isomorphismes

(3.25.2) (Hf((X,-Z,), Q), W)^H^(X*, Z^.X*, Q), W^)
h

ÏH^(Y,x|/(jfQx-z^WQ.

(iii) La suite spectrale de F(Y, (^(jfQx^-z*)? W-^)) dégénère en w^Ë2 L^- Ë2^E^.
La preuve est analogue à celle de (3.20).

COROLLAIRE 3.26. — Désignons par (H^X*, Z*.X*, C), W-Q" la cohomologie unipo-
tente sous l'action de T

(i) On a

(3.26.1) H^Y, vf^x-z). Y ((..)). WQ^H^Y, (x|xjfCx.-z., WQ)"
^(H^X*, Z*.X*, C), W-^)".

(ii) La suite spectrale de r(Y, (v|^x-z).Y((m.))» w/)) dégénère en E^t^EJ.
(iii) U endomorphisme v induit un endomorphisme sur Y|^X-Z).Y((W.)) ^m induit à son tour

un endomorphisme v sur le terme de gauche de (3.26.1) vérifiant

v(Wj)cW;f, v(W,)c=W,_2 et v(FJ)cFJ- l

et se transforme par P isomorphisme (3 .26.1) en P endomorphisme N=(l/2i7i)LogT.
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COROLLAIRE 3.27. — Si la monodromie T sur H*(X*, Z*.X*, C) est unipotente, et
avec les notations de (3.24. 3), le système, pour k ̂  dim X. Y

^Jf^-z- (W^x-z). Y ((.,)(Q), W^, W), (W^-z)^,), W^, W, F)

est un CHMCL sur Y.

PROPOSITION 3.28. — Avec les notations de (1,3.30), et sous les mêmes hypothèses, le
CHMCL Wi^_z).Y(m.)» W^, W, F) (3.27) munit la cohomologie H"(X*, Z*, Z) d'une
SHM de fîltration par le poids W, et de Hodge F; et de plus induit une filtration W-^
(décalée de n) définie sur Q, tel que les assertions (i), (ii) et (1,1.10.1) soient vérifiées.

Preuve. — Vérifions (iii). Désignons par Kj : (Z .̂). -> Zj le schéma simplicial strict associé
au DCNZ^ dans X^. et complété en degré —l'par X^. Nous avons X^.Z^=(Z^. Le
CHMCL

(Gr^W^-z)^,), W, ^^©.(Gr^.W^^-z^.Y^t-^ W[-;], F)

©^*W,Y<^-,-,.Y((..))[-^ W[-p], F),

munit la suite spectrale Ei(r(Y, W^\|/^_z).Y((m.))» w/)) dîune SMH induite par W et
F.

Nous avons

(?(((2^^), C), W, F^rfrtZ^^.Y, W^^.z,.,.,. y ((.,), W, F),

d'où

(^E^, W, F)^®,(W((Z,)^^, C), W, F).

La différentielle d^ du complexe w^^ï1 de SHM est associée, d'après (1,2.20) au
complexe double à coefficients dans C

Hi((2,);-,-,-2-Hi((Z,)?_,_,-l)-Hi((Z,)?_,_^'t , 't
H i((Z,_Oî_,_,_,)-H l((Z,_o;_,_,)

L'endomorphisme v induit un endomorphisme v. sur le complexe ̂ fE\l qui correspond
à l'action Np=(l/2i7i;) LogT sur ^/E^^Q.H1^^,)^,.!, C), d'où, pour tout entier b,
un isomorphisme de complexes indesés par p e ~Z-

(Gr^, (^E?' \,,, „) ^ (Gr^, ̂ /E?' %, ̂  „).

Nous en déduisons (iii) comme dans (1,3.30).
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3.29. DUALITÉ. - Nous construisons de manière analogue à v|/^_z) y (m.) un CHMCL :
^x-z). Y ((()))• Supposons X lisse et Y U Z un DCN dans X. L'image directe, sur
l'espace simplicial strict n : Z^->Z tel Z°=X et Z^Z^, % diagonale en W-^et
W : 82^y((o)).z-. W< W, F) permet de calculer le CHMCL : A(X-Z) .Y((O)) ' L'isomor-
phisme de dualité (3.6.1) se généralise en un isomorphisme

(3.29.1) (p : (A^.Yao^W^W.F)

->(Homx(AY((o))(LogZ), Kx)[-2n], W< W, F[-n])

défini par l'accouplement

^ : §2AY(o).zi®AY(o)(LogZ)-^Kx[-2n]

(3.29.2)
(p : ^ Q^LogZ^'.Y),® ̂  ^(LogYKLogZ)^]^,

j ^o ,p^o - 4^0

pour f = a + f c + 7 — 2 n . Considérons la variété Z^ ^. définie par des équations z^.=0 pour
ie[l,;] au point générique z^ , et pour toute section (ùp de O^1 ^ (LogZ^.Y)^ un
relèvement œ^ dans Q^^LogY)^; pour toute section œ^ de ^'^(LogYHLogZ)^,
nous définissons (p (3.29.2) par une formule combinée de (3.6.3) et de celle dans
(EIV, 11.2)

|— P+9+i J^^...^^A n (^)- n(^)^
(3.29.3) (p^œO^ ^ l-l i=l

il<...<ip+q+l - ^fp • - • » ^ f p + ^ + i î ^1, . . . , Z ^ .

En général, il faut introduire l'opérateur M dans (3.8) dans la formule.
Nous ne vérifions pas que l'on obtient ainsi (à un signe près) un quasi-isomorphisme

de complexes trifiltrés.

3.30. L'isomorphisme de dualité (3.29.1) commute à l'action de la monodromie et
induit un isomorphisme de dualité de SHM sur la cohomologie

(H;((X-Z)*, C)W, ^^(Hom^—aX-Z)*, C), W[2n], F[-n]).

Abstract

Let / : X -> D be a morphism of an analytic variety to a dise D in C with center zéro;
when/is smooth and proper over D, thé work of Griffiths ([G], [S]) shows thé importance
of thé study of thé variation of Hodge structures (HS) arising from / Thé asymptotical
behaviour of this variation lead Deligne and Schmid to conjecture and prove thé existence
of a limit mixed Hodge structure (MHS), [S]. In this article we associate to any
morphism/a variation of MHS degenerating to a limit MHS whose filtration by weight
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W satisfies thé required property (1,1.9.1) in Deligne's problem (1,1.9) on defining a
class of good variations of MHS. Thé results and properties of thé limit MHS hâve
been announced in [E I-III].
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