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INÉGALITÉS ISOPÉRIMÉTRIQUES ET INTÉGRALES
DE DIRICHLET GAUSSIENNES

PAR ANTOINE EHRHARD

Nous montrons ici que certains résultats classiques de G. Polya et G. Szegô, dans
« Isoperimetric Inequalities in Mathematical Physics » s'étendent aux espaces de Gauss :
les méthodes variationnelles et de comparaison mettent en évidence les propriétés extréma-
les des demi-espaces pour la mesure de Gauss. L'outil essentiel est l'inégalité de Brunn-
Minkowski de C. Borell [3] exprimée en termes de « symétrisation » (voir [4]).

Nous rappelons d'abord brièvement quelques résultats de [3] afin d'introduire et d'étu-
dier une opération de symétrisation des fonctions adaptée à la situation gaussienne. Par
une méthode qui généralise celle de G. Polya (in [10]), nous montrons ensuite que cette
symétrisation diminue l'intégrale de Dirichlet classique (intégrale du carré de la norme
euclidienne du gradient) des fonctions lipschitziennes par rapport à la mesure de Gauss.
Le cadre des fonctions lipschitziennes est particulièrement bien adapté aux méthodes de
comparaison isopérimétriques — pour des remarques à ce sujet on pourra voir par
exemple C. Bandie [l], J. Sarvas [12], E. Sperner [13] et P. Bérard et D. Meyer [2]. Nous
obtenons ensuite pour ces fonctions un résultat plus général (th. 3.1 ci-dessous). La
méthode simple et directe de G. Polya ne permet cependant pas de traiter le cas de
« l'égalité isopérimétrique », question qui n'est pas abordée ici. Enfin, nous illustrons ces
inégalités par des applications dans divers problèmes liés à l'opérateur « oscillateur
harmonique » de la mécanique quantique. En particulier, nous obtenons pour la mesure
de Gauss, une inégalité du même type que l'inégalité de Poincaré.

1. Symétrisation gaussienne des fonctions

NOTATIONS. DÉFINITIONS. — Si A et B sont deux sous-ensembles de R" et si À-eR, on
pose A+B={x+ .y ; xeA, yeB] et X A = { À , x ; xeA}. On note < . , . > le produit
scalaire usuel dans IR" et || . || la norme euclidienne associée. Pour tout nombre réel
positif r, B^(0, r) est la boule euclidienne fermée de centre 0 et de rayon r et S^_i (0, r)
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318 A.EHRHARD

sa frontière. Pour tout ueS^_^(0, 1) et pour tout À,elR, H(u, À-) est le « demi-espace »
ouvert défini par

H(«, À,)={xeR", <u, x > > X } si À-eR,
=R" si X=-oo,

=Ç) si À,=oo.

On note (9 l'ensemble des ouverts de R" et ^ l'ensemble des fermés de R". Si
ST : (9 U ̂  -> ̂  (IR") est une transformation d'ensembles, nous disons que ^T est ouverte
si ST ((S) c= ^, /É?rm^ si ^"(^) c ̂ , croissante si pour tout couple (A, B) d'éléments de
(9 U ̂  tels que A c: B on a aussi ^(A) c: ^"(B). Enfin ̂  est dite régularisante si pour
tout fermé F et pour tout nombre r>0 on a

^(F+BJO, r)^(F)+BJO, r).

C'est cette inclusion qui, lorsque ^T est une symétrisation de Steiner, de Schwarz ou de
Polya, fournit par intégration une inégalité isopérimétrique de Brunn-Minkowski (voir,
par exemple, Sarvas [12]). Ici c'est l'essence de l'inégalité de C. Borell [3].

On note y^ la mesure canonique de Gauss sur R"; sa densité (?„ par rapport à la
mesure de Lebesgue sur IR'" est donnée par la formule

(Pn(^)=ynW^=(27C)-n/2eXp('-l||x||2)^.

Plus généralement, tout sous-espace affine L de dimension k^l porte une mesure
gaussienne canonique notée y^ dont la moyenne est la projection orthogonale de l'origine
sur L. On note 0 la fonction de répartition de la loi normale sur R :

VxeR, <D(x)= | expf-^t^dt/^/ln.
J -00 \ -^ /

Syméfrisations gaussiennes. Construction et rappels

Avec ces notations nous définissons une opération de «symétrisation » sur les fermés
et les ouverts de R" de la façon suivante.

On se donne un sous-espace vectoriel T de dimension n—fe , avec k ̂  1, et un élément u
de Sn_i(0, 1) orthogonal à T. Nous notons S=S(T, u) la transformation d'ensembles
qui à tout sous-ensemble A de u":" ouvert ou fermé associe l'ensemble mesurable
A*==S(A) c: IT qui vérifie

VxeT, A î l tnOc+T-L)=H(M, À,)n(x+T1) siA est un ouvert,

VX€T, A^nOc+T-^H^, À,)n(jc+T1) si A est un fermé,

où À=À(x, A) est l'élément de R déterminé par la relation

VX€T, y,(H(M, ^nOc+T^Y^AnOc+T1)).
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INÉGALITÉS ISOPÉRIMÉTRIQUES 319

1.1. DÉFINITION. — L'application S=S(T, ù) est appelée la k-symétrisation gaussienne
dans R" suivant T dans la direction u.

Nous retiendrons de [4] la proposition suivante.

1. 2. PROPOSITION. — Toutes les symétrisations gaussiennes dans R" sont des transforma-
tions d'ensembles ouvertes, fermées, croissantes et régularisantes.

Symétrisation des fonctions

1. 3. DÉFINITION. — Soit f une fonction borélienne de R" dans R; si S=S(T, u) est une
k-symétrisation dans R" nous notons /*=$(/) la fonction définie par

VxeR», /*(x)=inf{aeR;(D«x,M»^yfc({/^a}n(x+T1))}.

La fonction /*=S(/) s'appelle la symétrisée gaussienne de f par S.
Remarque (interprétation de H. A. Schwarz d'après W. Blaschke). — Dans le cas

continu on peut ramener la symétrisation des fonctions à celles des ensembles. Supposons
/continue dans la définition 1.3 et posons A = {(x, y) e R" x R, y ^ f (x)}. Désignons par
S la fe-symétrisation gaussienne dans R^1 = HT x R définie par Z=S(T x R, (u, 0)). Alors
la fonction /est donnée par la formule/*(x)= inf {y : (x, y)^E(A) }.

Les éléments T et M de la définition 1.1 étant donnés on appelle une fois pour toutes S
la symétrisation S(T, u) et on adopte la notation/*=S(/). Voici quelques propriétés
immédiates.

1.4. PROPOSITION. — Soit f une fonction continue ; on a

1.4.1. VaeR, { / * > a } = 5 ( { / > a } ) ,
1-4.2. VaeR, y , ({ /* ̂ a } ) = y ^ ( { / ^a})

(les fonctions fetf* sont équimesurables),

1.4 .3 .V^eT, Va6R,yfc({/ î l t^a}n(J+T l))=y,({/^â}n(J+T l)),

1 .4 .4 . Vs, teR, s^t, S((/A t) v s)=(/* A t) v s,

1 . 4 . 5 . VceR+, VaeR, S(c/)=cS(/) et S(/+a)=S(/)+a,

1 . 4 . 6 . V(xi,X2)eTxT1 , S(-f)(x^x^)=-S(f)(x,-x^).

1.4.7. Pour tout xe IR", /* (x) ne dépend que des projections orthogonales de x sur T
et sur Ru. De plus la restriction de /* à toute droite affine orientée du type y+Ru, où
y e T, est une fonction croissante.

Avec la proposition 1.2 et les points 1.4.1, 1.4.6, on voit que si /est continue, alors
/* l'est aussi.
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320 A. EHRHARD

Inégalité de réarrangement

La proposition 1.4 fait apparaître la symétrisée gaussienne d'une fonction comme sa
réarrangée équimesurable, monotone suivant la direction M, par rapport aux mesures y^
portées par les sous-espaces orthogonaux à T. Il en découle la proposition suivante,

1. 5. PROPOSITION. — Soient fet g deux fonctions continues positives, alors on a

!fgy^ fr^y,,

Démonstration. — Par le théorème de convergence monotone et grâce au point 1.4.4,
il suffit de montrer l'inégalité annoncée pour des fonctions / et g bornées, ce que nous
supposons. On a alors

\fg7n= [(!f(x)du}g(x)^(dx)= S^du f gy,.
J J \J 0 / JQ J{f^u]

II suffit donc de démontrer le lemme suivant :

1. 6. LEMME. — Si A est fermé, alors

gJn^\ g*7n'
JA JA*

Preuve. — On écrit :

f gjn= [^(U^nA)^;
JA Jo

on va montrer

y^({^^r}nA)^Y,({g^t}nA*)=Y^(S({g^(})nS(A)),

ce qui revient à établir que pour tout couple (A, B) de fermés, on a
^ (A H B) ̂  y, (S (A) H S (B)). Or on a

y^(AnB)= fy^AnBn^+T^y^Ofoc),
JT

et pour tout xeT y, (A H B nOc+T^y^SCA) H S(B) H(x+T1)), car
S (A) nOc+T1) et S(B) n(x+T1) sont deux « demi-espaces » emboîtés de x+T1. Cela
prouve le lemme 1 . 6 et achève la démonstration de la proposition 1. 5.
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INÉGALITÉS ISOPÉRIMÉTRIQUES 321

Régularisation

Soient / une fonction de ^n dans R et A un sous-ensemble de R" ; nous appellerons
module de continuité de f sur A la f onction c de R+ dans R, définie par :

c(ô)=sup{|/(x)-/(j)|;||x-^||^S,xeA,^eA}.

On écrira fe Lip(A, R) s'il existe K tel que/soit K-lipschitzienne sur A, c'est-à-dire
sic^K.

1. 8. THÉORÈME. — Avec ces notations, on suppose qr ! la fonction continue f admet sur
l'ensemble {a-^f^b} avec —co^a<b^ +00, le module de continuité fini c. Soit S une
symétrisation gaussienne dans R" ; dans ces conditions, la fonction f admet sur l'ensemble
{a^f*^b} un module de continuité c* ̂  c.

Ce théorème généralise un résultat de W. Hayman (in [7]) : les symétrisations gaussien-
nes (comme toutes les symétrisations régularisantes) diminuent le module de continuité
des fonctions. La démonstration qui suit est une adaptation de celle de Hayman [7].

On montre d'abord le lemme suivant.

1.9. LEMME. — Sous les hypothèses du théorème 1.8 et pour tout t réel, on pose
D^={xeR", f(x)^t}. Pour tout couple (t^, t^) de nombres tels que

a^2<ti-c(5)^fc-c(ô),
on a alors

D,^D^+B^(0,Ô).

Démonstration. — Supposons le contraire : il existe x^eD^ et zeB^(0, ô) tels que
/(jCi)^ti et f(x^-\-z)<t^. Posons x^=Xi+z ; sur le segment [x^, xJcR" on peut alors
trouver deux points x\ et x^ tels que :

\\x,-x,\\^, f(x\)=t, et f(x,)=t,,

car/est continue. Comme t^<t^—c(S), cela contredit l'hypothèse du théorème 1. 8.
Démonstration du théorème. — Supposons maintenant le théorème 1.8 faux. On peut

alors trouver x^ et x^ dans { a ̂  /^ ̂  b} tels que || x^ — x^ || ̂  8 et

a^/*(^)</*(^)-c(ô)^-c(8),
puis ti et t^ tels que :

/*(^)<^<ti-c(8)</(x0-c(8).

Par le lemme 1.9, on a { / ̂  ̂  } ̂  { f ^ t!} + ̂  (°» ô)- En appliquant S, on déduit de
cette inclusion et des propositions 1. 2 et 1.4 (1.4.1) la relation

{/*^}^{/*^i}+B.(0,§).

Or x^e{f*>t^} e\.x^e[f*<t^}, on a donc H ^ — X i || >8, ce qui contredit l'hypothèse
de départ et démontre le théorème 1. 8.
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322 A. EHRHARD

2. Intégrales de surfaces gaussiennes
et inégalités isopérimétriques

De l'inégalité de C. Borell qui est une inégalité du type de celle de Brunn-Minkowski,
nous allons déduire une; inégalité isopérimétrique. Rappelons d'abord que pour un
fermé W de R" que l'on suppose (n- l)-rectifiable, la mesure de Hausdorff de dimension
n-1, notée ^f""1, s'obtient par la formule du contenu de Minkowski (cf. H. Fédérer [5],
3.3.2); c'est-à-dire que pour toute fonction g continue bornée

l i m 1 g(x)dx= | gd^-1.
r - l ' O z r J w + B n ( 0 , r ) Jw

lim
JW+Bn(0, r) JW

En remplaçant g par la densité (?„ de la mesure de Gauss y,, on obtient la formule
suivante (utilisée en dimension infinie par A. Hertele dans [8]) :

l imly^(W+B^(0,r))=2f ^d^-1.
r - o r Jw

Cette égalité et l'inégalité de C. Borell ont comme conséquence l'inégalité isopérimétrique
qui suit :

2.1. PROPOSITION. — Si F est un fermé de R" dont le bord 8¥ est (n—l)-rectifiable,
alors on a

S ^^-^(p^O-^y^F).
JôF

Pour démontrer la proposition 2.1 nous utiliserons le lemme :

2.2. LEMME. — Soient F un fermé tel que y^(ôF) =0 et S une symétrisation gaussienne;
pour tout nombre r>0, on a

^ (8¥ + B^ (0, r)) ̂  y^ (8S (F) + B^ (0, r)).

Preuve. — On a

F+B^O, r)=([F+B^(0, r)]\F) U([CF+BJO, r)]\(F) U 8¥,

puisque le membre de droite est une réunion disjointe on en déduit

y^^F+B^O, r))=y^(F+B^(0, r))-y^(F)+y^(CF+B^(0, r))-y^(CF).

Puisque S est croissante on a y,, (8S (¥)) ̂  y^ (3F) = 0, en utilisant la propriété de régularisa-
tion des symétrisations (1.2) on obtient donc

y^ (8¥ + B^ (0, r)) ̂  y^ (S (F) + B^ (0, r)) - y^ (S (F)) ^ y^ (CS(F) + B^ (0, r)) - y^ ([^(F)).

Ce qui s'écrit aussi y^ôF+B^O, r))^y^(aS(F)+B^(0, r)) et c'est l'inégalité du lemme.
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Démonstration de la proposition 2.1. — On utilise le lemme 2. 2 avec pour S une
n-symétrisation dans R"; par hypothèse y»(ôF) est nul car F est (n-l)-rectifiable. On a
donc

[ Y^"-1- lim iy^F+BJO, r))^1 lim ^.(^(^B^O, r)).
JÔF 2 r -^ o r 2 r -^ o r

Le calcul fournit

lim ly^Sffî+B^O, r))=2cp, o<ï>-i oyjF),
r ^ o r

car S (F) est un demi-espace de même mesure que F. La proposition 2.1 est démontrée.
En application de la propriété de régularisation des symétrisations (th. 1.8 et

lemme 2.2), nous allons étudier les intégrales de surface gaussiennes sur les ensembles
du type

{(x,y)€RnxR,y=f(x)}, avec /e Lip(IR", IR).

Ce sont des ensembles rectifiables, leur mesure de Hausdorff de dimension n est donnée
en tout point (x, f (x)) par l'élément ^/1+ ||V/(x)||2 dx obtenu à partir du jacobien de
l'application x h-^ (x, f(x)) (voir par exemple H. Fédérer [5], 3.2.3). Rappelons que
d'après un théorème de H. Rademacher une fonction lipschitzienne est presque partout
dérivable et son gradient est une fonction borélienne bornée. Soit S = S (T, u) une symétri-
sation gaussienne Z dans R"; nous construisons une symétrisation gaussienne dans
R^^^xlR en posant ^=S(TxR, (M, 0)). Avec/*=S(/) et A*={(x, ^elTx R,
y ^ /* 00 } de sorte que l'on ait A^ = ̂ (A). Remarquons tout d'abord que les fonctions /
et /* sont lipschitziennes (th. 1.8) ce qui implique que leurs graphes sont rectifiables.
De plus, d'après le lemme 2.2 on a

Vr>0, ï^i(aA+B^(0, rO^^A^B^^O, r)).

On en déduit l'inégalité

f (p,,̂ ^^ f (p î̂ T,
JôA JôA*

où ^n est la mesure de Hausdorff de dimension n. Ces intégrales s'expriment à l'aide
des jacobiens : on obtient

2 . 2 . 1 . f expf- l{||x||2+/2(x)}V^l+||V/(x)||2^
Jus" \ 2 /

^ f expf-^llx^+a^MîV/l+IIV/*^)!!2^,
Jus" \ 2 / v
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324 A. EHRHARD

où V==(rf/^Ci, . . ., àldx^ est le gradient. Nous obtenons ainsi par une méthode essentiel-
lement due à G. Polya (cf. G. Polya [10], et [11]) renoncé typique qui suit.

2. 3. PROPOSITION. — Soit S une symétrisation gaussienne dans IR"; pour toute fonction
lipschitzienne /, on a

( IIV/II2^ f livripy,
JDS" JDS"

Démonstration. — Soit e>0; posons ^g=£/et appliquons 2 .2 .1 à gç en utilisant la
formule 1.4.5. On obtient pour tout £>0 :

f ^/.-•«••^^IIV/MIM^
JR" \ e2 /

> f ^^^"i/2e2(/*)2(x)^+e211v(^'^li^-l^== j Tn v^/ l ^———————————— j ax.
JDS" \ s /

En faisant tendre e vers 0, on en déduit

f llv/ii2^ f nvrTy,,.
JDS" JR"

c'est l'inégalité de la proposition 2. 3.
Si / et g sont des fonctions lipschitziennes alors / A g et / v g le sont aussi. Nous

remplaçons dans la proposition 2.3 la fonction/ par ( /A t) v s où 5 et t sont des
nombres réels tels que s^t. Grâce à la proposition 1.4(1.4.4) nous obtenons ainsi

V5, ton, s^t, ! llv/ll2^ f llv/*!!2^
J { f e [ s , t ] } J{/*e[s,t]}

Et cela implique que pour tout borélien B de R

f llv/ll2^ f HV/TY,
J { / e B } J { / * e B }

2.4. COROLLAIRE. — Sous les hypothèses de la proposition 2.3 et pour tout borélien B
de R on a

(2.4.1) f ^i+iiv/n^ f y i+i iv /* i i 2 ^ ,
J { / 6 B } J { / * 6 B }

et

(2.4.2) f |[V/||Y^ f ||V/*||^.
J { / 6 B } J { / * e B }
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Démonstration. — En remplaçant /par (/ A t) v 5 dans l'inégalité 2 .2 .1 comme
ci-dessus on compare deux mesures :

VBG^(R), f ^/i+llv/ll^-1/2^^ f yi+llv/*!!^-1/2^^,
J { / e B } J { / * e B }

Cette inégalité a pour conséquence immédiate l'inégalité 2.4.1. Pour 2 .4 .2 on
remplace / par cf où c est une constante positive et B par c B dans 2 .4 .1 en tenant
compte de 1.4.5. On obtient alors l'inégalité 2 .4 .2 en faisant tendre c vers l'infini. Le
corollaire est démontré.

Dans le prochain paragraphe nous utilisons ces calculs afin de généraliser ce type
d'inégalités. Cependant, pour les applications du paragraphe 4 les propositions 1.5 et
2.3 suffisent.

3. Une inégalité générale

L'objet de ce paragraphe est le théorème suivant.

3.1. THÉORÈME. — Soient S=S( {0}, u) une 1-symétrisation gaussienne dans R" et F
une fonction convexe croissante sur R+ ; pour toute fonction /eLip((R", R) on a

3.1.1. VBe^(R), f F(||V/||)y^ [ F(| |V/*| |)y^.
J { / e B } J { / * e B }

Démonstration. — On définit une mesure [i sur R en posant pour tout borélien
Be^ (R) : u ( B ) = y ^ ( { / e B } ) . Puisque / et /* sont équimesurables on a aussi
H (B) = y,, ( { /* e B} ). En utilisant la croissance puis la convexité de F on a grâce à 2 .4 .2

——[ ¥^f\\)^(-—^ l|v/*||yA
^(B)J{ /eB} \mB)J( /%B} /

on en déduit que pour ^-presque tout t dans R :

3.1.2. -d-[ F ( | | V / | | ) y ^ F ( — — — f ||V/*||yA
^(OJ{/^} \^(OJ^^ /

On calcule maintenant le membre de droite de cette inégalité : c'est une fonction mesurable
définie ii-presque sûrement sur IRL On montre à cet effet le

3.2. LEMME. — Avec les notations et sous les hypothèses du théorème 3.1, il existe une
fonction ^-mesurable h positive et bornée sur R telle que : ||V/* | |==^° /*.

preuve. — On procède comme E. Sperner [13], Lemma 4 : d'après la proposition 1.4
(1.4.7) la fonction/* ne dépend que de <x, M > , elle s'écrit/*(x)=g«x, M» où g est
une fonction croissante. En un point t tel que (/*)~1(0 contienne un intervalle de
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326 A. EHRHARD

longueur non nulle, on pose h (0=0; ailleurs, si t=g(s), on pose h(t)=g/(s). Pour tout
sous-ensemble A de R, on a h~l(A)=g(g/~l(A)). Puisque g est lipschitzienne, g ' est
borélienne; g étant continue, si A est un borélien, ^(^'^(A)) est un ensemble
U-mesurable, d'où le lemme.

Par le lemme 3.2 on a pour lA-presque tout t

—([ livrii^W),
^(0\J{/^t} /j { f ^t}

intégrons les deux membres de l'inégalité 3.1.2 par rapport à p, sur un borélien B de R,
on obtient

f F(||V/||)y^ \¥.hd^
J { / e B } JBJ { f e B ) JB

C'est l'inégalité du théonàme 3.1 dont la démonstration est achevée.
Le théorème 3.2 et les inégalités de réarrangement équimesurable du paragraphe 1

nous donnent l'énoncé suivant :

3.3. COROLLAIRE. — Soient S, F, / comme dans le théorème 3.1; soient de plus G, H,
h des fonctions sur R, G, H boréliennes positives, h croissante positive et g continue de R"
dans R+ ; on a alors F inégalité

fF(||V/||)G(/)^ [FdIV/^IDG^^y^
J———————————^J—————————————.

h(fîî(f)g^} h(fîî(r)g^^

Remarque. — Tous les résultats de ce paragraphe s'étendent aux k-symétrisations,
fe^l. L'argument essentiel reste valable : si/est une fonction lipschitzienne alors V/*
est /"'-mesurable.

4. Exemples d'applications

Dans la suite, on note L l'opérateur différentiel

zf-,-^^-^-^-^^^ sur
\ dxf dxj
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Cet opérateur est étroitement lié à l'oscillateur harmonique de la mécanique quantique
(voir [9] à ce sujet). On a la formule

4.0.1. <PnML=E--df(p„(x)-dy
dXi\ dxj

Donc pour toute fonction/de classe ^2 telle que

4.0.2. lim (/2 (x) + II V / (x) ||2) ̂  (x) = 0 et /, || V /1| e L2 (^),
| | x | | -»+oo

on a, en intégrant par parties grâce à 4.0.1, la formule

f/L/Yn= flIV/H^, et (gLh^= f<V^. V^y^

si g et fc vérifient les mêmes conditions que /.

Dans le cas d'un ouvert à bord régulier A de R" (8A de classe (^1 par morceaux), on
considère la classe ^(A) constituée par l'ensemble des fonctions/sur V qui vérifient la
condition 4.0.2, dont la restriction à A est la classe ^2 et dont les dérivées partielles
d'ordre 1 admettent un prolongement régulier à 8A. On désigne par ^o(A) l'ensemble
des fonctions de 0>(A) dont le support est inclus dans A de sorte que par la formule de
Green on ait

4.0.3. V/e^o(A), f fLf^= f||V/||2^.

Soient A et B deux ouverts non vides de R" avec B <= A ; on désigne par ^ (A, B)
l'ensemble des fonctions de IR" dans R absolument continues sur les droites (classe de
Tonnelli) qui vérifient les conditions suivantes: O^/^l , Supp(/)c=A, /IB=IB- On
remarque que si/e^(A, B) alors V/est une fonction mesurables; on définit le nombre
C (A, B) en posant :

C(A, B)=inf ! flIV/IpY^/e^A, B)L

II s'agit de la définition variationnelle d'une « capacité », on pourra comparer avec
F. W. Gehring [6] ou J. Sarvas [12]. On se propose d'évaluer le nombre C(A, B). D'après
J. Sarvas [12] dans le cas où B est un compact de R" on peut se restreindre aux fonctions
lipschitziennes pour calculer C(A, B) : en effet si B est compact, on a

C(A,B)=infK||V/||2Y„;/e^(A,B)nLip(Rn,(R)j.
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De la proposition 2. 3 on déduit donc directement le théorème :

4.1. THÉORÈME. — Soient A et B deux ouverts non vides de R" avec B c= A, B compact,
et soit S une symétrisation gaussienne ; on pose A* = S (A) et B* = S (B). Dans ces conditions,
on a

B^cA* et C(A, B)^C(A*, B*).

4.2. Remarque. — On suppose que A\B est un ouvert à bord régulier tel que :

C(A, B)=inff f l IV /H^ ; /e^(A, B) H Lip(R", R)l

Si en outre il existe une fonction fo dans ^(A\B) H ̂ (A, B) telle que pour tout xeA\
B, L fo (x) = 0, alors on a

C(A,B)= flIV/oll2^-B)=j||v/o||2 '

En^ effet, soit /e^-(A, B)nLip(r, R); on pose u=f^fo. Puisque L/o=0 dans
A\B, que M vérifie les conditions 4.0.2 et M =0 sur 8 (A \B), on a, en appliquant 4.0.3

f<V/o ,VM>y^= f ML/oY^O.
J JA\B

On a donc

flIV/II^^JlIV/oll^^JlIVull^^j'IIV/oll2^ll2^ lly/oii2^ llvuli2^^ iiv/oii^,

En prenant pour S une 1-symétrisation de R" dans le théorème 4.1, le calcul de
variation explicite dans R nous fournit grâce à la remarque 4.2 l'énoncé suivant :

4. 3. THÉORÈME. — Soient A et B A?MJC OMums A? IR" t^h <?Mé? Ç) ̂  B c A ; on a

De plus l'égalité est atteinte dans 4 .3.1 lorsque A et B sont des demi-espaces emboîtés.

Démonstration. — On montre d'abord 4.3.1 pour C(A, B') où B" est un ouvert
d'adhérence compacte incluse dans B en utilisant le théorème 4.1. On procède ensuite
par passage à la limite.

Dans l'application qui suit, on considère un ouvert non vide A de R". On note ^(A)
l'ensemble des fonctions positives qui sont dans la classe de Tonnelli et qui sont nulles
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sur (A. Pour toute fonction non identiquement nulle f E^ (A, B), on pose

fllv/ll2^ _
MA(/)=-'——————eR+.

(I--)2

On définit ensuite le nombre M (A) en posant

M(A)=inf{MA(/ ) ; / e jF (A) , /^0}

et on se propose d'évaluer M (A). On remarque comme précédemment que l'on a d'après
J. Sarvas [12]

M(A)=inf{MA(/) ; /e^(A)nLip(r , R),/^0},

ce qui permet de déduire directement de la proposition 2. 3 le

4.4. THÉORÈME. — Soient A un ouvert non vide de W et S une symétrisation gaussienne
dans [T; on pose A*=S(A). On a alors M(A)^M(A*).

4.5. Remarque. — Supposons que A soit un ouvert à bord régulier et qu'il existe une
fonction^ dans ^oW telle que pour tout xeA, Lfo(x)=\. Alors on a M^(fo)=M(^).

Preuve. — Soit fe^ (A) : en appliquant 4.0.1 on a

f/ï.= f/L/oïn- f<V/ ,V /o>Yn- fZ^f/^/oWJ JA J JA dx,\ dx, )

Sous nos hypothèses sur /, on en déduit

4 . 5 . 1 . f / ïn=f<V/ ,V/o>ïn.

On a donc l'inégalité

( J /Y^^d l lV / I I . I IV /o l l ^y^ j ' I IV / lp^ . J l IV /o rY , .

Ce qui grâce à 4. 5.1 appliqué à fy s'écrit aussi

flIV/ll2^ , f II V /o||2 Jn

J_________ ̂  —————————— = J——————————,

(J/Y,,)2 j ' I IV/oll2^ (J^^)2

et justifie la remarque 4. 5.
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Nous utilisons maintenant le théorème 4.4 en prenant pour S une 1-symétrisation
gaussienne ; la remarque 4.5 permet alors un calcul explicite dans R et on obtient
l'estimation suivante :

y 4.6. THÉORÈME. — Sous les hypothèses du théorème 4.4 et avec les mêmes notations,
on a

M(A)^ (^2n [+ w (1-<I>(0)2 exp f 1 ^) dt}~\
\ JO-^Y^A) \2 / /

avec T égalité lorsque A est un demi-espace,

L'exemple précédent est l'analogue d'un calcul de G. Polya et G. Szegô ([11], p. 87-89)
sur les fonctions de contrainte élastique en milieu homogène. Le prochain concerne un
calcul de fréquence principale (voir aussi [11]).

Soit A un ouvert non vide de R"; on considère à nouveau la classe ^ (A) introduite
plus haut. Pour toute fonction /non identiquement nulle dans ^(A), on définit le
« quotient de Rayleigh-Ritz » gaussien de /,

f llv/ll2^ _
FA(/ )=• ' A ,———————6R+,

[ f^n
JA

puis le nombre F(A)= inf {FA(/); /e^'(A), /^O} et on se propose d'évaluer F (A).
On déduit tout d'abord de la proposition 2.3 le

4.7. THÉORÈME. — Pour tout ouvert non vide A c: R", et pour toute symétrisation
gaussienne S dans IFS", on a F(A)>F(A*).

4. 8. Remarque. — On suppose que A est un ouvert à bord régulier tel qu'il existe une
fonction fo dans Q>o(^) et un nombre réel v>0 vérifiant

L/o==v/o>0 dans A.

Dans ces conditions on a F (A) =V=FA(/()) : plus petite valeur propre de Lpour le problème
de Dirichlet.

Preuve. — En appliquant 4.0.4 à fo on obtient

v.J/ây^^/oL/oY^flIV/oryn.

En utilisant les arguments classiques de densité (voir par exemple P. Bérard et
D. Meyer [2] ou J. Sarvas [12]) il suffit donc de montrer que pour toute/dans ^(A)
lipschitzienne (ou de classe <^1 par morceaux) à support compact inclus dans A, on a
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FA(/)^V. Par hypothèse/ s'écrit f=ufo où u appartient à ^(A) et les fonctions u et/
ont même support. On a donc :

Jl|V/112Yn=J"21|V/o||2Y,+2J<V«,V/o>«/oY„+Jl|VM|[2/âY,

=f<^(u2f^,Vf^^+•!f^u\\2^.

C'est-à-dire

JlIV/II^^J^/oL/oY^J^IIV.jp^ =vJ(./o)^^f^||v.|p^

^v. f / 2^.

Ce qui justifie la remarque.
Pour notre application nous sommes amenés par la remarque 4.8 à étudier dans R

l'équation suivante :

—yff-^-xy/—vy=Q avec v>0.

En faisant le changement de variable y (x) = u (x) expÇx2/^), on se ramène à l'équation
deWeber,

4 .8 .1 . -^+ fl^-i-v^O.
\4 1 )

Nous nous intéressons ici à la solution particulière de 4. 8.1 notée D^ par F. G. Tricomi
dans [14] (p. 72-78) qui est donnée si v>0 par

VxeR, ^(x)=Jn2^e-x^ V / v \ W ̂ T
n,=oWr(l/2-v/2+m/2)

où F est la fonction d'Euler. Nous retenons de l'étude de F. G. Tricomi (loc. cit.) les
résultats rassemblés sous la

4.9. PROPOSITION. — Pour tout v strictement positif, il existe un nombre réel x(v) tel
que D^(x(v))=0 et D^(x)>0 si x>x(v); de plus la fonction qui à v associe x(y) est une
bijection continue croissante de ]0, + oo[ sur R. En outre la fonction D^ et toutes ses dérivées
sont dans L^IR^, dx).

Par la proposition 4. 9 on déduit du théorème 4. 7 et de la remarque 4. 8 appliquée
trivialement dans R, le théorème suivant :
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4.10. THÉORÈME. — Avec les mêmes hypothèses que pour le théorème 4.7, F (A) est
minoré par

4.10.1 F(A)^v(-(D- loy„(A))>0,

où {v(x); xeR} est la réciproque de la fonction x(. ) de la proposition 4.9. De plus
T égalité est atteinte dans 4 . 1 0 . 1 lorsque A est un demi-espace.

Pour illustrer le théorème 4.10 citons une inégalité qui en résulte immédiatement et
qui est l'analogue de l'inégalité de Poincaré :

4.11, COROLLAIRE. — Soit A un ouvert non vide de 1R"; désignons par H^(A) l'ensemble

Hi(A)={/e^°(r, R), HV/HeL^), Supp(/)c=A}.

Dans ces conditions, si y^(A) ̂  1/2, on a

V/eHi(A), f/2^ flIV/H^.
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