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INEGALITES ISOPERIMETRIQUES ET INTEGRALES
DE DIRICHLET GAUSSIENNES

PAar ANTOINE EHRHARD

Nous montrons ici que certains résultats classiques de G. Polya et G. Szegd, dans
« Isoperimetric Inequalities in Mathematical Physics » s’étendent aux espaces de Gauss :
les méthodes variationnelles et de comparaison mettent en évidence les propriétés extréma-
les des demi-espaces pour la mesure de Gauss. L’outil essentiel est I'inégalité de Brunn-
Minkowski de C. Borell [3] exprimée en termes de « symétrisation » (voir [4]).

Nous rappelons d’abord briévement quelques résultats de [3] afin d’introduire et d’étu-
dier une opération de symétrisation des fonctions adaptée 4 la situation gaussienne. Par
une méthode qui généralise celle de G. Polya (in [10]), nous montrons ensuite que cette
symétrisation diminue l'intégrale de Dirichlet classique (intégrale du carré de la norme
euclidienne du gradient) des fonctions lipschitziennes par rapport a la mesure de Gauss.
Le cadre des fonctions lipschitziennes est particuliérement bien adapté aux méthodes de
comparaison isopérimétriques — pour des remarques d ce sujet on pourra voir par
exemple C. Bandle [1], J. Sarvas [12], E. Sperner [13] et P. Bérard et D. Meyer [2]. Nous
obtenons ensuite pour ces fonctions un résultat plus général (th. 3.1 ci-dessous). La
méthode simple et directe de G. Polya ne permet cependant pas de traiter le cas de
« I'égalité isopérimétrique », question qui n’est pas abordée ici. Enfin, nous illustrons ces
inégalités par des applications dans divers problémes liés & Popérateur « oscillateur
harmonique » de la mécanique quantique. En particulier, nous obtenons pour la mesure
de Gauss, une inégalité du méme type que I'inégalité de Poincaré.

1. Symétrisation gaussienne des fonctions
NortaTions. DEFINITIONS. — Si A et B sont deux sous-ensembles de R” et si AeR, on
pose A+B={x+y; xeA, yeB} et AA={Ax; xeA}. On note <.,.) le produit
scalaire usuel dans R" et ||. || la norme euclidienne associée. Pour tout nombre réel

positif r, B, (0, r) est la boule euclidienne fermée de centre O et de rayon r et S,_, (0, )
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318 "A. EHRHARD

sa frontiére. Pour tout ueS,_, (0, 1) et pour tout AeR, H(u, L) est le « demi-espace »
ouvert défini par
H(u, )={xeR", {u, x>>A} si AeR,
=R" si A= —o0,
=0 si A=o0.
On note ¢ l'ensemble des ouverts de R" et & I'ensemble des fermés de R". Si
T 0 UF - P (R") est une transformation d’ensembles, nous disons que I est ouverte
si 7 (0) c O, fermée si I (F) < &, croissante si pour tout couple (A, B) d’éléments de

O\UZ tels que A = B on a aussi J (A) = J (B). Enfin I est dite régularisante si pour
tout fermé F et pour tout nombre r>0 on a

J (F+B,(0,r)>7 (F)+B,(0, r).

C’est cette inclusion qui, lorsque J est une symétrisation de Steiner, de Schwarz ou de
Polya, fournit par intégration une inégalité isopérimétrique de Brunn-Minkowski (voir,
par exemple, Sarvas [12]). Ici c’est I'essence de I'inégalité de C. Borell [3].

On note 7y, la mesure canonique de Gauss sur R"; sa densité ¢, par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R” est donnée par la formule

@, (@X) =7, (x)dx=(2m)™"* exp ( —%“x”2>dx'

Plus généralement, tout sous-espace affine L de dimension k=1 porte une mesure
gaussienne canonique notée vy, dont la moyenne est la projection orthogonale de I’origine
sur L. On note @ la fonction de répartition de la loi normale sur R :

VxeR,  ®(x)= r‘ exp ( —%tz) dt/\/i-n.

Symétrisations gaussiennes, Construction et rappels

Avec ces notations nous définissons une opération de «symétrisation » sur les fermés
et les ouverts de R” de la fagon suivante.

On se donne un sous-espace vectoriel T de dimension n—k, avec k=1, et un élément u
de S,_,(0, 1) orthogonal a T. Nous notons S=S(T, u) la transformation d’ensembles
qui 4 tout sous-ensemble A de 2" ouvert ou fermé associe I'ensemble mesurable
A*=S(A) = R" qui vérifie

VxeT, A*N(x+TH=H(u, )N (x+T) siA est un ouvert,
VxeT, A*N(x+TH=H(u, ) N(x+T) si A est un fermé,
ou A=AXA(x, A) est I’élément de R déterminé par la relation
VxeT, v (H@u AN x+TY) =7 (AN(x+TYH).
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INEGALITES ISOPERIMETRIQUES 319

1.1. DerFiNiTION. — L’application S=S(T, u) est appelée la k-symétrisation gaussienne
dans R" suivant T dans la direction u.

Nous retiendrons de [4] la proposition suivante.

1.2. ProposITION. — Toutes les symétrisations gaussiennes dans R" sont des transforma-
tions d’ensembles ouvertes, fermées, croissantes et régularisantes.

Symétrisation des fonctions

1.3. DEFINITION. — Soit f une fonction borélienne de R" dans R; si S =S (T, u) est une
k-symétrisation dans R" nous notons f*=S(f) la fonction définie par

VxeR,  f*(x)=inf {aeR; ®({x, ud) v ({fSa}N(x+TY)}.

La fonction f*=S(f) s’appelle la symétrisée gaussienne de f par S.

Remarque (interprétation de H. A. Schwarz d’aprés W. Blaschke). — Dans le cas
continu on peut ramener la symétrisation des fonctions a celles des ensembles. Supposons
S continue dans la définition 1.3 et posons A ={(x, y)eR"x R, y < f (x) }. Désignons par
Z la k-symétrisation gaussienne dans R"*! =R" x R définie par £=S(T x R, (u, 0)). Alors
la fonction f est donnée par la formule f* (x)=inf {y : (x, »)¢ Z(A) }.

Les éléments T et u de la définition 1.1 étant donnés on appelle une fois pour toutes S
la symétrisation S(T, u) et on adopte la notation f*=S(f). Voici quelques propriétés
immédiates.

1.4. ProrosITION. — Soit f une fonction continue; on a

1.4.1. VaeR, {f*>a}=S({f>a}),
1.4.2. VaeR, v,({f*<a})=v,({f=Za})

(les fonctions f et f* sont équimesurables),

1.4.3.¥yeT, VaeR v,({f*2a}N@+TN=7({f<a}N@+TY),

1.4.4. Vs, teR, s<t, S(fA)vs)=(f*At) Vs,
1.4.5. VceR,, VaeR, S(cf)=cS(f) et S(f+a)=S(f)+a,
1.4.6. Y(xy, x,)eT x T, S(—f)(x1+x)=—=S(f)(x;—x5).

1.4.7. Pour tout xeR", f*(x) ne dépend que des projections orthogonales de x sur T
et sur Ru. De plus la restriction de f* a toute droite affine orientée du type y+Ru, ou
yeT, est une fonction croissante.

Avec la proposition 1.2 et les points 1.4.1, 1.4.6, on voit que si f est continue, alors
f* lest aussi.
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320 A. EHRHARD
Inégalité de réarrangement
La proposition 1.4 fait apparaitre la symétrisée gaussienne d’une fonction comme sa
réarrangée équimesurable, monotone suivant la direction u, par rapport aux mesures v,

portées par les sous-espaces orthogonaux a T. Il en découle la proposition suivante.

1.5. ProposITION. — Soient f et g deux fonctions continues positives, alors on a
Jfgv..é Jf g Y

Démonstration. — Par le théoréme de convergence monotone et grice au point 1.4.4,
il suffit de montrer I'inégalit¢ annoncée pour des fonctions f et g bornées, ce que nous
supposons. On a alors

" Jx) + o0
ffg7,=J(f du)s(x)v,.(dx)=f duf &Yn
o 0 {f2u}

11 suffit donc de démontrer le lemme suivant :

1.6. LEMME. — Si A est fermé, alors

ng..é'[ & Y
A A"

f gv..=J mvn({gzu}ﬂA)dt;
A

Preuve. — On écrit :

o

on va montrer

1.({g2t}NA) =y, ({g*2t} NA*) =Y,(S({g=t}) N S(A)),

ce qui revient a établir que pour tout couple (A, B) de fermés, on a
Y.(ANB)=7,(8(A)NS(B)). Oron a

Yn (A n B)= J' 'Yk(A n B ﬂ (x+T-L)) 'Yn—k(dx)’

T

et pour tout xeT, Y(ANBN+TY=v(SAA)NSB)N(x+T), car
S(A) N (x+T*) et S(B) N (x+T*) sont deux « demi-espaces » emboités de x +T+. Cela
prouve le lemme 1.6 et achéve la démonstration de la proposition 1. 5.
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INEGALITES ISOPERIMETRIQUES 321

Régularisation

Soient f une fonction de R” dars R et A un sous-ensemble de R"; nous appellerons
module de continuité de f sur A la fonction ¢ de R, dans R, définie par :

c@®=sup{|fX)—fO)]; || x—y|| <8, xeA, yeA}.

On écrira f € Lip(A, R) s’il existe K tel que f soit K-lipschitzienne sur A, c’est-a-dire
si c<K.

1.8. THEOREME. — Avec ces notations, on suppose qi-: la fonction continue f admet sur
Pensemble {a< f<b} avec —o0<a<b< + o0, le module de continuité fini c. Soit S une
symétrisation gaussienne dans R"; dans ces conditions, la fonction f admet sur I'ensemble
{a< f*<b} un module de continuité c*<c.

Ce théoréme généralise un résultat de W. Hayman (in [7]) : les symétrisations gaussien-
nes (comme toutes les symétrisations régularisantes) diminuent le module de continuité
des fonctions. La démonstration qui suit est une adaptation de celle de Hayman [7].

On montre d’abord le lemme suivant.

1.9. LEMME. — Sous les hypothéses du théoréme 1.8 et pour tout t réel, on pose
D,={xeR" f(x)2t}. Pour tout couple (t,, t,) de nombres tels que

ast,<t;—c(®)=b—c(d),
on a alors
D,, o D,, +B,(0, d).

Démonstration. — Supposons le contraire : il existe x,eD,, et zeB,(0, 3) tels que

f(x))=t, et f(x,+2z)<t,. Posons x,=x,+z; sur le segment [x,, x,]=R" on peut alors
trouver deux points x} et x5 tels que :

[xi—x3][<8,  fOD=t, et f(xR)=t,

car fest continue. Comme t, <t, —c(8), cela contredit I’hypothése du théoréme 1.8.

Démonstration du théoréme. — Supposons maintenant le théoréme 1.8 faux. On peut
alors trouver x; et x, dans {a< f*<b} tels que || x; —x, || <8 et

as f*(x)< f*(x)—c@)=b—c(d),
puis t, et ¢, tels que :

[* ()<t <ty —c@) < f (x;)—c(®).

Par le lemme 1.9, on a { f2t,} o { f=t, } +B,(0, 8). En appliquant S, on déduit de
cette inclusion et des propositions 1.2 et 1.4 (1.4.1) la relation

{f*zt,} o {f*=t,}+B,(0, 3).

Orx,e{f*>t,}etx,e{f*<t,}, onadonc||x,—x, || >8, ce qui contredit 'hypothése
de départ et démontre le théoréme 1. 8.
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322 A. EHRHARD
2. Intégrales de surfaces gaussiennes
et inégalités isopérimétriques

De I'inégalité de C. Borell qui est une inégalité du type de celle de Brunn-Minkowski,
nous allons déduire une inégalité isopérimétrique. Rappelons d’abord que pour un
fermé W de R” que I’on suppose (n— 1)-rectifiable, la mesure de Hausdorff de dimension
n—1, notée #" 1, s’obtient par la formule du contenu de Minkowski (cf. H. Federer [5],
3.3.2); c’est-a-dire que pour toute fonction g continue bornée

lim 1 g(x)dx= f gdx" L.

r-02r Jw+B,(0, r w
En remplagant g par la densit¢ ¢, de la mesure de Gauss y, on obtient la formule

suivante (utilisée en dimension infinie par A. Hertele dans [8]) :

lim 1y"(w+B, (o, r))=2j @ dH" 1.
r

r—=>0 w

Cette égalité et I'inégalité de C. Borell ont comme conséquence I'inégalité isopérimétrique
qui suit :

2.1. ProposIiTIoON. — Si F est un fermé de R" dont le bord OF est (n—1)-rectifiable,
alors on a

'[ (pnd'#”_l __>__(plo(I)_lo'Y”(F).
oF

Pour démontrer la proposition 2.1 nous utiliserons le lemme :

2.2. LEMME. — Soient F un fermé tel que vy, (0F) =0 et S une symétrisation gaussienne;
pour tout nombre r>0, on a

¥a (OF +B, (0, r)) 27, (35 (F) +B, (0, r)).
Preuve. — On a |
F+B,(0, n=([F+B, (0, NI\F) U([[F+B,(0, n]\[ F) UF,
puisque le membre de droite est une réunion disjointe on en déduit
12 (3F +B, (0, 1) =7, (F+B,(0, N)—7,(F) +1,({ F+B, (0, N -1, ([ F).

Puisque S est croissante on a v, (6S (F)) <y, (0F) =0, en utilisant la propriété de régularisa-
tion des symétrisations (1.2) on obtient donc

Y2 (0F + B, (0, )2, (S(F) +B, (0, 1) —7,(S(F) +1.([S(F) +B,(0, N)—v,({S(F)).
Ce qui s’écrit aussi v, (0F + B, (0, r))=v, (6S (F) +B, (0, r)) et c’est 'inégalité du lemme.
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INEGALITES ISOPERIMETRIQUES 323

Démonstration de la proposition 2.1. — On utilise le lemme 2.2 avec pour S une

n-symétrisation dans R"; par hypothése v, (0F) est nul car F est (n—1)-rectifiable. On a
donc

r—-0 r—-0

_[ Yndéf""=l lim 17.,(3F+B..(0, r))z1 lim 11(,.(¢9S(F)+B,.(0, 1).
oF ‘ 2 r 2 r

Le calcul fournit

lim 17,(28(F) + B, (0, ) =20, ®~*o,(F)
r—-0 r
car S(F) est un demi-espace de méme mesure que F. La proposition 2. 1 est démontrée.

En application de la propriété de régularisation des symétrisations (th. 1.8 et
lemme 2.2), nous allons étudier les intégrales de surface gaussiennes sur les ensembles
du type

{(x, »)eR"xR, y=f(x)}, avec feLip(R", R).

Ce sont des ensembles rectifiables, leur mesure de Hausdorff de dimension n est donnée

en tout point (x, f (x)) par 'élément \/1+ ||V f (x)||> dx obtenu & partir du jacobien de
lapplication x> (x, f(x)) (voir par exemple H. Federer [S], 3.2.3). Rappelons que
d’aprés un théoréme de H. Rademacher une fonction lipschitzienne est presque partout
dérivable et son gradient est une fonction borélienne bornée. Soit S=S (T, u) une symétri-
sation gaussienne X dans R"; nous construisons une symétrisation gaussienne dans
R**'=R"xR en posant » =S(TxR, (4, 0)). Avec f*=S(f) et A*={(x, »)eR"xR,
¥ < f*(x)} de sorte que 'on ait A*=Y"(A). Remarquons tout d’abord que les fonctions f
et f* sont lipschitziennes (th. 1.8) ce qui implique que leurs graphes sont rectifiables.
De plus, d’aprés le lemme 2.2 on a

Vr>0,  Ya41(@A+B,4; (0, 1) 27,41 (0A*+B,.1 (0, 7).
On en déduit I'inégalité

J (Pm+1d¢#"gj Qpy1 dH",
oA 2A*

ou " est la mesure de Hausdorff de dimension n. Ces intégrales s’expriment a 'aide
des jacobiens : on obtient

2.2.1. f"egp(—% {||x||2+f2(X)}>- 1+||Vf )||* dx

2| exp (=3 x|+ (P @)} ). JTFITGTF dx,
Rn
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324 A. EHRHARD

ou V=(d/dx,, ..., d/dx,) est le gradient. Nous obtenons ainsi par une méthode essentiel-
lement due & G. Polya (cf. G. Polya [10], et [11]) I’énoncé typique qui suit.

2.3. PROPOSITION. — Soit S une symétrisation gaussienne dans R"; pour toute fonction
lipschitzienne f, on a

[1vsinz [ 19,

Démonstration. — Soit £>0; posons g,=¢ f et appliquons 2.2.1 a g, en utilisant la
formule 1.4.5. On obtient pour tout €>0:

-1/2¢ ¥ /1L e2llv £ 2
j 0u) (— Rt +fznvf(x)”2—1)dx
R"

€

= 82

e—1/2c2(f*)2(x) +e2||lV( 5012 =1
>J (pn(x)< JHE VU )dx.
IR"
En faisant tendre € vers 0, on en déduit

fHVfWhélefﬂVn,
RrR"” rR"

c’est I'inégalité de la proposition 2. 3.

Si f et g sont des fonctions lipschitziennes alors f A g et f v g le sont aussi. Nous
remplagons dans la proposition 2.3 la fonction f par (fAf) vs ou s ett sont des
nombres réels tels que s<t. Grice a la proposition 1.4 (1.4.4) nous obtenons ainsi

Vs teR, sgz,j nwumgj 1V 7% 1
{fels 1]} {f*els, 11}

Et cela implique que pour tout borélien B de R

J, wsenz | e

2.4. COROLLAIRE. — Sous les hypothéses de la proposition 2.3 et pour tout borélien B
deRona

(2.4.1) f ~/1+|!Vf||27,.éj VIV v,
{feB}

{f*eB}

et

(2.4.2) [ nwuy,.gj 1V 71l
J{feB}

(f* eB}
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-Démonstration. — En remplagant f par (f A t) vs dans I'inégalité 2.2.1 comme
ci-dessus on compare deux mesures :

VBe2(R), f /1+ |V f[ze 12 fz’Yn%f /1+“Vf*”2e~1/2(f')2‘y.
{feB) (f* eB) ’

Cette inégalité a pour conséquence immédiate Iinégalité 2.4.1. Pour 2.4.2 on
remplace f par cf ou c est une constante positive et B par ¢ B dans 2.4.1 en tenant
compte de 1.4.5. On obtient alors I'inégalité 2.4.2 en faisant tendre ¢ vers I'infini. Le
corollaire est démontré.

Dans le prochain paragraphe nous utilisons ces calculs afin de généraliser ce type

d’inégalités. Cependant, pour les applications du paragraphe 4 les propositions 1.5 et
2. 3 suffisent.

3. Une inégalité générale

L’objet de ce paragraphe est le théoréme suivant.

3.1. TuEoREME. — Soient S=S({0}, u) une 1-symétrisation gaussienne dans R" et F
une fonction convexe croissante sur R ; pour toute fonction f e Lip(R", R) on a

3.1.1.  VBe2(R), f F(||Vf||)v,,zf F(|V*ID 7
(feB) {f*eB)

Démonstration. — On définit une mesure u sur R en posant pour tout borélien
BeZ (R): p(B)=v,({ f€eB}). Puisque f et f* sont équimesurables on a aussi
pu(B)=v,({ f*eB}). En utilisant la croissance puis la convexité¢ de F on a grice a 2.4.2

1
n(B) {feB}

on en déduit que pour p-presque tout t dans R :

1
F(||V W2F | — Vit )
v szr (o P i)

d
3.1.2. = F(|Vf )y,,gF(
O se v s

uw*lm).

dp(®) J (s* <t

On calcule maintenant le membre de droite de cette inégalité : c’est une fonction mesurable
définie p-presque siirement sur R. On montre a cet effet le

3.2. LEMME. — Avec les notations et sous les hypothéses du théoréme 3. 1, il existe une
fonction p-mesurable h positive et bornée sur R telle que : || Vf* ” =ho f*

Preuve. — On procéde comme E. Sperner [13], Lemma 4 : d’aprés la proposition 1.4
(1.4.7) la fonction f* ne dépend que de {x, u), elle s’écrit f*(x)=g({x, u)) ou g est
une fonction croissante. En un point ¢t tel que (f*)™(¢) contienne un intervalle de
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326 A. EHRHARD

longueur non nulle, on pose h(t)=0; ailleurs, si t=g(s), on pose h(t)=g’(s). Pour tout
sous-ensemble A de R, on a k™1 (A)=g (g’ '(A)). Puisque g est lipschitzienne, g’ est
borélienne; g étant continue, si A est un borélien, g(g’ ' (A)) est un ensemble
p-mesurable, d’ou le lemme.

Par le lemme 3.2 on a pour p-presque tout ¢

L(j ||Vf*||v,,)=h(t),
du® \Jis*sn

intégrons les deux membres de I'inégalité 3. 1.2 par rapport & p sur un borélien B de R,
on obtient

f F(|VSIDYa2 j Fohdp.
{feB} B

C’est I'inégalité du théoréme 3.1 dont la démonstration est achevée.

Le théoréme 3.2 et les inégalités de réarrangement équimesurable du paragraphe 1
nous donnent I’énoncé suivant :

3.3. CoroOLLAIRE. — Soient S, F, f comme dans le théoréme 3. 1; soient de plus G, H,
h des fonctions sur R, G, H boréliennes positives, h croissante positive et g continue de R"
dans R ; on a alors linégalité

fnuwu)cum IF(IIVf*H)G(f*)Y..

>
h(JH(f)gy,,) h(fH(f*)g*v,)

Remarque. — Tous les résultats de ce paragraphe s’étendent aux k-symétrisations,

k=1. L’argument essentiel reste valable : si f est une fonction lipschitzienne alors V f*
est f*-mesurable.

4. Exemples d’applications

Dans la suite, on note L 'opérateur différentiel

Z(—d—2+xi =—A+<{x, V) sur R"
ax?  ldx;) ’ ‘
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INEGALITES ISOPERIMETRIQUES 327

Cet opérateur est étroitement lié a Ioscillateur harmonique de la mécanique quantique
(voir [9] a ce sujet). On a la formule

4.0.1. ¢n(X‘)L=Z—i<(pn(x)£).

dx; .
Donc pour toute fonction f de classe €2 telle que

4.0.2. lim (LE+|Vi®|[De.x)=0 et £ [|VS]eLl*(v.),

lx|l= +w
on a, en intégrant par parties gréce 4 4.0. 1, la formule
Jfov..= JIIVfIIZY,., et nghY.,= J<Vg, Vh)y,

si g et h vérifient les mémes conditions que f.

Dans le cas d’'un ouvert a bord régulier A de R" (A de classe €' par morceaux), on
considere la classe 2 (A) constituée par I'ensemble des fonctions f sur R" qui vérifient la
condition 4.0.2, dont la restriction a A est la classe > et dont les dérivées partielles
d’ordre 1 admettent un prolongement régulier & 0A. On désigne par 2,(A) 'ensemble

des fonctions de 2 (A) dont le support est inclus dans A de sorte que par la formule de
Green on ait

4.03. V fey(A), f fLfr,= f 1V £ 1
A

Soient A et B deux ouverts non vides de R” avec B < A; on désigne par & (A, B)
I’ensemble des fonctions de R" dans R absolument continues sur les droites (classe de
Tonnelli) qui vérifient les conditions suivantes : 0< f <1, Supp(f) < A, fIg=I; On

remarque que si f € # (A, B) alors V f est une fonction mesurables; on définit le nombre
C(A, B) en posant :

C(A, B)=inf§J”Vf||2'y,,;fef(A, B)}.
Il s’agit de la définition variationnelle d’une « capacité », on pourra comparer avec
F. W. Gehring [6] ou J. Sarvas [12]. On se propose d’évaluer le nombre C(A, B). D’apres

J. Sarvas [12] dans le cas ou B est un compact de R” on peut se restreindre aux fonctions
lipschitziennes pour calculer C(A, B) : en effet si B est compact, on a

C(A, B)=infU||Vf||zy,,; feF (A, B)N Lip(R", R)}.
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De la proposition 2. 3 on déduit donc directement le théoréme :

4.1. THEOREME. — Soient A et B deux ouverts non vides de R" avec B c A, B compact,
et soit S une symétrisation gaussienne ; on pose A* =S (A) et B*=S(B). Dans ces conditions,
ona

B* c A* et C(A, B)=C(A*, B¥).

4.2. Remarque. — On suppose que A\E est un ouvert d bord régulier tel que :

C(A, B)= inf{j]]Vf]]zy,,; feZ (A, BN Lip(R", R)}.

Si en outre il existe une fonction f, dans .@(A\E) N & (A, B) telle que pour tout xe A\
B, L f,(x)=0, alors on a

C(A, B)=J|IVfo||zv,.-

En effet, soit fe# (A, B) N\ Lip(R", R); on pose u=f— f,. Puisque L f,=0 dans
AN B, que u vérifie les conditions 4.0.2 et u=0 sur (A \ B),ona,enappliquant 4.0.3

j(VfO’ Vu>7n=J _uLfOYn=O'

A\B

On a donc

(19122 9 ol as [ivalinz 19 sl

En prenant pour S une l-symétrisation de R" dans le théoréme 4.1, le calcul de
variation explicite dans R nous fournit grace a la remarque 4.2 I’énoncé suivant :

4.3. THEOREME. — Soient A et B deux ouverts de R" tels que Q #B < A; on a

@ 1oy,(A) -1
4.3.1 C(A, B)g<«/2n exp (%tz)dt> .

o Loy, (B

De plus égalité est atteinte dans 4.3 .1 lorsque A et B sont des demi-espaces emboités.

Démonstration. — On montre d’abord 4.3.1 pour C(A, B’) ou B’ est un ouvert
d’adhérence compacte incluse dans B en utilisant le théoréme 4.1. On procéde ensuite
par passage a la limite.

Dans 'application qui suit, on considére un ouvert non vide A de R". On note % (A)
I’ensemble des fonctions positives qui sont dans la classe de Tonnelli et qui sont nulles
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sur CA. Pour toute fonction non identiquement nulle f € # (A, B), on pose

f19siPn _

n)

On définit ensuite le nombre M (A) en posant

M(A)=inf {M,(f); feZ# (A), f #0}

MA(f)=

et on se propose d’évaluer M (A). On remarque comme précédemment que I'on a d’aprés
J. Sarvas [12]

M(A)=inf {M,(f); feZ# (A)NLip(R", R), f#0},
ce qui permet de déduire directement de la proposition 2. 3 le

4.4. THEOREME. — Soient A un ouvert non vide de R" et S une symétrisation gaussienne
dans R"; on pose A*=S(A). On a alors M(A)=M(A*).

4.5. Remarque. — Supposons que A soit un ouvert a bord régulier et qu’il existe une
fonction f, dans 24 (A) telle que pour tout xe A, L fy(x)=1. Alors on a M, ( fo)=M(A).

Preuve. — Soit f € # (A) : en appliquant 4.0.1 on a

va,.=ffoov,,=J<Vf, Vfo>v,.—J Zdi (f(pnifo)dx-
A A 4 dx;

Sous nos hypothéses sur f, on en déduit

4.5.1. J.fvn=f<Vf,Vfo>vn-

On a donc I'inégalité

([rw)s([1vr0 090 ) s [1v s (195175

Ce qui grice a 4.5.1 appliqué a f, s’écrit aussi

fivres 0 fivsl,

() " Jiwsien” ()

et justifie la remarque 4. 5.
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Nous utilisons maintenant le théoréme 4.4 en prenant pour S une 1-symétrisation
gaussienne; la remarque 4.5 permet alors un calcul explicite dans R et on obtient
P’estimation suivante :

y 4.6. THEOREME. — Sous les hypothéses du théoréme 4.4 et avec les mémes notations,
ona

M(A)g(\/i;‘[.*.m
\ o1

avec I'égalité lorsque A est un demi-espace.

L’exemple précédent est I’analogue d’un calcul de G. Polya et G. Szegé ([11], p. 87-89)
sur les fonctions de contrainte €lastique en milieu homogene. Le prochain concerne un
calcul de frequence principale (voir aussi[11]).

Soit A un ouvert non vide de R"; on considére & nouveau la classe & (A) introduite
plus haut. Pour toute fonction f non identiquement nulle dans & (A), on définit le
« quotient de Rayleigh-Ritz » gaussien de f,

(1—®(1))* exp <%t2) dt)—l,

ovn(A)

Fa(f)="A—¢R,,

puis le nombre F(A)=inf {F,(f); fe# (A), f#0} et on se propose d’évaluer F(A).
On déduit tout d’abord de la proposition 2. 3 le

4.7. THEOREME. — Pour tout ouvert non vide A — R", et pour toute symétrisation
gaussienne S dans R", on a F(A)>F (A¥).

4.8. Remarque. — On suppose que A est un ouvert a bord régulier tel qu’il existe une
fonction f, dans 2,(A) et un nombre réel v>0 vérifiant

L fo=v fo>0 dans A.

Dans ces conditions on a F (A) =v=F,(f,) : plus petite valeur propre de L pour le probléme
de Dirichlet.

Preuve. — En appliquant 4.0.4 a f;, on obtient

V. jf%Yn=f fOLfOYn=J||Vf0||ZY”'
A

En utilisant les arguments classiques de densité (voir par exemple P. Bérard et
D. Meyer [2] ou J. Sarvas [12]) il suffit donc de montrer que pour toute f dans % (A)
lipschitzienne (ou de classe ¢ par morceaux) a support compact inclus dans A, on a
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F,(f)Zv. Par hypothése f s’écrit f=uf, ol u appartient a & (A) et les fonctions u et f
ont méme support. On a donc :

fuwuzyﬁju2||Vfo||m+zj<w, V fo> wora+ jnwnwzn

=j<v<u2f0), Vfo>v,.+ffauw||w,..

é’est-é—dire
jIIVfIIZY,FJuzfoLon..+ff3||Vu||2%. =v'[(ufo)27..+ff3||Vullzvn

2v. va..-

Ce qui justifie la remarque.

Pour notre application nous sommes amenés par la remarque 4.8 a étudier dans R
I’équation suivante :

—y"+xy’—vy=0 " avec v>0.

En faisant le changement de variable y (x)=u(x) exp(x?*/4), on se raméne a I’équation
de Weber,

4.8.1. —u’+ <1x2—1—v)u=0.
4 2

Nous nous intéressons ici a la solution particuliére de 4. 8. 1 notée D, par F. G. Tricomi
dans [14] (p. 72-78) qui est donnée si v>0 par

’ +
VxeR, D,(x)=4/n2"2e =4 Y

o

(v) </ /2

m F(l/2—v/2+m/2)

ou I' est la fonction d’Euler. Nous retenons de I'’étude de F. G. Tricomi (loc. cit.) les
résultats rassemblés sous la

4.9. PrOPOSITION. — Pour tout v strictement positif, il existe un nombre réel x(v) tel
que D, (x(v))=0 et D,(x)>0 si x>x(v); de plus la fonction qui d v associe x (v) est une
bijection continue croissante de ]0, + oo[ sur R. En outre la fonction D, et toutes ses dérivées
sont dans L2 (R, dx).

Par la proposition 4.9 on déduit du théoréme 4.7 et de la remarque 4.8 appliquée
trivialement dans R, le théoréme suivant :
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4.10. THEOREME. — Avec les mémes hypothéses que pour le théoréme 4.7, F(A) est
minoré par
4.10.1 F(A)2v(—® 'oy,(A)>0,

ou {v(x); xeR} est la réciproque de la fonction x(.) de la proposition 4.9. De plus
Pégalité est atteinte dans 4.10. 1 lorsque A est un demi-espace.

Pour illustrer le théoréme 4. 10 citons une inégalité qui en résulte immédiatement et
qui est ’analogue de I'inégalité de Poincaré :

4.11, CoROLLAIRE. — Soit A un ouvert non vide de R"; désignons par H} (A) I'ensemble
H(A)={fe¥°(R" R), |V f||eL?(v,), Supp(f) = A}.

Dans ces conditions, si y,(A)<1/2, ona

V feH}(A), Jf’%.é fHVfllzvn.
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