D.BARLET

Contribution effective de la monodromie aux développements
asymptotiques

Annales scientifiques de [ "E.N.S. 4¢ série, tome 17,1n°2 (1984), p. 293-315
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1984 4 17_2_293 0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1984, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1984_4_17_2_293_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Scient. Ec. Norm. Sup.,
4¢ série, t. 17, 1984, p. 293 a 315.

CONTRIBUTION EFFECTIVE
_ DE LA MONODROMIE
AUX DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

Par D. BARLET

Introduction

Soit X un polydisque de centre 0 dans C"*!, et soit f : X — C une fonction holomorphe
non constante sur X vérifiant f (0)=0. Pour he C® (X) et ze C vérifiant Re(z) >0 posons :

(T h) = J | £ () [**h(x) dm (),

ol dm désigne la mesure de Lebesgue sur C"*!. Ceci définit une distribution T, sur X
qui dépend analytiquement de z (au sens que pour h fixée, (T, h) est une fonction
holomorphe de z) et qui admet un prolongement méromorphe au plan complexe tout
entier; ceci est une conséquence facile de I’existence du polynome de Bernstein-Sato de f
(voir [1]). Les poles de ce prolongement méromorphe apparaissant en des translatés par
des entiers négatifs des zéros de ce polyndme.

Nous nous proposons de montrer ici que si la monodromie de f en zéro admet un
bloc de Jordan de taille (k, k) pour la valeur propre e :*" (ou re C vérifie 0<Re(r)<2)
alors T, admet un pdle d’ordre au moins k en un point de la forme —r/2—v ou ve N.

Ceci permet de voir, grace aux résultats de B. Malgrange sur le lien entre la monodromie
de f et le polynome de Bernstein-Sato de f, que toute racine de ce dernier produit
effectivement une série de poOles dans le prolongement méromorphe de T,. Ceci donne
également une nouvelle démonstration du fait que les valeurs propres de la monodromie
sont des racines de Il'unité en utilisant le théoréme d’existence des développements
asymptotiques de [1] pour les intégrales du type :

[ e
f=s

ou @ e CZ(X) est une forme de type (n, n) sur X, et une transformation de Mellin.
0. Soit f:(C"***, 0) - (C, 0) un germe de fonction holomorphe, non nul et notons par
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294 D. BARLET

f:X = D un représentant de Milnor de ce germe, c’est-a-dire que D est un disque de
centre 0 assez petit et que X est la trace sur f ~! (D) d’une boule de centre 0 assez petite
dans C"*!, pour que f induise une fibration C* localement triviale de X —f =1 (0) sur
D*=D-— {0}. Nous nous proposons dans cette situation de prouver le résultat suivant :

THEOREME. — Soit reC et supposons que e ‘™" soit valeur propre pour la monodromie
de H* (X (5)C) () avec un bloc de Jordan de taille k = 1. Alors pour tout voisinage A de 0
dans X, il existe une forme @ C® de type (n, n) sur X et d support compact contenu dans
A telle que la fonction F,: D — C définie par

Fo(s)= o,
f=s

ait un terme non nul de la forme s™s™ |s|"(Log|s|) dans son développement asymptotique
en s=0, avec m et m’ entiers et j=k—1.

On remarquera qu’une formulation équivalente consiste a dire que le prolongement
méromorphe au plan complexe de la fonction holomorphe définie pour Re(z) >0 par

Gy (2)= f e

a un podle d’ordre =k en un point de la forme —r/2—v avec veN, pour une forme
YyC® de type (n+1,n+1) sur X et a support compact dans A (prendre
V=" f"odf A df) (). ‘

La démonstration de ce théoréme occupera tout le reste de cet article.

Elle sera organisée de la maniére suivante :

Au paragraphe 1 nous fixerons les notations pour I’étude du prolongement méromorphe
de | f|*7 et de la connexion de Gauss-Manin. Nous terminerons par le lemme A qui
permet de traduire en terme de p-formes holomorphes sur X ’hypothése que la monodro-
mie agissant sur H? (X (s,), C) admet un bloc de Jordan de taille (k, k) pour la valeur
propre e ™",

Au paragraphe 2 nous donnerons les ingrédients essentiels de la preuve du théoréme :
les lemmes B,, C, et C,, ainsi que les lemmes D et E. Ceci nous permettra de donner la
démonstration du théoréme pour k=1.

(") Iei X (s)=f"*(s) et seD—{0}.
(?) Pour la réciproque, considérer leN tel que f'Q"*! < Q% Adf et si YyeCZ(X)"*"*! produit un péle
d’ordre =k en —r/2—v, poser :
df ndf

v=e fx;rl

avec @eC2(X)™"

Alors j ¢ admettra dans son développement asymptotique en s=0 un terme non nul de la forme

f=s
-1yt Islr(L0g|s')f pour un j=k—1.
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Au paragraphe 3 nous prouverons le lemme B, qui, avec la variante vectorielle des
lemmes C; et C, permettra de prouver le théoréme dans le cas général avec une démarche
analogue au cas k=1.

Nous terminerons par quelques remarques.

1. a. Commengons par rappeler que I'existence du polyndme de Bernstein-Sato de f
permet de montrer (voir [1] § 2 prop. 5) que pour toute forme 6 dans C® (X) de type
(n+1, n+1), la fonction holomorphe pour Re(z)>0, définie par :

Ge<z)=j | /=6

admet un prolongement méromorphe a C tout entier, avec des pdles éventuels en les
translatés par des entiers négatifs ou nuls des racines du polynéme de Bernstein-Sato de
f et de leurs conjugués (si on ne sait pas que ces racines sont réelles [K]).

LemMME 1. — Considérons une forme différentielle ® C* de type (p, 0) sur X. Soit aeZ
et ueC; pour F méromorphe sur C notons par P,(z=u, F(z)) le coefficient de (z—u)™*
dans le développement de Laurent de F au point z=u. Alors la forme linéaire sur les formes
C® a support compact et de type (n—p+1, n+1) sur X qui est définie par :

(T, =Pa<z=u,f | f]?20 A \I/>

est un courant de type (p, 0) sur X. Pour a>0 on aura Supp(T) = { f=0}, et pour a=0
la restriction de T a X —f ~* (0) coincide avec la forme | f |2“. o qui est C* sur cet ouvert.

Démonstration. — Soit b le polyndme de Bernstein-Sato de f et posons
B(z)=b(z).b(z). En reprenant la démonstration du prolongement méromorphe de G,
donnée dans [1] § 2 prop. 5, on obtient pour chaque entier M e N un opérateur différentiel
Qu, dépendant polynomialement de z tel que I’on ait, pour Re(z)>0 :

2z — 1 2 (z+M)
Llfl = B OBGID .. BEIM_D) xlfl - Qu(®) (2)

Soit K wun compact de Touvert Re(z+M)>0 sur lequel le polyndéme
By(z)=B(z)B(z+1) ... B(z+M—1) ne s’annule pas. On aura alors, si || ||x désigne
la norme « sup » sur K :

|Gl =C Linf Bl [$12| Qu(®) @) 1

ou la constante C ne dépend que de K.

Ceci montre que dans ces conditions, I'application linéaire qui a 0 dans
C2 (X)™* 1 "1 associe Gg|K est continue de I'espace C2(X)™** "* muni de sa topolo-
gie standard a valeurs dans I’espace de Banach C°(K, C). Si ueC on peut choisir MeN
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assez grand pour avoir Re(u+ M) >0. Prenons alors pour K un cercle de centre u et de
rayon €>0 vérifiant les conditions suivantes :

(i) K= {Re(z+M)>0};

(ii) le polyndme By, (z) ne s’annule pas dans D (u, €)— {u } ou D (u, €) désigne le disque
de centre u et de rayon €. Alors on a pour chaque aeZ :

P,(z=u, Gy(2))= —LJ Gy(t). (t—uw)* tdt
2im Jx
d’apres la formule de Cauchy, ce qui prouve que T est bien un courant de type (p, 0)

sur X, puisque h — J h(t).(t—u)* ' dt est une forme linéaire continue sur C°(K, C), et
K

que ¥ > o A | est linéaire continue de C?(X)® ?+1L »*D) dans C*(X)®*1 "*D pour

leurs topologies standards.

Les assertions Supp(T) = { f=0} pour a>0 et T/X—f*(0)=| f|**.® découlent
immédiatement du fait que pour 6 dans C?(X) de type (n+1, n+1) et vérifiant
Supp(6) N { f=0} = la fonction G, est entiére. Ceci achéve la démonstration du
lemme 1.

Remarque. — Pour jeN donné, le lemme 1 montre aussi que les formules :
<Tpw> =R 2= [ [Pe 70 ny)
définissent également des courants de type (p, 0) sur X. En effet, on a :
(Tp¥> =Pa<Z=u, j [fP*72 flo A \Il) =Pa<2=u—i, J | fP=(ffo) A \I/)
X X

qui reléve du cas traité dans le lemme 1.
b. Dans la situation de Milnor f:X — D, pour pe[0, n] nous noterons par GM? le
faisceau :

H? (f+ Qx5 dif))

ou (Qy,;, d,;) désigne le complexe de De Rham relatif de f; rappelons que par définition
ona: ) o

Q) =%/ ' A df

et que la différentielle relative d,, est induite par la différentielle ordinaire. Les faisceaux

GM? sont cohérents sur D ¢t munis d’une connexion méromorphe en 0, appelée connexion

de Gauss-Manin, qui est & singularité réguliére (voir par exemple [D] ou [M. 1)), et que

I'on peut décrire de la maniére suivante: si wef« Q% vérifie d,w=0, alors on a

dw=vadf ol vefxQ§ '. En général on n’a pas d,,v=0, mais la relation dvAdf=0

implique P'existence de leN avec d,,(f 'v)=0. La connexion (méromorphe) de Gauss-
Manin est alors définie par :

, ‘ 1
V) =(f')® -~ <GMF @ (94[1].
S 0p S
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Sur D— {0} le faisceau cohérent GMP? est associé au fibré vectoriel s — H? X (s}, C)
ou X (s)=f"'(s): en effet le complexe de De Rham holomorphe est une résolution
acyclique du faisceau C sur une variété de Stein, et permet donc de calculer la cohomologie

a coefficients complexes. Or la fibre en s du complexe de De Rham relatif de f est
précisément le complexe de De Rham holomorphe sur X (s) qui est une variété de Stein
pour s#0.

Comme f:X—f "1(0) > D— {0} est une fibration C* localement triviale (voir [.#])

s—>H,(X(s), Z) est un systéme local sur D*. Si FI,, (X (s), Z) désigne I'image de
H,(X(s), Z) dans H,(X(s), C), la collection des FIP(X (s), Z) définit une connexion
holomorphe sur le fibré s - H,(X (s), C), d’ou une connexion duale sur la restriction de
GM? a D— {0} (). Cette connexion coincide avec la connexion de Gauss-Manin définie
plus haut. La régularité de V sur GMP? nous permettra de passer du point de vue
« topologique » au point de vue « holomorphe » en utilisant I'unicit¢é méromorphe des
extensions cohérentes d’un fibré muni d’une connexion V pour lesquelles V est a point
singulier régulier [voir par exemple (D)]. De manicre précise elle nous donnera que toute
section holomorphe de GMP? uniforme sur D* qui admet des composantes a croissance
modérée en 0 dans la base horizontale multiforme, est la restriction a D* d’une section
méromorphe de GMP.

Fixons sy, e D*, et soit pe[0, n] tel que la monodromie :
T:HP(X (s0), C) = H?(X(s0), C)
admette un bloc de Jordan (k, k) pour la valeur propre e 2'"* ol ueC vérifie
0<Re(u)<1. Notons par e(s,) un élément de H? (X (s,), C) ® C* vérifiant
C
(T®1).e(sg)=e 2" e(so)+ (1 ® Ny).e(sp)

ou N, est un endomorphisme nilpotent principal (c’est-a-dire de polyndme minimal égal

a x*) de C*. On supposera de plus que le sous-espace vectoriel de H? (X (s,), C) qui est

engendré par les composantes de e(s,) est de dimension égale a k. Notons par e la

section horizontale multiforme du fibré s - H? (X (s), C) ® C* qui prend la valeur e (s,)
C

en s, (pour donner un sens précis a cette assertion on doit se placer sur le revétement
universel de D*). On aura alors pour tout se D* la relation :

(T®1.e)=e 2" e(s)+(1 ® Ny). e(s).

Considérons alors I'endormorphisme nilpotent N de C* qui vérifie

e 2inuTd + Ny =exp[—2in(u.Id+N)].

Alors N est également un nilpotent principal dans End (C¥). Considérons alors la section

(3 Pour le « dictionnaire » entre systémes locaux et connexion, voir (D).
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multiforme sur D* suivante de GM? ® C* :

g(s)=exp[(u.Id+N).Logs].e(s) (%)
elle est uniforme sur D* puisque la monodromie agissant sur e(s) par
exp[—2in(u.Id+N)] on aura :

T.e(s)=exp [(u.Id+N).(Log s+2in)].exp[—2in (u.Id+N)].e (s)=¢ (s).

Comme ¢ est a croissance modérée dans la base horizontale multiforme (g; est définie
comme combinaison lin€aire des e; avec des coefficients du type s*. P(Logs) ou P est un
polynéme) il existe un entier m tel que s™.&(s) soit la restriction a D* d’une section
holomorphe globale du faisceau GM? ® C*.

1 existe donc we H® (X, Q%) ® C¥, vérifiant d,; w=0, et dont la classe dans GM” ® C*
coincide sur D* avec s — s™. £(s). Comme on a, par horizontalité de e

5.(Vg) (s)=s. %(exp[(u. Id+N).Logs]).e(s)=(u.Id+N).£(s)

si leN* est tel que s'.V envoie GMP dans GMP, alors la section
s'.(Vw) (s)—(@i.Id+N).s'""*w(s) sera de torsion dans GMP® C*, ou l'on a posé
@i=u+m; et si s? annule cet élément de torsion de GMP? on aura :

s (Vw) (5)—(@@. Id+N). s tw(s)=0
dans GM? ® C.
On peut alors trouver a et b dans H (X, Q% !) ® C* vérifiant
I (Vw)—f1*1 ! (4. 1d+N).w=da+df A b sur X,

grice a 'annulation des R'fx Q,, pour i> 1 qui assure que les sections globales de GMP?
sur D sont données par le quotient de

{weH°(X, Q%,,)/d w=0} par d,[H°(X, Q% 1))
Par définition de V sur GMP?, on obtient alors :

e dw= éj;f(ﬁ.ld+N).f'+"w+de da sur X.

En posant o=f'*7. w+df A a, m=m+1+g4, on obtient :

do= d—;/\ (m+u).Id+N). o sur X.

Dans C* effectuons un changement de base mettant N sous forme canonique (des 1

(*) Avec la convention qu’un endomorphisme M de C* agit sur H?(X (s), C) ® C* par 1®M.
C
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au-dessus de la diagonale et des zéros ailleurs). Alors les composantes @, . . ., ®, de ®
dans cette nouvelle base vérifient
d d
dcoj=(m+u)7f/\(oj+7f/\mj_, sur X Vjell, k]

avec la convention w,=0; de plus on a d;, ;=0 pour chaque je[l, k] et ®, ne définit
pas un élément de torsion de GM? (D), puisque les ®;(s,) engendrent un sous espace de
dimension k dans H? (X (s,), C).

Rassemblons ce qui vient d’étre obtenu :

LEMME A. — Dans la situation de Milnor f:X — D, si la monodromie T agissant sur
H? (X (so), C) pour s,e D* et pe[0, n], admet un bloc de Jordan de taille (k, k) relatif a la
valeur propre e 2'™* (ou 0<Re(u)<1), il existe des p-formes holomorphes ®,, . . ., @ sur
X et un entier m, tels que on ait :

@) dmj=(m+u)flf A ©;+ d7f/\ ®;j_; sur X pour je[l, k]

avec la convention ®,=0;
(ii) d,,0,=0 et l'image de ®, dans GM? (D) n’est pas de torsion.

2. Soit ¥ un nombre complexe fixé vérifiant 0 <Re(u)<1. Toujours dans la situation
de Milnor, supposons qu’il existe une p-forme holomorphe w sur X (avec pe[0, n]) et un
entier m tels que I'on ait :

>i) dw=(m+u)€ff/\w sur X

(i) d;,w=0 et w n’induit pas un élément de torsion de GM? (D).
Supposons alors que pour tout jeZ et toute forme différentielle Yy e C® (X) de type

(n—p+1,n+1) le prolongement méromorphe de la fonction (holomorphe pour
Re(z)>0):

z-»J‘ | fI22fwaAy

n'apasde poleen z=—m—uetz=—m—u—1.

LEMME B;. — Sous ces hypothéses, pour jeZ et yeCP(X) de type (n—p+1, n+1)
posons :

<T,.,\u>=Pf(z=—m-u,j IfI“f"'wmlr>

ou on a préféré la notation P f a P, pour désigner le terme constant dans le développement
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de Laurent. Alors les courants sur X ainsi définis (voir le lemme 1 et la remarque qui le
suit) vérifient :

de=—(j+m+u).d]_‘/\ T;ry sur X pourtout jeZ.

Preuve du lemme B,. — Soit @ une forme C?(X) de degré total 2n+1—p; par
définition de la différenticlle extérieure d’un courant on aura :

dT, @) = (=171 (T;do ) =(—1)P7! Pf(z:—m—u,f | fPP2fwaA d(p)
X
Pour Re(z)>»0 la forme différentielle | f |2 ’}”'i w A ¢ de classe C! 4 support compact
dans X et sa différentielle est donnée par :
Al fPf 7w A @l=d[| fP*f Wl A @+ (1P| f2*f TIw A do
-_.d - _.df
=(z+m+u)|f[“f_’7f/\ w A (p+(z—j)|f|“f"’dfj{/\ WA

+(—=12| f22f 7w A do.
En utilisant la formule de Stokes, on obtient pour Re(z)>0 :

(—l)p‘lf |f|“}"'WAd<P=(Z+m+u)J 7P Y Awno
X X f

+(z+m+u)f Ifl“}”"'gww—(f+'"+u)f 1P Y Awno.
X f x f

Par prolongement analytique cette identité sera vraie pour les prolongements méromor-
phes a C des fonctions considérées. De plus I’absence (supposée) de pole en z=—m—u
et z= —m—u—1 pour les prolongements méromorphes des intégrales de la forme

j |f|2z}"fw/\\ll pour tout jeZ ettout YyeCZ(X)
X

montrent que les parties finies en z= —m —u des deux premiers termes du second membre
de I’égalité ci-dessus sont nulles. En effet, on a :

Pf(z:—m—u, (z+m+u)J |f|22]_ngWA¢>

=Res(z=—m—u,j | fpE-D it df/\W/\(p)
X
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et

Pf<z=—m—u, (z+m+u)f |f|2’f‘fd7;/\W/\<p)
X

=Res<z=—m—u,J |f|“]""”“’d]’/\wz\(p>. *)
X

On obtient donc :

AT, @) =— (i+m+u)Pf<z=-—m—u,f |f|“]"jdfj{/\W/\(p>

ce qui donne la relation
de== b (i+m+u) d] /\Tj+1.

Ceci achéve la démonstration du lemme B;.

Remarque. — 1l apparait clairement dans la démonstration du lemme B; que pour
prouver l'identité dT;= —(j+m+u) df AT;,; pour un j donné, il suffit de savoir que
pour tout Y e C® (X) le prolongement méromorphe de

J' | f|22}‘—(j+1) WAl
X
n’a pas de pdle en z= —m —u et que le prolongement méromorphe de
.[ lfl“}—jn wAY
X

n’a pas de pole en z=—m—u—1.
Le lemme suivant va nous permettre d’utiliser les courants T; considérés ci-dessus :

LemME C,. — Soit (T});.z des courants de type (p, 0) sur X, et supposons qu’il existe
des nombres complexes (u;);. 5 vérifiant :

dT;=u; d}" AT;., pourtout jeZ.

Alors il existe des p-formes holomorphes (S;);.z sur X et des courants (U));., de degré
p—1 sur X vérifiant :

Tj=(—1)"§j+de—ujd]/\Uj+l pour tout jeZ.

les formes S; vérifiant de plus

de=;j df AS;., pourtout jeZ.

(*) Ici on a préféré la notation Res & P, pour désigner le résidu!
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Preuve du lemme C;. - Commengons par remarquer que le résultat est trival pour
p=0().

Soit p=1; supposons construits des courants U?"%*~! sur X de type (p—k, k—1)
pour tout jeZ, pour tout k=1, 2, ..., avec I<p et vérifiant :
(*) d’ U_‘i’_k, k-1 =d" Ug—k+l, k-2 —u; d]‘ A Uf;f+ 1,k—2 pour k g 2

et d Uf‘1'°=Tj pour k=:1. On remarquera que la relation imposée aux T; combinée
avec le fait qu’ils soient de type (p, 0) montre que I'on a d’T;=0 pour chaque j; en
appliquant le théoréme B de H. Cartan combiné avec le lemme de Dolbeault-
Grothendieck, on en déduit que I'on peut trouver des courants U?™ " % sur X qui
permettent d’amorcer notre récurrence.

Calculons
d,[d”Uf_,'l—l _uj d}' /\Uf:{’l_l]

d’abord pour [=1; on obtient :

—d"T;j+ujdf AT;, ;=0
puisque, pour des raisons de type,

d'T;=dT;=u;df AT, ;.
Pour =2 on obtient :
iy [d”Uf—l+ 1,1—2_uj d}” /\Uf;{“'l_z]+uj d} Ad Uf;:,l—l

— _uj df /\d” U“i);i+1,l—2 +u] df /\d” Uf;{+l,l-2=0

en utilisant la relation (*) pour k=1

Si on a p—I1=1 alors on peut trouver (toujours griace au théoréme B de H. Cartan et
au lemme de Dolbeault-Grothendieck) des courants U? '"™! pour jeZ, de type
(p—1—1, D) sur X et vérifiant :

s yTp—1-1,0_ gryip—-bLil-1_ . 17 p—1,1-1
d'U? =d"U? u;df AU%LS sur X.
Pour I=p on aura :

d'[d"UyP 1 —y; df AU%A =0 sur X.

Posons alors §j=d” Uy P t—y; d}” AUYA™Y; Cest un courant de type (0, p) sur X
d’-fermé. D’aprés le lemme de Dolbeault-Grothendieck (conjugué) c’est le conjugué d’une
p-forme holomorphe S; sur X. De plus on a :

d”§j=uj af Ad’ Uda~ =y df A Si+1
ce qui prouve la relation

dS;=u; df A S}, ;.

(%) D’aprés Dolbeault-Grothendieck les T; sont des fonctions antiholomorphes!
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Posons maintenant :
p
Uj= Z (_l)i—l U}z—i,i—l
i=1
pour chaque j; alors U; est un courant de degré p—1 sur X et on a :
p . Y
dU;= Y (=1~ tdurhi-t

i=1

ce qui donne en regroupant par types :
dU;=d'Ur~ 104 pg (=D [uE-i-bigrue-b izl 4 (=Pt @g’UP P!
i=1
ce qui donne, en utilisant la relation (*) :
dU,=T;+ pf (=1 df AUPTR L (1)1 (S, 4u;df AUSE !
i=1

et donc
ce qui achéve la preuve du lemme C;.
LeMME C,. — Dans la situation du lemme C,, supposons que I'on ait de plus les relations
f. T;s,=T; pourtout j<j,+p—1
et
uj,=u;—1  pour tout j<j,+p—1.

J

Alors dans la conclusion du lemme C,; on peut choisir les p-formes holomorphes S; de
maniére a satisfaire la relation :

f-8;41=8; pour tout j<j,.

Démonstration. — Pour tout a=0 on a donc I’égalité

— fa
T.io+p—a_f : Tio+p'

Si on a choisi les courants U?~*© arbitrairement pour j>j,+p vérifiant d’U?~1°=T,
on peut poser U2~ 10 =f U?P-L.% pour a2 0, puisque I'on a :

& (UGS O)=* AUl =S Ty =Ty

Jotp Jotp

Supposons construits les courants U?~%*~! pour k=1,2, . . .,I<p et je Z vérifiant la
condition supplémentaire suivante :

—kk—1_ fa—k+1 —kk—1 .
Prrrea =f° CUR Sk pour tout d=k—1
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p—1l—-

p 2. pour a2l comme étant

nous voulons montrer que I'on peut choisir le courant
égal a fo~t. up- -1t

Jjotp-1-
Ceci étant une tautologie pour a=|, il suffit de considérer le cas ou a=I+1. Comme
la seule condition qui a présidé au choix de U? 7'~ !-! est la relation :

d/Uf—l—l,l=d//U57-l,l—1_uj df /\Uf;{’l_l

p—1-1,1

il nous suffit de vérifier que d’[f*~". U27}-1;

] prend la bonne valeur. On a :
’ ra— -I-1, _- — ” p—1,
et fo-l!p—ll’]—fa L U;’olpl—l - Jo+p—ldf AU]o+pl—l+l]
—d’ [fa—l jeo_-i-”pl—_ll] (a_l) fa_’—ldeU10+p—l —Ujo+p-1 df/\fa—l U]o-#!pl—_l+1
et comme on a, pour a=[+ 1, grace a notre hypothése de récurrence les relations

Za-1-171p-L1-1_ pa—lyip—-L1-1 p—11-1
f jo+tp—1 _f U10+p—l+1 Ujo+p a+1

et de plus u;, ., =u; ,,+/, on trouve :
d [f""U"“‘1 N=d"ue b=t —(u;, , +a) df AURBITE
Jjotp—l Jotp— a jotp Jotp—a+1

ce qui est la relation désirée puisque u;; . ,_,= j0+ pta
I a — +1 o .
Pour I=p on aura donc f*~? UJ0+1 =U% o+p 2 pour aZp—1. Comme S; est définie
par la relation :

P 0,p—1__ y 0,p—1
S;=d"Uj u;jdf AUj3R
donc pour j=j,+p—a avec a=p on aura simultanément :

a—p1J% p—1._ a-p U
f U U0+p a et f ]0+1 Uo+p —a+1

ce qui donnera, toujours pour a=p :
Siovp-a=d'[f* P UL  N=hjyrp o df A F* P URET!
=(a—p). [P df AUP" ‘+f“"’d”U?(;”"‘ jorp-adf A TP ULET!
Si maintenant on suppose a=p+ 1, on aura
]‘a—p—l UO,p 1 fa p]’_]]o-’-1

jotp—a jo+p—a=}a_p §jo pour
azp+1; mais comme cette égalité est évidente pour a=p, on en déduit que pour tout
j<joonaS;=f.§;.,.

ce qui, compte tenu de la relation u; =u;,+a—p donne S

Ceci prouve que sous les hypothéses ci-dessus, on aura kpour tout j<j,
dS;=u; df/f AS;

II est évident que les S; construites au lemme C, définissent des sections globales sur
D de GMP. Le lemme suivant permet (entre autres choses) de montrer que ces sections
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ne dépendent pas, modulo la torsion de GMP?, des choix effectués dans la construction.

LemME D. — Soit w une p-forme holomorphe sur X, soit u un nombre complexe, et soit
meN. On suppose que I'on ait :

dw=(m+u)d—f{/\w sur X—f~1(0).

S’il existe des courants U et V sur X vérifiant f ™| f | 2*w=dU+df AV comme
courants sur X —f ~1(0) alors fw définit un élément de torsion dans GMP.
Preuve du lemme. — Commengons par remarquer que, en vertu des assertions

ci-dessus (*) sur GMP, pour qu’une section globale de GMP? soit de torsion il faut et il
suffit que pour chaque se D* elle induise 0 dans H? (X (s), C). Fixons s, e D* arbitraire,
et soit Dy un disque de centre s, contenu dans D* assez petit pour 'application

fIf 1 (Do) = Dy
admette une trivialisation C®. Fixons alors un C®-isomorphisme :

“1(Dy) ——— X (s0)xDy

Considérons une forme C® ¢ a support compact et de degré 2n—p sur X (so), vérifiant
dp=0, représentant dans H2" ?(X (s,), C) I'image d’un p-cycle c(so)eﬁp (X (o), Z) (°)

via la dualité de Poincaré H,(X(so), C) S H2" ?(X(s,), C). Alors pratiquement par
définition de la connexion de Gauss-Manin (au sens de I’horizontalité dans le fibré
s > H,(X(s), C)) la restriction de F*(pr¥(¢9)) a X(s) pour se D, (qui est une forme C*
a support compact dans X (s) et qui est d-fermée) induit dans H?" 7 (X (s), C) I'image
(via la dualité de Poincaré¢) de c(s) eﬁ‘,(X (s), Z), ou ¢ désigne I'unique section horizontale
du fibré s = H, (X (s), C) sur D, qui vaut c(s,) en s,.

Considérons maintenant une fonction ge C® (D,) vérifiant :

J g(s) dsnds= 1,
Do

et posons Y=f*(g(s)ds A d;) AF*(prt (9)). Alors  est une forme C* a support compact
dans f ! (D,) qui est d-fermée. De plus on a Yy Adf=0et Yyadf=0 sur f (D), et
est de degré 2n+2—p. Montrons que { représente dans H2"*27?(f~1(D,), C) 'image

(*) Voir1b.

(%) A,(X(s), ) désigne ici limage de H,(X(s), Z) dans H,(X(s), C).
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(via la dualit¢ de Poincaré) de c(sy). En effet si 0 est une p-forme C® d-fermée sur
f~1(D,) on aura :

J \I!Ae=j g(s)dS/\d;j F*(pri(e) A6
s oo Do X

d’aprés le théoréme de Fubini (pour un produit!). Comme c(s) est homologue a c(s,)
dans f~*(D,) pour seD,, on aura
[o-f
c(s) ¢ (so)

pour tout se D, (puisque d0=0) et comme F*(pr¥(¢)) représente I'image de c(s) dans
H2""?(X(s), C) on aura :

[ Pertnno= [ o= [ o
X (s) c(s) ¢ (sog)

pour tout se Dy. On obtient donc finalement :

f \II/\9=J g(S)dSAd;f 9=J~ 0
7 "1(o) Do ¢ (s0) ¢ (s0)

ce qui prouve notre assertion.

Calculons maintenant [ f~™"*.w ou I'on suppose que I’on a fixé une détermination
Je(sg)

de Logs sur D, (ce qui permet de définir f ~* sur f ~'(D,)). Comme I’hypothése faite

sur w implique que la p-forme f "™ *.w est d-fermée sur f ~!(D,), on aura, d’aprés ce

qui précede :

j f-'"-".w=f S FI7 2 w(f W) =CdU+df AV, f*¥).
¢ (so) 5 "1 oo

et comme on a dyy=0, yAdf=0et YA d}=0 sur f~*(D,) on en déduit que w induit 0
dans H? (X (s,), C). Ceci achéve la preuve du lemme D.

LeMME E. — Soit u un nombre complexe donné vérifiant 0<Re(u)<1. Alors il existe
un entier M (u) € Z tel que pour toute p-forme holomorphe w sur X qui vérifie :

dw=(m+u)d7f/\w ou me”Z

avec m <M (u), la section (globale) du faisceau GMP définie par f.w soit de torsion.

Démonstration. — Soit s, D* fixé, et soit e, (so), . - -, €, (So) une base du sous-espace
propre de la monodromie T?:H?(X(sy), C) > H?(X(sy), C) pour la valeur propre
exp(—2inu). Notons par e;,...,e, les sections horizontales multiformes de
s - H?(X(s), C) qui prennent les valeurs e; (sg), - . ., e, (so) respectivement en s, (cette
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assertion ne prend un sens précis qu’en considérant le revétement universel de D¥*).
Notons par ¢, (Sg), - - -, C,(So) une Z-base de ﬁp (X (se), Z) (rappelons que cette notation
désigne I'image de H, (X (so), Z) dans H, (X (s,), C)), et notons par c,, . . ., c, les sections
horizontales multiformes de s - H,(X(s), C) qui prennent les valeurs c, (so), . . ., ¢; (o)
respectivement en s,. Notons aussi par wy, . . ., w; un systéme générateur du sous-faisceau
de GMP/torsion dont la restriction & D* est engendrée (fibre par fibre) par les e;(s). En
fait, on pourrait facilement montrer que ce sous-faisceau est libre de rang x sous les
hypothéses considérées, mais nous n’utiliserons pas ce point.
Pour tout i€[l1, k] et tout je[1, h] les fonctions sur D*:

s J e;(s)
cj(s)

sont constantes (par horizontalit¢), et nous noterons par I, ; leurs valeurs. Si

k3

w(s)= Y w, ,(s).e,(s) est P'écriture des w, dans la base horizontale multiforme
b=1

e, ...,e, alors les w, , sont des fonctions holomorphes multiformes a croissance

modérée quand s — 0; et le fait que pour chaque ie[l1, x] on ait

e(s.e?Mm=s""¢,(s) (*

ainsi que l'uniformité des w,, montre que les fonctions holomorphes s *. w, , (s)=W,_, (s)
sont uniformes sur D* et également a croissance modérée a I’origine. 1l existe donc un
entier relatif M (u)eZ tel que pour tout ae[l,1] et tout be[l,«] la fonction sM®™ . w, ,(s)
soit holomorphe sur D. On a alors pour a€[l,]] et je[l,h] :

%

k3
J w, (s)= Z Wa b ) ey (s)= z Ib, j seM® (SM w, VT’a, b» (),
cj(s) b=1 1

cj(s) b=

ce qui prouve que pour tout ae[l,]] et tout je[l,h], on a
[ wa(s)=su-M(u)'gj,a(s)
vEj(s)

ou g; , est une fonction holomorphe sur D tout entier. Considérons maintenant une
p-forme holomorphe w sur X qui vérifie dw=(m+u)df/ff Aw sur X; on aura
d(f.w)y=(m+u+1)df Awetdoncd,, (f.w)=0 et f.w définit donc une section globale
du faisceau GM? sur D. De plus, la section multiforme f~™"*. w est horizontale sur D*.
On a donc, pour tout je[l, h] :

f.W:=Sm+u+l J‘ f—m—u'w___Aj.sm+u+1

cj(s) cj(s)

(*) Ceci signifie que comme section sur le revétement universel de D* défini par t=Logs, on a

e;(t+2im)y=e ™. ¢ (2).
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ou A;eC, puisque la fonction s —>J S ™7 ".w est constante par horizontalité. Comme
cj(s)

f~™"*. w induit dans H? (X (s,), C) soit zéro, soit un vecteur propre de la monodromie

TP pour la valeur propre exp(—2inu), il existe des nombres complexes z,, . . ., z, tels

que la classe induite par f~™ “.w dans HP?(X(s,),C) soit z e, (So)+ - . . +2z,€,(So)

Alors la section horizontale multiforme du fibré s— H?(X(s),C) donnée par

*®

fT™ . w— Y z,.e s’annule en s,; elle est donc identiquement nulle sur le disque pointé
i=1

D*. Ceci montre que la section de GMP?/torsion induite par f. w est dans le sous-faisceau
engendré par wy, . . ., w,. D’aprés ce qui précéde, on aura donc pour chaque je[l, A :

f. W=S“—M(“).hj(s)
cj(s)

ou h; est une fonction holomorphe sur le disque D tout entier. On en déduit alors
I’égalité :
Aj- sm+u+1 =S"_M(“). hj(S)

ce qui donne
hj(s)=A;.s'*™M®*m  (rappelons que A ;e C).

Pour m < —(1+ M (u)) on aura donc (puisque h; est holomorphe en s=0) A ;=0 pour tout
Jj€l1, h], ce qui signifie que pour tout se D* la classe induite par f. w dans H? (X (s), C) est
nulle. Donc f.w est de torsion dans GMP?, ce qui achéve la démonstration du lemme E,
avec M (u)= —(1+ M (v)).

COROLLAIRE. — Pour ueC donné vérifiant 0<Re (u) <1, il existe M (u)e Z tel que pour
tout we H° (X, Q&) vérifiant :

af

dw=(m+u)7 Aw sur X avec m<M(u) et meZ

il existe a et b dans H® (X*, Q&™) vérifiant :
w=aAdf+db sur X*=X—f"1(0).

Démonstration. — Ceci résulte immédiatement du fait que le sous-faisceau de torsion
de GMP est de support I'origine sous nos hypothéses, pour chacune de ses sections il
existe donc une puissance de f qui 'annule, ce qui donne le corollaire.

Démonstration du théoréme si k=1. — D’aprés le lemme A il existe ©, e H*(X, Q%)
vérifiant d,, 0, =0dw,; =(m +u)df/f A®, et qui n’induit pas un élément de torsion dans
GM? (D). Si pour tout je Z et tout Y e C? (X) forme différentielle de type (n—p+1, n+1),
le prolongement méromorphe de la fonction holomorphe pour Re(z)>»>0 donnée par

z—»f |f|2’f—ja)1/\\ll
x
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n’admet jamais de pole en z= —m—u et z= —m—u—1, alors le lemme B 1 nous montre
que les courants sur X définis par :

<T,-,\|:>=Pf(z=—m—u,f Ifl“f"wm\l/>

vérifient les relations

dT;=—(G+m+u).df AT,
et

f.T;+1=T, pour tout jeZ.

Les lemmes C, et C, associent aux courants T; des formes holomorphes S; de degré p
sur X qui satisferont aux relations

de=—(j+m+§). d—;/\Sj pour tout j<j,. ()

Le corollaire du lemme E donne alors que pour j, assez grand (en fait
jo> —m—M (—u) avec les notations de ce corollaire) il existe a et b dans H®(X*, Q%)
vérifiant :

Si,=andf+db sur X*.
On en déduit que ‘
T, =(—1),[aAdf +db]+dU;, —(jo+m+u).df AU 4,

Comme le courant T, coincide sur X—f ~“1(0) avec la forme différentielle
|f|72m~2*f Jow,, le lemme D donne que o, induit un élément de torsion dans GM? (D)

ce qui contredit notre hypothése. Il est donc impossible que pour chaque jeZ et pour
chaque V¥ forme différentielle de type (n—p+1, n+1) dans C? (X) le prolongement

méromorphe dez—»J lflzzf‘jml/\\jl nait jamais de pdle en z=-m—u et
X

z=—m—u—1, ce qui achéve la démonstration du théoréme dans le cas k=1.

Remarque importante. — Supposons que ’on n’ait pas de pole pour le prolongement
analytique de

flfl“}-fmw
X

pour j<j,+p en z= —m—u—1 ou o satisfait

do=(m+u) ii; Ao et o/HP(X(s)), ©)#0  pour s,eD*.

(7) De maniére précise ceci signifie que pour chaque j,€Z, on peut choisir les S; vérifiant ces relations
pour j<jo-
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Alors on peut construire les T; pour j<j,+p et les S; pour j <j, avec les mémes relations
que plus haut. La preuve ci-dessus donnera alors une contradiction dés que I'on aura
jo> —M(—u)—m. On peut donc affirmer que pour une telle ® on aura nécessairement
un pdle pour le prolongement de

j|f|“7-hcow
X

pour un YyeC® (X)" P*1:»*1 bien choisi en z=—m—u—1 avec
ji= =M (=B —m+p+1.

3. La difficulté principale pour étendre la démonstration du cas k=1 au cas général est
résolue dans le lemme B, ci-dessous qui sera un bon substitut pour le lemme B, qui est
manifestement insuffisant pour k =2.

LemME B,. — Soit ieC et keN; soient wy, . . ., w, des p-formes holomorphes sur X
vérifiant

df df

dw;=1l— AW;+ = AW;_4

f

pour je[l, k] (avec la convention wy=0). On suppose que pour tout jeZ et toute forme
différentielle \ye C* (X) de type (n—p+1, n+1) et tout l€[1, k] le prolongement méromor-
phe a C de la fonction holomorphe définie pour Re(z)>0 par

HI R wav
X

n’admet pas, pour z=—i et z=—ii—1 de pole d’ordre 2k. Alors les courants T} sur X
de type (p, 0) définis par :

k-1

(Th¥d>= % (—1)“P,,+,~<z=—ﬁ, J lfl“i"'wauw)

a=0

ou P,(z= —1, F(z)) pour I méromorphe sur C désigne le coefficient de (z+1ii)™“ dans le
développement de Laurent de F en z= —1i, vérifient

dTi=Til i —@+j).df ATL,,
pour tout jeZ et tout ieN (on remarquera que notre hypothése implique la nullité de T
pour i=k).

Démonstration. — Commengons déja par montrer que I'on a d’ Ti=0 pour tout i et j.
Soit @ une forme différentielle de type (n—p, n+1) dans CZ(X); par définition du d’
d’un courant on a :

d'Tj, 0> =(=1) '<T, &' o).
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Or pour Re(z)>»>0 on a, d’aprés la formule de Stokes pour a€[0, k —1] (toujours avec la
convention wy=0) :

f AL| F125f 7 Was 1 A @1=0

@, y

—+ [ 7P werinot [ P74 awano
X f X f

+<—1>vj | F 2 wars nd'
X

ce qui donne :

P.,+,-(z=-a, f P T we s Adfq,>
X
__.d
=(—l)p—l Pa+i+1 (Z=—ﬁ, J |f|22f J?f\/\wa+l A(p)
X

+(=1P7 Py ( z=—il, f ] Awaw>
X f
et donc
(AT, o) =(—1)"' (T, d'¢>
k-1

=X (—1)”+"_11?..+.~<Z=—ﬁ,f |22 7 Wau Ad’(P)
X

=0

= z (—1)“Pa+i+1(z=—ﬁ,j |f|22}_jd_ff/\wa+1/\(P>
a=0 X

k-1

+ 3 <—1)°P,,+i(z=—a,j |f|2=}-f"’7wa,,Mp)=o
a=0 X

puisque wy,=0 et que P,(z=—4, . . .)=0 pour b=k.
Calculons maintenant d” T;; soit 5 € CZ (X) une forme différentielle de type (n—p+1, n).
On a, par définition du d” d’'un courant

(@' Ty x> =(=1P71 (T}, d"x).

Comme plus haut, pour Re(z)>0 on a, d’apres la formule de Stokes :
J Al|fP*f I War 1 AX]1=0
X

=<z—j)j |f|“}-f-‘d}Aw,,+1Ax+(—1)PJ |fP= 7 Warr A
X X
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ce qui donne, en écrivant z—j=(z+d)— (i +j) :
Pa+i<2=—ﬁ,J |12 79 oy Ad”x) =
X

(=1 Py (z=—a, f |f|2=fit d}/\wm/\x)
X

+(= 1) (@+)). Py, (2= —14, f |77  df AwaeiAT).
X

et donc
(A" Ty x> =(—1)P7 (T, d" x>

k-1

= 2 (=prrrt Pa+.-<z= — i, J L1227 Wars Ad”x>
=0 X

a

k-1

= z (=1D)*Puyiss <Z=—ﬁ,J |f|22}_j-1 d}/\wa+1/\x>
a=0 X

k-1

+ Y (—1)““(a+j).P.,+.~(z=—a,f |fP=rit d}"/\wm/\x)-
X

a=0
On en déduit ’égalité suivante entre courants sur X :

dTi=df AT —(G+j). df AT,y

Remarque. — En notant par Tj le courant a valeurs vectorielles dans C* dont les
composantes sont T¢"!, ..., T, et en définissant 'endomorphisme u; (*) de C* par
u;(e)=—(li+j).e,+e_, oley, .. .,e, désigne la base canonique de C* avec la convention
eo=0, le résultat du lemme précédent se formule de la maniére suivante :

de=Ej- df/\Tj.,_ 1.

On constate alors en relisant les démonstrations des lemmes C; et C,, qu’elles s’appli-
quent également pour une suite de courants vectoriels.

On remarquera également que les courants vectoriels T,- que l'on vient de définir
satisfont a la relation f . T,-H ='Tj pour tout je Z, ce qui permettra effectivement d’appli-
quer le lemme C, a la suite des courants vectoriels déduite du lemme B, (grice a la
remarque plus haut).

Démonstration du théoréme pour k quelconque. — D’apres le lemme A il existe des

(*) Remarquez que'on a u;,, =u;—1Id pour je Z.
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p-formes holomorphes @, . . ., @y sur X, d,-fermées et vérifiant :

f daf

do;=(m+u). g; A+ 7 A@j_y pour jell, k]
J

avec la convention wy=0; on a de plus que ®, n’induit pas un élément de torsion de
GM? (D). Posons di=m +u.

Si on suppose que pour tout jeZ et toute forme différentielle Yy e C (X) de type
(n—p+1, n+1) le prolongement méromorphe de z — f |f]?7f 7 o,A¥ n’admette pas
X

de pole d’ordre =k pour z=—ii et z=—1—1 Vhe[l, k], il existe des courants vectoriels
T, dont les composantes T¢™*, . . ., T sont données par :

k—1
<Ti9 \I’> = Z (_l)aPa+i<z= _ﬁ9 j lf|zzf_j0)a+l A‘I”)
a=0 X
et qui vérifient, d’aprés le lemme B, et la remarque qui le suit :
de=t~¢j.dJ_‘ AT;py et f. T,+1=T; pourtout jez
ol u; est 'endomorphisme de C* donné par :
;j(ea)= —(]+12) ea+ea+1

ou ey, ...,e, désigne la base canonique de C* (avec la convention e,=0). Comme de
plus pour i>0 la restriction de T} a X —f ~*(0) est nulle (car si supp(8) N\ { f=0} =

la fonction z —>J‘ | £|>2f 770 est entiére), la restriction de T9 a X —f ~* (0) coincide avec

X
la forme différentielle | f|~2“7 ~/w,. En appliquant la variante vectorielle des lemmes C,
et C, (voir la remarque qui suit le lemme B,) aux T » on obtient des p-formes holomorphes
vectorielles S ; vérifiant :

dS;=1u;. d—j{/\gj pour tout j<j,,

ol u désigne 'endomorphisme de C* conjugué de u;. On aura en particulier :

dS}’:—(j+§)- gAS}’ pour tout j<j,.

Pour j, assez grand le corollaire du lemme E permet de trouver des (p— 1)-formes
holomorphes a et b sur X* vérifiant S) =a A df+db.

On aura alors, en utilisant les courants (vectoriels) U; qui relient les T, au §; (voir le
lemme C,) :

TS = (= D?[andf+db]+dUS —(jo+4).df AU, ,.
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Ceci montre que sur X —f ~!(0) il existe deux courants U et V vérifiant :
|f|‘2“}’_f0 @, =dU+df AV sur X—f ~1(0).

Le lemme D nous montre alors que o, induit un élément de torsion de GM? (D), ce
qui contredit notre hypothése. Il existe donc j, € Z e C? (X) de type (n—p+1, n+1) et

he[l, k] tels que le prolongement méromorphe de z — f |f]? 2f~i1@, Y admette un
X

pole d’ordre au moins égal a k en z=—1 ou z= —d—1. Ceci achéve la démonstration
du théoréme.

Remarque. — Comme dans le cas k=1 on peut dire plus précisément qu’il existe
hell, k] et YyeC2 (X) de type (n—p+1, n+1) tels que le prolongement analytique de

J.|f|“}”"flm,,/\\|/ ait un podle dordre =k en z=-m—u—1 pour
X

ji=—M(=w)—m+p+1.

Remarque 1. — En utilisant le théoréme 1 de [1] et un argument classique de transforma-
tion de Mellin (voir [1] prop. 5), on obtient une nouvelle démonstration du fait que, sous
les hypothéses du théoréme ci-dessus, on a re Q, c’est-a-dire que toute valeur propre de
la monodromie est racine de I'unité dans le cas analytique local.

Remarque 2. — En utilisant les résultats récents de B. Malgrange sur le lien entre
polyndme de Bernstein-Sato et monodromie (voir [M.2]) on obtient, comme corollaire
du théoréme démontré plus haut, que toute racine du polyndme de Bernstein-Sato de f
produit effectivement une série de poles dans le prolongement analytique de | f|**.

Pour terminer, nous allons montrer comment le théoréme prouvé ici permet de montrer
le résultat suivant, dii 2 B. Malgrange (voir [M 1]) :

Dans la situation du théoréme, si be C[z] désigne le polyndme de Bernstein-Sato de f,
et si I’on pose :

b*?(z)=n (z—exp2inay)
j
ou b(z)=mn(z—a,), alors (z—exp(—in r))* divise b°*P.
j

Démonstration. — Le prolongement analytique de | f |2 * fait apparaitre des facteurs du
type b(2)b(z+1) ... b(z+q)b(2)b(z+1) . .. b(z+q) pour Re(z+¢)>0, ou I'on a posé
b(2)=Db(2) (voir [1] prop. 5). Il ’agit de se débarrasser des facteurs b (z+j)! En fait ceci
repose sur la remarque suivante: pour faire le prolongement méromorphe pour
Re(z+m+2)>0de

J |f|22}_j9 ol BeCx(X)"*intt
X
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il suffit d’introduire un facteur b(z)b(z+1) ... b(z+M); en effet, en utilisant (M + 1)-
fois I'identité de Bernstein pour f on obtiendra :

b(z)b(z+1)...b(z+M)J |f|2’}‘f9=J |fP2fMet fiQM+L(e)
X X

ou QY"1 désigne I'adjoint de I'opérateur P¥*! qui vérifie
PUHL f=MAL_ b ()b (z4+1) ... b(z+M) f*

(P *! est un opérateur différentiel holomorphe sur X qui dépend polynomialement de
z, et il en est de méme pour QM*1).

Si on prend M>j+2m+3 le membre droite sera holomorphe sur I’ouvert
Re(z+m+2)>0 et donc l'existence d’'un pdle d’ordre =k en z=—r/2—m—1 pour

J | f |2 2f~i@ qui est prouvée (pour 0 bien choisic) montre que b**P est divisible par
X

(z—exp(—inr))~. Ceci achéve la démonstration.
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