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SUR LA CONDITION DE THOM STRICTE
POUR UN MORPHISME ANALYTIQUE COMPLEXE

PAR J. P. HENRY, M. MERLE et C. SABBAH

Introduction

On sait qu'un espace analytique complexe réduit X est topologiquement constructible :
le type topologique du germe (X, x) est constant le long des strates d'une stratification
de Whitney de X, d'après le premier lemme d'isotopie de Thom-Mather. De même,
ainsi que l'a démontré H. Hironaka [HJ, un morphisme f'.X-^S avec dim S=l est
topologiquement constructible : le type topologique du germe ( /, x) est constant le long
des strates d'une stratification de Whitney de X qui satisfait la condition A y de Thom,
d'après le deuxième lemme d'isotopie, et une telle stratification existe car dim S= 1. Il n'en
n'est plus de même si dim S ̂ 2, car une telle stratification n'existe pas nécessairement.

H. Hironaka a donné une condition suffisante pour que l'on puisse commencer à
construire une telle stratification [îî^]. En la modifiant un peu, elle devient nécessaire, et
nous l'appelons condition de non-éclatement en codimension 0 (voir §4). Si on veut
caractériser numériquement une telle stratification, il faut, comme dans le cas absolu,
renforcer la condition Ay. Nous ne savons pas s'il existe une bonne définition relative de
la condition b de Whitney. Par contre, la condition W (voir [HJ, [V]) peut être rendue
relative simplement, et on obtient la condition Wy dite condition de Thom stricte (voir
§ 1). Peut-on alors commencer à construire une stratification satisfaisant à la condition
W^ sous la condition de non-éclatement en codimension O? Un de résultats principaux
de ce travail est de montrer que c'est possible (résultat qui avait été annoncé trop
rapidement dans [SJ). Quand dim S=l, ce résultat a déjà été démontré par V. Navarro
[N3], de même que les conditions numériques que nous obtenons pour définir une telle
stratification (voir [H-MJ et [TJ pour le cas absolu).

L'utilisation des sections planes, contrairement au cas absolu, n'est pas appropriée
pour démontrer ces résultats. Les variétés polaires relatives, introduites par B. Teissier,
sont plus adaptées à cette question. Elles sont définies comme adhérence d'un lieu critique
d'une projection relative de la partie où le morphisme est lisse. L'image par cette
projection de la variété polaire relative, qu'on appelle dirimant relatif, peut être considérée
comme une section plane duale relative. En effet, les dirimants ont beaucoup de points
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228 J p HENRY, M. MERLE ET C. SABBAH

communs avec les sections planes, entre autres la transitivité, contrairement aux variétés
polaires. Cette notion de dirimant a été introduite par D. T. Le sous le nom de diagramme
de Cerf [L].

Les multiplicités des variétés polaires relatives, ou de dirimants relatifs, sont des
invariants analytiques du morphisme. Nous reprenons ici une démarche inaugurée par
H. Hironaka [îî^] qui consiste à comparer, et si possible à rendre équivalentes une
condition d'incidence, une condition de constance d'invariants numériques, et une condi-
tion d'équidimensionalité des fibres d'un éclatement au-dessus du lieu de ramification (*).
La liaison entre les deux dernières conditions provient du résultat suivant :

Un espace analytique réduit et équidimensionnel X est de multiplicité constante le long
d'une sous-variété lisse Y, si et seulement si il est normalement ouvert le long de Y
(pseudo normalement plat au sens de [HJ), c'est-à-dire si les fibres réduites du cône
normal Cy X sont de dimension constante.

Nous renvoyons à [Li] et aux références qui y sont données pour une démonstration
de ce résultat. De ce fait, les démonstrations que nous faisons consistent en général à
calculer des dimensions, à l'aide du théorème de transversalité de Kleiman [KJ ou de
résultats de transversalité plus fins.

Rappelons que dans le cas des familles d'hypersurfaces à singularités isolées, la condi-
tion Ay de Thom intervient comme la condition d'équisingularité "nombre de Milnor
constant" [LS] tandis que la condition Wy, sous le pseudonyme de C-cosécance, intervient
comme la condition « n* constant » [TJ.

1. La condition W^

Soit / : X -> S un morphisme entre espaces analytiques réduits. On supposera toujours
dans la suite qu'il existe un ouvert de Zariski dense X° de X, sur lequel le morphisme /
est lisse et de corang d, où d est un entier positif ou nul.

Soit Y une sous-variété analytique de X, sur laquelle / est de corang constant, et soit
XQ un point de Y.

1.1. DÉFINITION. — On dira que le couple (X°, Y) satisfait la propriété Wy au point XQ
s'il existe un plongement du germe (X, Xo) dans (C^ 0), au voisinage U de XQ dans X, et
une constante C > 0 tels que pour tout y e U H Y et tout x e U H X°, on ait

8(T,Y^,T,X^)^Cd(x,jO

où T^Xy („) désigne l'espace tangent en x à la fibre de /|x°» d est la distance euclidienne
(pu une distance équivalente) dans C^, et 8 est la distance de sous-espaces vectoriels de C^
définie par , , v |

\<u,v>\Ô(E,F)= sup
ueE\{0} |H| |H|

v e FA, { 0 }

(*) Dans ce qui suit, les espaces analytiques seront toujours munis de leur structure réduite. En particulier,
nous disons qu'un morphisme est à fibres équidimensionnelles si le réduit des fibres est de dimension constante.
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CONDITION DE THOM ^9

Rappelons que la condition A^r au point XQ pour le couple (X°, Y) s'exprime de la
manière suivante : Pour toute suite (x^) de X°, tendant vers XQ, on a, quand la limite
existe,

lim 8(T^Y^,T^X^=0.
n -» + oo

On dira que le couple (X°, Y) satisfait la propriété Wy s'il la satisfait en tout point
de Y.

On obtient la condition W (cf. [V]) en prenant pour S un point.
1.2. Remarques. — (à) On vérifie d'abord que cette condition est indépendante du

plongement choisi. Pour ce faire, on commence par montrer que les conditions obtenues
pour un plongement (X, Xo) ^ (C^ 0) et le plongement construit à l'aide du graphe/et
d'un plongement (S, f(xo)) ̂  (C^, 0), noté

sont équivalentes. On factorise ensuite ce dernier plongement par un plongement minimal
au-dessus de S, et on montre que les conditions obtenues sont équivalentes. On peut
aussi utiliser la remarque (d ) ci-dessous.

(b) Pour l'étude locale de la condition \Vp on choisira un plongement relatif

(X,xo) c, (S./Oco^C^.O)'\ /
(S, /(xo))

et un plongement (S,/(xo)) c; (C^, 0) de sorte qu'on ait Y ^/(Y) xY^.^, et que/(Y)
et Yf(xo) soient des germes de sous-espaces vectoriels de C^ et C^1 respectivement.

Pour un tel plongement, la condition Wy pour le couple (X°, Y) en XQ s'exprime de la
manière suivante :

II existe un voisinage U de XQ dans X et une constante C>0 tels que pour tout
xeUHX 0 , on ait

8(Y^,T,X^)^Cd(x,Y),

où 8 est la distance de sous-espaces vectoriels dans C"'1'1.
Les plongements étant choisis, on notera, pour simplifier, Xo==0 et/(xo)=0.
(c) La condition W^- est une condition ouverte. Plus précisément, dans un plongement

local de (X, Xo) comme ci-dessus, elle s'exprime comme une condition de dépendance
intégrale (voir [N3]) et par suite, dans un voisinage de XQ, l'ensemble des points de Y où
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230 J P HENRY, M. MERLE ET C. SABBAH

le couple (X°, Y) satisfait la condition Wy est un ouvert de Zariski éventuellement vide
de Y. Ce résultat s'obtient aussi à l'aide du lemme 2.1.4 ci-dessous.

Si maintenant Y est une sous-variété d'adhérence Y et de frontière Y\Y analytiques
fermées dans X, sur laquelle / est de corang_constant, il existe un fermé analytique F de
Y, contenant Y\Y, éventuellement égal à Y, tel que ̂ ensemble des points Y° de Y où
le couple (X°, Y) satisfait la condition W^ soit égal à Y\F :

Qu'un tel ensemble soit fermé résulte de sa définition, et d'après ce qui précède, il est
analytique au voisinage de tout point de Y. Pour montrer qu'il est analytique au voisinage
de tout point de Y, on peut utiliser la remarque suivante.

(d) On peut exprimer la condition W^ pour le couple (X°, Y) comme dans [NJ :
Considérons pour cela la déformation de X sur le cône normal de CyX de Y dans X.
Elle est obtenue comme suit :

Soit X x C l'éclaté de Y x { 0 } dans X x C, et soit ^ le complémentaire dans X x C du
transformé strict de X x {0}. Le morphisme naturel (p : ̂  ->C est tel que (p'^O est
isomorphe à X si t ̂  0, et q> ~1 (0) = Cy X.

On note encore Y c: ̂  la section nulle de CyX. Considérons le morphisme composé

Fi^-^XxC^-^SxC

Le résultat suivant se démontre comme dans [NJ théorème 3.1:
Le couple (X°, Y) satisfait la condition Wy en XQ si et seulement si le couple (^0, Y)

satisfait la condition Ap en XQ.
(e) Comportement par changement de base.
Soit h : S" -> S un morphisme tel que | S7 x X° | soit dense dans | S' x X |. Soit Z une

s s
sous-variété de S' contenue dans /^(/(Y)). Puisque/est de corang constant sur Y,
Z x Y est une sous-variété de | S' x X |. On a alors la propriété suivante :

s s
Si (X°, Y) satisfait la condition W^ en XQ, le couple (S' x X°, Z x Y) satisfait la

s s
propriété Wy, en tout point de Z x Y qui se projette sur XQ.

s
En effet, considérons un plongement local comme dans la remarque (b) :

(X,xo) c, (S.^xOC^O)'\ ^
(S, 5o)

On en déduit un plongement local au voisinage de XQ au-dessus de XQ :

(S'xX.Xo) c, (S\SQ)X(C^\O)
s"! /
(S\ so)
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CONDITION DE THOM 231

Alors, pour tout x'eS' x X°, on a, en notant X'=S' x X,
s s

Ô(Y^ T,,X^)=Ô(Y^ T,X^ ^),

où x est la projection de x' sur X et Ô la distance de sous-espaces dans C"+l. D'autre
part, on a d(x, Y)^Krf (x\ Z x Y) au voisinage de SQ, avec K>0. On en déduit le

s
résultat voulu.

(/) Supposons maintenant l'espace X équidimensionnel et le morphisme/à fibres
équidimensionnelles de dimension d. Il existe alors un voisinage U de XQ dans X et
un voisinage V de f(xo) dans S tel que / (U) soit un sous-ensemble analytique fermé
équidimensionnel de V, de dimension s. Dans une étude locale, on pourra supposer que
S==/(U). Il peut être plus agréable, dans certains cas, de travailler avec une base S lisse.
Reprenons la notation de (b). On a un plongement (S, 0) c; (G", 0) et on choisit une
projection linéaire q : C p -> C5 transverse au cône tangent de S à l'origine. Choisissons
des coordonnées (t^ . . ., tp) sur C1' de sorte que q soit la projection sur les s premières
coordonnées.

Comme q est transverse au cône tangent Co S on a, pour tout t dans V :
IM|^|k(0||

Considérons alors le diagramme commutatif

SxC"^1 "x"' . C'xC"^1

L/ (y
x —————-Xi/» ' V-
s-—————^c5

9

où q est une projection transverse à S comme ci-dessus, et induisant un isomorphisme

q ; f (Y) -^ q (/ (Y)). Une conséquence de la transversalité de q à Co S est alors : le couple
(X°, Y) satisfait la condition Wy. en 0 si et seulement si le couple (X?, <?(Y)) satisfait la
condition Wy^ en 0.

En effet, les espaces tangents aux fibres de X et de Xi en des points x et q(x) sont
identiques, et les distances sur S induites respectivement par celles de C^ et de C5 sont
équivalentes à cause de la transversalité.

(h) Condition Wy et condition W.
Considérons un germe / : (X, Xo) -> (S, So) où X est équidimensionnel, S est lisse et /

est ouvert. Supposons que la restriction de / à la sous-variété Y soit une submersion sur
S. On a alors la propriété suivante :

Si le couple (X°, Y) satisfait la propriété W en Xo, il satisfait aussi Wy en Xç, mais la
réciproque est fausse.
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232 J. P. HENRY, M. MERLE ET C. SABBAH

Plus généralement, si / \y : Y -^ S n'est pas une submersion, mais est de rang constant,
et si S =/ (Y) x S', on a la propriété suivante en notant p la projection de S sur S' :

Si le couple (X°, Y) satisfait la propriété Wp^/ en XQ, il satisfait aussi la propriété W^.
en XQ.

Pour démontrer cette propriété, on peut faire un calcul direct pour évaluer des
distances. On peut aussi montrer la propriété analogue pour les conditions A o / e t A r ,
et utiliser la remarque (d) (voir [H^], remarque 1, § 5).

Inversement, si Y est contenu dans/'^o), et si (X°, Y) satisfait la condition Wy,
alors (X°, Y) satisfait la condition W.

(0 Quelques exemples.
Il est clair que la condition Wy pour le couple (X°, Y) est plus forte que la condition Ay.

Par suite, cette condition peut n'être vérifiée en aucun point de Y même si le morphisme /
est plat, comme le montrent l'exemple donné dans [SJ :

/ : C3 -^ C2 est défini par / (x, y, z) = (x2 -y2 z, y) et Y =/ -1 (0).

Soit F : C^1 x C -^ C un germe de fonction analytique, tel que F(0, t)=0 pour tout t.
On suppose que la famille {X^çc d'hypersurfaces de C44'1 définie par F est une famille
d'hypersurfaces à singularités isolées. On a alors les résultats suivants (c/. [LS], [TJ) :

le couple ((C^1 xC)°, { 0 } xC) satisfait la condition Ap si et seulement si la famille
{ X^} est une famille à nombre de Milnor constant;

le couple ((C^ xC)°, { 0 } xC) satisfait la condition Wp si et seulement si { X ^ } est
une famille à |A* constant.

L'exemple de Briançon et Speder [BS]

F(x, y, z, t)=x3-^-txz3-{-z4'y+y9

montre en particulier que la condition Wp est strictement plus forte que la condition Ap.

2. L'espace associé à la condition Wy

Dans ce paragraphe, nous montrons que la condition W^ s'exprime comme une
condition de régularité de certaines fonctions a priori méromorphes, suivant une idée
maintenant classique. De même que pour la condition W, l'espace conormal relatif au
morphisme/se comporte mieux que la modification de Nash relative à/^HM^], [TJ).

2.1.
2.1.1. Soit /: X -> S un morphisme analytique entre espaces réduits, et on suppose

que/est induit par une projection :
X ^ SxM•\^
S

où M est une variété analytique complexe.
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CONDITION DE THOM 233

Soit X° l'ouvert de Zariski dense de X sur lequel le morphisme/est lisse, et soit T* M
le fibre cotangent à M. Sur X°, on considère le fibre conormal à / : T^ M = {(x, v)/x e X°,
reT^M, v\^^^=Q}, et on note P(T^M) le fibre projectif associé.

On note C^(X, M) (ou C^(X) si le plongement est fixé) l'adhérence dans S x P^T* M)
de P(TJ'M), et on a un morphisme naturel Ty. : Çy(X, M) -^X. En particulier, si M est
un ouvert de C^1, le fibre T* M est trivial, et C^ (X) est contenu dans X x F» (C^1), où
^ (C^1) désigne le projectif des hyperplans de C^1, de sorte qu'on a deux projections :

Cf(X) -—1——^ p^B^C^1)" \
X

Dans ces conditions, un point de Çy (X) est un couple (x, L), où xeX, et où L est
une limite d'hyperplans tangents aux fibres de / en des points de X° tendant vers le
point x.

2.1.2. Remarques. — (a) Les fibres générales du morphisme Ty sont de dimension
n—d, si d est la dimension des fibres de/sur X° et on a dimC^ (X) =dimX -\-n—d.

(b) Si n=d, c'est-à-dire si X est une hypersurface relative, l'espace conormal C^ (X)
coïncide avec la modification de Nash relative à/notée Ny (X) (voir la définition §2.2).

(c) La considération de l'espace conormal correspond à la dualité en géométrie projec-
tive classique. Si par exemple X est le cône dans C"'1'1 sur une variété X de P", la fibre
ï~1 (0) <= I?" n'est autre que la variété duale de X dans l?".

(d) Supposons que X soit lisse, et S==C. On peut choisir alors M=X, et considérer le
plongement donné par le graphe de / :

X c; C x X

Dans ce cas, l'espace conormal relatif et la modification de Nash relative sont idomor-
phes, mais d'après D.T. Le et Z. Mebkhout, le cône dans T*X sur la fibre (/OT/)-1(0)
peut s'interpréter comme variété caractéristique d'un système différentiel sur X.

2.1.3. Dans la suite, nous utiliserons le diagramme suivant, avec les notations de la
remarque 1.2 (&).

Ey C^ (X) ————^ Cf (X) ———^ p"

v( I"
EyX~————-X

« eY 1ô ! [ f
pn+p-î-r g
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234 J P HENRY, M. MERLE ET C. SABBAH

Le morphisme êy est l'éclatement de Y dans X, et îy est le transformé strict de ïj.
par ^Y- Le morphisme ?y est alors l'éclatement du sous-espace (non nécessairement
réduit) T/^Y) dans Cy(X). On appelle Çy la composée T/-°?Y-

L'espace S étant plongé dans C^ au voisinage de /(xo), on note dimYo=t,
dim / (Y) =r, et on dispose alors d'un morphisme naturel

EYX-^P(CpxCn+l/Y)=Pn+p-(t+r).

Remarquons que ^(Y) est un diviseur dans EyCy(X). On dispose de plus sur cet
espace de deux fonctions, notées par abus de langage 8(Yo, L) et d (x, Y), si L est un
hyperplan de C"^. En particulier on a

8(Yo, T^Xy ̂ )== sup 8(Yo, L) quand x est dans X°.
(x, L)e^fl(x)

La condition Wy pour le couple (X°, Y) s'exprime par le fait que la fonction
8(Yo, T^Xy^))/d (x. Y) est bornée sur X°, donc par la condition équivalente que la
fonction 8(Yo, L)/d (x. Y) est localement bornée sur EyCy (X) au voisinage de ^(Y),
puisque (^ est propre. On notera avec un léger abus ^ipn(l) et ^pn+p-((+r)(l) les images
réciproques sur EyC^ (X) des fibres habituels sur P" et P^P-^).

2.1.4. LEMME. — II existe t sections méromorphes du fibre ^ipn(l)(g)^pn+i-(t+r)(l) sur
EY Cf (X), à pôles au plus sur ^J 1 (Y), qui sont localement bornées sur Ey C^ (X) au
voisinage de Çy 1 (Y) si et seulement si la fonction 8 (Y(), L)/d (x. Y) F est.

Rappelons qu'une section méromorphe d'un fibre sur Ey Cy (X) est localement bornée
si et seulement si elle se remonte en une section holomorphe du fibre relevé sur le
normalisé EyCy(X). Si on choisit une métrique hermitienne sur le fibre, la norme de la
section est localement bornée, et ceci ne dépend pas de la métrique choisie. Pour vérifier
qu'une telle section est localement bornée, on peut enfin le vérifier sur chaque ouvert
d'un recouvrement, sur lequel le fibre est trivialisé.

Donnons d'abord quelques conséquences utiles de ce lemme.
Conséquence 1. — Supposons qu'il existe un point de chaque composante irréductible

de (^(Y) au voisinage duquel la fonction 8(Yo, L)/d (x. Y) est bornée. Alors cette
fonction est bornée au voisinage de ^J 1 (Y), et le couple (X°, Y) satisfait la condition Wy
au voisinage de XQ.

En effet, si n : Ey C^ (X) ̂  Ey C^ (X) désigne la normalisation, n est un morphisme
fini et n~1 (i^1 (Y)) est un diviseur, donc est équidimensionnel, car X est équidimension-
nel, et EyÇ^X) aussi. Par suite, toute composante irréductible de n'^Ç^^Y)) se
surjecte par n sur une composante de Ç^ 1 (Y). Ceci montre que le lieu polaire des t
sections méromorphes du lemme, remontées à Ey Cy (X), est de codimension au moins
2, donc est vide.

Conséquence 2. — Supposons que le morphisme Çy : ̂ J 1 (Y) -> Y est à fibres équidimen-
sionnelles. Si le couple (X°, Y) satisfait la condition Wy en un point de Y, il la satisfait
en tout point de Y.
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CONDITION DE THOM 235

En effet, puisque i^ 1 (Y) est équidimensionnel, l'hypothèse implique que toute compo-
sante irréductible de ^ J 1 (Y) se surjecte sur Y. On peut alors appliquer le résultat
précédent.

Conséquence 3. — II existe un ouvert de Zariski Q de Ç^ 1 (Y) vérifiant la propriété :
(*) Pour tout germe de courbe analytique h : (D, 0) -^EyÇ^X) avec ^(O)eQ et
h(B\{0})|^^l(\)=(|), la fonction ô(Yo, L)/d (x. Y) restreinte à h(B) n'est pas
bornée.

Sur n'^Ç^^Y)), on considère pour chaque section méromorphe donnée dans le
lemme, l'ouvert formé du diviseur de pôles privé du diviseur des zéros. Un ouvert de
Zariski Q contenu dans la réunion des images par n de ces ouverts convient.

On remarque en particulier que le couple (X°, Y) satisfait la propriété W^ si et
seulement si tout ouvert de Zariski satisfaisant la propriété (*) est vide.

Démonstration du Lemme 2.1.4. — Choisissons des coordonnées (x^, . . . , x ^ + i )
sur Cn+l et des coordonnées (z^ . . ., Zp) sur C^ de sorte que Y() soit défini par
x^i= . . . =^+i=Oet/(Y) parz^+i= . . . Zp=0. Onnote(r|i, . . ., r|^+i) les coordon-
nées duales su^C""1'1)* qu'on considère comme coordonnées homogènes sur P".

La fonction 8(Yo, L) sur EyC^X) plongé dans C^xC^1 x ̂ x p"-^-^) s'écrit
alors, si on pose T| = T| (L) :

ô(Yo,L)= sup
Ç 6 Y()\{ 0 }

imi=i

K^TI>|

On pose à (x, Y)= sup{ |X(+i |, . . ., |^+i|, | ^ r + i | » • • • > \zp\}t

Alors on a, dans EyCy(X),

8(Yo, L)^Cd (x. Y) si et seulement si

sup |T^|
8'(Yo, L):= -^î1———^Cd (x. Y).

sup |r|j
l^l^n+l

On note (p, la section de 6^(1) correspondant à la fonction T .̂ (homogène de degré 1).
Rappelons d'autre part qu'on a sur EyX et donc sur EyCy(X) une section du fibre
^pp+n-((+r) (—l) qui, dans la carte où la fonction x, engendre l'idéal de Ç^1 (Y) est cette
fonction x^ On notera \|/ son inverse, considérée comme section de (Ppn+p-(t+r)(l). Les t
sections qu'on considère sont les sections (pj®^, j= 1, . . ., î. Il est alors simple, à l'aide
de l'expression de 8' (Yo, L) de vérifier qu'elles satisfont aux conditions du lemme.

2.2. On notera p : Ç^ 1 (0) -+ P" la restriction à Çj^1 (0) du morphisme y ° êy.

LEMME 2.2. — Soit ZQ une composante irréductible de Ç^ 1 (0). Alors on a

dim p(Zo) ̂ n—d.
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Preuve. — Soit Ny (X) la modification de Nash relative à / Par définition, N^- (X) est
l'adhérence dans X x G(d, n+1) de l'ensemble formé des couples (x, T^Xy ^), où xeX°,
et où G (d, n 4-1) désigne la grassmanienne des d-plans de C"'1'1. Ny. (X) est naturellement
muni d'un fibre Ty de rang d, sous-fibre du fibre trivial N^. (X) x C"4'1, qui provient du
fibre tautologique sur la grassmanienne. On note T^ C"^ le fibre de rang n — r f + 1
annulateur dans N^ (X) x^^1)* de T^. Soit P(T5 tCn+l) le projectifié de ce fibre. Par
abus de langage on utilise les mêmes notations pour leurs images inverses respectives sur
EyN^ (X). On a alors un diagramme commutatif :

EyN^xP^P^ C^1)

On peut remarquer que PCT^C^1) n'est autre que le transformé strict de EyCy (X)
par la modification EyN^ (X) -> EyX.

Soit Zo une composante irréductible de Ç^1 (0). Il existe alors une composante irréducti-
ble Zo de ^^(O) dont l'image dans EyÇ^X) est Zo. D'autre part, le morphisme K est
un morphisme lisse, de fibre type P""^ II existe donc une composante irréductible Zp de
H~ 1 (0) telle que Z^Tt'^Z'o). La projection de Zo sur P", qui est la réunion des fibres
du morphisme n : Zç -> Zp est donc de dimension au moins n—d. Mais cette projection
n'est autre que p(Zo), d'où le lemme. D

3. Variétés polaires (projectives) relatives

3.1. TRANSVERSALITÉ. — L'étude des variétés polaires fait un usage constant de résul-
tats de transversalité. On peut les ranger en résultats grossiers qui n'utilisent que la version
de Kleiman du théorème de Bertini [KJ sous forme de transversalité dimensionnelle, ou
de transversalité stratifiée qui provient de la précédente à l'aide de la condition A de
Whitney [LT], et en résultats fins qui font intervenir la condition W, par exemple sous la
forme du théorème de Bertini idéaliste [TJ. Nous n'utiliserons dans la suite que de la
transversalité grossière, sauf dans le théorème 6.1, pour montrer que la condition Wy
pour le couple (X°, Y) implique l'équimultiplicité des variétés polaires, ou celles de
dirimants relatifs. Nous ne disposons pas de résultat de transversalité fine pour un
morphisme quand la base de ce morphisme est de dimension > 1, même sous l'hypothèse
de non-éclatement en codimension 0. Voici un exemple de transversalité dimensionnelle :
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3.1.1 LEMME [KJ. — On considère le diagramme suivant

U x Z — — ^ z v > X ^ Y- y A 3 XQ

U————Y

où les espaces sont analytiques et réduits, et les morphismes analytiques. On suppose de
plus que le morphisme (p est propre, que le morphisme p est ouvert et que U est irréductible,
ainsi que T et Y. On suppose que Z est équidimensionnel. Il existe un ouvert de Zariski
dense Q tel que, pour t e Q, il existe un voisinage V de XQ dans X pour lesquels on a

dimtUxcp-^V^nr'^^dimZ+dimU^dimY+dimT).
Y

On appliquera ce lemme à la situation suivante (cf. [L.T] 5.1.3.3) :

E x Cf (X) ——- Cf (X) -^X

\- »-
E -——————^ ^n\

Grass(n- -d-\-k, n)

où E désigne le sous-ensemble de P^xGrass^—d+fe, n) formé des couples (L, a^-d+k^
où L est un point de P", a^-d+k un P^11 projectif de P" de codimension n — r f + f e
contenant L.

3. 2. Pour l'étude des germes de morphismes, il apparaît une dissymétrie entre sections
planes et variétés polaires. Celles-ci, définies de manière relative, sont plus adaptées à
cette étude. Nous rappelons ici les principales propriétés que nous utiliserons et renvoyons
à [T^] pour les démonstrations détaillées.

Soit / : (X, Xo) —> (S, So) un germe de morphisme analytique entre espaces réduits. On
suppose comme au paragraphe 1 que les fibres de / sont de dimension d sur un ouvert
de Zariski (d'un représentant) de X. Fixons un plongement au-dessus de S

(X, Xo) c, (S.^xCC^.O)'\ ^
(S, ^o)
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On considère l'espace conormal relatif

•C^(X) c; X x ^

et on note y : Cy (X) -+ I?" la projection.
Pour un entier k compris entre 0 et d, soit V^.^+j^ un sous-espace linéaire de dimension

n—d+k de C^1. On note a(Vn-d+k)=an-d+k 1e P^11 projectif de codimension n — d + k
dans P" dont les points sont des hyperplans de C"'1'1 contenant \n-d+k' O11 considère la
projection TCj^X-^SxC^"^1 au-dessus de S induite par la projection de noyau V^-d+k
deC^1 dansC^-^1.

3.2.1. DÉFINITION. — Soit Pk(f^n-d+k) T adhérence dans X du lieu critique
de Kk\x°' ^n notera Pk(/-> ^n-d+k^ ^o) Ie g^me de cet ensemble en XQ ou un représentant
assez petit de ce germe et on T appellera k-ième variété polaire relative de /, en XQ, pour la
direction V^-d+k-

Les résultats de transversalité dimensionnelle ou stratifiée [LT] indiqués plus haut
montrent qu'il existe un ouvert de Zariski dense Q^ de la grassmanienne des plans de
codimension n — r f + f c de I?" tel que, si a^-a+k^^xo^ on Prisse trouver un voisinage de
XQ dans X, noté encore X., sur lequel on a les propriétés suivantes :

(a) Y'^a^-^+fc) est un sous-espace de codimension pure n—d+k de Cy (X), ou bien
vide, et on a y-^a^^nC^ (X0)^-1^.^).

(b) Pour toute composante irréductible Z de 171 (xo), y"1 (cr^+fc) n Z est vide ou de
codimension pure n—d-\-k dans Z.

(c) ^(^ Vn-d+k)^/ (y'^^n-d+k)) et le morphisme

T / ^ T'^-^-^PkC/;^.^)

est une modification propre.
( d ) ^(/î Vn-d+k) est de codimension pure k dans X ou vide, et est vide si et seulement

si dimz^1 (xo)<n-d+k.
(e) Si Y est une sous-variété de X, on peut énoncer des résultats analogues dans

EYC^(X).
(/) La multiplicité m^(P^(f, Vn-d^k)) ne dépend pas de a,._^efî^. Elle ne dépend

que du germe de morphisme/: (X, Xo) -> (S, So). On la note m^(Pfc(/, x^)) (voir 4.4.3).
(g) Soit Y un germe de sous-variété de X contenant XQ. Les énoncés suivants sont

équivalents :
— La multiplicité m^(î\(f, x)) est constante pour xeY assez voisin de XQ.
— La variété P^ (/, ¥„_ .^) est équimultiple en XQ le long de Y.
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3.3. On suppose ici que X est équidimensionnel. Soit Y une sous-variété de X
contenant XQ. Considérons le diagramme du paragraphe 2 pour un plongement
X-^SxC^1 :

E,C^(X)-^__c^(X)

On suppose aussi S plongé dans C^, de sorte que dans le plongement X-^CPxCn+l, Y
soit un sous-espace linéaire de C^"'1"1.

3 .3.1 PROPOSITION (voir aussi [HM^] et [TJ). — Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Le morphisme Çy : Ç^ 1 (Y) -> Y est à fibres équidimensionnelles au voisinage de XQ.
(il) Pour Q^k^d, les multiplicités m^ÇP^Çf, x)) sont constantes le long de Y au

voisinage de XQ.
(iii) Pour tout sous-espace linéaire H de codimension q dans c^^1, contenant Y, et

assez général, les fibres du morphisme

^: T^-^H.nX0)^ '(Y^Y

sont équidimensionnelles de dimension au plus : d i m X — d i m Y + n — d — 1 — ^ , au voisinage
de XQ.
De plus, si une de ces conditions est réalisée pour un plongement, elle est réalisée pour tout
plongement.

Démonstration. — Rappelons qu'on a les inclusions

Cf(X) c X x P " et EyX ^Xx^(CP+n+l/y)=XxPP+n~dimy.

On notera XQ = 0.
Montrons que (ii) =>(i).
Puisque Ç^1 (Y) est un diviseur dans EyCy(X), il suffit de montrer l'inégalité

dim^^O^dimX-dimY+n-d-L

Soit Z une composante irréductible de C,J 1 (0), et considérons sa projection p (Z) par
le morphisme naturel p : Ç^ 1 (0) -^ P".

D'après le lemme 2. 2, on a : dim p(Z)^n—d. Soit d—k la codimension de;?(Z) dans
P". On a doncO^k^d.

Soit o^_^+fc un plan de codimension n—d+k assez général de iP", de sorte que les
propriétés de 3.2 soient satisfaites dans un voisinage assez petit de 0, et soit V^-d+k ^e
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sous-espace de C"-'1 tel que CT,._^=a(V,,_^). D'autre part l'ensemble o^^n p(Z)
n'est pas vide, et on peut supposer qu'il est formé d'un nombre fini de points. On peut
alors traduire la condition d'équimultiplicité de (ii) pour le rang k par : les fibres du
morphisme

CY: EYP,(/,V,._^)-.P,(/,V,_^)

sont de dimension d i m X — d i m Y — f e — 1 au-dessus de Y, au voisinage de 0 (cf. [Li] et la
propriété (g) de 3.2).

On en déduit que les fibres du morphisme p : ̂ fl(0)^}p~l^n-d+k)~>an-d+k sont

de dimension d i m X — d i m Y — f e — 1 . Par suite, on a

dimZ=dim/?(Z)+dim(Zn^~ l(cT„_d+fc))^^-^+^+d™X-dimY-k-l
=dimX-dimY-rf-l.

La démonstration de l'implication (iii) => (i) est identique si on considère la projection

q: ^((^-^(C^-^/Y).

Démontrons maintenant (i) =>(ii).
Remarquons d'abord que les fibres du morphismes îy sont de dimension au moins

n-d. On en déduit que dim ̂ J 1 (0) ̂  dim ey1 (0) + n - d. Ceci montre que
diméÎY^O^dimX-dimY-l, puisque dim^1 (0)=dimX-dimY-{-n-d-1. Comme
^(Y) est un diviseur dans EyX, l'inégalité inverse est vraie, et par suite e^1^) est
équidimensionnel au-dessus de Y donc X est équimultiple le long de Y en XQ. On obtient
de la même manière le résultat pour les variétés polaires.

Pour obtenir (iii), on remarque que sous l'hypothèse (i) ou (ii), les fibres du morphisme
ïy : x~j-1 (Y) -> Y sont équidimensionnelles au voisinage de XQ. Si Pj, est la première variété
polaire non vide, leur dimension est n—d+k. On peut alors faire le même raisonnement
que ci-dessus si on remarque que pour un plan H^ assez général contenant Y, on a, à
l'aide des résultats de transversalité,

^l(îî^(X{)\Y)^l(0)=q-l([ïî,])

où [HJ désigne le plan projectif P(H,/Y) de P^C^^/Y). D
Remarque. — On a un résultat analogue si on remplace le morphisme conormal par

la modification de Nash relative. Il faut alors, dans la condition (ii), considérer toutes
les variétés polaires, et pas seulement les variétés polaires projectives (voir [H. M^],
théorème 2).

4. La condition de non-éclatement en codimension 0,
les variétés polaires relatives et les dirimants relatifs

4.1. Soit /: X-^S un morphisme entre espaces réduits comme au paragraphe 1.
Notons, pour 0 ̂  k ̂  d,

^(/)={xeX/P,(/,x)^Ç)}.
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On obtient donc une filtration de l'espace X :

X=So(/)=35:,(/)^ . . . ̂ (/).

Ces ensembles Sfc(/) sont bien définis puisque w^(Pfc(/, x)) est un invariant analytique
de/ Ce sont des sous-ensembles analytiques fermés de X qu'on peut interprêter locale-
ment de la manière suivante : si on choisit un plongement local de X dans SxC"^
au-dessus de S, et si Xj- : C^ (X) -> X désigne le morphisme conormal associé, on a

^(f)={xeX/dim^l(x)^n-d+k}.

4.1.1. DÉFINITION. — Le morphisme f est sans éclatement en codimension 0 si, pour
chaque entier k compris entre 0 et d, les fibres de f |^(/) : 2^(/) -> S sont de dimension
au plus d—k.

On voit en particulier que les fibres du morphisme/ : X -> S sont toutes de dimension d.
De plus, localement sur X, cette condition est équivalente à la suivante :

Les fibres du morphisme f° Ty : C^ (X) ~> S sont toutes de dimension n. Cette condition
est analogue à celle introduite par Hironaka pour la modification de Nash relative ([HJ,
voir aussi [SJ).

L'importance de cette condition tient au résultat suivant

4.1.3. THÉORÈME ([HJ, th. 1, § 5). — Si f est sans éclatement en codimension 0, et si
Z est un sous-ensemble analytique fermé de X, il existe un ouvert de Zariski dense Z° de Z
tel que le couple (X°, Z°) satisfasse la condition A^..

Nous montrerons dans la suite (§ 5) qu'on peut remplacer dans ce théorème la
condition Aj. par la condition Wy.

4.2. COMPORTEMENT PAR CHANGEMENT DE BASE. — Soit h : S' -> S un morphisme analyti-
que. On considère le diagramme du produit fibre

Cf(X)xS/———-C^(X)
1 s 1

v| [^
S'xC^1 ^ XxS ' —————^X ç SxC"-^

et on suppose que/est sans éclatement en codimension 0. On n'a pas en général l'égalité
T}=T^ : Si par exemple S' est un point dans S, (/"T/-)"^') n'est pas toujours égal à
l'espace conormal de/^^S'). On peut cependant, à l'aide du théorème précédent, avoir
un résultat précis :

4.2.1. COROLLAIRE. — Soit F une composante irréductible de C^(X)xS'. Alors Y
s'identifie naturellement avec l'espace conormal relatif au morphisme

/': ï^n^s'.
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Démonstration. — Commençons par supposer que S' est un sous-ensemble analytique
fermé de S. Alors il existe un ouvert de Zariski dense T/-(F)0 de T/-(F) tel que le couple
(X°, T/(r)°) satisfasse la condition A^.. Ceci implique que r°= : 171 (T^(r)°)nr est
contenu dans Cy (ïy (F)), et puisque F est irréductible, on a aussi F c: Cy (ïy (F)).

D'autre part, les fibres de/°Ty ̂  sont toutes de dimension n par hypothèse. Par suite,
puisque le morphisme Ty est propre, si XQ e Ty (F), il existe un voisinage U de XQ dans X
et un voisinage V de / (x^) dans S tel que / (ïy (F) Pi U) soit analytique fermé dans V,
et équidimensionnel. Si oc désigne sa dimension, on en déduit que dimF=n+a, et
dim Cf (Ty (F)) = n + a. Par suite on a l'égalité F = Cy (ïy (F)).

Si maintenant h n'est pas une inclusion, on considère l'inclusion du graphe de h dans
S x S" et on applique le résultat précédent du morphisme fx ïdy : X x S' -^ S x S'. D

4.2.2. COROLLAIRE. — La condition de non-éclatement en codimension 0 est stable par
changement de base.

En effet, dans le diagramme précédent, on peut identifier T^/ à la restriction de x} aux
composantes irréductibles de Cf (X) x S' qui se surjectent sur une composante irréductible
de X x S'. s

s

4.2.3. COROLLAIRE. — Avec les notations précédentes, si F est une composante irréducti-
ble de Cf (X) x S7 le morphisme /' : ï} (F) -> S' est sans éclatement en codimension 0 si f

s
Fest.

4.2.4. Reprenons les notations de la remarque 1. 2 /. On a alors :
Le morphisme / est sans éclatement en codimension 0 si et seulement si le morphisme

/i l'est.
En effet, la projection q induit un morphisme fini de Cy(X) sur Ç^ (X^).
Remarquons au passage qu'on a aussi :
Le morphisme Çy : Ç^ 1 (Y) -> Y est à fibres équidimensionnelles si et seulement si le

morphisme ̂  : ̂  (q(\)) -^ q(\) l'est.
De fait, d'après la transversalité de q, EyX et l'éclaté dans X de l'idéal de q~1 (^(Y^))

ont des normalisés isomorphes.

4.2.5. Soit XQ^X, et soit F une composante irréductible de

(/^rw^))^^^).
On a donc F=C(T^(F)), c'est-à-dire que F est l'espace conormal absolu de ïy(F).

Notons ^r^iniT^F)^. Soit k un entier compris entre 0 et à\ considérons un plan
^n-d+k de codimension n—d+k dans î5", et notons comme plus haut ^-^+fc=a(V^_d+k).
On obtient ̂ (Y-^.^ni^P^.^Cr), V,_,^).

En particulier, si k ̂  d — d^, Ty (y ~1 (o^ _,, + ̂ ) H F) = Ty (F).
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Considérons maintenant P^(/, V,_^). Alors, pour V^^k assez général, les fibres
^e f\Pk(f, Vn-d+k) sont ^e dimension d—k, sous la condition de non éclatement en
codimension 0 : elles sont de dimension au moins d-k puisque P^(/, V^-d+k) est de
codimension pure k dans X. Mais, toujours si V^-d+k Gst assez général, on a

^[(fo^r^f^^y-^a^^d-k

et donc

dimLrWxo^nP.a; V^^d-k.

On peut décrire la fibre P^(/, V,_,^)n f~1 (/(xo)) de la manière suivante :

P,(/, v^^rv-^/^o^ up^-,(^(r), v,_,^),
r

la réunion étant prise pour toutes les composantes irréductibles telles que
dr=dimxf(r)^d-k. En particulier, on voit que T^-(r) est une composante irréductible
de la fibre de la variété polaire P^-^(/, Vn-d+k) quel que soit le plan V^_^^, général
au demeurant. De même, les composantes T^-(r) avec d^<d-k apparaissent, si on ne
considère plus seulement la structure réduite de la fibre de P^Çf, V,,_^), comme des
composantes immergées fixes de cette fibre (voir aussi [LJ).

4.3. LES DIRIMANTS RELATIFS. — Lorsqu'on définit Pfc(/, Vn-d+k) (O^fe^d) comme
l'adhérence du lieu critique de la projection relative de noyau Vn-d+k restreinte à X°
(cf. 3) on est bien sûr amené à considérer l'image de cette variété polaire par la projection
considérée : on appelle cette image ̂ (f, V^-d+k) 1e ̂ -ième dirimant relatif de / (L'image
de l'espace E par le morphisme (p : E ~> F est définie dans F par l'annulateur de 0^) Si
le morphisme / est sans éclatement en codimension zéro, ces dirimants peuvent vraiment
s'identifier à des sections planes duales (4.3.6). Contrairement au cas (dimS^l) la
direction de projection Vn-d+k n9est pas toujours transverse à la variété polaire correspon-
dante Pfc (/, V^_^+fc). Cependant, les multiplicités des dirimants relatifs sont des invariants
analytiques importants de /

On reprend la situation décrite en 3.3 et résumée dans le schéma ci-dessous :

^(f^n-d+k) c——-X C—— C^xS C-̂  C^xC^\ -\ i
A.(/, Vn-d^k) c~ C^^xS C^c^^x^

^^^ s c-^c^
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4.3.1. DÉFINITION. — Pour O^k^d, le k-ième dirimant relatif de f est ï image par
la projection n^ : x -^Câ^l~kxS de noyau Vn-a+k Œ ̂ n+l x {0}, de la variété polaire
W^n-d^

Ak(/, Vn-d+k) est muni d'une application f^ dans S induite par f.

4.3.2. Remarque. — On notera la différence entre le dirimant A^(/, V^_^+^) et le
discriminant de l'application n^ qui contient A^ (/, V^_j+^) mais comprend de plus l'image
du lieu critique de /

4.3.3. PROPOSITION. — Soit f un morphisme sans éclatement en codimension 0. Il existe
un ouvert de la grassmanienne des plans de dimension n—d-^-k dans C^1 tel que pour
^n-d+k dans cet ouvert, le morphisme induit par n^ :

P,(/,V,_^)-^(/,V,._^)
est fini (O^k^d).

Démonstration. — Le morphisme Cy(X) -^S étant équidimensionnel (4.1), d'après le
théorème de Kleiman [KJ, les morphismes Y'^^Vn-d+k)-^ et Pk(/, V^_^+k)-^S
sont également équidimensionnels à fibres de dimension d—k, pour un V^-d+k assez
général dans la grassmanienne Grass ( n — d + f c , n + l ) .

De manière analogue à [L.T] 4.1.8 on a le

4.3.4. LEMME. — Pour un drapeau ^=V^_^ c = V ^ _ ^ + i c . . . Œ V ^ c C " ^ 1 assez
général on a, pour 0 ̂  k ̂  à

P.av^,^)nv^^=p,(/,v^,^)nv^,^^={o}.
Preuve de 4. 3.4. — La fibre au-dessus de 0 de P^ (/, \^-d+k) -> S étant de dimension

d—k pour O^k^d, nous pouvons trouver un plan V^_^ tel que

v.-,npo(/,v„_,)n/- l(o)=(xn/- l(o))nv„_,={o}.
Supposons déterminés Vn-d^^n-d+i c • • • ^^n-d+k répondant à la conclusion du

lemme. On a alors
p.av^_^)nv,_,^={o}.

Pour tout V^.^^i contenant V^^^ on a P^i(/, Vn-^^i) Œ P /̂, V^_^J.
On a donc

(/- l(o)np^l(/,v„_^^o)nv,_,^={o}
avec / - l(0)nPfc-n(/, V,,_^fc+i) de dimension d-k-l. Il existe donc un Vn-d+k+i
contenant V^-d+k ̂  ci116

[/^wnp^ia v^_^^o]nv^,^^ = P,^(/, v,_^^onv,_,^^={o}.
La conclusion du lemme étant acquise, le théorème de préparation de Weierstrass

montre alors que le morphisme entre les germes à l'origine de Pfc(/, V^-d+k) et

A^/, V^_^fc) est fini. D
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4.3.5. Remarque. — Lorsque Q) est assez général pour que P^ (/, V^^+k) soit équidi-
mensionnelle au-dessus de S à fibres de dimension pure d-k, et pour que le morphisme

W^n-^k)-W^n-^k)

soit fini, on voit que f^ '. ̂  (/. ^n-d+k) -> S est une hypersurface relative de C^1 -k x S.
Désormais nous nous placerons toujours dans ce cas.

4.3.6. PROPOSITION. — Soit f un morphisme sans éclatement en codimension 0. Il existe
un ouvert de la grassmanienne des plans de dimension n-d+k dans C"'1'1, tel que pour
Vn-d+k aans cet ouvert, le morphisme

P,(/,V^_,^)^A,(/,V^^J

est fini et biméromorphe (0 ̂  k ̂  à ).

Démonstration. — On peut supposer, en traitant les composantes irréductibles séparé-
ment, que X est irréductible et S==/(X).

Soit X° l'ouvert de X où le morphisme/est de corang d. Considérons le produit fibre

Cf(X°) x C^(X°).
Sxp"

Sur le complémentaire de la diagonale dans ce produit fibre, est définie l'application qui
à un couple de points distincts, associe la direction de la droite qui joint leurs projections
dansC^1.

L'adhérence F du graphe de cette application dans X x X x P" x P" est de dimension
s

n+s+w si m est la dimension de la fibre générique du morphisme Cy(X) -^ S x ^n.
Remarquons dès à présent que rr^xX^o,,.^ x IP(V,,_^)) se projette dans

s
X° x X° sur l'ensemble des couples de points (x, y) de

s

p,av^_^)xp,(/,v^,^)
qui ont même image dans ̂ (f, Vn-a+k) et tels que

Txxf(x)•^n-d+k=rTyxf(y)+^n-d+k'

Le cycle ^n-d+k^-^^n-d+k) est un cycle de la variété d'incidence 1 de ^"xP". Le
groupe linéaire GL^"^) agit transitivement sur la variété I. D'après le lemme de
Kleiman, pour V^_^+^ assez général, l'intersection

rn(xxxx^_,^xp(v^_^,))
s

est de dimension au plus w+5 car o^^+k x P(V^_^fc) est de codimension n dans I.
Sa projection dans P^(/, V^-d+k) est un fermé nulle part dense F^ de P^(/, V,._^)

si k<d—m,
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Si k>d—m, Pfc(/, \n-d+k) est ^de. En effet, comme/est sans éclatement en codimen-
sion zéro, y~ 1 (cr^_^+fc) -> S est équidimensionnel. Or les fibres non vides du morphisme :
y'^CT^^+^-^Sxa,,^.^ sont de dimension au moins égale à m, ce qui montre que
y"1 (c^-d+k) -> S ne peut être surjectif puisque

dimy~l(a^_d+k)=d^s~k<s~{~m%

La seule possibilité est donc : Pfc(/, V^_^+fc)=Ç).
Notons le lemme suivant :

4.3.7. LEMME. — II existe un ouvert U de la variété polaire générale Pk(f, V^-d+k)^
partout dense dans Pk(f, Vn-d+k\ te^ ̂  P0^ chacun de ses éléments x, il existe un
voisinage B^ de x dans Pfc(/, V^-d+k) vérifiant :

— B^ -> Ttfc(B^) est un isomorphisme.
— Le plan tangent relatif à ^(B^) en 7ifc(x) est l'image, par l'application tangente à

Kk : X -> Cd+l~k x C5 de Punique hyperplan tangent en x contenant V^-d+k-

Preuve. — Considérons la variété polaire générale (mais non projective) (voir [HM^])

^2, 2, . . . . 2 O V,_^)=Adh{xeX°, dimT.X^ ̂ UV^^+l}
k +1 fois

qui est de codimension 2 ( fe+ l ) dans X et de codimension fe+2 dans Pk(/, V^-d+k)^ sl

Vn-d+k est assez général. Dans Pfc(/, Vn-d+k)\^2, 2. . . . . i(f. ̂ -d+j^U', il existe un
unique hyperplan tangent relatif en x contenant V^-d+k- L'ouvert U c: IT où le mor-
phisme fini U' -^ n^ W) est de rang maximum, convient pour le lemme. D

Une conséquence du lemme est que, si k<d—m, le morphisme U\F^ -^(UN^)
est bijectif sur l'ouvert partout dense U\Ffc. Pour terminer la démonstration de la
proposition 4.3.6, il reste à montrer que le morphisme

p.-.av^j-A,_,(/,v,_,)
fini d'après 4 .3 .3 est lui aussi biméromorphe. Commençons par supposer que w==0,
c'est-à-dire que le morphisme Cf (X) -> S x ̂  est génériquement fini.

L'énoncé et la démonstration du lemme qui suit sont une généralisation du lemme III,
3.2 de [BS].

4.3.8. LEMME. — Soit X un germe d'espace analytique plongé dans (C^ S 0) équidimen-
sionnel, réduit, de dimension d. Supposons que le morphisme canonique y : C(X) -> I?" est
de rang maximum n sur un ouvert de C(X).

Pour un représentant Xy de X dans un voisinage convenable U de 0 dans C^1, un
hyperplan tangent général à Xy en un point général x de X^j est tangent à Xy seulement
en x. De plus le contact en x est quadratique.

Démonstration. — U est choisi de telle sorte que le morphisme C(Xu) -^ P" soit de
rang maximum sur un ouvert de C(Xy). Comme C(Xy) est de dimension n il existe un
point LQ de I?" tel que y~1 (Lo) soit composé d'un nombre fini de points et tel que y soit
un morphisme fini au voisinage de chacun de ces points.
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Choisissons l'un de ces points (xo, Lo). L'hyperplan affine Ho déterminé par XQ et Lo
est tangent ou limite d'espaces tangents à X en un nombre fini de points XQ, x^ . . ., x^
Comme y'^r'^singXu)) est un fermé strict de P" on peut même supposer que
XQ, Xi, . . ., Xi sont des points de Xy.

Les singularités (XuPlHo,^.), O^j^l sont donc des singularités isolées d'hyper-
surfaces.

Choisissons un point L^ assez général dans P" pour que
(i) la forme linéaire ̂  définie par L^ sépare les points XQ-, x^, . . ., Xj;

(ii) la courbe T(y~ 1 (Lo LJ) définie par la droite Lç L^ soit une courbe polaire générale
deXu.

Le morphisme y : (y'^LoLi), (xj, Lo))--^(LoLi, Lo) est alors fini de degré égal au
nombre de Milnor de la singularité (Xy F} Ho, Xj). Si F, , est une composante locale de
(Y'^LQ, Li), (x? Lo)) elle peut être paramétrée par une racine m^ ,-ième de a (a est un
paramètre de la droite LoL^, nul en Lo, infini en L^) si m^ , est le degré local de la
restriction de y à Fj „.

Il existe donc une racine w-ième de a qui paramètre simultanément toutes les branches
locales Fj „ de y"1 (Lo, L^) au voisinage des points (xo, Lo), . . ., (x,, Lo).
Choisissons des coordonnées sur C"4'1 de telle sorte que Ho ait pour équation ^o^oC^o)
et que ^i =0 soit une équation de la direction associée à L^.
Nous voulons maintenant montrer que la fonction Ço+^i dont les points critiques sont
les points de ^y'^Lo+aLi)) sépare ces points critiques lorsque a est choisi dans un
voisinage convenable de 0.
^y'^LoLi)) étant une courbe polaire, nous avons, si h : (0, 0) ->(r, Jx,, Lo)) est une
paramétrisation de (F^ „ (x^, Lo)) telle que (aoh)(u)=um,

î + îî o
du du

(la tangente en Xj à Fy „ est contenu dans l'espace tangent à X en Xj). Ce qui montre
que :

^ Ko (h Çu)) + ̂  (^ (h (u)) - ̂  (h (0)))] =mum-l[^ (h (u)) - ̂  (h (0))]

et que

^o(^(^0)+Mwfél^(M))-Çl?(0)))

tend strictement plus vite vers zéro que ^=(00^) (u).
Soient Ko, K^, . . ., K des voisinages compacts disjoints de XQ, x^ . . ., x dans U tels

que Xu Pi Ky soit lisse (0 ̂ j ̂  l). Il existe alors un nombre positif e tel que pour 0 < [ a \ < e.
(i) La direction ^0+^1=0 n'est direction limite d'hyperplan tangent en aucun point

deXu\(UK,).
j
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(ii) ^o+^i a dans le compact K,(0^/^0 exactement ^(Xu H Ho, x,) points critiques
non dégénérés à valeurs critiques distinctes.

Considérons deux composantes locales Fy , et r\ p de y~1 (Lo~Li) situées respective-
ment au voisinage de Xj et Xj, et évaluons la différence de deux valeurs critiques associées
à des points de F,^ H y"1 (Lo + a Li) et r\ p H y"1 (Lo + a Li).
Quand a tend vers zéro cette différence est équivalente à :

^o (^/) - ̂ o (^k) si ^o (^/) ̂  ^o (^k)»
û (Ci (^) - Ci Ock)) si ^o (^) == So (^k) et x, 9" Xfc,
une quantité d'ordre strictement supérieur à a si Xj=x^.

Il existe donc une constante £', O^^e, telle que pour 0< |a| <e/, la fonction ^o+^^i
admet sur Xy des points critiques non dégénérés à valeurs critiques distinctes. D

En appliquant le lemme 4.3.8 à la fibre générique X, de X -» S on prouve que le
morphisme P^(/, ¥„), -^ A,,(/, V^ est bijectif pour ¥„ assez général dans I?", ce qui suffit
pour terminer la démonstration de 4. 3.6 dans le cas non dégénéré où m =0.

Si maintenant on a w>0, on peut, en choisissant un plan V^-m-i assez général,
considérer la projection X -> S x C"^2 associée à ce plan. On a vu plus haut qu'alors la
restriction à Pd_^-i(/, V^_^-i) est un morphisme fini et biméromorphe de P^-^-i sur
A,,_^_i. On vérifie facilement que si y^-m^^n-m-i est assez général, Pd-^(/, Vn-m)
est contenu dans P^_^_] (/, V^_^_i) et que sa projection sur A^_^_ i est égale à
Pi(/d-m-i)» °ù/d-m-i désigne la projection de Aj_^_ i sur S. On est ainsi ramené à
montrer la proposition dans le cas où X est une hypersurface relative, et m=d— 1.

Soit alors s e S. Soit r une composante irréductible de Cf (X),, qui est de dimension à
par hypothèse. Le morphisme y: F-»- P^ est à fibres de dimension ^d—\. Si les fibres
ne sont pas toutes de dimension d—\, c'est que y (F) est un point de P^. Alors un plan
<7i=a(Vi) général ne coupe pas F, et par suite Pi(/, Vi) nT/(F)=Ç).

On peut donc supposer que le morphisme y : F -» P4 est à fibres équidimensionnelles
de dimension d—\. Comme on a vu que r=C(r^(r)), on est ramené au cas absolu
qu'on traite comme dans le lemme 4.3.8, à cette différence près, que y'^Lo) est
maintenant formé de sous-variétés lisses en nombre fini, le long desquelles Ho a un
contact quadratique. On peut de même séparer ces sous-variétés. Si, en particulier, il
existe un point x de Ty(r) tel que dimxj1 (x) 0 F = 1, on peut appliquer le résultat plus
précis suivant :

4.3.9. LEMME. — Soit X une hypersurface irréductible et réduite de C""*'1, n^2, dont
les variétés polaires générales Pj, (X, Vj^) sont vides pour k > 1, et non vide pour k = 1. Nous
supposons de plus que les fibres du morphisme C(X) -^ P" sont de dimension n— 1. X est
alors un cône de sommet 0 sur une variété projective de P" de dimension n— 1, réglée par
des P"-2.

Preuve. — Soit L un point de y(C(X)). Son image inverse y'^L) s'identifie à
l'ensemble des points de X où une limite d'hyperplan tangent est parallèle à L. Si ^=0
est une équation de L, la fonction Ç est critique aux points de y'^L), donc contante
sur chaque composante connexe de y'^L). Tout hyperplan affine tangent à X est
tangent le long d'un sous-espace de dimension d— 1.
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Comme X est irréductible, C(X) l'est aussi. Comme y(C(X)) contient T'^O) (de
dimension 1 d'après nos hypothèses), Y"1^"1^)) est contenu dans C(X), de dimension
au moins n, et coïncide donc avec C(X).

Il s'ensuit que tout hyperplan tangent à X passe par 0. X est donc un cône de
sommet 0 sur une variété projective X^ de P" dont la variété duale est T'^O). Comme
dim T ~1 (0) = 1, X ̂  est réglée par des P" ~ 2. D

4.3.10. Conséquence. — Si o(Vi) est un cycle général de codimension 1 dans
P", Y'^c^Vi)) est une réunion disjointe de sous-espaces linéaires de dimension n—\ (en
nombre égal au degré de T'^O)) et la projection de noyau V\ les envoie sur autant de
sous-espaces vectoriels de C", dont la réunion n'est autre que le dirimant Ai (X, V\).
Dans ce cas, le morphisme Pi (X, V\) -> Ai (X, Vi) est donc fini et biméromorphe.

4.3.11. COROLLAIRE. — Pour un V^-d+k assez général dans Grass(n—d-\-k,n-\-\)
y"1 (<J(\n-d+k)) s'identifie, à un morphisme fini et biméromorphe près, à l'espace conormal
relatif C^(A,(/, V^_^,)).

4.3.12. COROLLAIRE (transitivité des dirimants). — Pour un drapeau
0>:\n-d+i c • • • ciV^cC"'1'1 assez général nous avons, si

^:Oc=V^^^i/V^_,^C ... ŒV^.^ŒC^1^

est le drapeau induit sur C0^1'1^ par la projection de noyau V^_^+fc : (0^ fe^ r f )

p,a, ^)=^(P^,(X, ^))
et

A,(/,,^)=A^,(/,^).

Vérification. — D'après 4.3.11 y'^a^.d.i.fc)) s'identifie à un morphisme fini
et biméromorphe près à C^(Af,(f, ^)). La variété polaire P,(/k, ^k) définie par
V^a+k+jl^n-d+k est donc l'image dans ^(f, ̂ ) de Y"1^^.^^.)).

Remarquons que par le théorème de Kleiman, le lieu critique de la projection
Pfc(/, 2) -> Afc(/, ^) ne peut contenir une composante de Pk+^(/, ^). Il s'ensuit que

P,(/, ^)=TC,(P^,(/, ^)) et A,(/,, ^)==A^,a 2\

4. 3.13. Remarque. — En général Pjk+j(/, ^)^Py(/|p^(^ ̂  ^) puisque Q n'a aucune
raison d'être général pour la variété polaire P^(/, 2). On peut vérifier sur l'exemple
suivant dû à Briançon-Speder [BS] que Pi (Pi (X)) ̂ P^ (X)
X est l'hypersurface de (C4, 0) définie par z3+tx4z+x6+^6=0.

?2 (X) est équimultiple le long de l'axe Ot, tandis que Pi (Pi (X)) ne l'est pas.

4.4. MULTIPLICITÉ DES DIRIMANTS RELATIFS. — Dans ce paragraphe, nous montrons que
la multiplicité des dirimants généraux d'un germe de morphisme/ : X -^ S, est un invariant
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analytique de / et nous en donnons une interprétation en terme du diviseur exceptionnel
du morphisme Ç^ : E() Cy(X) -> X.

4.4.1. Dépendance du plongement relatif. — Soient j et/ deux plongements relatifs
du morphisme / que nous supposerons tous deux minimaux.

C^xS^—D X F j . C^xS

II existe alors un automorphisme (p de C^1 xS au-dessus de S qui échangea et/. Si
nous considérons les espaces conormaux C^X et C}X définis respectivement par; et/,
ils sont échangés par F automorphisme de T* C^1 x S défini par (p.

Il est facile de vérifier de plus que les fibres respectives T^ 1 (0) et T}~ 1 (0) sont échangées
par la partie linéaire de l'application cotangente à (p en 0.

Il nous reste à comparer les espaces conormaux de X définis par un plongement de X
dans C1^4'1 x S et un plongement minimal qui s'en déduit.

X CL-L C"^ x S C__^ C^ x S

Quitte à faire agir un automorphisme de C1^4'1 xS; nous pouvons supposer que i est
un plongement qui identifie C"'^1 xS avec le produit par S d'un sous-espace linéaire de
dimension n+1 de C1^4'1.

On remarque alors que si Cj(X) est défini parj et C}(X) par i'o/, C}(X) n'est autre
que le cône sur Cy(X) de sommet Q <= ^N où Q est le sous-espace linéaire des hyperplans
de C1^4'1 contenant C"'1'1. Il s'ensuit que ï}~1 (0) est le cône de sommet Q sur T^1 (0).

D'autre part, le diviseur Ç^ 1 (0) de l'éclatement de T^ 1 (0) dans Cy (X) (pour un
plongement j :X ^ C"''1 xS) est plongé dans ^(C^^x P^C"''1 xToS) (où T()S désigne
l'espace tangent de Zariski en 0). On vient donc de montrer :

4.4.2. PROPOSITION. — Le polynôme de Snapper

X^Ç-^O)®^^^1)^!)®^^^^^)^))

est un invariant du morphisme f : X -> S.
Pour une définition du polynôme de Snapper, on renvoie à Kleiman [KJ. Le polynôme

de Snapper est invariant par les opérations sur ^^(O) définies au 4.4.1. Dans le cas
particulier où/:^4'1-»^ est une application à singularité isolée, ce polynôme était
considéré dans ^3] et Hironaka avait conjecturé que la constance de la partie de degré
total maximum n+1 de ce polynôme dans une famille d'applications F:^^ xC-»-C
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était équivalente aux conditions de Whitney pour le couple formé de F'^O) et
de { 0 } x C .

Considérons alors un morphisme/ comme dans 4.3.6, et le diagramme suivant induit
par l'éclatement normalisé n : S -> S de 0 dans S.

EoC^(X)—————EoC^(X)

eo

C/(X).

-1
x -
'\

s -<

La deuxième colonne est la transformée stricte de la première par l'éclatement 71. On
remarque que Çy(X) est l'espace conormal de f.

Soit D le diviseur exceptionnel n ~1 (so) de l'éclatement 71, et D^ une de ses composantes
irréductibles.

Soit ^ J 1 ({Q} xD) le diviseur exceptionnel du morphisme Çy=Ty°êo-
II existe un ouvert U, de D,, tel que, pour tout À- dans U, :

(i) Le morphisme t,J 1 ( { 0 } x D) -+ D est équidimensionnel au-dessus d'un voisinage
de À-.

(ii) II existe un chemin analytique h : (D, 0) -> §, tel que h (0) = À-, h (0\ { 0 } ) c S\D,
h (D) lisse et transverse à D,.

On voit alors que la restriction de EoCy(X) au-dessus de la courbe h(D)=c est égale,
compte tenu de l'ouverture de Cy(X) -> S, à l'espace E()C^(X^).

D'ailleurs fc:X^->c est l'image réciproque du morphisme f:X->S par l'application

c-.S^S.
C'est pourquoi nous montrons maintenant un lemme, valable pour un morphisme dont

le but est un espace lisse de dimension 1.

4.4.3. LEMME. — Soit f : X —> C un germe de morphisme analytique. Considérons le
morphisme composé

€(\ X f
, ° ̂  V jEoC^(X) --. EoC^(X) 4 CfX -4 X -. C

où n est la normalisation. (On note Çy = Çy ° n = Ty ° e^ ° n).
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Le morphisme canonique Çy(X) -^ P", induit par un plongement X c; C^1 xC, donn^
un^ application s : EoCy (X) -^ f?" <fgak au composé y o ̂ o ° n-

PoMr un hyperplan suffisamment général ¥„ <= C"'^1 :
(i) ^1 (0) 0 e~1 ( { Vn} ) ^st un ensemble fini de points.

(ii) EoCf (X) 0 e~1 ( { V^ } ) est une courbe lisse F, qui rencontre ̂ 1 (0) en des points
lisses de Ç71 (0) où F intersection est transverse.

(iii) (r.^O^moœ.a V^^OMP^1 x {¥„})).

Démonstration. - Écartons le cas où dim -^(O^n pour lequel on a, si V^ est assez
général : F=Ç), mo(A(/, V^))=0 et (^Wn P"^ x {V^})=Ç>.

Supposons donc dim T^ l (0) = n (i. e. : 171 (0) = P". (i) et (ii) résultent alors du théorème
de Kleiman qui permet d'affirmer que e~1 (V^) coupe ̂ 1 (0) en des points réguliers à la
fois de Ç71 (0) et de EoCy(X), et où l'intersection est transversale.

La formule de projection nous montre alors (iii) en considérant l'intersection de
p^(/, v^) avec un hyperplan général îîdeCn+lxC dont l'image inverse dans EoÇ^ (X)
est la réunion du diviseur Ç/1 (0) et de la transformée stricte H. En prenant H suffisam-
ment général dans C'^1 xC, la transformée stricte fi évite les points d'intersection de
Ç r 1 (0) avec F, (toujours d'après le résultat de Kleiman).

On a donc :

(r.^o^r.^w+fi)^^/, v^).H)=mo(P,(/, v^)).

Le nombre d'intersection (r.Ç^^O)) est simplement le_ cardinal de l'intersection
rn^-^o) noté Irn^wl. n s'ensuit que (r.^o^^oMP^1 x {Y^})).

En effet | F 0 Ç/ 1 (0) | =•• \ n~1 ((P"-"1 x { ¥„ } ) H ̂ J l (0)) | et ce dernier nombre est égal
au nombre d'intersection de ^(O) avec (P"-'1 x {¥„}) d'après la formule de projection
et compte tenu de nos hypothèses de transversalité.

Nous pouvons utiliser, pour calculer la multiplicité du dirimant, le lemme de transversa-
lité de [HMJ ou [N2] que nous rappelons ici pour mémoire :

4.4.4. LEMME. - Soit f : X -> C un morphisme analytique à fibres de dimension pure d.
Choisissons un plongement relatif :

X <=——^ C^xC

Pour un drapeau ^ : V , , _ d < = V ^ _ d + i < = V . . . c= V^ <= C^1 assez général, et un entier
k e { 0 , 1, . . .,d}, ^intersection Co(Pfc(/, ̂ n-d^^^n-d+k^ {°}) du cône tangent à
la variété polaire avec le plan qui la définit est réduite à {0}. Pour tout plan H de dimension
n—d+k+1 dans C^^xC, contenant Vn-a+k et assez général, on a donc également:
Co(p.av^_,^))nH={o}.
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Dans le lemme 4.4.3, on peut donc, pour calculer WQ (Pj (/, V^)) utiliser un hyperplan
H de C"4'1 x C5 dont l'intersection avec C"^ contient ¥„. On a alors

(^.Ç71(0))=(Ç71(0).8-l({V„}))=mo(P,(/,V„))=mo(A,(/,V„)).

Ce nombre m^ (A,, (/, ¥„)) est aussi égal au degré de l'application Ç^ 1 (0) -^ P" qui est
génériquement finie.

Restent les multiplicités des variétés polaires Pfc(/, Vn-d+k) (k<d). On remarque pour
cela que si H est un plan général de codimension à — fe, dans C"+1 x C5, et /n : H H X -> S
le morphisme induit par/, on a, si H 0 C"'^1 x { 0 } = V ^ _ ^ + f c + i et si

^H:V^Œ ... cV^^ŒV^^^HnC^x^};

est le drapeau induit par ^, alors

P. a v,-^)nH=p,(/H, v^_,^)
puisque l'ensemble des points où H n'est pas transverse aux plans tangents relatifs est
justement Pk+i(/ Vn-d+k+i^ de codimension positive dans Pfc(/, ^n-d+k)'

II s'ensuit que mo(Pfc(/, ^n-d+k))==mo(pk(fîï^ ^n-d+kY) d'après le lemme 4.4.4. Or,
nous pouvons appliquer 4.4.3 à /„ : X 0 H -> S de dimension relative k :

^o(Pk(/H, V„_,^))=K7„l(0).e-l({V„_,^})).

EoÇ^ (X) est muni d'une application canonique vers P"'1'1, puisque sur EoÇy(X) l'image
inverse de l'idéal maximal de C^1 xC est inversible. EoÇ^(X), d'après le théorème de
Kleiman, est l'intersection de EoCy (X) avec l'image inverse de P (H) par cette application
canonique, lorsque H est assez général parmi les plans de codimension d—kdGCn+lxC.

II s'ensuit que : Ç^ (0) =Ç/1 (0) H (^(H) x P") et nous obtenons finalement :

4 . 4 . 5 mo(P,(/, V^_^,))=mo(A,(/, V,,.^))^-1^). P(H) xa(V^_,^))

où H est un plan de codimension d—kdeCn+lxC, général parmi ceux qui contiennent
Vn-d+k^ lui-même général dans C^1 x {0}.

(La dernière intersection est calculée dans P^5 x P"). Q
Revenons à la situation décrite en 4.4.3. Les lemmes 4.4. 3 et 4 .4.4 nous montrent

que, pour un point À-eU, c= D et une courbe lisse c transverse à D, au point À,, nous
avons, si /. : JC^ -^ c est l'image inverse de/par c -> S -^ S

mo(A,a,V„_^))=(Ç71(Ox{?L}).P(H)xa(V„_,^))

où H est de codimension d—k dans (f^xC^ général parmi ceux qui contiennent
Vn-d+k^ lui-même général dans C"4'1 x { 0 } . Mais A^(/, \n-d+k) est l'image inverse par

c c^ S -^ S du dirimant A^(/, V^-^+k).

Cas particulier important. — /étant sans éclatement en codimension 0 et Vn-d+k assez

général pour satisfaire à la conclusion 4.3.6, \(f, V^-d+k) est de codimension 1 dans
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C4"^1 x S (plongé dans C4"^1 x C19). Pour calculer la multiplicité de Afc(/, V,,-^), de
codimension p—s-\-\ dans C'"^1 xC^, on remarque qu'il existe un ouvert de plans de
dimension p—s-\-\ dans C^ tel que pour tout h élément de cet ouvert, Cd~k+l xh est
transverse à Aj^.

Notons que S 0 h est une courbe de S, dont la transformée stricte par n : § -> S,
éclatement normalisé de 0 dans S, est une réunion de courbes lisses, chacune transverse
à D au point d'intersection.

Si n, est la valuation de l'idéal maximal de S remonté à S sur la composante D, du
diviseur exceptionnel, la formule de projection nous donne :

mo(Afc(/, V^_d+k))= I>A. k
a

où d^k est 1e degré de l'application (génériquement finie) qui envoie
(^WnPWxaCV^+^xD) sur D,. (Rappelons que ^(O) est plongé dans
pn+p x p»" x D, que H est un plan général de codimension d—k dans Cn+lxCpet\n-d+k
un sous-espace linéaire de dimension n—d+fc , général dans H n C n + l x { 0 } . )

Comme n, et les d^ ^ sont des invariants analytiques du morphisme / (compte tenu de
4.4.1), on vient de montrer que la multiplicité des dirimants généraux de / sont des
invariants analytiques de /. Plus précisément :

4.4.6. PROPOSITION. — Soit f : X -^ S un morphisme sans éclatement en codimension 0.
Le type projectif du diviseur exceptionnel Çj 1 (0) induit par un plongement relatif minimal
de X dans C"'1'1 x C^ est un invariant analytique du morphisme f.

Il existe un ouvert de Zariski Q du produit Grass(n—rf+fe, n)xGrass(/?—s+l, p) tel
que pour tout couple (Vn-d+k^ h)e0, on a :
- S r\ h est une courbe
- Pfc(/» ^n-d+k)^Cn+lxh=Pk(fh, ̂ n-d+k) oùff, est la restriction de f au-dessus de

sr^h.
- Ak(/, v^^nc^^x^Aka, v^,^)
- mo(Ak(/, V^_,^))==^o(Ak(A, V^_,^))=mo(Pk(/,, V^_,^))

=(Ç71 (0). P(H) x a(V^,^) x PW)

où H est un plan de codimension d—k dans C""^ x C^.
4.4.7. Remarques. — (i) Le lemme de transversalité 4 .4 .4 montre que l'on peut

prendre pour H un plan général de codimension d—k parmi ceux dont l'intersection avec
C^1 x { 0 } contient \n-d+k- Ce lemme traduit la position de ^(O) relativement à la
variété d'incidence de

pn^^xP^" 1 C^ P^^X ^ " X P""1.

(ii) De manière analogue à 4.4.2 on voit que le polynôme de Snapper

X (^ 1 (G) ® ^p"+p (ni) ® ^p" (^2) ® ^pp-1 (ns))

est un invariant analytique du morphisme /.
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5. Généricité de la condition W/

Dans ce paragraphe, nous montrons le résultat suivant :

5.1. THÉORÈME. — Soit f:X->S un morphisme entre espaces analytiques réduits,
équidimensionnels, à fibres de dimension pure d, et sans éclatement en codimension 0. Soit
Y une sous-variété analytique de X sur laquelle f est de corang constant t. Il existe un
ouvert de Zariski non vide Y° de Y tel que le couple (X°, Y°) satisfasse la condition Wy.

5.1.1. Remarques. — Quand dimS=0 le théorème est montré dans [V] et quand
dim S = 1 par V. Navarro dans [N^]. La méthode employée dans [N^] ne semble cependant
pas se généraliser au cas dim S > 1.

Nous supposerons que dim S ̂  1. Le lemme 5.2 ci-dessous donne une autre démonstra-
tion de la généricité quand dimS=l, et une petite modification de la démonstration de
ce lemme donne aussi la généricité pour dimS=0 (condition W).

5.1.2. D'après la remarque 1.2c, on peut localiser la situation au voisinage d'un
point de Y, et d'après la remarque 1.2 /, on peut supposer que la base S est C5, et le
morphisme / ouvert, ce que nous ferons dans la suite.

La généricité étant connue pour la condition W, on peut, d'après la remarque 1.2 h,
supposer que codim /(Y) ̂  1.

5.1.3. On peut supposer aussi que le morphisme Çy : Çy"1 (Y) -^ Y est à fibres équidi-
mensionnelles, ainsi que le morphisme Ty : T/1 (Y) -^ Y.

La démonstration du théorème se fait alors par récurrence sur dim T^ 1 (0). Elle consiste
à montrer que, si 0 est un ouvert de Zariski de ^J 1 (Y) comme dans la conséquence 3
de 2.1.4, pour toute composante irréductible Z de i^ 1 (Y), fî C\ Z est nulle part dense
dans Z. Pour cela, on coupe Q H Z par l'image inverse d'un plan a^_^+k général, si c'est
possible, et on applique la récurrence. Sinon, on coupe Q H Z par l'image inverse d'un
plan de S contenant / (Y), et dans lequel / (Y) est de codimension 1 ou 2. On utilise
alors les deux lemmes qui suivent.

5.2. LEMME. — Si/(Y) est de codimension 1 dans S, alors le couple (X°, Y) satisfait
la condition Wy en tout point d'un ouvert de Zariski dense de Y.

L'idée de la démonstration de ce lemme est classique (voir [H^], [TJ). On considère la
normalisation n: EyCy (X) -> EyCy (X) et on pose Çy==Çy°n. Il suffit de montrer que la
fonction S(Y(), L)/d (x. Y) est bornée au voisinage d'un point de chaque composante
connexe de la partie lisse de ̂ 1 (Y). Soit ZQ un tel point. On peut supposer, puisque
EyCy (X) est normal, que ZQ est dans la partie lisse de EyCy (X) et qu'au voisinage de
ZQ le morphisme Ç^ : Ç J 1 (Y) -> Y est une submersion. Soit V un voisinage assez petit de
ZQ dans EyCf (X). Le morphisme / ° Çy : V -> C5 est lisse hors de ~^J 1 (Y) et

/o^(^-i(Y)nV)=/(Y)

est lisse de codimension 1 dans C5.
On peut alors trouver des coordonnées au voisinage de ZQ, (u, Ç^ • • • ? Çs? ^i» • • • » ^n)?

et des coordonnées (t^ . . .,^,Xi, . . .,^+1), sur C^C^1 telles que : IÇ^Y)?^]
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soit défini par M=O, Y par (i=.X(+i= . . . =x^+i=0, et/(Y) par ti=0,

fo^(^,^Q=(u^^ . . .,^,^1, . . .,^,cp^i, . . .,(p^i),a^l,

où, pour t+ 1 ̂ 7^n+1, (p^=(p^(u,Ç,Ç) est une fonction holomorphe.

Quitte à bouger le point ZQ sur Ç^1 (Y) H V, on peut supposer qu'il n'est pas sur les
transformés stricts des hypersurfaces de X définies par x^-n =0, . . ., x^+i =0.

Par suite, puisque l'hypersurface cp,=0 coïncide comme ensemble avec [^(Y)] au
voisinage de ZQ, on peut écrire :

cpy(u, Ç, Ç)=M^^(M, Ç, £,), et v|/,. est inversible au voisinage du point ZQ, (t+1 ̂ /^n+1).

L'espace tangent à la fibre de / ° ̂  en un point z de V\ | ̂ 1 (Y) | n'est autre que
{ 0 } x C" dans ces coordonnées. On voit alors, en calculant la matrice jacobienne de
f^f dans les coordonnées ci-dessus, qu'un vecteur conormal (r|i, . . .,ï |n+i) au plan
T\X^), avec x=Çy (z), vérifie les équations :
POUr 1 <i î <: L ^rr) ^rr)

î1.+ -^-tl(^)^l+ . . . + -^)îL.i=0.
% ^S.

D'autre part, la fonction à (Ç^- (z). Y) est équivalente au voisinage de ZQ à la fonction
I M ^ , si P = = m f { a , a,+i, . . . , a^+ i} .

On voit alors, comme dans le lemme 2.1, que 8(Yo, L) ̂ Cd (Çy (z), Y) au voisinage
de ZQ si et seulement si on a

Sup ^'(z) <C|M|P.
^îi — I I

t + t ^ j ^ n + 1 O^i
l^i^t

Mais
^^^^(^ etdonc ^ ^C-IHI^^C^IP. D
^ ^ ,̂ - 1 ' - ' '

Pour démontrer le théorème, on peut essayer de reprendre la démonstration d'Hironaka
pour la condition A^H^], th. 1, § 5) en éclatant/(Y) dans S.

On a alors un diagramme analogue :
_____ ^\

ZC=EY Cf (X) —— EY Cf (X) ̂  Z

T/on 1 1

EY ̂  <<————„;———— EY X

"l 1
X ————————X

-1
S ^———^——— ̂ /(^^(Y)

où la notation A désigne le transformé strict par 71, éclatement de / (Y) dans S.
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Soit Z une composante irréductible de ^J 1 (Y) qui se surjecte sur Y, et Z c= n^1 (Z)
une composante de Ç^1 (Y). On considère une composante irréductible Z de
O"1^/1^)) q^ se surjecte sur Z, et on veut appliquer le lemme5.2 à une telle
composante et au morphisme /. Il se peut cependant qu'on ne puisse pas trouver de telle
composante Z qui se surjecte sur le diviseur /(T), et on ne peut pas appliquer le
lemme 5.2 de cette manière.

On considère un cas particulier de cette situation : X est une hypersurface relative,
c'est-à-dire X c C^C^1, et /(Y) est de codimension 2 dans S=C5. On choisit Z, Z et
Z comme ci-dessus, et on fait l'hypothèse suivante :

Le morphisme ïy : Z -^ (Z) est fini, et l'image Z" de Z dans le diviseur /(Y) est un

fermé strict de/(Y).

5.3. LEMME. — Sous cette hypothèse, il existe un ouvert de Zariski dense de Z où la
fonction Ô(YQ, L)/d (x,Y) est localement bornée.

On reprend les notations de 2.1. 3.
On peut supposer, quitte à se restreindre à un ouvert de Y, que les propriétés suivantes

sont aussi réalisées :
Le morphisme 7t : Z" -> /(Y) est un isomorphisme, et Z^îy (Z) est à fibres équidimen-

sionnelles de dimension d-\-1 —t sur Y.
Si Zo est la fibre de T au-dessus de l'origine de Y, Zo est naturellement plongée dans

^(C'IfW xC^/Yo), et n'est pas contenu dans P^xC^/Yo) puisque de dimension
trop grande.

Z"o n'est autre que l'image de Z;o\P(0 x C^/Yo) par la projection

P(CV/(Y) x C^/Yo^P^xC^/Yo) ̂  P(CS//(Y))

et par hypothèse, Z\ est réduit à un point. Par suite Zo est le plan projectif engendré
par ce point et P(0 x C^/Yo).

On peut alors choisir des coordonnées (a,b,x^+^ . . .,^+1) sur C5//^) x^^/Yo
telles que Zo\P(Ox C^/Yo) soit défini par a/x,+^=0 dans la carte où x,+i^0 par
exemple. Choisissons alors un point ZQ dans Z comme dans le lemme 5.2, et supposons
aussi qu'au voisinage de ZQ, le morphisme îy °n: Z -> T est un isomorphisme, et que
ZQ=^ °n(zo) est dans la carte (x,+i^0 et fc^O).

On peut alors trouver des coordonnées (u, ̂  • • • . ̂  ̂ i. - • • . ^>n) sur un voisinage V
de Zo dans Z et des coordonnées\(t^ . . .,t,,Xi, . . .,x^0 sur C'xC^1 de sorte que
dans ces coordonnées la fonction l,j- ait l'expression suivante :

^ (u, Ç, y^, ̂ , ̂ 3, . . .,Ç, ̂ , . . ., ̂ , v|/, ̂ v|/, . . .,^^)

où v|/ est une fonction holomorphe non identiquement nulle, et / (Y) est défini par les
équations t^ = t^ = 0.
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On peut calculer la matrice jacobienne de Çy dans ces coordonnées et l'espace tangent
Txxf(x) en un point x=^(z) pour z voisin de ZQ. Un vecteur conormal (r|i, . . . , r^+i)
à T^Xf^ dans C^1 doit satisfaire la relation suivante :

Si 1^7'^r,

/ , , a\|/ \ / , ch|/ \ , / , 8^ \
(^^}.^^^)^^^(^}^

+ .. .+^+lf^^ /) î^d+l=0.f^VY ,̂;\ ^j

Si le point ZQ est choisi hors du transformé strict de l'hypersurface X(+i=0, on voit
qu'au voisinage de ZQ, \(/ (u, Ç, Ç) = i^P (p (M, Ç, Ç) avec (p (zo) 9^ 0. Par suite 8^/8^ = u^ S^IS^,
et on voit comme dans le lemme 5.2 qu'il suffit de montrer, pour finir la démonstration
du lemme, qu'on a

^
^(z)
8^}

(z) «^lul7
^^28^2

au voisinage de ZQ, si y= in f{a , ?}.
Mais la fonction ^/(\\f-}-^8^/8^) est inversible au voisinage de ZQ, ce qui donne

l'inégalité voulue. D

5. 4. Démontrons maintenant le théorème.
On peut d'abord supposer que codinig / (Y) ̂ 2, d'après le lemme 5. 2.
On fait alors une récurrence sur la dimension des fibres du morphisme x~r1 (Y) -> Y.
Soit Z une composante irréductible de ^(Y). Quitte à localiser un peu plus la

situation sur Y, on peut supposer, pour simplifier, que les fibres de Z sur Y sont aussi
irréductibles. On doit alors considérer deux possibilités :

(a) le morphisme T^ : ?y(Z) -> Y est génériquement fini
(b) les fibres du morphisme Ty : ̂ (Z) -> Y sont de dimension ^ 1.
Commençons par (à).

5.4.1. Supposons que QRiZ soit dense dans Z, où 0 est un ouvert satisfaisant la
propriété de la conséquence 3 du paragraphe 2.1.4.

Quitte à localiser la situation en un autre point de Y, on peut supposer que
T^ :ey(Z) ->Y est un isomorphisme et que, pour tout yeY, OnznÇ/ 1^) est dense
dansZn^OO.

D'après le lemme 2.2, la première hypothèse implique que X est une hypersurface
relative : X c: C'xC^1.
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On considère alors le diagramme suivant, comme dans le lemme 5 .3 :

E y C ^ ( X ) ^ — — — — — — — E y C ^ ( X )

.1 J^
X x P (CV/ (Y) x C^ VYo) = Ey X -——s——— 0

-1 1

S <<——————— S c= S x P (C7/ (Y)) -^ P (C5// (Y))

où 7t est l'éclatement de / (Y) dans S = C5, et la notation A désigne le transformé strict
par îi.

Puisque T^ '-^vCZ) -^Y est un isomorphisme, il en est de même de îj- :Z-^î^(Z), et
par raison de dimension, ïy(Z) est une composante irréductible de eYl('Y)=P(C^X),
où CyX désigne le cône normal de Y dans X.

On note Z^î^Z) et î Ç\ tî^^ (Z H Q).
Soit Z' une composante irréductible de oî~l(Z/) qui se surjecte sur Z'. On considère le

morphisme 0?Y°œ> ^Z'-^Y x PCC^/CY)), où \ est la projection EyX ̂  ?(€'//(Y))
qu'on voit sur le diagramme.

Pour y € Y, l'image Z'y de Zy dans P (C5// (Y)) peut s'interpréter de la manière suivante :
Soit CZy la composante de (CvX)y définie par Zy. CZy est naturellement plongée dans

CV^Y) x C^/Yo. L'image de CZy par la projection sur CV/CY) est un cône irréductible
de CV/^Y). Ce cône n'est pas réduit à l'origine de C7/(Y). En effet, dans le cas contraire,
on aurait CZy < = { ( ) } xC^/Yo et par suite dimCZy=(d-0+(s-r)^d-t+l, ce qui
implique s—r^ 1. Mais on a supposé au début que 5—r==codim^/(Y) ̂ 2, d'où le résultat.

Le projectifié de ce cône dans P (C5// (Y)) est alors l'image Z'y de Zy dans P (C5// (Y)).
On remarque qu'on a dimZy^ (d-t)+(s-r)--l-(d-t+l)=s-r-2.

On distingue encore deux possibilités :
5.4.2. ((?Y°œ,À,):Z'-»-YxP(C7/(Y)) est une surjection, autrement dit, pour tout

^Y.onaZy^P^/AY)).
Soit H un plan de dimension r+1 dans C5 contenant / (Y), et notons /i=P(H//(Y))

le point correspondant dans P(C7/(Y)). On sait d'après le lemme 5.2 qu'il existe un
fermé strict F (H) c Y tel que le couple (X° H /^(H), Y\F(H)) satisfasse la condition
w/-On aura une contradiction si on sait que le transformé strict de/ 1 (H) dans EyC ç (X)
coupe ZHO le long d'un sous-ensemble qui se surjecte par Ç .̂ sur Y. En effet, dans ce
cas, on peut trouver un point z de ZHtiN^^F^)) et un chemin dans le transformé
strict de /"^(H) aboutissant en z; sur ce chemin, la fonction ô(Yo, L)/d (x. Y) est
bornée, ce qui est contradictoire avec la définition de Q.
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Par un argument de transversalité analogue à celui de [LT], lemme 5.1.3.2, on voit
que si le point h est assez général dans P(C7/(Y)), l'image inverse de h dans EyCy (X)
(voir diagramme) est égale au transformé strict de/"1 (H) dans EyÇ^X).

De plus, le morphisme Z' -> Y x P^TAY)) etant surjectif, on peut, quitte encore à se
restreindre à un ouvert dense de Y, trouver un h assez général pour que l'image inverse
de Y x { h} dans T C\ Ô" se surjecte sur Y.

Enfin, considérons Z x T dans EyC^ (X), qui est isomorphe à Z'. L'image inverse de
z'

h dans EyCy (X), c'est-à-dire le transformé strict de/"1 (H), coupe donc QxZ', isomor-

phe à Z' n Û', le long d"un sous-ensemble qui se surjecte sur Y. On en déduit que le
transformé strict de/~1 (H) dans EyC^ (X) coupe Z H û le long d'un sous-ensemble qui
se surjecte sur Y, d'où la contradiction cherchée.

5.4.3. Supposons maintenant que le morphisme (^œ, À-):Z' ->Y x ̂ (C^fÇY)) ne
soit pas surjectif. On note encore Z" son image. Quitte à se restreindre à un ouvert de Y,
on peut supposer que la projection Z" -> Y est à fibres équidimensionnelles, et on a vu
que ces fibres sont de dimension au moins s—r—2, donc de codimension au plus 1 dans
P(C7/(Y)).

On considère alors un plan H de dimension r+2 dans S, contenant / (Y), et on note
DH=P(H//(Y)) la droite projective associée dans P^Y^Y)). Si H est assez général,
Y x DH H Z" n'est pas vide et est fini sur Y et on aboutit à une contradiction comme
ci-dessus, en utilisant le lemme 5. 3 à la place du lemme 5.2.

5.4.4. Considérons maintenant le cas (&).
On peut supposer encore, quitte à se restreindre à un ouvert de Y, que le morphisme

ïr : ?Y(Z) -^ Y et le morphisme ̂  : Z -> Y sont à fibres équidimensionnelles. Supposons
comme dans le cas (a) que Q 0 Z soit dense dans Z, et que Z 0 Q se surjecte sur Y et
que pour tout ye Y, Zy n û soit dense dans Zy.

Soit n -d+k^l la dimension des fibres de T^ :^(Z) -^Y, avec k^O, et soit o,,-^
un plan de codimension n — d + k dans P".

Quitte à se restreindre à un ouvert de Y, on peut supposer que pour a^.^+k assez

général, le morphisme T^ : y~1 (o^.a+k) H ̂ vW -^ Y est fini et surjectif, et le morphisme
^•.ZnOnS'Y^Y"1^-^))^ est surjectif.

On pose ^n-d+k^^^n-d+k) et on considère le dirimant Afc(/, V^+fc).
Puisque le morphisme C^(A^(/, Vn-d+k))^-y~1 (^n-d+k). est fini et biméro-

morphe, le morphisme /^A^S est sans éclatement en codimension 0, et
dimT^^O^dimT^O).

On peut donc appliquer l'hypothèse de récurrence au couple (A^, îtk(Y)) et trouver un
fermé strict F(cr^_d+k)) de Y, tel que le couple (A?, Ttfc(Y\F(o^_d+fc)) satisfasse la
condition Wyy

Sur y'^CT^+k) on a alors :8(Yo, L)=ô(7tk(Y)o, L/V,,.^), la première distance
étant celle des plans de C"^, la seconde celle des plans de C4"^!. D'autre part, on a

4e SÉRIE — TOME 17 — 1984 — N° 2



CONDITION DE THOM 261

pour tout point x de X :

d(^(x),7t,(Y))^(;c,Y).

En tout point de ^(y'^n-d+k)) on a l'inégalité

8(Yo,L)^8(^(Y)o,L/V,,_^)
d(x,Y) ~ d(7^(x),7c,(Y))

Considérons alors un germe de courbe analytique sur ^Y^Y'^^n-d+k)) d'origine ZQ
contenue dans Z^\Sî^\e^l(y~l(an-d+k)) te! q^ ^f ^o^^^n-d+k)' O11 a vu» P^
récurrence, que la fonction 8(7i;fc(Y)o, L/V^_d+^)/d(îifc(x), 7Cfc(Y)) est bornée sur cette
courbe, et l'inégalité ci-dessus montre que la fonction 8(Yo, L)/d (x. Y) l'est aussi, ce qui
est contradictoire avec la définition de l'ouvert Q.

On a donc montré que pour cette composante de ^J 1 (Y), Q 0 Z est nulle part dense
dans Z, et par suite Q est vide. Au début de la récurrence, le morphisme
T/ : T/ 1 (Y) -> Y est ^mL ^n démontre le théorème dans ce cas comme dans le (a). D

5. 5. COROLLAIRE. — Soit f:X -> S un morphisme comme dans le théorème 5 A, et soit
Y une variété analytique de X sur laquelle f est de corang constant t. Si le morphisme
i^-^^(Y)->Y est à fibres équidimensionnelles, alors le couple (X°, Y) satisfait la
propriété Wy.

Ceci résulte immédiatement du théorème précédent et de la conséquence 2 du
paragraphe 2.1.

5.6. COROLLAIRE. — Dans la même situation que celle du théorème 5.1, supposons, de
plus, que la multiplicité des dirimants généraux est constante le long de Y(O^fe^d) . Alors
le couple (X°, Y) satisfait la condition W^, et pour tout k, O^k^d, le couple
(Afc(/)°, îifc(Y)) satisfait aussi la condition W^, au voisinage de tout point de Y.

De même que pour la démonstration du théorème 5.1, le problème est local sur Y.
On fait une récurrence sur dim xj1 (0). Choisissons alors un drapeau

Vn-d^^n-d+i c • . • crV^cC"'1 '1 assez général de sorte qu'on ait Afc+^.(/)=A^(/fc)
pour ce drapeau (voir 4.3.12).

Si X est une hypersurface relative, X =Ao(/), et puisque dimx^1 (0) < dim T^ 1 (0) pour
l^k^d, on peut supposer par récurrence que pour l^k^d, le couple (Afc(/)°, îtfc(Y))
vérifie la condition Wy^ (si Afc(/)° n'est pas vide).

On montre comme dans le théorème 5.1, que pour toute composante Z de ^^(Y),
Z 0 Q est nulle part dense dans Z, où 0 est un ouvert considéré dans la conséquence 3,
paragraphe 2.1. On note encore ZQ ==Ç^ 1 (0) 0 Z.

Si dim?Y(Zo)^l, on peut «couper» Zo avec A,,(/) et donner le même argument
qu'en 5.4.4.

Il reste à considérer le cas où dim?y(Zo)=0. Alors le morphisme îy :Z^ïy(Z) est
fini, et par suite, puisque X est équimultiple le long de Y, ï^(Z) est une composante
irréductible de e^1 (Y), et donc Ç/-(Z) =Y. Comme le couple (X°, Y) satisfait la condition
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Wf sur un ouvert dense de Y (théorème 5.1), on en déduit que Z H 0 est nulle part
dense dans Z.

Quand X n'est pas une hypersurface relative, on peut supposer par récurrence que
(Ak(/)°, îtjk(Y)) satisfait la condition W^ pour O^k^d. On peut alors « couper » toute
composante Z de Ç/1 (Y) par Ao(/), d'après le lemme 2. 2, et donner le même argument
qu'en 5.4.4. Q

5.7. COROLLAIRE. — Soit f un morphisme X -> S comme dans 5.5. Supposons de
plus que: dimY{^f~l(0)=t<d=dimf~l(0\ Il existe alors un ouvert de la variété
p^n+i+pyY) des hyperplans contenant Y tel que pour tout hyperplan H élément de cet
ouvert, les dirimants relatifs du morphisme f^ : X Fl H -> S induit par f sont équimultiples le
long de Y.

Preuve. - Soit 2'. V^_^ c= . . . c V^ c C^1 un drapeau de C^1 assez général. L'équi-
multiplicité des dirimants relatifs montre que Ak(/, V,,_<,^)=Ç) pour k>d—t, (et donc
Pk(/, V^+fc)=Ç) pour les mêmes valeurs de k).

Il est donc facile de vérifier que si H 0 C^1 x { 0 } ==¥„ et si ̂  est le drapeau induit
par^dansHUC^x {0},

Pfc(/H^H)=Adh(P,a^)nX°nH) pour k^d-t,k<d.

En effet, l'ensemble des points x de Pk(/, Q) UX 0 où T,,X^ est contenu dans ¥„ est
justement Pd(J,^)nX0 qui est de codimension positive stricte dans
pk(/,^)nx°,(fe<d).

Considérons alors A^(/, V,._^) H [(V^+k) x S] pour k<d-t.
Ce n'est autre que la projection sur (V,,/V,,_^+k)xS=H/V,,_^k de Pfc(/, ^)OH et

c'est donc A^(/H, ̂ ). Par ailleurs pour un choix convenable de ¥„ => V^.^+k c'est une
section transverse de Ak(/, V,_^+k) q111 ̂ t donc équimultiple le long de Yk.

Pour k=d-t, k<d, A^_,(/, ¥„_,) 0 CV^.,) x S est réduite à Y<,_, d'après l'équimul-
tiplicité de A^_,(/, ¥„_,). On en déduit que Adh(P^_,(/, V^_,)nX°nH) est vide et
donc que P^-^/H» ^n) et A^ _((/„, ^n) sont également vides. D

6. Un cas particulier : / (Y) = 0.

Dans tout ce paragraphe /:(X, 0)^(S, 0) sera un morphisme équidimensionnel à
fibres de dimension pure d, sans éclatement en codimension zéro. Y sera un sous espace
lisse de X, tel que / (Y) =0.

Sous cette dernière hypothèse nous montrons que si la condition W^ est satisfaite par
le couple (X°, Y), alors les variétés polaires relatives de / sont équimultiples le long de
Y, et les dirimants relatifs Ak(/) (O^fe^rf ) sont équimultiples le long de Yk(O^fe^).

6.1. THÉORÈME. — Soit f : (X, 0) -> (S, 0) un morphisme entre espaces analytiques
réduits, à fibres de dimension pure à, sans éclatement en codimension zéro. Soit Y un
sous-espace lisse de dimension t de la fibre /^(O). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Le couple (X°, Y) vérifie la condition W .̂ aux points de Y.
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(ii) Les variétés polaires générales ?k(f) (O^k^d) sont équimultiples le long de Y.
(iii) Les dirimants relatifs ̂ (f) (O^k^d) sont équimultiples le long des Yfc=^(Y).
(iv) Le couple ((Ao(/))°, Yo) projection hypersurface relative de X vérifie la condition

W^ le long de Yo.

(v) Si S c C^, il existe un ouvert de Zariski îî de la grassmanienne Grass (p—s+1, p)
tel que pour tout élément h de îî, le couple (f~1 (S n h)°. Y) vérifie la condition Wy aux
points de Y. (/,, est induite par f de f ~1 (S 0 h) vers S C\ h.)

6.2. Remarques
6.2.1. Le corollaire 5.5 qui précède montre que la condition (iii) implique les

conditions (i) et (iv). (i) implique (v) (voir 1 e).
Le corollaire 5.4 montre, lui, à l'aide de la proposition 3.3 que (ii) implique (i) [(ii)

est aussi équivalente à l'équidimensionalité de Çy 1 (Y) -> Y (3.3)];
6.2.2. Contrairement au cas où dimS^l, la projection de noyau V^-d+k nîest P^

nécessairement transverse à Pfc(/, Vn-d+k)' Les multiplicités respectives de Pfc(/, Vn-d+k)
en 0 et de A^(/, V^-d+k) en ^(0) ne sont donc pas toujours les mêmes. Cependant
Féquimultiplicité des variétés polaires équivaut, si Y c/'^O), à l'équimultiplicité des
dirimants correspondants.

6.2.3. La condition Wy pour un couple de strates (X°, Y) qui ne vérifie pas
Y c/"1^) n'implique pas l'équimultiplicité des variétés polaires relatives. Il suffit de
remarquer que si Y est fini sur S, la condition W^- est alors vérifiée.

6.2.4. D'après l.(/i), lorsque Y c/^O), le couple (X°, Y) satisfait W dès que la
condition Wy est vérifiée. En particulier, X est alors équimultiple le long de Y.

6. 3. Démonstration de (i) ==> (ii)
Notons d'abord que lorsque dimS^ 1 cette implication est prouvée par Navarro [N3].
On supposera que S est C\ que / est ouvert, et qu'un plongement relatif de X dans

C^xC5 est donné (cf. 1.2).

6.3.1. HYPOTHÈSE. — Soit/comme dans (6.1), vérifiant (i) et de plus :

s=dimS=l
dmxJl(0)=n-d.

Comme dimxJl(0)=n—d, les variétés polaires générales Pk(f) P0^ k>0 sont vides.
Il suffit donc de vérifier que Po(/)=X est équimultiple le long de Y, ce qui fait l'objet
de 6.2.4.

6.3.2. HYPOTHÈSE. — Soit/comme dans (6.1), vérifiant (i) et de plus :

s=dimS==l.

Soit Z une composante de Ç/^Y) et Zo sa fibre au-dessus de 0. Zo est naturellement
plongée dans P" x P"+1 ~(.
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P=YOCY
Zo ————^ ̂

4=ÔOT/ [

[pn + 1 -1

D'après le lemme 2.2 dimp(Zo)^n-d.
La démonstration se fait alors par récurrence sur l'entier

^dimï/^O)

- si 7=0, on est dans l'hypothèse 6.3.1

- j>0. Considérons alors un cycle CT^+I de codimension n-d+1 général dans
P", qui rencontre tous les p(Zo) en codimension n-d+\. p~1 (a^_^^) évite donc les
composantes Z dont la fibre Zo se projette dans P" en dimension n-d.

Pour de telles composantes

dim Zo ̂  dim /? (Zo) + dim q (Zo) ̂  n - d + dim P (CyX)o

Comme X est équimultiple le long de Y, la fibre (CyX)o du cône normal de Y dans X
est de dimension d^-s—t et si dim/?(Zo)=n—d on a

d i m Z o ^ n + s — 1 — r

ce qui montre que Z est équidimensionnelle au-dessus de Y.
Restent les composantes Z telles que p(Zo) GSt de dimension au moins n-^+1.

Elles sont donc rencontrées par X x o^ _ ̂  +1 x P"+1 ~ f. Or, pour On-d+i général
(X x CT^+ i x P^1 -t) n HyC^ (X) est la transformée stricte de y-1 ((Jn-d+i) par le mor-
phisme e^. Rappelons le diagramme :

EyC^(X)

~-\
Cf (X) ———- ^n

-\
X

f\
S

De plus, pour On-d+i général, Z->yetZ^}(YxçJ^_d+^xPn+l~t)->Y seront équidi-
mensionnels en même temps.
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Mais d'après le lemme de transversalité 4.4.4 valable lorsque dimS=l, il existe un
morphisme fini de la transformée stricte (X x ^_^+i x P^1-^ n EyÇ^X) vers l'espace
^YI Çfi (Ai), induit par la projection : Pi (/)-^ Ai (/).

Pour montrer que Z-^Y est équidimensionnel, il suffit donc de montrer que
Ç/i1 (Y!) -> Y! est équidimensionnel. D'après l'hypothèse de récurrence, il suffit de prouver
que (Ai(/)°, Yi) satisfait la condition \V^, ce qui est vrai, puisque

Ô(Y,, T^A,(/)^=Ô(Y, T^^+V^,^)

et que, toujours d'après la transversalité de V,_^+i à Pi(/), il existe une constante
positive Ci telle que, au voisinage de 0 :

d(x,Y)^Cid(îi,(x),Yi)

6.3.3. HYPOTHÈSE. — Cas général : /comme dans 6.1 vérifiant (i).
Nous allons montrer que Ç^ 1 (Y) -^ Y est équidimensionnel, ce qui est équivalent à (ii)

d'après (3. 3).
Supposons le contraire, c'est-à-dire que: dimÇ^^O^n+s—l—î, et choisissons un

chemin analytique h : (D, 0) -> EyÇ^X) tel que :
— h(0) soit un point général d'une composante K de Ç71 (0) de dimension maximale
- h (0\ { 0 } ) soit contenu dans l'ouvert dense Ç^ 1 (X°\f ~1 (0)) de EyC^ (X).
Le chemin analytique /o ̂  o h : 0 -> S n'est pas constant.
Appelons c son image dans S et/ la restriction de/au-dessus de c. D'après (1 .g), le

couple (X°, Y) satisfait la condition W^.
Le morphisme Ç^: EyC^X, -» X,, est le transformé strict de Çy.
Par construction Ç//(0) rencontre K, et comme c est de codimension s—1 dans S,

Çy/WH^ est de dimension au moins égale à n + s — r — ( s — l ) = n + l — r c e q u i prouve
que Ç^1 (Y) ~^ Y n'est pas équidimensionnel.

Or / : X, -^ c vérifie l'hypothèse 6. 3.2, ce qui contredit cette dernière assertion.
Il est d'autre part clair, après la proposition 4.4.6, que (v) =>(iii).
Enfin (iv) =» (iii), puisqu'on dispose de la transitivité des dirimants relatifs :

Afc(/o, V^,^/V^_,)=A,(/, V^.,^)

Ceci termine la preuve de l'équivalence des cinq propriétés (i) à (v). D
Notons que l'implication (iv) => (i) est prouvée dans [S].

6.4. COROLLAIRE. — Soit f comme dans 6.1 et Y un sous-espace linéaire de
dimension t de la fibre f ~1 (0). On suppose t<d.

Il existe un ouvert de la variété ^(C"'1"1'1'^) des hyperplans contenant Y, tel que pour
tout élément H de cet ouvert, le couple ((X H H)°, Y) satisfait à la condition Wy^te long
de Y(/H: /-1 (X H H) -. S est induite par f sur X H H).

La vérification de 6.4 est immédiate au vu de 5.6. D
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7. Quelques applications

7.1. EXISTENCE D'UNE TRÈS BONNE STRATIFICATION.

7.1.1. THÉORÈME. — Soit f:X —> S un morphisme analytique entre espaces réduits. On
suppose que X est équidimensionnel et que sur un ouvert de Zariski dense de X, les fibres
de fsont de dimension pure d. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Le morphisme f admet une bonne stratification.

(b) Le morphisme f admet une très bonne stratification.

(c) Le morphisme f est sans éclatement en codimension 0.

De plus, quand ces conditions sont réalisées, la stratification C-analytique la moins fine
de X telle que f soit de corang constant sur chaque strate et que les multiplicités w^(Pfc(/, x))
soient constantes sur chaque strate (O^k^d) est une très bonne stratification de f.

On appelle bonne (resp. très bonne) stratification de f une stratification C-analytique de
X, telle que sur chaque strate le morphisme f soit de corang constant, et que, pour toute
strate X? dont l'adhérence est une composante irréductible X; de X, et pour toute X, c X;,
le couple (X°, Xy) vérifie la condition Ay de Thom (resp. \Vy).

Démonstration. — L'équivalence de (a) et (c) est montrée dans [83] et est essentiellement
due à Hironaka [HJ. L'implication de (b) vers (a) résulte des définitions. Le fait que (c)
implique (b) résulte du théorème 5.1, et l'assertion résulte du corollaire 5.5. D

Remarque. — On peut alors faire une démonstration identique à celle de [82]
théorème 1, pour obtenir l'énoncé de [SJ proposition 1.

7.2. RELATION AVEC LES CONDITIONS DE WHITNEY. — Étant données deux strates X? et
Y comme ci-dessus, avec Y c= X,, et Y connexe, si le couple (X?, Y) satisfait la condition
\Vp alors pour tout se/(Y), le couple (X°, Y,) satisfait la condition W (voir § 1,
remarque h). On en déduit :

7.2.1. PROPOSITION. — Si le morphisme f est propre, et si le couple (X?; Y) satisfait la
condition Wy, il existe un sous-ensemble analytique fermé nulle part dense T de F adhérence
def(Y) tel que le couple (X?, Y\f~l(T)) satisfait la condition W.

Démonstration. — On sait qu'il existe un ouvert de Zariski dense Y° de l'adhérence de
Y, contenu dans Y tel que le couple (X°, Y°) satisfait la condition W. Cet ensemble est
caractérisé par le fait que les multiplicités des variétés polaires absolues Pjk(X, x) aux
points de Y° sont constantes (voir [HMJ, [T^]).

Mais d'autre part, ces multiplicités sont localement constantes le long des fibres de Y,,
pour s 6 /(Y). Par suite, si XoeY°, la fibre Yy^ est entièrement dans Y°. Puisque le
morphisme/est propre, on en déduit le résultat. D

Remarque. — Cette proposition permet de démontrer la proposition 2 de [SJ.
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7. 3. COMPORTEMENT DE LA MULTIPLICITÉ PAR CHANGEMENT DE BASE.

7.3.2. PROPOSITION. — Soit f : X ->- S un morphisme comme ci-dessus, et supposons
qu'il est sans éclatement en codimension 0. Soit SQ^S et Y une sous-variété def~1 (so).

Il existe alors un fermé analytique strict Z contenu dans Y tel que, pour tout germe de
morphisme h : (T, to) -> (S, So), où T est un germe irréductible, de partie lisse T° vérifiant :
.r^Cr^to^nX0 est dense dans /-^(T)), le produit fibre XT=X x T est équimul-

s
tiple le long de Y\Z.

En effet, on peut choisir Z de sorte que le couple (X, Y\Z) satisfasse la propriété
W .̂. On applique alors la remarque (g) du paragraphe 1 et le théorème 6.1. Ainsi la
condition de non-éclatement en codimension 0 empêche un phénomène d'éclatement
associé à la multiplicité.

Cette condition impose une condition d'équimultiplicité « universelle » de X le long
de Y\Z.
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