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M É M O I R E S
S U R

L E S F O N C T I O N S E L L I P T I Q U E S
QUI CORRESPONDENT A LA FONCTION cosx -+- i sin.v.

PAR M. H. LEMONNIER,
PROFESSEUR DE MATHÉMATIQOES SPÉCIALES AU LYCÉE HENHI IV.

DEUXIÈME MÉMOIRE.

Expression de ^ [z 4-1).

1. Considérons la formule connue
/o/ \ .p.(z)

v — —z\ =i ^m4—"
\2 ; HZ]

Ea la mettant sous la forme

p. [z] +• i ^ (^) i/ ( -— — z ) ̂  o,
\ "2 /

on voit que la fonction de z
^)+n(^(/),

s'annule pour
, r// û)7
^ = : — — . ^ o u ^ = = — — / .

2 ?.

La même formule, par le changement de z en — z, donnant

p.(z) - i^(z) v (^ + z\ ̂  o ou p.( t} - z À ( ^ ) î / (^ + ̂  ̂  o,
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il est clair que la fonction de z
^ [ t ) - i n t ) v ( z ] ,

•»
s'annule pour z = — 1^ — t.

La fraction d :̂̂  ^ comme sels (]eux terffîes? CA) et 2W

pour périodes; ses zéros sont ceux du numérateur , et ses in f in i s les
zéros du dénominateur; car, tant que v ( ^ ) est différent de ± i, les deux
termes deviennent infinis à la fois en même temps q u e X ( ^ ) , ^(s), v ( z ) ,
sans que la fraction devienne nulle ou infinie.

Dans l'étendue du parallélogramme dont un premier sommet est le
point { z = — t } , et les deux côtés û) et W, le numérateur a deux
zéros

r./ , r// r^
2 = r : — — ^ z^—^r-—if,2 a a

/
le dénominateur a deux autres zéros

3 3 , ^
z == -. c*)' -— t. z == - &> •4- - — ^

2 ' ' ?, S>.

Or ce sont là les zéros et les infinis de la fonction v^z 4" t) dans la
même étendue. Il s^ensuit

/ , , tj.{z} -+• i l { z } v [ t }
i/, (z -+• ^ == A •L"-7 /.——^ l., /^^1 1 j y . [ t } — t h [ t } v [ z }

II faut A == x , pour avoir l'égalité par js= o; la formule est doix'
. . ^.[z)^iV.z}vU'}

( 1 ) . ^^^l!I^^

Par l'échange entre z et t, on a également
y.[t}+n.[t} v(z)(.) ,,(,.^)^^^^^^,

Si l'on y remplace t par "- t, dans ces formules, elles devumnelU
/ \ i ,\ iA^}+ ï ^ ( z } v { t }( r> l v i { 7 ^ .̂ /' 1 .——" J__L..' . -«—^.«.'__L^\ ... , »

' ' ll ^"^(^-i-^^) v ( z } '

'^-'^m^-
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2. Conséquences. — La formule (i) revenant à

[^)+/À(^(/)]^.(f)+n^Hz)ju.(z -+- t ) -4- i'k[z -+- t} ==

peut se partager en
^[.t] +.̂ MO

y.(z}y.(.î}-Hz}^}Ht.^(^
^ [ t ] -^-îï(t)-v•'(z) "'

• } . [ z ' }u . [ t ) v [ t }+H t } [ j . { z }v [ z )
^ [ î ) + ^ ( t ) v - [ z )

(3) .^^<)=£

(4) ^[^+'i)=}-

Quand le paramètre g- est égal à i , ces formules sont

,^ ^i_^)^)-^)^(/)
v•[z~\ t}- ^)+^)^J 1

À f 2 -I- l\ == ^ (Z )^ (^+^ (^^^ ); ^^)-+-^(/)^^)

(3)'

(4r
On a par suite

(5)

(6)

,.̂  ^—^• ( z )F - ( f ) - ^^ (g ) l ^ j [ • s )^ (^ • ) ^ (^
' l / ^ ( / ) - ( -À ' ( / )^(z)

î f - ^ — ^^M^—^h^zM^)/i> i »4? —• & i _, •——-—~-———————"•———-,——:—.—.— .̂— î,—« *
v / , ..'£ f\ 1 1 •t ! ./ \ ..•; / ~\^(^) - -{•"^( / ) ^(^)

3. Par les formules ( ï) ' et (s/, on obti'ent

•2^)v,[z -4-/) + 1 / 1 ( 2 — t}=
(7)

d'où ron tire

^[z}— i ' X ( z ) v ( l " ) '

—^•^(^ î ;^)F (2 )— rÀTiy ï̂)''^^+,)„,,^^,)^al^h^L
v / v / TT ^ __ ï ' ^ (7 . \ . l !

(8)

^ U ( z ) p . ( f )uAz ̂  t}-^- uAz— t} — -___[ [ j [ [ î ^{z)^^[z)v^t)

^ ̂  ,) ̂  ̂ ^ ,)̂ î̂ H^Jî
"l y M J ^(,)^^)^)î

Â^ 4- ^ -+- x^ - /) = ̂ Lifkl̂ ^v / v / . ^ (^J^A^^ î / - ^^ 5

^''-^-'i-i^^T
^f//^. ̂  ^J^c'. Normale. '2e Série. Torne VL — MARS 187^".
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On en tire encore
, ^[z^i] ^-p.(z-£)]^(z) ^[^^^l)^A(^---f)]^z)v{t)==:<2u.(t],
[a{z-^t]^-p.{z—t)]Hz]v[t)—[Hz-}-l)-^^[z'--t)^p,(z) =o

^) < et
[p,(z'+-l)'—^[z—t)]p.(z] -^-[\(z+ l)—Uz—t)']l(z)v(f) ===o,

. [^^-t-^-^(3-^?.(^vM-[À(s+^)~À^-~^)]^(^ ==-2À(^).

4. De mêrne la formule ( i) , prise sous la forme
[^{z-r- t) -4- il(z d- i]']l^(t)- i ^ ( t ] v [ z ) ] = ^ [ z ) -4- i ^ [ z ) v ( £ ] ,

se dédouble en

10
p.(z-}-t)p.(t)^-').(z^- t}Ut}v[z}=v.[z},
HZ -r- t}^[t}—u.[z^t}V,t}v[z}=Hz}v[t),

formules qui deviennent, par le changement de-s en z+letde t en — l ,
^ { ^ ( z - ^ £ ) = = ^ ( z ) ^ ) - U z ) l ( t ) v [ z + t ) ,
{ ) ( ^^^t)^t)=Hz)p.(t]^-i^z}Ht)v(z^£).

La dernière, par un échange entre z et t, donne
( 1 2 ) l[z+t}v(z}=\[t}[M[z} -\-[J\t}\[z}v[z~^ t),

ce qui, par le changement de t en — (t-^r -s), devient

( 1 3 ) HZ -4- i ) [j.[z} =^[t} v{z) 4- l(z) v(t) p.(z + /),.

En combinant par addition et soustraction ces formules (12) cl ( i3) ,
on en déduit

( [̂  -4-^)4- U^l^z) - u(z)] =nz)[p.(t)v(z + ̂ ) ~ ̂ /)^^ 4- ̂

• ( ^(^+^-î^)][^^+^(^]-^(^[F.(^v^+^+^^^^4-^j],

d'où résulte

, î 3 ) ^^±^±2^ == VM.±JJ^1 ̂ lyIi±A^ ({} ^- ̂ ±.̂ 1
HZ 4- ̂  __ ^(^ ^) __ ^(^ ^.(/•)^(Z + t) + y^J^ 4, ̂

OU

î 5V ĴlM^ ̂  y^ -^ ) 4- ̂ (^-^ ̂ (^^^^(^ ̂ (f)
Â(^ -À(^ ^(s - ̂  ~ u(^ - t) ̂ y [̂i) ,1. .^y^^,
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De même, la première des formules ( r r ) pouvant se changer en

^ (/-)== ̂ (^.(2 4- t} 4^(2)î^ 4- t }v { t ] ,

on en déduit

(16) [^{Z 4- t) -r- ̂ )][l - P^l] -- ^^[HZ - t) V ( t ) -- Ht} V[Z 4- /}] .

[p.[z + £) ~ ̂ )][i 4- p.(z)] = - À(2) [^ (3 4- •I) v [ t ) + 7^) ̂ ^ -4-- /)],

d'où
^z + ̂  "tiî ) —-^ i±^^ ̂ ^ î̂ ^ l̂riMl)̂"^(7+ ĵ"i- ^.(f) '"- ï —^) r(̂ '-+- ^X'ï) + ̂ ^j7{ï"T^)

^•('s') ̂ Jî  --. ï + ̂ ^J^Al ̂ ^^W "~ À(^) î''.(•s)^^-^^ ̂ ^ ^^^ ̂  ̂  ̂ .^^^ .

( ^ 7 )

OU

î"^)'

5. Les formules ( r ) et ( % ) donnent par la division
^ ( 3 + t ) _ ^ ( l ) ^ i U t ) v ( z ]

(10 ) ^.^-"ï) "" ^(ï) r7"À(J)'7(i)9

d'où, par un échange entre z et /,
v,[z + t} _ (J.(z) -+- < À ( ^ ) ^ ( ^ )
^Tiri) ̂  ^^)l"••r711^)7(ÏJ

ou
( * < 1

, . , u(s) 4- i ^ ( z } v [ t )
9) M^--^)^^--^)-^

Cette formule (19) peut s'écrire

v,(-^ - \ - l ) V t ( z — t}
ï -+- iu')'{z) v { £ ] ^
ï'r:^'^^)""^1)''

0) • î 9si l'on y fait tendre z vers -^ il s'ensuit

A/ \ /r,/ \ i — v ( ^ )M ^(^+^.^-^7ï^

Les formules (18) et ( rc j ) î-eviennent à

o^ v^i?'m ^"J ^1 = ̂ ^fl^iM^il^Ii.?^^ ,j0/ "'"'" —^^^^ -'"•"•" ^ ̂ ^^ ^j — ^ n^ ̂  ̂  ̂  ̂ , j ̂ j
^ [( m 4" ï ) ̂  4- / ).[( m 4- i}z\v{ nt z)

( 19/ .. [(2 m +• ï j.]., (^ - ̂ -^^^^^^ .
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6. La formule (19) étant[,(.,-„ +;»(^,)]^-,i+;>i,_,)]=[^±^^j
équivaut aux deux suivantes :

^(.^-,)-^,^-<,=^^^
( -•^•w -'^ -'w-') =^^f^'

[ 2 -1 )

De même la formule (18) étant

l,s^,) -,- ̂  ̂  ,n[,(, - „ - w, - ,i] = 1 '̂̂ r̂
se dédouble en

S M——).(-^M^^(.-^^^^.|.
( -^ . (2+f )X(2- f )+^^- f )À^+<)=-- -̂ ^MiL,

(22

[ ' ' l ' l ' ^(i!) +?:•'(<) y' (a;

et de ces quatre formules résulte

p.(z+ t ] ^ Z - t ) == ^-^W-^W+^WW _ ̂ -A2.:^1^
" ' / ^(z)-^-^^)^^) ' " " — ^(^)^^:^7^J-Î-:^'

,„,l<-')^-"=.^^.
(23)

„ (z + <) ?j^ - /) - ̂ l̂ ^W - P-W H^^Wrl ^ J [ !- ^(^->(^FT<)—1-^
. ^.(.-^^^^^.'tIfIM^^L^^.^W^).\ ' ' ' 1 ' ;./.'(;;)+^(2)1^)

Expression dp ̂  (z -+• t}.

7. La formule

J^^^-r^}
^ \ 2 ^-^TÏM-

prise sous la forme
v(z)+hi••k{^)y.(r^--z\=.t^
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accuse que la fonction de z

v [ z ] -+- li-i'\(z) p.(t)

s'annule pour z == ^- — t.
Comme l'on a

^ (^) — Ici t[z) [j. ( -— -+- z ) == o
\ 2 ^

OU

,(/)^m(^(^+^) =:c>,

la fonction de z
v[t)^/,n^)p.(z)

s'annule également pour z = — r-^- —• t.
Il s'ensuit que la fraction

l̂?) ̂ ^•^L^t^
ï(^"^^)7(ï)7

dans l 'oléoduc du paraltélogramme qui a pour sommet le point (s== — - / j
et pour côtés ses deux périodes o> et 20', a pour zéros

( '̂ r// 6») c»/ Ci)
^ :— — —. f z ".=• •— — / -h &y-4- — == 3 — 4- ~- — ^

9. 9, 2 2 ?.

et pour in f in i s

0)' , 3 , fî} . fi) r/)' &»
z ,̂:; — —. — / 4- ^ &) ==:-c/) — f, z == — — — ^ +• c») + - == — 4~ — — ^ •

a % 2 % 2 a

Comme, dans la même é t e n d u e , ce sont les zéros et les i n f i n i s de
p.i {z •+ l ) , il y a lieu de poser

v [ z ) + f n l { z ) p . ( l )
u, [z 4- ^ =-- A —~——^-—---^i7.1 ' / v[t] — Â7 ?i(<) u.[z}

On trouve A == î , en prenant z = o; donc on a

i , } . ^ .^-^^.î-AiM3)^),^ ^^^^_^.^^^^^^^^
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d'où

,-lV 1 u i - ' - t - /l-1^)^-7'7^)^)ll) ^^^^-^(ii-^^^ijTTTy'
et par suite

fs ) y fz /^_ v ( ^ ) -+- / ( • ' x ( ^ )^)t ) ^^-.(T)^?^-)^)'
C,i' „ f - ^ — ^ ( ^ — ^ ' ^ ( ^ ^ ( ^(a-' ^-^-^-A-i^^r

S. Conséquences. — La formule (i) , écrite sous la forme

.̂ + f ] ^/,-^^ + ̂  ̂ lilÎ htA l̂iiî Î ^ +A/X(^) ^(z)
v J l J y l(<)+/,2À2(ff^(2J —

se subdivise en

(3) v i z + t } - L^^hzA'̂ )^2) ̂ /) v-W[ 1 ^ Z + C j - ^(f)^-/^(t ^-^—————,

( A ) ^ -_ , , ^_ Â M/ - / - ( / ) ^ ^+^ (< )y - ( • ^ ) r ( z );̂ À (z + 1 ) - —^J^^^^)^^—.

ce qui , au cas de g •=•- i , est

^z^{l}--v'{z)^'[t}
3 ' y (z + t\ == —————.-"____

- ' / r î (^)+/< ÎÀ2 ( / )^(^) - '

(4)' ^+t)-^ïi^^t\+ÎW'^' ' ^(/l+^À^^^t^) '
et de là
(5) .(. _ ^ - ̂ M^ +/rÂ(^)^(z)^(^ ^.(^

' / ^(^^/.^.'(^^(zy——5

(6 ) l(z-t}='^ ̂ ^f) - ̂ Jitf^ (z); v'(t)+/^\t)^(z)~ •

9. Par(iy et (a)'il vient

„ |t••(-l-')-^t-"=^-^7^;•
fM^..)--,,(.-,)=-^,^^,



d'où

(«)

et d'autre part
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)̂̂ -̂ ,,,:î ,,,.
.,.,)-,,_^= ,̂.̂ ,̂

87

[v(z -l- !î) 4-î^--,^]y(2)4-p^ 4-^) -\-HZ— ^]/<2^) [ j . [ t } -==. iv [ i } ,

[v[z^ i} 4- l / (3— £ ) ] ' X [ z ) p.[l) 4- [A(24- /) 4 - ^ ( 2 — ^) ]^ (2 ) =0,

i [y^4-^-^^^^]^3)^[7^+^-_?,(^_^/^^^)^^)^o^

et

(9)̂ ([v^4^)~^2-^À(^^^44Â^+^-X(^-^/.^(3)^(/)==aX^^J^;.

10. De même, par la formule ( i ) , on obtient

ÏO
^ (z4-^y( / ' ) - { - / ^? . (s+ / ) ^ ( ^ ) ^ (z )= i / (2 ) ,
Â^ 4- t] V[t} - y (2 4- t ) l ( t ) y.[z} =-. HZ} ?.{£) ;

d^où, par le changement de t en — t et de z on z 4- ^
^4, ^ ) = y ( 2 ) ^ ( ^ — / < 2 ? , ^ ) 7 . ( ( ? ) ^ ( 5 4 - ^ ,

X ( ^ 4- ^ ) ^ ( ^ ) ^ ^ [ z ) v ( i ] 4- y ( 2 ) À ( ^ ) ^ . ( ^ 4" ^ ) ,

dont la dernière peut se changer en

HZ 4- l ) ^.(z) .-::. Hi) p^z] 4- ̂ ) HZ) ^[z 4- ^,

formule ( i3 ) du numéro précédent.
La première des formules (10), par un échange entre z et l, é t an t

v [ ê ) =zv[z 4- £ ) v ( z ) 4- Â 2 ^ ^ 4-^ î . (2)^(^ ) ,

on en tire, avec la première des formules (i f ) ,

1 2
[ ^ z - - { - £ ) + v { l } ] [ î - v ( z ) ] ^ : ^'}.(z)[Hz-^l)p.{t)-7.[t)p.{2-^ / ) ] ,

[ ^ ^+^^^ / ) ] [ ï 4^ (2 ) ]= - - - ^À (z ) [X (2 -h^^ ( ^ )4 " î . ( ^ ) ^ ^4 - - / 1 j ,

d'où
v(z + l) -+-v(l) _ i - \ - v { z } ï (t) p. ( ĵi_fj_ îi.̂ -^J u ( / )
.̂̂ .̂ ^̂  _ 7~Z-7[iT ^y -̂q—^ ^ A ( ^ ) ^ ( 2 4- /T
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Oïl
v [ z ) - ^v ( t ) _ î - ^ ~ v ( z — t) ̂ ) p.(z}—^(z)p.(i)
^z)~-v[t)~~~ i-v^-t)^)^)'^^)^^)'( i 3 1

11. En divisant l 'une par l'autre les formules ( i ) et ( 2 ) , on oblieni

/ - i^^A - ̂ L̂ îMiL̂ ll
^ 4 f ^-t} ̂  v [ t } - l î i n t ) ^ [ z } '

^[Z 4- t ) __ ̂ {zjj--^^}^ ) •
~^T~=~z} """ 7(ï)~- / rz^^ ) p.(t)

ou
( ] 5 ) ^(-24- î ^ l ^ . f ^ — ^:

^(.3) •+ Â7'À(^) ^ . ( / )

7(2) — l f i 'X [z ) p . [ t ) 1

Comme l'on a —^ == ^ ^ + z , cette dernière formule peut s'é-fnÂ{z) l \ 2 /
crire

/M'^ -+. +a( / )
^..(-s4- / ) ^[z—t}-=:

/-/•(^-+^) — ^ ( ^ )

d'où
/o/ \ /r,/ \ i — ^ ( ^ )

( -6 ) ^(T^^-^^^T^

Les formules ( i 4 ) et ( i 5) peuvent se prendre sous les formes

^, [ ( 2 m 4" i ) z] __ y (w Z]J^J^_^ ̂ l̂iLll!!7^ iJ. , . . - ^ . ^ ^ ^ _ _ ^ ̂ ^ ̂  ^ ^ ^ ̂ ^ ̂  ̂  ^ ̂ ^ +1 ) 2 ]1 )

v\(m -4-1)2] •^1i'i\[{m + - 1 ) 2 ] ^ fws)
,̂ [ ( 2 m +1 ) ̂ ] ̂ , (.) = ̂ ^^^ .

12. La formule ( i 5 ) étant

[.(z ̂  / ) + A^(. -h ^)] [.(. - t ] 4- ̂ ^ ~ /)] = ̂ .̂ |̂̂

comprend les deux formules
, . ,_ , ^ ( 2 ) — / l 2 À 2 ( z ) a 2 ( / j

,(,+,),(,-,) ̂  /^.(.+^ 5-.(^ t] - ̂ ^^^^^,

.(.+<)^.-^)+ ,(^,)?.(.4-^)=^^^^
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d'où, par un échange entre z et t, ce qui revient à opérer de même sur
la formule ( i 4 ) »»,-.„»„-„. ,,.,,̂ ^_,,=^ ,̂-.i.+<)»(.-<)+ ,(._,)^+,)= î̂ î ,
et de là

„/. _,- /-, „ ! . _ / ^ -. l--/.2/.^)-/^/) -^/,-^(z)^) _ '^(z)-/2^) ̂ )
• ' [ ' " ' ^(z)^-/»2:^)/^) ~ ̂ {z^+^ï'^y^t]'

5 ^ - ^ - / ) ? ^ _ ^ - - . - _ ^ ( ^ ) - Î 2 ( ^ )/(^-t /j/.^ ^_^^^^-^^,

,^7^ /D^ / , - . ^ ( z ) l / ( z ) f / - (^ - 2 ( ^ )^ ( )^ ( •^ )l/ Z -l— A A Z —• l ~^— ———————-,————,•"—;—•————-—:———— 5
[ ' [ V^Z)+/12 ^(Z) ^ ( t )

.f^ / m--^) -" ̂ ) ^ W p - { i ) ^ ^ { t ) ^ ( t ) ^ { ^v ̂  - / ) / [. + t ) ̂  ......—— -̂.̂ -̂-.̂ ^^ .̂̂ ——.

Il est à observer que l'on a

^(z) -^^(^^[t} =.:-- ^{t} -^^{t) v^z] =^(z) -{- /^^(s) ^ [ l ]
=-=v2 ( / ) 4- k'^[t} (^(z) =-= i — A2?.2^) /. '- '{/).

Expression de /, (-s -+- ^).

13. La formule
^ ,\ „ ^5'u^ / "^

peut se transformer en
. „ y / , „ / &)/ C»)\

1̂  [ Z ] -+- /f .̂ (^) A [ z ~[- — — ,- j === o ,

d'après quoi la fonction de z ,

v[z)^fc^{z)^^ -^

s^annule pour
0)' C») ûï &) ô/^ 4, ,— — -==:--. — / ou z =-: — — •- -.-. /.
a 4 4 '2 9-

^nn. de UÉc, Normale, y0 Série. Tome V ï . — MAr»e 1^77 . l^
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Puis, comme, en changeant z en ^ — t, on a

/&) \ , / œ \ .. (^ \^î-^^lî-r-^-^0'
on voit que la fonction de z

^-^•^(i-^)
, 6)'s annule par z = = — — / .

Il s'ensuit que le rapport
^)-f-/,^)À^-/)

-7(̂ :̂(̂ )7(7
qui aco et 2 c./pour périodes, présente dans le parallélogramme (o, 2&/J ,
ayant un sommet en [z = — ^), les deux zéros

</) &>' . o) 3 ,3 =,--{-—-. ^ ^ ̂  _ ^. ̂  ̂  _ ^
2 2 9. 2

et les deux infinis
- '/ / . ^0/ ,'^T- ^ ^3^-.^

d'où l'on conclut
v ^ ^ h ^ ^ ^ t }

/.(.4-/)=--A-———————————^————'———,

.(^^4-^(^^(.)

ce qui , pour z = o, donne

,+ / /5 , f " / \ ,+/^^)-
/ „ (<)= A _ _ ^ / = A ———^1 = A ̂ tM'.l,

'^-0 ïf7J /''
c'est-à-dire A = i ; donc

(,) ,(——1= _^^,(î-') _ _ -(-)-^)»(^-.)
'(f-')-^(i-')'.w .('f-.)-^(i-.)w
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OU

i l ) ' î . l ^ + f } - V W V ( t } + ! > ! J • [ z ) P - W .' ' • [ 1 — ' t ' r . , " / - - r / - i -i ^\-i '/i'[i +7i-;;(zp(<)l '
île l;i

),(.-^y(^M^L+^)/l(<)- ^-^H^
^-n(Wr-\^:^--

2 -

F[i-n(2)^(<)] -" /w \ , / „•r ;".^+<)-t-/.^^+/)^
^)+/^.(<)À( 4̂ - ^

-(i-)-^-)^
Remarque. •— La fonction

^ ^ ̂  ̂  ̂  ̂ 2)_ , /7r- ,̂yk l U "/ "" i + kUz} ~ V 7+TI(^et
i (^-^ z}-^ —Az}-— =- i±-nIfJ - /I±Ai£l „ ̂ r
' \4 / i~ / fÀ(^) "" ^ (2) Y î--/r;^)~ /,;^ / U!J

^î--4-
14. Conséquences. — La formule ( i / é tant

.(. + /) + fn.[z -4^) - WliÛ±^^^^^^
[ ' t [ 1 I - À 2 À 2 ( ^ ) À Ï ( ^ "" ~~~

se dédouble en

(2+
(3)

( z ^ t ) ^

formules déjà trouvées.

15. La f o r m a l e ( i y , donnan t

,^+rl-^ ) ' ( / )-r / i 2^^)À^)^^)À?1 / " ~ ^ _ ^ ^ - ^ . ^ ^ „ . . ,
u [z + / ) ̂  ̂ M^^-^^t^ ̂ )v^1 1 ' i — ^^(z))^} ~"~ 5

ou
- f ^ - — -/f/[I "t̂ f

 Â ( 2 ) À^ ) ]

^ (z -}- Ï} ^~ v ̂ ^•^jq^^^^j

y(z+/ )—/r^ . (^+ / ) __ _ //[r + / r À ( 2 ) A ( / j
/»7 " v\z) v (t) -!-• /f u]ï)"a[7i'1

l'a.
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peut se transformer en
^ \iz+t\- ff'[l-n•{z)^} ." I ) ^^-vTiRTFTT^CT'
d'où
f,V ^ „__ Â- ' [ '+/>W(î) ]) _ ^-^-^Mf)-/.-^)^
ce qui mène à

^
^,(5 4- ^ ) 4-^(2~ ^ == ^). (^-A^ (z]'^(t]

1^(^^M^^~-^^^^^v y ( 2 ) y ( i î ) - / <^ ( 2 ) ^ ( ^
d'où

/ ,(,+^+.^-^^—^^il^^
1 ' / ^ / ^(z j^î^-A2 / /^^)^^^ ~~ i-/^^^)/^/)'

^+^^--)=.(,;^g,^^^^-
1 ' 1 . f. + ̂  -, (. _ f} - _ î ' "/ ( z )A ̂  ^- (^ ^ (^.._ ^(^^^i^.f/,I ' ^^(^(^-/f2^^)^^/)- ' i^^zrA'fyr'

..^+/)-,^_,)=_ ̂ ^^^M^L - _. ̂ mt}v(z}^i
' • ' ; vî{^}vt{t)—1{••^{^}u.•t{l} ' i-/.'--X'7sp7f7r'

formules obtenues précédemment.

16. D'autre part, il en résulte
/ [y (a + /) + y (z _ ^)] y(3)y(^_/,^^^ ̂  ̂  .̂. ̂ ^ _. ̂ j ̂ ^j ̂ (^ ̂  ̂ /^

\ [y.{z + ̂  ̂ - y.[z _ ^)] v ( z ) v (< ) +[y(z + /) -|- v [ z _ <) j^ . (3) y.[l} == 0,

(6) / et

^ [^a + f) -y (s - ̂ )]y(z)v(;)-^[^ ̂  ( ] - ̂ z - / ) ] ,y.(z) ,y.(^ =o,

'» [,u(2 +<) -^ - ̂ ]^z)r(^-[v(z + < ) - y (a— f]] u.lz) y.{t} =_ 2//2/.^) /.,'/;.

17. Par la formule (i)', prise sous h forme
^(z4- f ) / / [ l+ / f -X(^)?, . ( ï ) ]=y(z jy(<)4- / , - ,a(2)^ . ( / ; ,

on obtient
j - i ( v{z-l-^-'r l f ' ' y - [ z - J r t } ^z } l ! t )= :v {3 }v [^ ' ) ,

\ !j.(z +t)+ v[z + t} Vz, V i ) == ,j.{z) i j . ( i ] ,

formules déjà trouvées.
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La même équation ( r ) ' d o n n a n t

^34-^^ ( ̂ -t/ ) -- /^[i -h A^(^X(^ ]
i^ ~~ v ( s) v [t ) -t- l7'u7[z}'u.'[^

OU
0(s + ^) - /f^.(5 4- ^)][^) ̂ ) +• k^z} u.[l)]= / f^ [ î + / f X ( s ) À^ ) ] ,

il s'ensuit
,g. ^ H- ^ ^(2)^^) -- /^'^.(^ + t ) [ j . ( z ) p . ( t ) == h^,(8)

v [ z - [ - f ) ^ ( z ) ^ ( t ) -^.(s+^y { z } v [ t } = h'•Hz}Ht}.

Cette dernière formule , quand on y change / e n — t — z , devient
y [ £ ) [J.{z)p.(t + z) — u.(t) v [ z } v [ t + z) ̂  — //^^iÀ (<? + <),

d'où, par un échange entre z et /,
y(^(/)^-4- z ) — ^(3)^)^-4- s)==~/^/(^p,^ + s j .

De ces dernières, on tire

(9)

d/où

[a (z ) i ' ( / )4^ (^ )y (z ) ] [ ^ (^^ / ) -^ (z+ / ) ] r==- -^^ [?^ )+ / ( / ) )À(^+^ ,
[p.(z) !,(/)-, ̂ ( /) y(z) ] [^ (3 + / ) -^ ̂  4- / ) ] ==•= - /^P(2) -- / ( / ) ] ?J;3 + /) ,

f t o) MiLj:2" (^ _ a ̂ '+'„/ ) — ^ (s + ^ ) y- (^) ^ (t ) -+- a (^ ) i/ [ z }
'A (z) — }. (7)" "̂  ̂ ^ :̂y3^^^ ̂ ^^^ -̂.̂  ,

ce qui, rapproché de la fo rmu le ( f 5 y du n° 3, condui t à

r̂î Jidiẑ  ̂ )^~^ ̂ l^If) — fi^ ±^1:1^^^) fiL2]̂  i^Lt ̂ Nf;
^(^^- ^—. ^(z — /) ^ ( i ) v [ z ) - ^v ] ] ) ] j . {z ) ~ jj.[z-+- i}-^v\z—?) ^ ( z ] v U ) - - ^ ( t } y [ z ]

OU

( î ï ) F ̂ ÈÎ lrî ^ '1 2 ̂  ̂ f ̂ n-^ î TL̂ .LrLL) ï (irL^ Lr" ̂ ll 3 ±.^
[ v.[z] v[ï}'-^ ^{l) v ( z ) ] ~ pTz — 7) -4- v{z — t) (j7(z -4- l] -^^ -i- /""

18. Les forrnuics ( î ) ' et ( ^ } donnen t par une divis ion

fr>) M^Ltj] ̂  i"/'"^^1^.[ " ' ?. T(z -- / . ) i '•^j:1^^ ̂  j •
La même formule (;?.) p o u v a n t se remplacer par

i ^ v [ z } v ( l } — f) [j. (z ) p. ( / 5.̂̂ ....,.̂ ...,̂  ̂  ̂ ^^^ .̂̂ ,̂̂ .̂ ^
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il s'ensuit, avec la formule ( ï ) ' ,

• i 3 ) ^ ( z - ^ - t ] ^ ( z — i ) :
v [ z } ^ i } + k ^ [ z } ^ [ t }
[z}v[t\-k^z}^[t}î^ 2

, . / 6) \ « / 0)
,+/,?.^-.)?,^

, - , / & ) \ , / OJ \

'-^-T^)
d ou

, , , . - I 4 - Â - À (^t) .4 - / rX ^/
> f^ . A y ^ /\ - V 4 / „ ___X^_-
/' T^ ' A l^^' ". ../^ A - r , . l ^I- / f} .- ;- / I — /fÀ y -h i\4\4 y

Sous une autre forme, on a ainsi
À, [f i m 4- i ') z] _ i -— A'À [(/7i + T ) z ] 1 ( m z )1 1 2 ^ ~ T , " ( ^ ~ " ̂ j-n -̂̂ ^ ?

..Z/ î r f . m - T ^ 1 y f^-^^^^^^l^l^L^^.i3; ^Ll^^+^-J^t^-^T^riTil^m^-/^

On lire de la formule (12), en chassant les dénominateurs,
^ + ^ ) + / i 2 ^ ( 2 4 - ^ ) ? l . ( 2 ) X ( ^ = = î / ( 2 — t} — k2 [j\z — t}Hz}W^

ou

i - 4 )

d\)ù

et

(^)

^ ( 3 4 - ^ ) 4-y(2-h^?. (5)5^-)=^(2— ^ — ^ ( 2 — ^)À(^)?^)

y^^/J_,(2^^^-^ /^) }^) [^(z+^+^(3-^: | ,

[ ^^4 -^+^^ - - ^ ]X^ )À^ )1=- [ ^^+^ -^ (^ - / )L

^ ( ^ 4 ^ ) ^ , ( S ^ / ) _ ^^j^)+u^--j)
î-̂ -̂ 7(r̂ "7j '-~/( A [ z ] h [ l ) ^(z + t)"^(z - ̂
[y (2-1- ^ ) +v(z — ^ ) ] [ î ^ ( 2 +• ^) —v[z —•£)]

==:/^[^.(S -}•- /) -h ^(Z — ^ ) ] [ ^ ( ^ + t} — [J.[Z — t) ] .

La même formule, prise au préalable sous la forme
v { z + f) -\- !fp.{z + ̂ j i^(^ — t)—/r^(^ — /) __ i— /fA[z)l(£)_ . ^ _ . . _ _ - , ._ . .^ ._ . . - _ .^^^^^,

se dédouble, quand on y chasse les dénominateurs, en
1 v [z -h i ) y (z — / ) — h2 [j. [z 4- /) [j. [z — /)

^ / i 2 î . (2)X(^) [^(^-^• i ? ) ^ ( ^ — /) — ^ ( z — t} v(z+ t}}=k\i5) . . , * / . . . / . / > v
^ ^(^ "i- l) v[z — <?') — [j.[z — t ] v [ z 4- <?)
? -4" ï ( z } \(t}\v[z 4- t} v [ z — £) — fi2 uAz 4- t4" HZ] Ht}\v[z -\-t}v[z — /j — f^ p,(z 4- ^ ^.(-3— ^ ] = = — A ' 3 ?<.(z)/.(/ ; ;
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on trouve de même, par la formule ( i3 ) ,

/ [v[z-\- t} v [ z — t} 4- li9 n(z 4- / ) ^(2 — t ) ] v [ z ) y ( t )
\ --./^[^(z4 f ] y [ z — t)-{- n [ z — t ) v { z ^ ï ) ] ^ [ z ) p . [ i ) = = l ^ ' 2 ^ { z ] v [ t } ,

1 1 7 [îj.{z •4- l ) v { z - t ) + ̂ (2? — ^ v ( z 4- ^)]^2) v [ t ]
-~^[z + t}v[z— t}^- ̂  p.{z 4- ^ ^ ( ^—/ l ' Ja t ^ ) ^ ; / ) ^ : / ^ 2 ^^ ) ^ ! ^ ! .

Les formules ( i û ) et ( i3), prises sous les formes

y(2 + t] 4- /^2J^) v ( ^ - - ^ — ^ ^ ( ^ - ~ ^ „ [.'—A^flZ^''. . „ , ^ _ _ . ^ ^ -^-^^^^^^^.,

^ _ / ) + / r ^ f ^ -4- / ) v [ z — t} 4- îfy.(z — i) __ [^^(/)-hÀ^(z)^(^)F
_ ^ _ ^ _ . ^ ^ ̂  ̂  (^ _ /c^ ^.2(2) ̂  [ t } '

se dédoublent en les suivantes :
f .^^^j^^^-^^tz^^)^^-^^^2^-^^

^+^[^t]~- y. [z^i)^+l)=^ ̂ î ,̂

/ et
, , , , , , ,, v-^)^)^2^)^) v^z}^^)^^^^]^^

.[z^t).(z^i)+/^[^'^^-^=^^^^

. u ( 2 ) a ( / ) y ( ^ ) î / ( ^ ) ->.!j.[z] ^ t } v i z ] v [ t ^
^^),(^)+ ^ (__/),(,4.^)=2^^-^^^^

(l'où l'on dédui t

/ . . . . Ï -^^f^-^^f^+Â^2?^)?.^/)^^^)^^^^/ v(z.^^ (z - /) = —————^-^,^^^^ _ ̂ ^^^^^^^^

, . . I -^ fz i -^ f / )^- /^^^)?^^ ^^)-/^^121
^.(^ ̂  ̂  ^(^ „ ̂  ̂  —————_^^^^^—————— .- ^(4Ï'}'(2) .^(/) î

^9) ^(^^(^)y(z)^^)-- ' / (2))^)
^(-Z 4- 1} v[z — t} == L

I-^^^^j^f/)

,^ ^f,. ^^5)^/)y(^)^l^^.(2 ~ ̂  ,(J + /) ̂  •————^^^^p^^

19. La formule
v { z ) + / f ^ ( 2 ) À ( ^ — n

_^__—.„„„,—————--—— •}/ tÇ-s- i - )̂ : ,("-; -h^. ï - / p.f.).4 -^ "U
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quand on y remplace l par — ^ + t, devient

. ( . )+ / r^ (3)A(^-^ ^[z)^h^^^
w ^ 1 - 4 + z + / - /^--—^^ ^ - ,̂  ̂ f^,

N ' / v - — / + h^ - — i ] ^ [z]
\ 2 / \ 2 /

Cest alors une formule où le second membre est analogue à ce lu i de

( . .,f\ ^)+^)^)
^'^^-^T^'^MïJ*

11 s'ensuit
, . („ \ _ v[t\+Jw^t_)l[z]_ __ ^îLt^3)^;2i, ^ /,i^- ^ + z + i j .- ̂ ) _7,^^y^^ -,(<)- f^(t) ï[z) •

, „ \ _ y^)-/f^.(z)?^) _ v ( t } +J^. (i} )- [z),
"• \ ^~^z~'l)- V [ t ) - lfU.(t) }.(2) ~ V(2)+ />^.;S; À ( < ) 1

d'où

•.i3.i

}^-^+z+/) ^^^^.^.^^^^

/ M \ ~v[z)-lfy.(z)nt)
A| i — "7 ~r~ A? — t J

/ W \{-r^-1)
ou bien

. / o) \ , /w \ , r^ ^ ^ii i^ ^ ^ ( ^ ) + / r ^ ( 2 ) ' Â ( /o) \ , /w \ , r^ ^ ^ii ^&) ^ ^ ( ^ ) + / f ^ ( 2 ) ' Â i / i
4 ̂  ̂  /) ^ (^^^À- [,4 - (' ̂  ̂  l4 + z ~~ ̂  A)^^(.)^M" 4 + ̂  /) '• (^"^À-1,4 -(' -' ̂  l4 + z ~~ ̂  A)^^(.)^

et

(23)

. ( ^ , , A . / &} , , A ^)+/f^)^)/ _- j- z 4- ^ Ai — - 4- Z — t ] == ••—?——_J—--.,--,,
\ 4 / \ 4 / ^^-^^(^M2)'•.K-i'-j'-R-'-'a^^^-

La formule (20), sous la forme

. / ' " , - ,A_[^)+^)^)1hM+W^)]/" [~ 4 - f" ' + 1 ) ~ ——^TF-Ï^^-T—— '
peut se dédoubler en

( ( " L ,\_ 7., '• /(^)^^ i+^/• ;•(2)P•(^)?•(^)7•(^)_/, t ' (^)v(^-^- / ) >f• /•(^)F•(<)?•(^)7( / i, ) v r 4 ' ' "+ y ~ ï2 o - />21^) ̂ w '~ ~ ̂ ) _-^(s)F(/;-- '
( f _ c > ) , - , i\- /-d2^)^^^^)^3)^)-/'^2)^^)^^^^^^^ f^ ^- i -«-r^-" i,--«j'-:7ï^(()'7,2^j '—" "^(zj_/,'^(z)-/, '(/)
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dont la première, en raison de ce que v ( ^ — z} ==-- -kl— revient ai \4 / ^ [ z )

97

^(z]— 7r2 { j : ' { z } À^)^Wz-^^^}^^}
^[z]^^]^^^

(.5^(.-^---^)-^^.)^.
y (z) v [ l ] -!.•- k'^j. [z} ]iiJ]T[z)\[l] ' v\z} v[i) -S" ^^.[t) À~(s) (J.(z)lTt) '

Les formules (^i) doniient par addition et sousiracliors

^ r^-'r1-71
4 " '" y (< ) " - /< • ^.'(7)^z)'(26)

d'où

^ f- ^ + . + /) - >., f- ^ -i- . - /) - . -,o/^.(^ i^ l / ). ,\ 4 / \ 4 y v ( t ) — f , - ^ ' ( j / . ^ ]

Y-4-1-3-'-^ !- y

.̂ ̂ - -̂ - -I- z -I ^ +. u

Z - i • < -- f/.

2/i' l;(2) y ( / )
- !/-'(/J_; ~!^ [t)}.?[ Z ) '

2/,2 / , ' ( 1 . { Z ] [ J . { 1 ] /.(s) ^(/J

r ' f / ) —'/ i3 ^.' '(/j ^ [ Z ] ' "
., af- i . f / ) / fs ' l i / fz i
' ^(/J'-^^ÏJ/;^'

\ ,, 2 ^ . ( s ) À ( / ) y ( < )
r••• f / )-Z- '^. :•( /)7••• f .• ; ) '>

et d 'autre fncon

/ r,) \ / r,) ,
_^-^.-,.-l-/)-,-^-.^,-.-^|.f<

- /,' y.U) HZ] \ y. { - ^ -|- z -i- l\ -.[- .̂ .)]...„/.•?J/yf^ j

/ r.) \ / n
..--, 1 - . - , - / - , - ^ . - - ,

/..(<) 7 ( z ) v ---i- s-i- <

<)].«;

(a8)

.V-r1-2^/--"1 )].«)
-.A•2^(/p,(^^(-•^i^--.l--^---• ^^,-^-r z-^\\^ <^

r / <^ N / ^ \ 1 /
] ̂  [- ̂  -i- ^ -L ̂  -' V- \^~ ̂  -'•" ^ - / ) ] ^ ( z )

— ^ ( / ) / ( Z} V ( --- ^ -i- ^ 4- /•) — V ( — ^ -i. • 2 -- < ? ) r .. 2 A" .̂ (2) À ( / )

Ann. de l' Ec. Normale. 2e S crie. Tome VL — MARS 18';'7.
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Par la formule (20) on a encore

v [ t ) v ( — f— -}- z + t\ — ^ ^ [ t ] A (s ) a(~- ^ -i- -s -i- n == A' î ),
^291

^ ^ f ^ + ^ - A - [ J . [ t ] l ( z ] vi-'--{-Z+ t\ = / f / ^(5)? . (^ ) ,

ou, par le changement de t en — t et de z en -s -h" ^

1 ^) J-^ -i--^) -A^,.(z)À(2+^^(—^-5') —-/r^^-h / ) ,
(3o)

i / (^^. f—^ -h-s) — ^(^ Â ( z + ^ y (— ^ -+-^) ^-—k' ^ { z ^ l ) U t } ,

et, si l'on change là z en ^ -i- z ,

v[i}v[^}=Jfïp.[t} [j^z}^- 4- z 4- n -h A7 y (^ + z+ H?
[ 3 i }

y ( / ) ^ ( ^ = : - ^ ( ^ i / ( ^ ) À ^ - + - ^ ^ ^ — l i ' H t } ^ ^ +3-1- ^ -,

d'où, par un échange entre s et t dans la dernière,

^(z) ^(£)=:p,(z)v (£ ) ' ) , (r^-^ Z - r - t \ —^HZ)^^ -1 -2+ ^•

De là, par add i t ion et soustraction,

( [,(,)^(^+,(^^^)]^^^+z+^]^-^^(z)+À(/)]^^^

( [.(^^(^-.(^^(.^i+^-^+^j-.-^^f^)-^

d\)ù

(32i /

w \

rai ^±3(^_!^_V4^"^^ ̂ Ij^Lt^^^)'Jl À^) -À^ 'i + ̂ f ^ + 7+ ̂  ̂ ^ ^(^-^^) ^(^ '
' Y 4 /

Comme on a trouvé
• î ( z ] ^ - l [ t ) [j.(z + t ) — v [ z 4- / ) ^ f z ) ^ ( / ) 4 - "^ ( / j v { z )

À (-s) — À (7) """ ^ (^ -}- ^ ) -i- v (z -+• / ) [ j . { z ] v ( ̂  ) — .̂ ( ^ ) v {z}

v(z — l ] -\-^.(z — i ) ^^Ij^^^^J P-i^
,„.,„ -̂̂ ._ ,̂̂ ..̂ .̂,̂  ̂ ^^^^.^^^
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il s^ensuit

(34) 1

±±1]^^_^ „ ̂ il̂ 4' /
V (Z -\~ l ) + [j. (z + / ) ~" . / G ) "~ ~\

' [ ' î-\-l -7-rS-r^\ 4 /
• - 7^ 4 + z + <fv(z — if) -!" ^.(^ — ^) i ^^.^/J^.y.,.f/i.^(,^)T.\ L^^i^f^-^^^^iJ '^-^)-- ̂  - i} " ̂ 17(^777) L^i^f^^f^'^t^^

La formule (22) est, sous une autre forme,

;U — ^ -|- (2 m-,L. i ]5
^ [ ( m -\- }}z\ -l- h \). \ [ m -h i ) z] ?.. f m z )

}J_ ^ +^\ """ ^ [ ( ,^-r i j -sJ- / ' ^/n4--ï)2]À(m^
" \ 4 /

et la suivante est

•̂  F (t) t \ "I-> / rl} \ v[friz}-\--ïnj.[mz\\\(m-\-\}z\^ -__ -.!.- 2,^ ̂  j ^ n „., .4, ^ ^ J;——.'——i_——LJ,L_._^J,
L 4 J \ 4 i v[mz}--k^[mz)h[[m-\-î)z\

Ces formules (^.2), (a3), écrites comme il suit,

v i+ 2 +1)+ À' ̂  (- ï+ 2 4 - / ) y (- ï - 1 - 2 - /) '-Â- ̂ - ̂ -^ - ̂ ) .-[^^^'^(iiAy]'
'y^^j-F^^JA^Z)'

y - v- -\- z -+- q + k u ( "- ̂  -h 2 + / ) ^ (— ̂  + z — l\ -\- k u. f- ^ -h z — n , , , , , .
.A - J___^2^___ / ^^_4:____/__^\_4___/ „ [̂ )±ti;L(̂ ^

^"/ ^/ "~ V i { t \ ~ ~ h ' ! • ! J } { t \ / ï { z \ ' >^(^-^^(^^(zy

peuvent être dédoublées en

A -A- J - f? + z - i -1} . (^ ? +. ~ 1} ̂  ̂ ±^w^/ V — — ^ + 2 + ^ y
• ^ 4 /. .- / ^ . / ' \ 4 / ' \ 4 / ^(z^h^j^z)}?^

l &3 , , ,\ / ^ ,\ I r') \ / ^ \ 2v[z) u.iz)^[t)— ,̂ ̂  ., i y „_. _(,. ̂  „.. / ,..„ y ,„ ..,.„ ̂  _;„, ^ ^ _ _, ^ .„ ^ -,_, /...̂  „ ^_/LLJ_J._./,_/ M \ / r,) \ / r,)
V. --.+,+/.- f^-- / . - . -,\ 4 / \ 4 / \ 4 / \ 4 Y ^(2)~/^^(z)À^)5

(35)
/ ''' / \ / r)} \ r l rf} \ 1 ^ \ i , ^(^-t- /f2 ̂ (i}^[z\.. t \ ^ [ „„- 4- z — / -[.-/f2 // — ~ -h 2 -(- t ^ — -, -t- 2 — ^ ^/f^'-' - 1 1 - • -i^——-^ [ / [ i ,,^+^j,

/ \ 4 / ^ 4 / ' \ 4 Y ^(^-/f2^.^)^^)7

\ / / , \ / / . \ / ,. \ ^ . , 1 f\ .. f f'\ ~\ t -\f / " , A / ^) A / &) \ / M \ / / - ^U]u.(t)'h(z).̂ _ ,̂. ̂  .„(, ( y .„ ,|,. ̂  _ ^ „(.. y „, „!„ z -+ / a — 7 -+- 2 — <f :;---::: li^ -—-—L.̂ IJ.J^L^ ;
^ 4 ] \ 4 / \ 4 / l \ 4 1 ^(^^jÀ2^^a(/)^^^j)/^^

ï3.
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d'où
/ M \ / » ,\ ,,„ y '^ i - ! - / -2?.^^)^! / )y — y + 2 + H î/ — - -I- z ~ l } :- /,'-' -, -,——,——;•,-,-L-„;„ •'
\ 4 / \ a / v - f z j - A - ^ . - ^ j / . - [ < )

/ û> , , A / <•> , /\ /.„ ^[z)-^(f.)
v- {- 4 + ' 4- ') y- [- 4 + ' - ') = /) ^)~=^^Wr

.(-^-^(-r--^^^^^
-(-^--^(-i--)--^^^^^

20. Les fondions de z et de t

,,(,^) „,(,-<), ^±-{), ,.,(.-,-<)u,(.-<), ^-4 '̂
^i [Z — ? J .̂] \Z -—• ^ j

} . . (24^)À.^--^) , ^z±^1 / 1 / ?
 À l ( ^ — t)

jouissent de la propriété commune de satisfaire à réquaticm di f fé ren-
tielle du second ordre

/' // Ti ~~~ T^
^~^——y—'

Soit posé
/ . / ^ ^{z} -\- iV.z\ v [ l . i

U -= V, 3 + t ) V, [Z —. t} = lm •- - .--..̂ -..,../.-.'.-.../. .
/ l / ^(5).-^A(3)^/^

on en tire

' - _2^^^)y^ / „ r^^2 1^)^^)^^)^^1
z^ ....... ^ ̂  ̂  ̂ .-̂ ...̂ .̂ ...̂ .̂ , ,̂  ̂  __....̂ ^^^^ ^

d'où
l/,., -!- u\ =:--: ^^"^ y (^ -i- l ) ,

u^ — u'f ;..— 2 glu v [ z — l ] y

et de là
M .̂-i- M^^ 2^"^ ^'(^ -{- ^) --!"• ^giî^, V{z -\- t ^

n^ + u'[, ̂ : -îgiu v'[z + t) -4- a^m; v { z -}~ ^ ;,

ce qui donne

^,— ^== 2g-<(^ -- ̂ ) ^(^ -}- ^):=:: --^g^uviz -{- l ) V(Z -- <? ; ;

mais d 'un au t re côté on a

u^ —- ^^ := — 4 <?" ̂  ^ (,̂  4 - / ) v ( z — ^ ),



MEMOIRES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. 10

d'où il v ien t
u:—-u,

U^— ?//a-.= ——————

L'équation aux dérivées par t ie l les

r:.-/-^
est ainsi vérifiée par

u.(z} -i- n.iz) v d ) , ,
J- ̂  II :.,- [ { - - , . \.. .- n.= y, (Z - \ - t } ^ , [ Z — / ) .v p.(z)— i / . [ z ) v { t } ' '

Comn'ie die ne change pas, quand z et l se p e r m u l e n i , ( î l l e esté^î . i le"
ment satislaite par

f -.--yi (z -}- l ) v^l -

On trouve qucy si l 'on pose

v ^ ( z + /'] p . ( t ) 4- i ^ { l } v [ Z ), ^.^_^.^ .,,, ̂ .̂ ,,.̂ ,̂̂ ,.̂ ,̂ ,

/ ^ / \ ^ ( s ) - i - h i ' h [ z } t J . [ t }
H • 1 . , . - : ^,(2 -•r <? ^Js -- l)-=:^ - . . / . . — . ' ' - . .S

1 ' / l ' ' V(Z] — l ï l h\Z\ [ J . [ l )

en opérani î l ' i i î s e msiniere semiylable,

9^ki ^ (z} p. ( l } , _ - • - 9.g/n' l\z} \ ( l )
uz ' ' \ v ] z } — t t i H z } [ j . [ ( . ) ^ lit " [ ï (7 )—A^À(2 f^ ( / i

/̂, - ^ l i • • I € , • ^ g i l ' I U [J.(Z -[•••• Z ) ,

^ _.. i^ _ ^^/t-f'u ^.[z —^ /^

f^: -- .̂. •••• — 4^A'^ ^(s -i" ^j ^(-s — l ] ,
1^ . ^.."-^-^^"'^^(^ - i - l ) [ J . ( 2 ~ t),

U: i ' 1 - 1 - U;

^ -^--———^-^

de sorte que la anei.no (;quatl()iî difïerenticl lc est vérifiée pîn1

y f s i -i- fi'iïAz} u . i t )r ^ z 1 ;- / ^ z— i)^ - • , { - , . - 1 1 - / ( - - , ;
•/ 1 ' / • " / V [ z ] - ••- h ' I À [ Z \ ^ . [ l ]

pîi is par
.̂ i ( Z + ^ ) v { i ) -1- A' < ^ ( ^ ) ^ f ••3 )J ,,, ̂ -̂....,̂  _„ ^[J'J;:::./;^^^) ^ f ^ j '
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De même, en posant

_ M^- ' - ê } _ irA^^Â^lu— }7[i~Ti — i-4-/rï(7p(^)9

i l v ient

puis

, __ — 2/r )/ (z] ^[t] , _ ^ZjA^L^L^ _ ̂ ^^^^^^ z,̂  „ ̂  ̂  ̂ ^^^ ^^,^.

?<^ -1- Uf ̂  — ^g1(U 1\[Z -h- t ) ,

u^ — u[ = — ïgfcu À (s —• t ),

^,— ^;,r-:4g'2/f2M ^(^ 4- ^) À ( 3 — ^,

/.C— ^^^=-=4g'2 / f2^2À(^ + t}Hz — ^) ,

d'où
?/ // U z — ^/

l^î— U^== - ^

c'est-à-dire que l 'équation différentielle a aussi pour solution

— M^-1 - / 1 ) _ I-^AÂ[i)?lkf/lr'"^ Ai ̂  — t } """ î h /r ^(^yTf^) '

Si l'on prend
^)^H-/r^)^)

U -;= Ai -5 -h t Ai (Z — ^ == ————r-,—-—/——,——-.—— ,l k } { v [ z ) v [ t ) - ~ ~ h [ j . [ z } [ j . [ l )

il. s'ensuit
- ̂ gkk'^^j^t} v ( t ) , ^L^ë^^W P'W ̂ )

uz ̂  ̂ ^) ̂  Â7^)^)]25 ut ̂  [v[z)v[t}=^F^z) ̂ W

U^ -\- U^ r:;r. — 9.fffcit Â (s -4-- / ) ,

U^ — U^ ̂  — 9. g li'lt À [Z — ^) ,

puis
Li^ — U(-.=.

Inéquation différentielle est donc satisfaite aussi par

,, 7 r, , ,,n /, ,. v ( z } v ( t } ^ k ^ z ) ^ { t }7 ̂ 7'^ + ') ̂ (' - ̂  " .(.RF)-^^^^^^^^^^ •
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Multiplication,

21. Parmi les formules que nous venons d 'é tabl i r , celles qui se rap-
portent le plus particulièrement à la mul t ip l ica t ion , quand on y sup-
pose m entier, sont les suivantes :

(l) ..[(2^-i- lî^.J^^^^^^^l^^^
' ' / J ' / ^m-\-^z\-i'^m^i}z'\v[mz\

( ' yi[(^m4-^^J p . ( m z } 4- / / (m. s ) ^[( in 4- î ) z ]
v, ( z ) ~~ [j . ( m z) —• i À ( ,^y^^^-^^ ->

/^ / ^ [j.{mz\ -+- l^(mz\ v[rnz\3 v i 2 m z) =-:- l-^—i—-——i—^——L,
p.(mz) — i A(inz) v [ m z )

w
w

^[(.m+i)^^^^^;7:^^1!^4-^^?72^1 ' ' ' ' [ } v [( //^ - i ) s ] - A-<} . [( /;i -)- s ) z ] p. ( m z ) '

^<J^w/ + ï ) ^J ^ _ v [ m z ) -h kl À ( ni z ) .̂ f ( m 4- i ) 3 |
.̂. ( -s ) — y ( m 2 j — l i l À ( m z ) .̂ f ( m -i - 'i )ï]?

î^ ( /^z z ) "f- /n ^ ( m -s ) .̂ ( m z )
y ( m z ) — /<•/ À ( m z ) .̂ ( m z ) ?.̂i [ i m z ]

( i F À, [( 2 m 4- i ) z ] ?.. ( z ) ̂  4fw-±-^il-^^^^^^ ,u / J .. ^ ^ jj^ ,̂  ,;, ^ z \ v [ i n z } — k ^j. [( m -i- i ) z ] ^ ( m z }

„, Â,[(?.m -l-- i ) z ] ̂  ̂  kUm.z} À [ (m + i ) z ]
[ f j "~" """À, ( z ) ^ " ' ' ""1" '"" 'i ̂ :-JYÇ^^^^^^^^ [ ( ~m 4- 7 ) 7]5

,^,, . / , î^2 ( rn z ) 4- /*' M'2 f w ^ )3)" A, 2m,s --; • - . - / ' ' . / ./ v'^mz) — /<• .̂ï ( m z }

En app l iquan t de procho en proclK; ces diverses f o r m u l e s convena-
blement, on est c o n d u i t a des expressions heureuses des fonctions v^
p-i, Xi et, par su i le , des fondions}., [L, ^ des m u l t i p l e s consécutifs de,s .

22. D'abord les formules (3), si l 'on y f a i t w -= i , donnent

. ̂ .^^....[J\z}^n\^^^ / - , v i z } ^ k l l { z } u . ^ } ^ ^ ' ; - r - . / - ^ ( z jH , ^ „ ̂ .̂ .̂,̂ ..̂ .̂ ^^ ^,,2^ ,, ̂ ,..̂ .,̂ ^̂ ^ ^^^ ,̂ ^^•y--^^,y;-^^

d'où résultent

/ _ . / . (^ — ^vï ., . 7."hj.v , , v'1— y,2};-^
^ j ^ 2-3 :-1-::.: •L • - . 9 Â f 23 i ; - . • - • : - - " - 1 - ' . 1 1 1 ! 1 - - 5 v ( ? . Z \ •::•:.::—-•• ——...,-•—.,l ' / ^ -h Â^2 • 1 ^4 -Â ' ^ 2 ^ / y2 -!- ^^^
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et Von a

La formule

^ -4-- /^ ̂  ̂  ̂  -4- /, 2 ^2 ̂  ̂  I ——- /^ },' „

^L±H = i—^,^^ donne encore-
À ( ( Z — ^ i -l" / r } . ( 2 ) À ( ^ )

( / i \ À, (-2 3) =.
ï + k 1 — /<• À^ [ Z ) __ !_ +_^-
.^.,^^,^^^ ^^,,.,\,.^Cx)

2i
2 -+- À 31

.. / \ v { z } v [ t \ ~ } - î i ' u . ( z ' } u . { i }
et la formule ).,(s -ï- < j X. (.-.)- ̂ j-,;̂  /,^.i^/)

^ ^-\- k ̂
^(^l^r^riT^TF^1

On a ainsi

y ( 2 z ) -h /r p.i^z)
—-7-:,rï

( r f ) \ ^-- 4- z ) ~ 7.
\ 9. j

z\ -h Hz]

(F où
À ( z )-, / w^ ( „ -j... z

\ a^ ( '2 Z ) — /f p . i ï Z }
-•—YZ:-F'—-

-4^) — t [ Z ]

de là, par addit ion et soustraction,

v{^z) — /^^{^z}
-4- ^ 1 -!~ 7 ^ ( z }

] i " t
p^..+^\ ^p f3 )

' 5 )

j^[-^^z}~\-^^z)\
a[z) À (^ - ^^ / ( 2 ) À ( ^ - ^

^(^-^)"^(^)
23. Faisons m == î dans la formule ( î ) ; il vient

/. , / , . . ^ ( 2 ^ ) -h ^ À ( 2 ^ ) y ( ^ )
Vi 0 ^ 1 == (U — l À ] —•.----„——.———,—"..-——.—- ,

s / u ' [J, ('2 ̂ j —— / À (/2 ̂ j y (^j
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d'où, en usant des formules (2),

On trouve, de même, par la formule ( i / et les formules (^),

( 7 ) ^(33)=(^^^)Çr:^^±^
' v 1 — h1/^ ̂  — 2 h i /y^

et par la formule (a)"

f 8) 7^ ( 3 z } ==: î^-tA^ Lz.Â^2-2! ~ ̂ J: ̂  f̂ L '̂̂ lzL^ ̂ ^
1 ' / /^ î -+- k À À (2^)~~ P~ ^ Î̂ T'̂ À^y "

De la formule (6) on d é d u i t

/ o ' _ (j^^zL ̂ y )2 ~ 4À' [ J ï ̂  + 4 ̂ 2 ̂  ( ^-2 — A2 ̂  î^ ̂  ̂ ^ - ̂  (•-^_-^)r:^p^ - '

(9)

( !̂rr2^)2 r ̂ '/!?:S2 -.- „ S^ ~1~ ^^ ) 2 — 4 /•2^
— ̂  (^ _ A^^-^-^^ÇÏ "" ̂  ( ̂ l^~I^ïj.-+4^^^^ ?

4/^2^'-i (^ — î.2^2) — ( p 2 —- I^^Y -v- ^u;^
A ( 3 ^ 1 ::.=?, [ [ j : 1 —^^Y +4^^2

4 ^•1^ — ( ̂ -~ p.^2)'^ _ 4 ̂ ^-- ( '̂•' -{-- ̂ ^f

Par la formule (7), on a

v(3z=:v^ "^^J^^i—-^12^ '̂"" '̂̂ Ll̂ l1v -3 ;--^ ~ " ' ' (^^ —/f^/^^v^ ̂ / ^ ^ ' ^ . . i — -

(9)

^ (3

(v^— /f'2^ ̂ 2}2_+ 4 /f2/^!Àl^ .„,„.. ( ̂ ï -+- ^'2 A'1 .̂1 ^ ^ — 4 /^ ^ 7.2 [ j .2/^.^ —— 4/^7^i

. ï) ' -4- ^If'1'^^!^ "~~ ' ( y 2 — / 217T.,^^^/-^T)T^^• v (^ „ ̂ -^^ -^-^^^^ -= ^ ç^"_ -^^^^^^^

-A^2 "": ( ̂ ^ZL '̂JÏlll̂  • 4a^2 — (^^ 4- h-'^^Y
[v^- J^"^ ̂ .l^v^ "^ ^ (v^ — h^^)2 -h 4^^^"^; '" / (^^~ h^~^Y ^k^^^ ^ ^ ( v - 1 — îi^^}2 -\~ 4^^ '

et par la formule (8), i l v ient

(9)
l {••\z -= J^^^^L—A^^!^ — f^2"" ̂ ^i" 4" 4^/^^=
î i^, ^^ ^ î; ̂  4:''^^2^ _ ̂ /^^^ ~ ̂ ('^4-~^^1^--\/;/,^

j / ^ ' ̂  .Jĵ ^ '̂̂ lL"" 4 ̂ Y — Ji'̂ r: Àlî''/ -j ' ~ 4/t'72 À î !/2
\ ^ (•'J^) "'"̂  ^ (^ 4- A^^2~_ ̂ j^^ — ^.-^^=^.-^^^ .^,^.^^.

Ann. de l'Éc. Normale. 3e Série. Torne V ï . — AVIUL 1377. l^
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Remarquons, d'après ces résultats, les égalités suivantes :

,̂  _ /;^2)2 4- 4?^2^ = (^2 + ̂ y2)2 — 4Â2À^V

== (^ —— A-2 ̂  ̂ 2 ) 2 ̂  4 /,--2 ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  4. /^ ̂  ̂ .2 ). __ 4 /, . ̂  ̂ î ,^2 .

24. En faisant m == 2 dans les formules (3), on obtient

^(22) 4- n.(^) i/(2^) __ (^2 — Â 9^ 2 ) (^2 4- V^} -^'ii1^.v[v' — k'^u:-}
'' n"(2^~— i^^z)V(2z) ~~ \[j:1 — ̂ v2)]^ •+• ̂ ^syrrirr?^^"^ 5

1^ (2^ ) 4-/n^(2z) ^(^)_(^—^2^2) (^ + ̂ j^^l^^È!^ (^ —^^l
L ^ ( 2 2 ) — ^T7[2"sy^(?i) "~" ^-—/f2^) [y2 + /^À2^.2) — ildïv:u[ yT~~'Fî//)^ > ( 4 ^ )

).(:4^)
^ - (22 )4 - /r ^2 (2 2 ) __ (^ — A2}.2 ̂ l̂ /̂ îf-^^^

: /^ [l +7^2 ̂ ^]- ———————— p-̂ q̂̂ ^̂ ^ ^ ̂  ̂ ^J,2^]

1 '+" ̂  ^ — h^^z) _ î -4- /r ( /^•" i"^2^)2 "~ 4•/rÀÎ/•;•2^.
: '~~/7~ T^À3^) ~~ ""Z""" ç^T^^^yf^-F^^

d'où

)l l )

^(4^)

À(4^ ) :

.(4-3) :

Â(4^) .

.(4^)

^ ^(4^

(l^i ~- /4^)2 --^Â2^2^2 — /t^2^2)2
^^^_^ ̂ .̂ .̂̂ .̂̂ ..̂ ^̂ ^ ,

_ 4À^y ( ;̂1 — ̂  ̂  ) ( y2 -• /<•2 /.2 u2 )
^ _ --^y^ ĵ̂ ^^ î

(^ — h^^}'2 — 4/^À2^.2^ (^ — X 2^) 2

; ̂ ,-_-jr̂ . ̂ , j, .̂ p -̂̂ ^̂ ,̂ -̂  ,

4?.^(^ — ^À^^ f ^—À 2 ! ^ 2 )
: ̂ , __ /^y^ -4. 47T^^ r̂î ^ '

(^ -- li^^Y — 4/f2/2^2^ (/y.2 — ^y2)3
: ^ ^ ^ ^ , ^ ^ , -

.2—?<^2 )2 (î^j-^'À2^3)2 — 4}^./.2^/2 f y 2 — /^À2^2 )•-'
(v2 4- h^"^ — 16^^^^"

De là ressorlent les égalités

( ̂  „ ̂ 1 î/ )2 + 4 ̂  ̂ 2 ( y2 „ ̂ .2^ ̂  j2 ̂  ^1 __ /^ -. ̂  ̂ 4 ̂ 4 /^ ̂  ,^ ̂  ( ̂ î __ ^ ,^2 ^

== (l̂ -l" / f2 / .2^2 )4—— ïGA 2 ) . 4 ^^ 1 .
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25. En faisant m == 2 dans les formules ( a ) , on ob t i en t

,. (52) -: y, ̂ (iil-t̂ î JiL3^
^(22) -+•i^(fîz)v(3^}

= (a+/7) (ĵ Jl̂  ^2 ̂  1 "}- <?- ^ ¥^ ̂ ^"Al^.J^A^' ̂ 2À'^]
( ̂  — À2 !/̂ [ ( ̂  — ^y2)2 + 4'À2^.2^ F^r^^^-ZTTT^ ^.- • j 1

^(5.)^^Ï^£l±^ÂM^^
• y ( 2 2 ) - / f Z / ( 2 ^ ) ^ ( 2 ^ )

^(y+^l^^l^Mt^1 (î/2 -^ A2^2) [(^- F^2^^^ + ̂ F^2^]-^ /F^^^ [ ( ̂  - /^^:r"p - )7 ]̂ ^

? 1 5 z ) = : l i-^1^)^32)
kl > 7 1 f+Â-^^pf^)

== ^+/r^- [f^- ^^Itt^^^2^')2— 4/t'2^2^] — ^/î-/'2/^!^,^^ — c ^ — À2/-;2]
lï' ( p2 4- A2 ̂ an'^T^^^ 1

el de là pour ^ ( 5 ^ ) , ^ (5s) , v (5 - s ) des expressions ou le dénomina-
teur, qui leur est c o m m u n , est une fonction paire par rapport a /,
à p. ou à v, et ou les numéra teurs sont les p rodu i t s de fonct ions ana-
logues par X, [L, v.

26. On aura ensu i t e

y, i6z ) =: ̂ A2^^^!3^...3-21.,1 1 " ^ . (3z )—- i ^ ( 3 2 ) v ( 3 - s i

^ ( 3 2 ) + / n ' À ( 3 z ) y . i 3 2 )
^,p^=^^.^^.__^^-^y^

^ f 3 z ) + A - ^ ( 3 2 ;
^^"^"-•F-^^-^s^y-

de sorte qu'en posant

., / « . . A / . ,, B ,. ,. C/ ( 3 z} == / .. ^ // ( 3 2 ^ = // _ . v [ 3 s ) = y , ,

on obtient

/ , ^BI)-+.r/vAC yCi)+/frÂaAIÎ . ^0.4-/^.ÎB2
( Ï 3 ) ^b^•:=prr7•^y ^^"^.-cïrrjn îr ^e^'-^Drr^^
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expressions où les termes sont du degré — en X, ^., y, et d'où Fon tire

•• — ."̂ Pirî ^̂  — F^'3^-^2^20'y.(b2j _ ̂ ^^ _ ^^-^^,
, , , ] , _ _s^ABCD __ a^ABCD
114 j ] A ( ) ~~ ^BK:2 -+- À^A^2 ~" ̂ C^ 4- /f^A'^9

I •r \ — ^C^'—^^^A2!^ __ ^Ç2!)2 — /f2 ̂  ̂ 2 A'^B2

i y (bs) — ^c-'[p^/^^^^^ — - Q^"f^^^~- ~ 5

de sorte que

^D2 -r- À^'-'A^2 == ^C2!)2 -h /^^^A^2 === D1 — h-2^^.

Pour former ^ 1 ( 7 ^ ) , ^(7^), ï^(7-s) , on emploiera, comme pour
y , i (3s ) , ^i ( 3^ ) , À,, ( 3^ ) , les formules ( i ) , ( î ) ' , (^y.

En continuant ainsi à se servir des formules (5) quand n sera pair
et quand n sera impair pour v, {nz), ^, (n-s) alternativement des for-
mules ( î ) , ( iy et des formules (2), (^y, suivant que n sera de la forme
4/? — i ou de la forme L\p 4-1, et de la formule (^J^ pour Â( (^.s) dans
les deux cas, on s'élèvera de proche en proche jusqu'à telle va leur
de n qu'on voudra.

27. Il ressort des calculs que, au cas ou n est pair, les expressions
de >^(nz}, ^^riz), X^ {nz) sont des fractions dont les termes sont des

72.2fonctions paires du degré — 5 soit en À, soit en ^, soit en v ; les deux
termes sont conjugués dans les expressions de v , (n.s), ^ {nz) ; puis les
valeurs de p.(nz), v[nz) ont leurs termes du degré n2 paires en X, ou a,
ou v, et ont le même dénominateur; mais celle de \Çnz) avec ce déno-
minateur a un numérateur du degré n 2 — ! qui est le produi t de 2Àuv
par quatre facteurs, du degré ( ^ ) — i si n est impai r . Au cas où n est

\ 2/ 2

impair , les expressions de v , (nz)^ p^ ( n z ) sont les produi ts par i^ et a,,
ou par - et — selon que n a la forme L\p -+" i ou la forme 4 ^ — 1 ,
par des fractions ayant pour termes des fonctions entières paires en \,
ou p. ou v conjuguées l 'une de l 'autre; et l'expression de \^{nz} est
toujours le produit de \^ par une fraction analogue : de sorte que
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y^nz) est une fonction rationnelle de ^, p.< {nz}^ une pareille fonction
de (u^ et X < (^.s) l'est de X < En out re , les valeurs de \(nz)^ [j.(nz], v [nz]
ont un même dénominateur du degré n2 —i fonction paire en X, ou y.,
ou y à volonté, et pour numérateurs les produits de fonctions analogues
respectivement par X, (J-, v.

D'après cela, quel que soit n^ [j.[nz) et v(nz) peuvent s'exprimer
rationnellement, la première par [ J . ( z ) , la seconde par v { z ] ; le déno-
minateur y est une fonction paire de y. ou de v, le numéra teur une
fonction de même pari té que n. De même, quand n est impair , \(nz)
est une fraction ra t ionnel le de X, ou le dénominateur en est une fonc-
tion paire et le numéra teur une fonction impai re ; mais, quand n est
pair, le numérateur est le p rodui t de Xp» par une fonction entière,
paire en X, ou ^, ou v, à volonté, du degré n2 — 4-

28. On peut, en suivant une marche analogue, obtenir sans facteurs
étrangers les expressions de

d'où celles de
Î;,(I^), ^(2^), V , ( I z / j ;

l [ ïz , , ) , ^(2^), v ( Î Z p } ,

I z p désignant la somme -s, -+- ^ -h . . . n- z^.
D^ibord, nous avons établi les f o r m u l e s

^ [ z ^ ^ i \ { z ^ { z , )
V\ [ Z i -r' Z-ti '^- —7---—-,———;-.--,—11——,-—•, îx / [J\z;)— i k [ z , ] v [ z , }

, _ v ( z ^ + ̂ '^l2^ l1^'^^ (^ + z,) ̂  ̂ ^.^^^

^ v(z , } v [ z , } ^ - kv . ( z^ j . ( z , )/, (,, +.,) == - ^^ .-... ,

fJ.(Zt -h Zt
p.[z^ !l(z•^•^_^z^ ̂ [z,}v{z^ v [ Z ï }^^^^^^-^^
^f^ i ) y f ^ i ) ^f-^) + p ' i z ï ) v f Z ï ) ? . f z , j/ (.. + .,) = ————^^^^———— ,

y ^,4- Zî) - ̂ •hll-22) T ̂ (^l ̂ (^) ^^1 ^f2i)
" ' " 1 " " 1 y ' " / r 2 y , / \ ^ 7 , ^ ^ ^ ^ ^

I —— /< A [ Z ^ j A |2>2y
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Ces dernières formules peuvent se représenter par

'.','.-i-̂ - ^"'-^N' ̂ '•'=^
je degré de chaque terme se marquant par son indice.

Cela posé, les premières formules donneront
a f z , 4- 2î) 4- / Â ( 2 , -1- Z-i}v[z^

^(,,-^,+^=-^,^^^

^ v[z, -4- z,) 4- /7À(^, -h ^2) ^(^)
^(^4^4-^)- .(^r^^y^^H-^) ?

y (2 ,— ^1 ^)_4" 1i [J.[z^-\- ^)^[^)
).,(z, 4- s, ̂  ^3) - ———F-[7~4:TI(̂  -4- z,) ^{z,}\

i l s'ensuivra donc
'M^Z^Z,) -+• / ^(•2i?^i)^(^)__

v^ 4- 22 -l~ Z3) ̂  D:(.7^(Î3F^^^ 7

[̂LiiiiM-̂ ^a^, -i- ̂  4-ZaJ - i)7(i^)7(^^

. _ N4 (2,, ̂ ) ^ (̂ ĥ L̂̂ '.iii1^ ̂ iî
À, (^ 4- z. + 2:,J -. ̂ -p7^ ,̂̂  ̂  /, L,[z^z,) ̂ ;)j ?

et de là
— ^-i^'A.^^ I)^,.^^^^^^^^ ^ L » ( s , , ^., ^3)

}.^. 4- ^-4- ^) - D'HZ,^.) ^(23) 4- N^., z.) À 2 ( ^ ) ' D7(2,^, ^;j?

^.(23) M, (2 , ,^) DJ^i ,^) - ̂ (^) ̂ (^J^^A^^^^^ - ^Mi''2''^^^.4- 3,4- ^,i = -———————————— ̂ ^^ - ^ ^ - ——• ^ ̂ (^^,^

^^^NJz,,^..)!)^^,,^)--/ ' '2^^;,)^^.^^,^^^^,,^) N0(3 . ,5 . , z , !
.(., 4- ^ + Z,) = ———————————————^^.,^^.——————————————— ̂  ̂ .̂ ,̂ ^^^ ,

et ainsi de suite.
Quelques remarques sont à faire sur ces expressions.

f f î n l^
Dans v>(^ , , ) , y^ (^). ^(^Mes lermeft sont du degré L^L == 2^' ;

dans [i[a^] ety(o'^),ils sont (lu degré {inf, mais dansX((7^,)le numéra-
teur est du degré ( ^ n ) 2 — i .

Dans les expressions de Vi(^) ,^ . , (^) ,Xi(^) , quand n est impair , si^ est
»,2 _. |

de la forme 4/? — i, le dénominateur est du degré —— + i , et le nu-
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mérateur du degré ——I-; et si n est de la forme {\p -+-1, les numéra-

teurs sont du degré • ' ' -+- i , les dénominateurs du degré ———-
Dans celles de X(o^), p-.((7,,), v (cr^) , le dénomina t eu r qui est commim
est du degré n2— i et les numéra teurs sont du degré n2,

Notons qu'en faisant dans ces formules diverses ^==5===^==: .23 ==. . . ,
on retombe sur les valeurs précédemment obtenues p o u r v i ( / î z ) , ^(n;s),
X, [nz) et \[nz), p.[nz^ v (nz).

La même marche du reste réussit , avec un égal succès, quand on
rapp l ique directement aux formules ordinaires

./ . . À(.,)^(^.(^)-i-?.(3^..(..).(..)^ + ,,) ̂  ———————^^^^.^——————— ,

. , ^.fs,) ^(3,1-?^,) 7(^)^(2.) v(z,)
y.[z^- ̂  - ̂ ——^^^^^—————,

v{^^v[^,}-h'l^z^[^^(^,}iJ.(z•^v ( z ^ -h ̂  - —--..—...̂ --̂ ^^^ ^^^- —— ,

soit qu'on veuil le calculer A f ^ ) , fi(cr,,), ^(o',,), ou X f ^ ^ ) , ^{nz), v ( n z ) .
Par exemple, pour les dernières expressions, si l 'on pose d'abord

- , . L-i , , M, , . N<
ÀM^, ^..)-^, .(.z)=^,

on aura
_ ^('>•2)_^^)_vizL±?^z) ^('•'••z)!^?^) f.,n,^+7M<N, L,

A(J2) .-=-i~^7^?,^y^(^r' "~ ^ --^-z_^-^ =^^
^ . ( ïZ ) ^ (2 )—X(? .2 ) v(22)?.f2^_(_z] _ M,I)<^^—?.yL,N, _ M,

u. (3 z) -= ————^zr7^z)Vi2z)~ - - -^ ""Df-̂ I'M "̂ '~ B,, '

„ v^^v(z) -_^h-2) ̂ f'^^j ̂ if) ^̂ ÎL̂ -i!̂  — N;1
v(J^)-:—————i-/,^7f,z'p.7(azj " ' '" l^—I^U ~ J ) . ' '

puis
, , , , 9.L,M,NJ)< _L,,,
^(4z)=--^-_^T^ --j-),7

M î D î - L î N î M,,
^.(4z)=-^-__-^^- ==^>

N;I);-/r 'L2 ,Mî N,,,.„ (4 ^) ̂  ^ _- = ̂ ,
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et ensuite

l(3z)p.{2z)v^2}-+-^<î^)(l(3z)v(3z) __ LoM^Ds-^LsMoNi.D, _ L,s
A ( o ^ - . î - h ï ^ ( 3 z ) ^ ^ z ) ~ 1)̂  - ^ L i L ; - ~ Ï ) 7

, __ ^.(3^) ^ (2^) - À(3z) ^ ( 3 g ) Â ( 2 g ^(2^ ^M.MXPs-LJ^N.N, _M^
aî '~ ï — f i 2 ' } î [ 3 ^ ) ^ ( 2 ^ ) ~~ 1)̂  ~ D.,/

^ . _ ^^g] ^ ( 2 z ) ~ /r2 ^ ( 3 g ) ^ ( 2 ^ ) ^(3^) ^.(2^) _ N,NoP,D« — A'LaL^M» __ N,,
v { ' ^ ' i -A-À^S^^f?^ ) ~ D.^ ~~"D;/

En général, au cas de n == 27^ + i,

aB^-iL^M^N^ __ L(2»)^,l[2nz)
i)/^,~/f2L/;. B(,,).

^277^ - I)/22--1M/2^ - L/22N/2a - M(-)2^ ( ^nDirT^^ur -iw5

,(,^i ^B^lN^^/ D^~^L^ DW'

au cas de n == 2^,

^ ( a ^ ^ ) ^^P^^^iM^N^ ^^^
1); -/f2!^ :D(zo^

^2 Tiff 2
, , jiJ.iîQî,,'.^B^M^-L^N^ _M^).^{inz} •==. ~—n-

B(2n;2 D(2^S

.(.^)=.D>^-/i^L'2s-lM^^^^
•D(2»)2 Dca/i)2

puis, au cas de 2/2 -4- i == ^p — i ,

^ ( ^ n ^ - ï ) z = = L^± l̂̂ ''±!̂ ^ ^ iî 'il
•^/22 ̂  1 1)̂  4. 1)2 —— /f2 L^ ̂  ,^2^ i L,^ ])(2«-n )2_i

n[^n 4- ï ) ^ = IU-j_P(^o2 M^^+!2'^^L<z±l^^ ^ _M(^.)'
1)(2,-H)^, ^"î)^^,)^,'

y ( an 4" ï ) ^ == B^1^^ ^ J!!'̂ ^2-.
I)(2K-H)2_1 '~" I)^.,^,3
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cl, au cas de 2 /2 -4 -1 == / ^ p 4- i ,

Â ( 2 / ? , + ï ) z ̂  ̂ .̂ '̂̂ L^^^^ J '̂)' .
• j ( '•i H \ '2 f f> r 2 B """"' ri, *

l ' ( / / 4 . 1 , 2 _ l y,,S ——— /^J. / , i_i l^H4-. t)2 1)C)«^|)<-_|

p. ̂ n + i) z = D^r^-M^.•JI-lMc-•02_-A^^^^^^^^^^^^ ^ il̂ l,
,l,)(,̂ i)'-i A,)(2/^iy._i'

^ ( o n 4- i ) ^ - D"21)(/tt^lN/(lN(^-^L-- /^^- ) 2 L—' ̂ -r M"2 î^c'-^L
I)(..M)̂ ., " - De.,;,')-.'

5 r̂ /6^ expressions de v^nz), { j ^ ( n z ' ) , \^(nz) en fonction de v^

de p., et de X i .

29. Lorsque n est impai r , la valeur de v, { n z ) est, comme nous
favons reconnu, le p rodu i l de v^ ou. de -r- selon que n est de forme
L\ri 4-r ou de forme 4 n ' — r , par u n e fract ion ayan t pour termes des
fonctions entières de ^, [i, v, qui ne les con t i ennen t qu 'a des puis-
sances de degr^ pair cl q u i no d i ( Ïe ren t l ' une de l ' a u t r e que par le
signe de i. Cette f ract ion peut , en conséquence, s 'exprimer ra t ionnel -
lement au moyen de ^i ; si, l'on y remplace a, ^ par -'-(^ + -1-) 5 -̂ . ( v , — \,

1 1 i 2\ • V , ] 2 / \ • l;,/

on peut passer d ' u n terme à l ' au t re par le changement de ^ en î-'
Si les termes se r amènen t à ê tre entiers en v^ i ls sont du degré n1 — ï
et des fonctions paires de v^ L'expression de ̂  ( r i z ) presenîe les mêmes
part iculari tés à l 'égard de p., Q u a n t à celle de \,{nz), el le est, pourvu
que n soit impai r , le p rodu i t de 5^ par une fract ion analogue expri-
mable r a t i o n n e l l e m e n t par )^.

Mais, quand n est pair, les deux termes de ^ ( n z ) dépendent de y au
premier degré; l 'expression n'est plus susceptible d'être ra t ionnel le
en v^ II en est de môme de ^ ( n z ) à l'égard de ̂  et de À, (nz) à l'égard
de >^.

Ces faits sont aisés à confirmer ou à é tabl i r par des considérat ions
directes.

30. De F expression de ^, (nz) en fonction de i^ et cas où n est impair.
— Comme la fonction 1/1 (nz) admet les périodes é lémentaires w, ^w de

Annn, de l^Ec. Normale. 3° Série. Tome Vî. — Avri iL 1877. ï5
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y , , elle peut s'exprimer par i^ et sa dérivée givVi sous la forme

R — Cg7^,^(,^),^-—^——,

A, By G désignant des fonctions entières de v , .
Mais, si z se change en o/ 4- ^ —' z , v^ ne changeant pas, A , B, C

restent les mêmes et la fonction ^ {nz] ne change pas non plus. Comme v
change de signe, il faut avoir C -̂ -= o, ce qui donne

, . By^nz] == ^ <

Déterminons l'expression par ses zéros et ses infinis . L'expression
générale des zéros de ^ étant a === (4/> -+• i)-1" + ^• i )? celle de ses in"

3 2

finis a •==-- (4p — ï ) ^ ^- y i5 les zéros de ^, ( rzs ) sont donnés par2 ^
(4p-4- I )^ / 6) , . p . f 4 P - — l ) r')' ^'>^ ̂  -Ll——^— -ï- n —., et ses inf inis par a == —-—----•—-- -4" q — •^n 1 in l ^n l 9.n

Considérons pour v^nz) et v^z) le parallélogramme commun
(co, ^c»)'). Tous les zéros de ^^nz) compris dans ce para l lé logramme
répondent à des valeurs de p égales ou équivalentes suivant le mo-
dule n àp === o, ï , 2 , . . , n •— ï , et à des valeurs de q égales ou équi-
valentes à o, ï , 2 , . . . , ^n — ï ; ce qui en fait le nombre égal à an 2 .
Il en est de même des infinis.

Comme l'on a

p , ^ Q p ' , ^ q' , fi)
^ 20)' -1- —— -4- -J-. CO •4- L- 2&/ -S- — 4- —— ^ == r,)' -+- - ^^ 2 n 'm n 2rz 2 n 9.

par p "1- /^ -"̂  -— ? y -4- q ' ••— ^, et

P , ^f d '?' , (•)' ( ! ' r/i
L s /̂ — —— -l1- -'- r,) -h /- 2^' — —— -;- -̂  ^) == f,}' 4.- .1
^ 2^ 2.n n in in :>

W -.!.< T

par p + p ' ^ -^--9 ^ 4- ^/ == /?, les zéros ainsi que les in f in i s peuven t



MÉMOIRES SITU LES FONCTIONS ELLÎPTÎQÏJES., ETC. g l 5

généralement s'associer deux à d e u x , de façon qu ' i l y réponde dans
chaque couple la même v a l e u r de v , f - s ) .

Cela posé, d is t inguons le cas de n^^n!-^ r et celui de n == [.^n •— s .
Soit d'abord n •— 4 n' -4-- i .

On a alors, par p ̂  n\ q ̂  o et par p ----: n', q --= n, les deux zéros ̂ .

^- 4- ^ que présente ^ dans le parallélogramme considéré. D'un autre
/ f

côté, on a les deux in f in i s 3 ^- •> 3 0)- -r 0 ) ^ par p == 3 / 1 ' — i n -.r o et
pa rp == 3^ + i , y :-= /?,. Quan t aux autres zéros et inf inis , ils peuvent
s'associer par deux de la façon indiquée plus hau t .

Désignons par
^,, a-t, . . . , <^_,,

o^, a-i, . . . , a«2_»i

un terme dans chacun de ces couples de zéros ou d' infinis, et prenons

M .". [v> — î/, (a, )] [v, ~~ -y, (<-/, )] . . . [i/, — y, (a,^..., )},

L r-,.-.: [>, --. v, (a, )] [>, — 1^, (au)] . . . [v, — v,[an.^)\ ;

l'expression
M

y — ;

qui a, comme ^(n,s), w et ^c»/ pour périodes, admet dans le paral lé-
logramme (^, .2c;)') les mêmes zéros et les mômes in f in i s que cette fonc-
tion. Il s'ensuit

( \ M^Vi [riz) — 1^1 , L,
JLi

C désignant là une constante convenable.
On voit que M. et L sont des fonctions entières de ^ du degré n^ ~— i.

Quand z augmenie de ^5 v, change de signe a ins i que v ^ ( n z ) ; donc
M
« ne change pas; et, puisque M et L sont d 'un degré pair n2 — i, ce
sont des fonct ions paires de v ^ . Le fait résulte .'bien des expressions

..précédentes de M et L, car la d i f fé rence de deux zéros ou de deux
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infinis étant
¥_^^^(LZ^,<1

n fï a

est égale à " pour p = p ' , ? — ? ' = = ^; d'où il suit que les quant i tés
^, (^)... v, (a,,^), ainsi que v, (aj... ̂  (a,^) sont deux à deux égales
et de signes contraires. On peut ainsi poser

M=- [.? ~ v\ (^ . . . pi - ̂  ̂ ^1 -

L ̂  [^ - ,; (a.)] . . .p2 - ̂  /^A1 •

En outre, les valeurs v , ( < ^ ) , ..., -^(a^,) sont inverses de celles de
^(a,), ..., v,[a^), parce que l'on a a + a = = o pour p 4-?^^ o,
y+-^==0 .

Soit, en second lieu, ^ == 4 ^ — i . Alors^p = n', y = o donnent r in -
tini a = tô-de ^(/^), ce qui est un infini pour ^-5 etp== S / z ' — r , (7-= o

donnent le zéro 3^ de ^ i (^ ) et de 1. de sorte que les zéros et i n -
2 ^ "r i

finis de -'- compris dans le parallélogramme (o, 2e,)') appar t iennent à^i
^(/^). Si les autres zéros et infinis de v^nz) s'associent comme pré-
cédemment et qu'on pose, suivant les mêmes notations,

M == [y, -. v, [a,]].. . [v, — yi (^r-i)],

L.== ( 1 / 1 — ^ 1 ( ^ 1 . ) ] - . . [ ^1— v,(a/^,)],

il s'ensuivra
,.^)^C^,

M et L étant également des fonctions paires du degré n2 — i , dont les
racines sont inverses.

Cas où n estpair. — JL/expression de v ^ ( n z ) en fonction de ^ n'est
plus rationnelle; elle est de la forme

M 4" N gf î^,^ .

Les zéros et les infinis ayant encore pour expressions générales
f 4. p + i )r^ ^ ( 4 P — r ) r ^ ' rf}

a = —f———l— -t- q — 5 a =: •l•~L^———/— 4- q — •»
^n iïh in 2.rk
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chaque zéro peut s'associer à un inf ini , de façon que leur somme soii
r.»/ <»)— -h- -^ car on a
2 2

IA/LZLLL^ r l } f 4 ^ - ~ ï ^ . > ' , < ' ) , G.)————————~ 4- Cj —— -h 1—'———————- -4- f/ —— --= r,/-l- —
2.n £ -in 'xn i 2 n 9.

par p ~{-p' -— ^= ri' et q 4-- / -= n -:--= in\ Mais cela ne peut se faire pour
deux zéros ou deux infinis. Deux à deux encore, les zéros ainsi que les
infinis présentant une différence égale à ^ donnen t des valeurs de ^
égales et de signes contraires. D'après cela, les valeurs de ^ sont dif-
férentes pour les zéros à part et pour les i n f i n i s à par i ; mais les i n f i n i s
lui donnent les mêmes valeurs que les zéros. Il, n'y a ni aucun i n f i n i ni
aucun zéro qui appar t ienne à y , , , car on ne peut a v o i r

f 4 P -i - T 1 '?/ r^ ^ ( 4 // — î ' r,}' f,) 3 ̂ f

——' '—— -\~ ( l —— r_ — ni ——'——————— -(- (l —— _ ——- .
4^ 2^ a 2-^ / 9.11 2

Par suite. M, N et L étant des fondions entières, les i n f i n i s r é p o n d e n t
à des zéros de L et les zéros à ceux de M 4- N g i v ^ ^ .

On peut, en conséquence, poser

i- --•= [>- — y. (a.)] [ î ^ t — y» (a.,)]. . . [ y. — v, (a,/,.)].

Comme les infinis font acquérir à ^ deux a deux des valeurs égales cl
de signes contraires, L est une fonction paire de ^.

Quand z augmente de ̂  ^^{nz) ne change plus ; donc, L ne changeant

pas, le numéra teu r M-4-N^'w., reste de même va leur ; or ^ change
par là de signe, v ne change pas; donc N change de signe : c'est u n e
fonction impaire de ^ ; p a r s u i l c , M est une fonction paire.

Pour reconnaî t re ce que sont les valeurs de M et de N, nous ferons
observer que y\nz) a les mômes zéros que M,, et \(nz) les mêmes qi.u;
N ^ î w ^ .

Cela posé, les zéros de p-(^) sont donnés par

f,} D^) ff f r,} \
à, .—— y- 4- '——— -h 1 - 4-- 0)' 5

4n n n \r>- /
, r l } p'^ ( j ! ̂  ,\a' :,,, - -.., .-- 4-1— + 1 -„ -|- o)' ,

4 n n n \ '?. j
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co

4^
a/;? --'- r/ M', „/—..„-'- ̂  .i... ^ „.._, ^ :

in * ri
(Y) 27; -' - </ -— 1 OY. ^. -JL_...,. J-_-_ r.) -;- q -„..,-..
4^ 2^ ^

En faisant y =-- o, 1 , 2 , ..., .271 — i, 2p "h y == o, 1 , 2 , . . . , ^71 — i , el,
cl ' î lutrepart,^ = = o , i , 2 , « . . , 2 7 2 - — i 5 ^ p -h- q — i=== o, i , ^, ..., 2n -- i ,
mais à la condition de ne prendre pour/? quedes valeurs entières, on aura
4^2 zéros dans l 'é tendue du parallélogramme (^, a y'). La somme d'ui!
ci et d'un a' étant &) 4- ex/ pour p -+•// == o, q -^ q1 -=-- n, les Vc^leurs cor-
respondantes de v^) sont deux à deux égales; ces valeurs aussi sont
deux à deux égales et de signes contraires, car on a a — a^ == w pour

p — j9,, r- -5 q — q^ -==• o. D'après quoi

M -: [y, - i/, (^,)]. . .[^ - y,(a^)]C== [v?-^ (a,)]. . .[^- ̂  (^) ]C.

L'expression de N est moins simple à obtenir.
Les zéros de \(nz) ont pour expressions générales

_ p M -i~ q (,Y
2 n' a == /^ 0) -'r •- <7 2 G>)

4^ /
2 / A

et pour le parallélogramme (&), ^rjù ') , il y a à attribuer à p les valeurs
o, i , a, ..., ^ — ï et à ç les valeurs Oy i , 2, ..., 2 n — i, ce qui donnera
4^2 zéros.

II importe d'examiner ce qui regarde quelques-uns de ces couples de
valeurs de p et de q. Les résultats sont consignés dans le tableau,
suivant :

q •=-- o, a ^~ o,
d}

a =: — î»
2p=o

. , 3r,/
Ç rr.; 3/î ' , (% == —— 3

2i

g ̂ o,

. ^ -h &)^ =••= n , a =•: -—-.-— 9 yp = n'
2

a , ( j ) 4-- 3o)'q ̂  on y a==~ —-—— ? v
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Au cas de n' =--: .2 -n" -\~ \ :

q -.-- o,

^r-r n" f q -. n',

^^ »' /,/ M , 30/ ^"n. , ^ ...,:.„ - -i- —.--, ^ „_ „„...-.
4 2 l -....- /(-/

q • o,
, 3 c,» c,/

^'^: - . - -{-......, ^
4 2

pr^S^. r - 1 < ^ =...^,

, , 3r.ï 3r,)'q - - n\ rt'-:-: .-̂ - .̂- ^-.- ^,

r+-F5

^7,^-,^.^^.

Au cas de n'^-- s///' :

P ^ ^ î i " , q . ^ n " , ^ l : -= - ^ . ! . - r ' ) - ,
4 2

/À'

/^ ' • -- ^- ;» (J •;. •~ 2 îl ,

p - • n", // ^ . - - 2

„ 3o) • • i - (>r,/ //»•
2^ , ^. , : • - . - . - ^ 5 ^^. - -j^--- -"-^' /, ^

3r,ï ' - rv,)'
I - i - / f '

//<•

r:.'/^

p^n , ^ -.:- o,

/>— •-•^, ^ . . o,

Parmi les ^n2 zéros qu( t présente t ( n z ' ) dans le pa ra I l é lo^ rami ïKîans le paraHelo^ra
r/)' r/»' r,)(c.,), .2^'), on voit ainsi les deux zéros de i^, ^- ei ^ r- ^5 ses deux in-

In
- - r A "

finis ^-; -^ + 0), el les qua t re zéros de v {z) pou r lesquels ̂  •--- ;.,..„', • • ' l .
pt oi —.- .....t... " 'ay ' -" ~- r -A- '

En rnellanlà pari ces huit, zéros, observons que les 4(7r --- %) ^uires
donneront deux à deux la môme valeur pour ^ el doux à deux des va-
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leurs égales et de signes contraires. Si on les désigne par a^a^, . . . ,
^(,/--2)î soient^, a^ ..., ^c^-s) des zéros pour lesquels ̂  ait des va-
leurs différentes, deux à deux, de signes contraires, et a,, a^ ...,a,/-L-,,
des zéros pour lesquels ^ soit de valeurs différentes.

Posons
N'= ^ [^ - î;; (a..)]. .. \y\ - ̂  (^_,)].

et considérons l'expression
N' ^'Wi

'L

pour reconnaître qu'elle a les mêmes zéros que \{nz\
D'abord les 4(^2 — 2) zéros dont il vient d'être question lui appar-

t iennent par le facteur N'. Sur les huit autres, ceux de v, sont encore
parN' , mais ne s'y trouvent pas par ̂ , car VL et ^- 4- ̂  étant des in-

2. 2, ï

f inis de v et des zéros de ̂ , ne sont point tels pour le p rodu i t vv^ Lesff f ^ f
deux infinis de v^ -̂ - et ~^~ + aï sont des zéros de l'expression, parce
que le numérateur y est en y, du degré IT^ — \ y inférieur d 'une u n i t é ;s
celui de L. Enfin, les quatre autres zéros, étant ceux de v, sont des zéros
de l'expression par le facteur v lui-même. Il n'y a pas d'ailleurs à s'occu-
per des inf in i s de ce facteurs, puisque deux d 'entre eux^-? M-.+c') ncutra-

?- 2 2

l isent deux zéros de v^ et que les deux autres -^-•> —^--h- ^ dev iennen t
2 2 2

des zéros de l'expression. Comme les zéros de L sont d 'autre part les
infinis de \[nz), il est ainsi reconnu que la fonction \[nz} et l 'expression
—ë^l^ on^ dans le parallélogramme (ûo, ^c./), mêmes zéros et mêmes
infinis. En conséquence, on a

., , N' givv, ^),(nz)^. —^— G';

c'est-à-dire que, dans l'expression—^'—-AL^ de v ^ ( n z ) , on a

N == y,[^ - v\ la , ) ] . . .[^ -- ̂  (a,^}} C'.

On voit que N est une fonction impaire de ̂  du degré ^n2 -- 3, II s'y
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irouve toujours , d'après ce qu i précède, les deux fadeurs bmûmps
vf — i , ^ 4- i .

En fonction de v^ la v a l e u r de v^^z), par exemple, est

î / B \
^ -(-. ,_ -4.. 1 ^ ——— —— y

,̂ ^ ̂  _ ___v!__\,_,__^L „,„ ̂  + ! -+- ( ̂ î -j_! ) ̂  _ ^> ( î^- î ) -1_(^ ̂ i ) î'k" "- i_ ̂  ̂  j^ _ \ - 7+7^(7"^'^ "' ,;(7'4--ïf^l.- ('r^ ̂ y^
^ \y. /

^(^- r l ) - ( - (^ -«) t / ^+^ (c / î - ï ) 2 ^J^^^l j - l - f^ f- l i i /^ î+^f^-) !2 ]

^(ï+^;)+( i -^JV^^4-^(^ ' ---- i )2 ^ ' ( i+^ j^ - f i—y; ) 2 L;4-^(^_,).1

L'expression de V i ( 3 ^ ) csl

(^ + ^y^-^.- -î- ^ ' ^ -l- •2 f î ; , 4- - ! ^ f^, - -t ) y2

y i 3 z ) - ï •- - v { l v v l / ^ ^^ J-L.v / y, / î \ - - / r y --—^-—.-^ 5
- + y. 4' - — î^ v2 + 2 - 4- v, - — y, y2

V' / V- / \^ )\^ ]

y2 étant ï 4" 4" (^i ~ ^J2*
Des cons idéra t ions du môme genre pour ra i en t se développer à l'égard

de la quest ion d /expr imer p ^ { n z ) au moyen de ^,. II nous semble inu-
tile de nous y arréler .

31. Pour ce qui, concerne Â^/?^), nous nous bornerons à quelques
observations.

Soit n i rnp î i i r . D 'abord 1^/iz) peut se considérer sous la forme

„ / „ M, ^ - N À ' , M. - .N/ f^ rA,
A, { n z ) -:-: ——^—— =:: ——.,.. .^—\

L, M|, N étant , des fonct ions enlieres de ),,.
Si l'on re inpiace z p a r — - ^ , ) ^ ne c luingeant pas, ces fonctions restent

les mêmes; mais ), c h a n g e a n t dés igne , tandis que X, {nz) ne chance
pas, il fau t N == o, ce q u i donne

î / \ "^1
\[nz}^ ^-.

Ann de l ' E c . Norrruilc. ï^ Sc'irie. ''i'ome V I . — A V R I L 1877. l6
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Les zéros de V/^) soni donnés par

/ \ ̂  , \0)
2D 4 - 1 — 4 - 20 -4- I -- , /

1 r / 2 l J 3 PÛI/ f/M &) -h 0)
a „.„ • ! - ^ ^ ^ ^ ̂

et les infinis par
, , Cx/(2 y 4~ E — + a^) / /

-— " „ -— P^ â-^ — "
fl ^ ^ 2 ̂

Pour avoir ceux que comprend le parallélogramme (co, ao/), i l faut
attribuer à p les valeurs o, i, 2 , . . . , 2n — i el a q les valeurs o, i >
2, ..., 7i — i , ce qui porte les uns et les autres au nombre de 27-r.

Les zéros et les infinis de X,, dans ce parallélogramme y figurent, les
w' 4" M 3r,/ 4- ff) n — î n -- ï , 3^ — î ^ "- îxeros —^— 5 —^— parp = —^~. q == —^ et /? == —^—. y = --^--1-.

, . p . Ct)' o O/ /?• —— î , 3 ̂  —— ï rles intinis — 5 5 — par p == —;—î y == o, et p == ———? q == o. Les
^ f / î 2 — î ) autres zéros peuvent se répartir en couples ou les deux
termes font acquérir à X i la même valeur, car on a

. / G)' fi) G) 4~ 0)' \ -, / , 0' , W 0)' -t- & ) \
À, ( p — 4" q - 4" ———— = À, // —- 4- q' - -I- "-—— ,

\* ^ 1 n in ] \ n n ^n )

pàT p ' == in — a — p et q ' == n — î — q. Les autres infinis sont dans le
même cas. C'est pourquoi, si un terme de chaque couple de zéros se
désigne par a^ a^, ..., a^^ un terme de chaque couple d^infinis par
<5^, aa, . . . » a,^, et qu'on pose

M=[À,»^ (^ ) ] . . . [À , -^ (^ - - , ) ' J ,
L = = [ À . - ^ ( a . ) J . . . [ À , ~ - À , ( w - , ) ] ,

'expression
M

^î

présente les mêmes zéros et les mêmes infinis que \{nz} dans le paral-
lélogramme (co, W); d'où il résulte que l'on a

. / < « Mhi(nz) == Ai -y- •
A^



MEMOIRES Sl'R LES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC. ï 1^3

11 y a, de plus, à remarquer que les valeurs de X , ( a ) sont inverses a
celles de X, (a), parce que l'on a

7 f n^ ) ^ i ""f-0^ . / ,^ ,^ ^ W\/, 1 p —— 4.. q .,.. ^, ,.., . ..^ ^ t —— ._j, / _ ——— , _ \

\ n îi ^n I \' n 1 n î/i -i )

moyennant // == p , q1 = q --.. //-^—^ ce qui s'accorde avec le fait que

?^ ( n z ) s'est présenlé sous la fo rme du. p r o d u i t de ),< par une f rac t ion où
l'on passe d 'un terme a Fautre par le s imple changement de k en — k.

32. Remarque. •—" Les formules connues

^,A).4,(^),

ij.(zjf) =•: v { f , z , ^ \ ,

v{z,k)^^.(/,z,^

donnent
^ , ( ^ , z ' ) =^,^-^^L

^.,(s,/f) : - - : y , ^ / f ^ , 1 " ^ ,

^.(^^ . i 7 J / , z ~ \ -
\ / t /

D'après cela, quand on pose

v,[nz} V>i, v),
on a

^(nz) = v, Uinz, j \ -^ v, ( n ^ z , ̂ \ =•= f [ v, ( k z , -) | ̂  ( h ' z , ^\ [

=/[^,(2, A'), ^(z, h)\ ̂ / ( ^ , p:),
et si l 'on pose

V^ (nz) --::r cp (y , , /f'-'),

on a
^^.).--^[..(/r.^)^].:^^,^.

1 6 .
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Pareil lement, si l'on pose
,(^)==./(^/f^

on a
ii(nz)^f(p^ —• / i 2 ) ,

/^y? dés ignant le rapport, -r-; car on a

^(/^, / r )= i / f / r^s ,^y=/ jy ( /^^^ ï- F =./"(^, --y^)«

Ajoutons que la formule
/ . y ^ y f - S t ^)y ( î z J f ' } ==—'/—r^.(^,/f) . / & >

'U
d o n n e encore

- / r i )
/ ( y 4- ^2, /f

-. ^^/n-s,^)^./^^^,/r^Jf2 :]-./• - , /^
0)

À -4 -^ /c


