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MEMOIRES

SUR

LES FONCTIONS ELLIPTIQUES

QUI CORRESPONDENT A LA FONCTION cosx —+ i sina.

Par M. H. LEMONNIER,

PROFESSEUR DE MATHEMATIQUES SPECIALES AU LYCEE HENRI IV.

DEUXIEME MEMOIRE.

Expression de v, (z -+ t).

1. Considérons la formule connue

En la mettant sous la forme
w(s) + ix(z)u(i;- —z) = o,
on voit que la fonction de z

p(z) + iA(z)v(t),
s’annule pour '

oY o'
t=——2 0u 2Z2:=-——1|{.
2 2

La méme formule, par le changement de z en -- z, donnant

7
o’

w(z) — iA(z)v (3;- + z> =o0 ou pt)— i)-.(t)u(;— e l;):o,



8o . LEMONN IER
il est clair que la fonction de =
plt)— id(2)v(z),

(,)

8= - — — .
s’annule pour z -

La fraction ple) + iMz) (1) a, comme ses deux termes, o et 20
() — iAt) v(3)

pour périodes; ses zéros sont ceux du numérateur, et ses infinis les
zéros du dénominateur; car, tant que v (2) est différent de == 1, les deux
termes deviennentinfinis  la fois en méme temps que A (z), p.(z), v(5),
sans que la fraction devienne nulle ou infiniec.

Dans I’étendue du parallélogramme dont un premier sommet est le

point (z=-—¢), et les deux cités » et 20, le numérateur a deux
Zéros
2y )
= ——f, Z==— =
2

le dénominateur a deux autres zéros
3 3 y
z= -0 —t, Be= 2 e o L
2 2 2

Or ce sont la les zéros et les infinis de la fonction v, (5 - ¢) dans la
méme étendue. Il s’ensuit

Il faut A =1, pour avoir I’égalité par z = o; la formule est donc

p(z) -+ 7202yl
plt)— i a(e)v(s )

Par I’échange entre z et z, on a é(ralement

(1 vi(z+t)=

Sil'on y remplace ¢ par — ¢, dans ces formulcs, elles deviennent

oy (B i(z) vt
=) n(z— 1) p () = iA(l) v (z)’
y ) e LE) = ER(2) ¥ (2)
? e =R i )
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2. Conséquences. — La formule (1) revenant &

[p(s) + i A(=) v ()] [pe(2) + i2(2)¥(3)]
4]+ 7 (2) v (3)

vz +t)+ik(z +£)=

peut se partager enu

\ o pE)e(r) — (5 v(z) M) v(2)

(3/ .p'("‘—,-t)_“ ,U-2(t) - l‘:([).vz(z) ?

A(2) p(8) v(2) +A(1) () v(5)
pi(2) 2 (2) v (a)

(4 Mz +1)=

Quand le paramétre g est égal & 1, ces formules sont -

o k(B pld) —pl(E) p (1)
(3 p-(z = t)_‘ pi(8) + A (1) vi(2) ?
, _ M)W () (1) N ()

4) Ma ) == w0 v ()

On a par suite

(5) (3 — _ (5 () +2(z)v(z) (L] v(¢)
* e s U FE R
(6) 7.(z—t):1(z>{1'(»[) v (2) (l)/l(z v(3)

3. Par les formules (1)’ et (2)/, on ebtient

2 (1)
MEETIEPIGE
20 1(t) v(z)

P () — A (z)v(¢)

sv.(z-i—l) + v (z—t)=
(2)

k4

ev.(z +1)—y(z—t)=

d’ou 'on tire
2. (z) p.(t) ,
p*(z) - 2 (3) v*(¢)
) — iz ) 22(3) v(2) M () v (1)
wla o) —pls— ) == (e
22(z) () v(e)
wila) + w5 (7))
N ey 2h(2) p(3) v (2)
Az~ t) 7\(5 4)—[J2(3)+)\7(z) y’([)‘

Aun. de ’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VI. — Mars 1857, 1t

p(z+t)+plz—t)=

Mz+t) +Az— )=
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On en tire encore

Tulert) rpli—lpls)  +Dlat 0+ (- A1) =200,
[p(s+t)4p(z— 1)) M(z)v(t) —[A(z+ O)-+2(z—12)]p(z) =o

‘) (et _
[w(z+t)—p(z—]p(s)  +[Az+)—Az—1)]A(z)v(t) =0,
[e(z+ ) —p(z — 1 Mz)v () —[M(z+0)—Az—1)]]p(z) =—2R(t)v(2)

4. De méme la formule (1), prise sous la forme
[p(z =+ ¢) 4- i Mz 4 &)][p(8) — P X(¢)v(3)] = p(3) + i A(z)v (L),
se dédouble en

| p(z+t)p(t)+2A(z+ L)M(t)v(3) = p(3),

o) e+ () — (s + M)y (s) = A(3) (1),
formules qui deviennent, parle changementde z en z +zet de zen —¢,
- §M@+”=/U (£) = M) M) o2 + 0),

Ua(z+ 6)(0) =03) plt) + p(2) M) v(z =+ 0).-

La derniére, par un échange entre z et ¢, donne

(12) Ma + 1)v(s) = (1) p(a) + () Mz) v 5 + 1),
ce qui, par le changement de z en — (2 + z), devient
(13) Ma -+ 1) pls) = M) v(z) + A=) (1) pife + 1),

En combinant par addition et soustraction ces formules (12) et (13),
on en déduit
{ [z +0) +2(0)][¥(5) — p(2)

14) ¢ ’
8 s 1) = 200D (8) + ()] == 1) [aele) (s + ¢) + vt el + 1],

P
il
>
™
S
~
—
<
o
+
~
—
I
=
w
D)
+
S
e

_(1’01‘1 résulte

Mz ) +2t) _ v(z) 4 p(3) p{t)v(z+¢t) —v(t)p(z + 1)

(13) Ma+1) =) v(z)—pla) plt)v(z + 1)+ v(i)plz+ ¢
ou
15) Mz +A(t) _vis—1) 4+ p(z—1) p(t)v(s) —v(t) p(2)

Ma)—=A{t] " v(z — 1) — p(s —t) p(t)v(z) 4 v(t) p(2)
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De méme, la premiere des formules (11) pouvant se changer en

p(e) = p(z)p(z +2) + 2(z)A(z + £)v(t),
on en déduit

(6) !;[.L(Z + &) - (¢) [I—(J.(Z]: Az)[A(z -~ t)v(t) — ?\(t)v(z -f- ,

d’ou

(g BETOER) | xpE) Me e 0v() =2t s(za g
‘7 pla—4t)—p(t) v —p(z) Az + L)v(e) +A (L) v(z -+ t)
ou

o ple) = plt) 1+ pe(a— £ Ma)v(t) = L) v(z)

‘ ¢(3) = p(¢) 1= (s — 1) Ua)v(0) =) v(2)

5. Les formules (1) et (2) donnent par la division

p(2) - EA(2) v (3)

. v (3 4 2) Al
18) (s o) T )= 0) v(3)’
d’olt, par un échange entre z et ¢,

vilz -+ t)  px(2) + i h(2)v(¢)

vt —2]" p(s) —in(z)v(e)
ou

(19) vi(5 A L) v (5 = 1) = {'—-‘— e -
Cette formule (19) peut s’éerire

V(5 L) v (3 — 1) =

’ ) . o . .
sil’on y fait tendre z vers — il s’ensuit

Y o' 1 — vt
(20) v (2 e t) v (2 =) e S
2 2 L4yl

Les formules (18) et (rg) reviennent a

(18 wllam~1)z] p(mz)-x-ﬂ(mz) [(m+1):}
VO v, (z) ’[-;(“/")A;z) — i h(mz)y[(m -+ l)zJ

el - 1)zl 4= EA[(m -+ 1) 3]y ma)
pllm -t 1)) — (A[(m 1) 5] v({mz

(o) v[(2m +1)z]v (z)=
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6. La formule (rg) étant

i Az v (L)
[plz+t)+ikz+t)][p(z —t) +idz —1)] = [[J *(3 ).:lA ((3)1 vE:’!I‘)]

équivaut aux deux suivanles :

( , ' : _ »(a) —¥(z)»(t)
. S Bz +tp(z—2) — Az +t]A(z — 1) = pi(a)+ % (z) v (1)
Y Az) v (t
[ bz + 00z — 1) +plz— )h(z+1)= {/=2Z)(i) }(z(z)”v( 2[).
De méme la formule (18) étant
. 1. x(t :
[z £) + idz + ¢ [pla — 1) — A (5 — 0)] = {&{igdf;{
se dédouble en
' _ e =
- S p(z-l-t)[z.(z——L‘)+l(z+t)7\(z—t)_[7«(!)_*_;1([)”1(2
b (A (2) v(3)
(Bt As— 1)+ (s — ) s 1) = ,72(;‘(%/(%1,:3’

et de ces quatre formules résulte

v+ )z —t) =

N(z) — Rt
pi(E) + (@) ()’

Mz +t)A(z —1)=

23)
bla o 1) a2 — o) = LG () )(_i - ({J( )?zt()) v(3)
* \ ()Rz)v()+1(t)7(t) ()
 lEm M) = [(J’(z)—i—l Brad

Expression de 1., (z + t).

7. La formule

prise sous la forme

V=2 (a) =R () + Rz e pr(a)— s
p(z) + 22 (2) v (1) T i Ry
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accuse que la fonction de

v(zg) + kid(z) n(¢)
9 124
s’annule pour z = — — ¢.
P9
Comme I’on a

. w’
v (5) = Fi(z) <—2_ - z> 0

ou
o{t) — kin() p (2 +1) =o,

fa fonction de =
v(t) — hid(t) i2(2)

’
) 0
s’annule ¢galement pour z = — 2 — £,
2

Il s’ensuit que la fraction

v(2) + hi )(z) p.()
V(6 = L 7 2] p 0

7

dans]'¢tendue du paraltélogramme qui a pour sommet le point (z==—¢,
et pour cotés ses deux périodes w et 20, a pour zéros

o ®»

o o' )
z.~:~:i-—--[, Zrm e ) — = 3 — A — — £,
o o, 2 2 2,
et pour infinis
o' , 3, 24 , om0 o
Zoi— e =420 == - —l, Zz=— — — 4+ — == — - = L.
2 2 2 2 2 2

Comme, dans la méme ¢tendue, ce sont les zéros et les infinis de
vy (5 ), 1l y alieu de poser

p 2la) i) ()
pula )= A S TR wla)

On trouve A =1, en prenant z = o; donc on a

v(z) -+ Kid(z) p2(f)

/] (7 Yo AN A
Y w2 = O TR o)
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d’olr
y e 0= YAt
et par suite
2 e = 01 =2
=
8. Conséquences. — La formule (1), écrite sous la forme
[()+/*17‘ ][y (e + i A(e) p(2)

v(z 4+ t) +kik(z+ 1) = ()-—}—/z?x‘() 7]

se subdivise en

_v(z)v(t) — h*A(3) n(3) A(f) p(2)

3) (3 ) = S e )
\ A=) (09 (0)F M0 (2] (2)
4 Me+t)=—SuT=rm) wa

ce qui, au cas de g =1, est

N v(a) v () = v (3) ¥ (0
3) v(z -+ 1) = v (e) + ke (t) p(z)
- M) N (L) + 2 ()W (2)
4] Mz o) = V3(t) + I A (¢t) o2 (2) ?
et de 1a
\ — v(2)v() =K (z) pr(2) M(E) p(¢)
(5) v(z —t)= v (4) + 522 (1) 17 (3) )| ’
: o M )/J’t) (1) —2(8) p(3) v(2) |
el O EN SA0KAE
9. Par (1) et (2) il vient
o (2 f) = 2v(L)
<7) SP-:(""I—f) ol (Z t) (Z)——-/z()( ) )7
| e ) e — ) 2AEMEL 000D

k4
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d’otr
(8) g”“+H+VQ—”:Utwj$¥BHWV
[z +0) = (e — 1) =5 (/z)t(rzf)iul((l))fst)(f)(t)
et d’autre part
[v(z =) 4+ v(z — 2)]v(2) + Mz + 1) &+ Mz — £)]h2(z) ¢ ) =2y},

[9(5+ 1) 4+ v(5— )] M(z) 2 (£) + [M(z -+ 1) + Az — £)]v(2) =

()‘[V(Hz)—( — 0] v(s)+ [Mz+8) — Az — 0] k2 h(z) p(t) =
gi[V(Z-l—i) v(z— 4] M (z) p. () + Mz + 1) = Az — 1] 4* ()P-U):?-)-(l‘lf"(-":?-

10. De méme, par la formule (1), on obtient

o [ vlz 1) v(t) 4+ k(s + 0) 2(e) p(z) = v a),
[ 23 0) (1) — v(s -+ ) 2(1) pfz) = Ma) (3

d’ot1, par le changement de ¢ en — ¢ et de z en z + ¢,

- V(3 1) = v(a) v () — K2 (3) M{t) (3 -+ £),
Mz 2) plt) = A(3) (1) + v (3) M) a5+ 21,

dont la derniere peut se changer en
Mz 4+ ) p(z)==0(t) p(3) +v(L) M(3) p.(5 + ),

formule (13) du numéro précédent.
La premiere des formules (10), par un échange entre z el ¢, étaut

v(t)==vlz + t)v(z) + k*A(z + 1) h(2) 2 (1),
on en tire, avee la premiere des formules (11),

(17)

[J\z—’r—l)—-}—vt)][x—v(z)]:: Rea(z)[A(z ) p(t) —2(t) plz+ 1)],
U [vlz + &) = ()] [1 - ()] = — A h{&) (M5 + £) 2] +20) wlz = 01],
d’ou

v(z + ) +v(t) __1-+vlz) AMe)p(s 1) — 7(z+l) u,

v(z - t) — v({) 1—v{z) p(t)h(z 4 C) + (}y(o-t-l)
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ou

13)

palz 4 8)  v(t)+ hid(1)p(2)

v vz —1t) vt — kAL p(z)
d'ol
pals+t) _ v(z) + ki d(z)pt)
wlt—2) 7 v(z) — ki X(z) p.(2)
ou
(15 Vo ls g 2B RO (z) p (1)
= pala e = = SR T @) p )

z . v,
Comme ['on a L)—— = (2 + z), cette derniere formule peut s’¢é-
i A(z) P\2 P

erive

d’ol
o o’ o' 1— (1)
o (2 n(—) =52

Les formules (14) et (15) peuvent se prendre sous les formes

pillam—1)z] _vimz)+kik{mz)p[(m-41)z]
T (3) T y(mz)—kihimz)p.[(mn+1)z]’

v[(m 1) 2] +kid[(m+1)z] p(maz)
pillam +1)2]p (s )_J[m 1) 2] — hiA[(m~+1)3]|p(m3z)

12. La formule (15) étant
e A2 )
vila) I n(s] (1)

viza 1)+ kiMz+ )] [v(z— 1)+ kikz— )] =
) ) )

comprend les deux formules

v(a+ t)y(s—t) =Tz +t) Uz — 1) = :;;:LAfb$l
Alz) v(3) b (2)

V(s )Ma =t v — ) Ma+ ) = T e
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d’olt, par un échange entre z et 7, ce qui revient 2 opérer de méme sur
la formule (14),

Yz ) v(z— 1) - hohis + :)1(z_z)::E;§:;‘;?Et’))ZEZ
27\’[ 14 .(Zj
—y(z+1) Mz — )+ ”(Z_ZW‘Ht):wlz)l)z.z(x.-)(f}",,_nza’

et de la \
1R (z) — e (e) =l R ()W) v () — hipi(z) 122
v (z) 4 LR () p2(t) T vi(z) - haz) prt)]

3(2) — 22(1)

vis+tjv(z—t)=

).(Z —-}—Z)}(Z— l) —

vi(z) =+ F* 03 (z) 2 (t)
iz 4 oy ME)v(E) e () — 2 () v (1) p(3)
v(z 4+ t)A(z3 — 1) == (5] + A T (2] g ) >
' g ) Ml v(z) p(t) - A(2)v(1) 2 (3)
v(s — (= + ) = S

Il est & observer que I'on a

p2(z) -+ R (z) v (8) == p2 (L) + 2 (L) v?(z) == v*(3) -+ h*R*(3) 7 (1]
m=v? (&) - N (t) pr(z) = v — h22%(z) 1201).

Eaxpression de 3., (z + ().

13. La formule

peut se transformer en

y(z) + /:'[J.(z)7\<z +5—7) =0,

d’apres quoi la fonction de z,

g’annule pour

2% o ® ) Y
Z —m— == — o= OU F == o= o= |
2 4 4 2 2

Ann, de I"Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VI, - Mang 1877, 2
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Puis, comme, en changeant z en %’ — ¢, ona
[3) : ® 3’ . _
v(z—t>+/1;x<4 t>).<2 t>_o,
on voit que la fonction de z
v(%: — l‘> -+ fp (%’-— t>l(z)

, 23
s’annule par 5 = — — 1.
2
Il s’ensuit que le rapport

y(z)-;-/,-[J.(z)x(\%f—z)
u(§-z>+/rp<%’ —z> A(2)

qui aw et 2’ pour périodes, présente dans le parallélogramme (», 20’),

b

ayant un sommeten (z = — ¢), les deux zéros
6 Y » 3
z:—-)-—{oo—-—-l, 2= —+—-w —
2 2 X 2

ce qui, pour z = o, donne

\

e~ p(1)
z+lfl<z—t)-=Ax+ /rv(t) :_-A”(l)"“lf["(”

o = A AR
“(4") W (7)

¢’est-a-dire A = 1; donc

).,(t):A

) Me+t)= —

u(? —t> +Iep. (—2 -—t)'/.(z) :u <(['—: —z) -+ I <%) —z) ”;\:“/}
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ou
(1) Mz + )= ”(A)[I(l—;lz(.)( )(t[,_)gt):
de la

)Mzﬂ):v(/f')[v:(ﬁ%)(;)(ff)(lﬁ:: (()Hiify((-?) ));
(a) -

R

——v<(—2——z)——/¢'y(-— ——z)?(

Remarque. — La fonction

(o N vlE) 1=z
h (4 +") i Y \/1—l—lx7\(z)

=)= 2he S VERE

14. Conséquences. — La formule (1) étant

(2] v () B (s) p (2] [1—led (3] A(¢]]

et

V(2 0) + hp s 4) = P (e (D)
se dédouble en
C_v(E)v(t) =R p(z) A ()r( At
(3) SV('ZM}M P (s) ) ’
. ple)p () =2 (5] 1{t) v(3) v(e)
[z +0)=! ’,:l:w() (1)

formules déja trouvées.

15. La formule (1), donnant

I W= Ea(z) A(2)]
Wiz -+10) " v(s)v(t)+hp(z) p(e;

ou
(z—t—l)—«/r[;(z—!-.() K v--Tex(z)2()

(3] v (] I e(z) (8]

/)I
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peut se transformer en
FTi—k2(z) A(2)

e 1,(z+t):v(z) =gz )‘u{t)
d’otr
N o W ) Ae)]
(2] h(-"‘ t)_v(z)v(t)—-/r‘p‘(z)[o’-(t)’
ce qui meéne a
2 h'
4 M ) = ) = S e )
4
. . =k e
( Mz+t)—hlz—t)=— ;(z—) (')_/I —Z)“m\
d’ou
[ yiza )iz _ 2h"v(z) v(¢) 2v(3)v(¢]
| Vi) (5= wt_kw(wq) 1— ki (z) w ()]
. . o' (z) (1) . () p(2)
) MZ+M+MM—”-y4)wt_bpupqn—x—mw(uwy

V(1) — v(z—i)=—

“2/4 )7([){/

25701 (z) A () n(2) (1)
(¢)

pla+t)—p(s—t)=—

formules obtenues précédemment.

16. D’autre part, il en résulte

(2] u — k(e l) Ry (u‘”’
2k (z)A(t) v (z}u(l) _2hz) M¢) v(z) v(t)
v3(z) v () —krpr(a)ur(l) t— 23 0z) 1

v -L-t*—l—ﬂz — )] (a)v(t) =l (s + £) 4+ g5 — )] nla) pt) = 2",
!

pla4-t) =+ p(z— )] v(a)vlt)+[v(z + ) +viz — ()] pnla) n(t) =0,
——V(Z-—-t)] vigjv(t) = p(z ) — v 3 — )] p(s) nit)=o,
—wlz—t]]y(z)v(t)—[v(s + () —vlz— ) pmla) plt) =—2h"0iz) it .

17. Par la formule (1)’, prise sous la forme

Mg ) [x+kh(z) 1(e)] = vlz) v (t) -+ p(z) pl),

on obtient

\2) ( plat) vz 2z 0t = pl

formules déja trouvées.

[ v(s+ )—!—/x (z 400z )ty =vlz)v (L),

z) (],
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La méme équation (1)’ donnant

vzt —lplz-+t) Ko+ kA=) n(e)]
i = STk (3 pl0)
ou :
[v (z—l—l)-—/z[/(z—i—t )1 (3) v(e) + Fop(z) mle) =K [0+ kx(z) A1) ]

il s’ensuit
8] v(z+ ) v(z)y ()—1111(24-”'/( z)p(t :/«“”
R V(3 + 1) (3)plt) — (3 + 1)y (z)vle) = 1/ A(=)2(1).
Cette derniere formule, quand on y change ten — { — 3z, devient
v(t)p(z)p(t -+ 2) — w(t)v(z)v(t + 2) = — k"2 (2)A (L + =),
d’ou, par un échange entre z et ¢,
v(z)p () p(t + 2) — p(3)v (t)v(t + ) =— K2 (L)h (¢ + 3).

‘De ces dernieres, on tire

o o ot B o
Len(a) v (2) = () v (2)] [z -+ 1) 4+ w34 £)] = — K" [Nl z) = (L)) 2z + 2],

d’olr

(10) );(2)——}:_2-.—.(_['2__Q[J.(Z—i—*l)”!/(z—i—l‘)!J.(Z)V(l)"*—lll.(l‘)V(Z}

Ma)—n(t)  pla4-t)+v(zt) plz)vil)— i viz)’
ce qui, rapproché dela formule (15) du n°3, conduit &

a0

v(z—1) -{-(/.(f—— [
) 1)

L (z)=v(t)p(s) plztt)—v(z-+1)p(z)vil)+ (v (z)
v(zg—t)— iz —1

S = sl 50 sl [ bl

v
v

ou

(11) '[J‘(z)v(l)——‘u.(t)v(z)'J2 plz—t)—viz—t)p(a-+t)—vis+i
(e (1) T ) v (E).

18. Les formules '2) donnent par une division
[
(1] 7,(z-+ )___1—-1. z;/’z)_
- Mz — 1) 7 i+ kn(z) H(e]

La méme formule (2) pouvant se remplacer par

1 _v(gjvltj—hplz) ] /)
Mz —1t) " TR[i- 4 Kz /’l]
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il s’ensuit, avec la formule (1),

13) Wzt h(z—t)=

v(z)v(t)— I p(3) 1(2) o w
1—/{1<4—z>7\(4 t)
d’otr
, r+/tl<-°) i> |+lf1<°—’ -»-1)
L [ ) 4 4
’I <_+l> l(-—‘——l = [0)] = 0)
1 — 2 (4 > 1— kh (Z—H)

Sous une autre forme, on a ainsi

. Miema-1)z] v —Ekr[(m—+1)z]2(mz)
L (2) T hk[(m 4+ 1) 2] I&(mz')7
vi(m+1)zlyv(ma)+kp[(m-+1)z]p(mz)
v+ 1)z v(mz) =l p[(m+1)z]px(ma)

a3y n[lem+1)z]h(z)=

On tire de la formule (1 9.), en chassant les dénominateurs,

v(z +t)+hip(z - 2)0(2)A(t) =v(z—t) — k*p(z — t))(z) AL
(34 0] +v(z + 0)1(3) A1) =p(z — t) —v(z — ) M5)A(¢)

ou
S =l ) e
' [v(z+t) vz — )] A(z) Mt)|=— [plz +¢) — p(z — 1),
d’ou
v(2 *‘”.:;i(:“_ﬁ._, s2(g gy BB L) (2 —1)
vz 1)+ v(z —¢) h* (zﬂ([)y.(z-i—l)———y( — )
et
5) { vz t)+viz—0)][v(z + 1) —v(z —1)]
‘- | =k(pls+ 0+ pls — O] [p(s + ) — plz — )],

La méme formule, prise au préalable sousla forme

viz+ ) kplz+ ) vz —t)—kp(z —1)  1—ki(z)2(t)
i L T kA2 A(e)]

se dédouble, quand on y chasse les dénominateurs, en
vzt v(z—t)—hrp(z+t) p(z — )
6 s -+ /1‘/( Me)[plz+t)v(z—t) — p(z — ) v(z + )] = k",
2[1 - v(z—t)— p(z — tjv(z +©)
—+ 7( JAMG vz =) v(z —t) = I p(z -+ t)plz— () ]=— k" D(z)%ie);
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on trouve de méme, par la formule (13),

Cvls4t)viz—t)+ b p(s+ ) nls —t)]v(z)v(¢)
—lfp(z+t)v(s —t) 4+ p(s — ) vz +¢)]ple) ple) = h"2v(z)v(t],

b9 L R Lt e

—[a+t)v(z—t)+ R p(s+1)pls — )] pla) nlt) =k pls) vt
Les formules (r2) et (13), prises sous les formes
v+t +hpla+t)via—t)—kplz—1t)  [1— k=]
k' I T oa—kme(a) et
vis+tl4-lpls -1 viz—t)+Tplz—1) vl v()+Fplz)p)]
i I Tyt — krprlE) gy

se dédoublent en les suivantes :

-+ 7 L — - (3 —¢t)==h e
via+t)v(z—t)—kp(z 4 1) p(z— 1) = 1" )
)

2X(z) At
plat)yla=t)— p la—t) yls 1) = — 2N A)T)—Tf)’
et
; N i onls— ) == e v (3) v (2)-hrpe(z) p2(e) _ vila) yﬂ(l)—%/:"//."’{.&)p.’(l»q
via+t)v(a—=U)+kp(s-+1)p(s—t)=h (z) v (i —/nZ[J.’(z) i) = R R ’

)
(z) wlt)v(z) (1)

Vvl X . i o]t p(2) (e v(a) v (¢) 23 \JA“‘J‘Z' Sl
plz8v(z—1)+ p (53— v(z-41)=2/ PR = (e B =k )

d’ott I'on déduit

»

i e P,
T M\I:Z‘(ﬁ)ﬁj{ﬁk)ﬁ w\m =

ulz 4 1) vz — ) = 22 (ﬁl(flvlgf)z(();—(?)( )3l

pls—tyylz 4 1) = PE )(’:’_"k"’) (());‘é)@)w}.

19. La formule

() - frp W(i"‘)

u<('—)—-l>+/ry( >7z

Mza-t)=
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@ .
quand on y remplace ¢ par — ;o devient

v(: - 1) + g (‘2‘ - l> %.(3) T () —kplt)Riz]

(est alors une formule ot le second membre est analogue & celut de

vig)+kp(z)n|- —1 : o -
50 )‘,<——;:+z+t>: (* ) v(z] + ps(2)A(0)

iMz)v(¢)

o = L0
WO p =T

il s’ensuit

e
( ;,/__';’_rz_t>:W;——/{{J-(z}l(t): v(t)+ Fplt) 2],
\" 7 S0 =) hz)  v(z) o k) (E)
d’olr
(2, "'<”’Z+“">_ (2) -+ hrplz) M2)
7“(“%"%—[) v(a)— hp(3)A(¢)
ou bien
s ool SRS
¢t
| /.( 7+ 1)/ (—-%—b-z——l):v»(f)—*_k—i([—)—(z),
(23)

)
6 ’ i N =l (E) )
).( [“%l- - (Z ~+ t)J )-l [Z - (Z —_— t)_] = Ii(bl"'":”"{{‘(“{‘)‘;‘(Z)
La formule (20), sous la forme

k [_o . .. \N— (z)+kp(z) e[y (6)+ kn(t) 1z))
M \ 4 e }-t) - VL) — hrp (1) 33(2) ’

peul se dédoubler en

[ N vlE) )+/ (2) . (2) Wz) A1) 2) y(2)-+-h? n(z) p(t) U z) (¢
o Y e L =i A | Hz) L)
(74) S v< 4 A ) l U}“‘/' [ (¢) )7(2) = V"(Z)—-—/z’[) (z)/’{l; ’
R o \ 0.(2) 1 {4 v (8) + (1) ) ) (2)v(z
| — 2 -z = BB %_)VZ>__: 1 (2) Mg v (L) ))\.‘_Z)Ufzj'
( P( 4 { l) VH(L) = EpE (L) 322 h v () ——/. {J 3 13 (¢)
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. . ) K . N
dont la premiere, en raison de cc que v <7 - z> = 71'1'5) revient i
4 \

(28) v(z + l)= ————

| vi(3) — Frpr (2 AL
v(z)u(l}ﬂ»/ﬂ{;@\z) i) A 3)

)
(2)0(0)  viz)v (] + k pd) h(3) m(z) Aty
Les formules (21) donnent par addition et soustraction

/ (2] (2]
S 7'.1 (’_— */I‘ =i i l) - )1 (“‘ Z -+ 2 — 1

. 2v(s _
"v( -—/z(.c(l"l'\

t

S

(26) R
' ) . . ) 0/;(1 z) Rl
M= 2 az-t) (=2 s —t): -
4 . 4 v(l)—Fpltns)]
d’olr
) A ° 2" v(z ;v{l}
[ I R I S 2 - A '
4 I ' 4 ) u\l‘—w/l(/ (2)2(3)]
o "'/4/:[/’;[}”// z;))([
, 3= - rz)
) ] ‘J(l)w~/a Pt A
f27) :

L ap(l)hziv(z)
'v”(.)uln'u“l}/ (z)

1
i
3]
~

"[J(a))t( /Jl/)
V(L) — K pr )2 (z)’

/l’

<
e N e N
i
EENED)
\ 5]
' '
- ~ B
! . !
T i
= <
- oo 2
+ T
]
~
—

\
——
BN
\
(2]
~
KN
S
i
~
\_/"

et d’autre facon

ol 2 ) o G , (1)

HGVEERS > J<~-/'A1-~ ) v(t)

2 VY ! ) ) P ' 4 [ \ - Loy
—~-/:’{A(l;/.(3,[(}.<-- 4 -I~¢~|-l)—|—(;,<'-r/|‘ 43— I)J.. 2" viz),

— 7 ,(/ )/ )[{Z(—.f};»i z—]-l) - {J.<~—%—i z—-t>J:" O,

) A ) ,
[/}. <»« 1 -tz - [) A [l -5 L \
v (-f;‘ 2 -t t> - Y <—-f'/; e B - l) i Y UtIRALY
- 1 \ .

Ann. de U'Lie. Normale. 2® Série. Tome VI — Mars 1877, 13

viL)

e AUNAES

|
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Par la formule (20) on a encore

y(t)v(—%—i—z—% >—-/z < e |—z~i—t>::/z’w\zf'=,
29/ , [0) 2)
v(l) —7}—4—5—1—t - v——z—i—z—l—l =k p(z) (L),

ou, par le changement de zen — zetde z en z + ¢,

{ [ 5
| ve) <_-7Tg>—/z w(t) Mz+ 0) p <_~ ba) = vz 1),
o d 4
(30) ,
?J([)H.(——%—I—Z)— 1;.(t)).(z+t)v(—~%;+z> =k plz+ L)AL,

T \ )
et, si l'on change la z en - + z,

4
‘ v(t)v(z) =l p(2) [J(z)7\<;—l’ + 2 t> k'Y (L’/ll -+ z l))
v(t)p(z)=p(t) v(z) )(07; ~+ 2 -+ l) — k"A(e) p. (%2 -+ 3z - l> ;
d’olt, par un échange entre z et ¢ dans la dernitre,

ol plt)= (e (1)1 (G 5 ) — a2z (G o 2 ov o)

De la, par addition et soustraction,

( [ (2) 2 (2) -w(z)p.(z)][I_x<-+a+ )] e I TME) (0] ((7; T />

3 -
?[v(z)/z(t)——v(l)(i(z)][- I- <-’——! z l—> = B M (3) — X ()] (%) }- 5 - /);

d’ott
()]

Az ae) T <4 e ‘> v(z) plt) vt plz)

133) E) =) (2 p )= () p
() 1+7\<%+z-l—l>y'z“" J=vlt)plz)
Comme on a trouvé
Mz)~+A(t)  plz+t)—v(z=-t) plzjyit)4p(l)vz)
MaI=1(0) ™ pla ]+ slz + 1) plav(l)— pll)vla)
v(z——-~l)—‘—/1,(z——l)_ viz)plt)— -v(t) p.l3)
- v(z-——l)——p(z«t)u(z)[J(l)q—v(t)[/.(z)7
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il s’ensuit
)("’+ ¢
v t)—plzt) TG
v(z 1)+ eI ) ’
A ’ I—{—)x(z—{"Z"l—l‘)
3 !
—7“1-"-15 ,
via—t)tpla—t) ] (4 . [‘iié}rﬁ(fl——v't‘f" }J
v(.:-—l) plz—1) L (1/)-}«3—*‘[') vz () —vl) pn(3)

La formule (22

v[(m--1) z}

) est, sous une autre forme,

=k opllm 41) 2] Mimz)

Ces formules (22), (2

0
v(——--+z—1—

4

vlim -tz —h [;Lm -

)=

3), éerites comme il suil,

" ) \ oo
l) Ak g <-—~ 4 -z - l) v <— 7 - 5 — l)—~ﬁ 2

)z
/
1)z2| A3

v(maz) -k p(mz) A[(m -+1)3]
vimz)—hp(mz)k|(n-1)35]

0]

Z"I‘Z——

<__

/i(

\

/‘I

( 2 AEN? ) l‘ ( ) -z l> Lk < » e [\
v ——/;—I—z—l- >+1(/.<~—-7|+o+ )/ TR g 4 ) )k (H(z:]z

/i.l

peuvent étre dédoublées en

/ v(—- m-{—z—i«t) v( 2. l>—/"'/<~——
o\ i :

{/<—-G—)-1—z+l>v(—»—(f—l—z——l‘.\—— v<»~{—‘E

’ 4

(35) 4 / 4 / I

o [ » , o

v(——Z—{—z ;~l>v(\~»z—{—z—l>—{«/n ,;.(-—[I

=St o[-

:\ [l ’ \ [I - 4

I V= % (5] ’
%) Bk () /J(
F-z~i—l>‘m<~—z+z——l>m/ FF—:T[J—(Z i
ool
+z—[-1> (.L(——(-![f_ +3— l> ==k stl}:l:I/‘, {/zii); [(37
e !
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d’olt

(361

N o _ g vt el Mz —v(z) plz) 2
LY (f‘ f A ’> ”'( [TF t) e s 1
20. Les fonetions de z et de ¢
, vi(z - t) palz -t
Z e ,\ Y, — ) —e ——— LB - Ly 2 — N [ S —
vilz 1) vi (s — ) e 1) (3 == 2] bonE T
Ny
(2 (7 — il
Wa bz =), o

jouissent de la propriété commune de satisfaire a I'équation différen-
tielle du second ordre

Soit posé
U=y (34 L)y (8 8) = L

on en tire

R e T PR 7 S
el i)

Mi!glz/(zw(t) , --v-?.gi/:”).(z))\(l)//.(z)[/.f[j

9 N
d’olr
! ’ . N

u, - u, == 280Uy (Z -1,

Wy 2gluv(z —1)

I

et de la

"

Woomi- Wy == 2800 (2 - 1) - 2800 v(3 -1- ¢,
o A4 Wy == 2 gin ' (z - L) -+ a gl vis -+t
ce qui donne
Uy Uy == 280 (W, — 1)) v(5 -+ €)== — fgiuviz -t L)vlz— 0

mais d’un autre c¢Oté on a

wy— == fgtuwtviz - L)yl — ¢,
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Jd’ot1 1] vient

" " uo—u;
Uz — U2 —— .

142

I’équation aux dérivées partielles

5 .7"~—7,
w;—-—‘}/

est ainsi vérifice par

s (z) -1 N (z) v (L)

IR €
J'””w[(z)_.l/zy(l)

==y(z--t)vlz—1).
Comme clle ne change pas, quand s et ¢ se permutent, elle est égale-
ment satisfaite par
Vi3 ({0 )v(3)
y o= ‘J.(Z - l) V.(l - z) - ~1——[—-—l S PL{ ) m.-—-ﬂLJ.rW-
. : v (3= 1) Pl — Xty z)
On trouve que, si 'on pose

v(z) - hikiz) it
w2 L) (3 —t) = 2 I Pl
pul L) pal ) v(z)— kitlz) p(t)’
en opérant d’une maniere semblable,
y oglel p(z) (i) y aghihiz) kL)
[viz)—Rkit(z)pll)] o vla) - ki nlzp e
wlo-w, o oghinplz - L),
o, ) s oghivp s — L),
W = gkt p - ) pls — L,
W oo o — gl p s - L) plz — 1),
" y w:o-
T
u

de sorte que la méme ¢quation différenticlle est vérifice par

, 34 hiniz) it
ya lz i l)/l-lr/Zm—[):“.:y -t u( )
‘ o s Vz*/zl/leul)
puis par
CpalzA-L) )!/u) (z,‘
.”‘(Z L) y([ .ﬁ,/uAl){l z)
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De méme, en posant

 M(z--t)  a— kA(z)A(2)
T Wiz —1) 1+ kAz)A(t)

9

il vient
. —2k W (z) A1) y — o lr A (2) N (2) ,
R Py S Y PP TIN T A A AT
W, -, == — 2glku Nz + t),
W, — u, == — 2gkud(z — t),
puis
ul,— .= 4g*k*u Az + t)h(z — L),
wl— w == 4g*krur Mz -+ t) Az — t),
d’olr
" " lt:,—- u',:
Upr— U=~

¢’est-a-dire que I'équation différenticlle a aussi pour solution

- Mz-+-1t) 1-—/1‘1(3)7;(!)_

(B — [) T -+ I 7\(2) )‘(l_).

Si I'on prend

v(z)v(t)-+ I p(z) (L)
v(z)v(t)— lp(z) (L)

= hi(z3 - 2) M (58— t)=

?

il s’ensuit

o —2ghkl’*A(z) p(2) v (A‘)_’ o l—«—z#’r,t"k( ) i (z) v(z) ,
(e )V()*lf{J(Z)(U)]’ o vla)y ()*/t(J(Z)I/()l‘
W, U, == — 2glwh(z 4+ ),
U; — W, = Qg/fu Mz —t),
puis
uh— u;
U2 — u,:~-.- ———
w

L’équation différentielle est donc satisfaite aussi par

- T . vi(z)v(L) -+ o plz) p(2)
=R N = = ) )
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%

Muluplication.

21. Parmi les formules que nous venons d’établir, celles qui se rap-

portent le plus particulierement a

pose m enticr, sont les suivantes

la multiplication, quand on y sup-

) _opllm-)z] - i flm - 1) z]vims)
(1) vllam+ l)z]vl(z)_[tm—% J»~zl[m—| x)zjv(mzn

ol viflom-4-1)z] uhnz\—%rhm:p[’m—i—l)zj
(=) vi(2) T p{mz)— (h(mz)y|(m -+ l)z]’

. o plmz) +id(mz)v(m z)_
(3] vilamsz) = Tp(mz)— ik(mz)v(mz)’

v v[lm -+ 1)z]+ /.'L/[(m—i-l zlp(maz)
(1] pallam +1)z]pn(z) = v[(m—1)z]— kir[(m-+1)z] .(mz}’

, pall2zm +1)z]  vimaz) +Lkik(maz)pf[(m+1)z
() plz) T v(mz) — kik(mz) p[(mo—- _,ﬁ_\,,

\ oy vimsz) = kid(mz) p(mz)

(3 pulama) o vimz )——/n)\(mz);(mz)

. . : _ov[lm--n)z] vl Al (m-- 1)z plmas)
(1) Al{zm+-1)s]h(s) = v[(m- 1)z ]y —~~A pllm 1)z p(msz)’
Ry M(amA4-1)z] 1 —kA(mz)} [m—!~1
(2] ToM(z) ok mz) (-1 ]’

(3)" h(2ms vimz) -+l pr(mz)

= vi(mz) — lpmz)

En appliquant de proche en proche ces diverses formules convena-
blement, on est conduit i des expressions heurcuses des fonctions v,
[ 4 et, par suite, des fonctions 2, (1, v des multiples conséeutifs de =.

22. D’abord les formules (3), si Pon y [ait m == 1, donnent
op(3)-+ihz)v(z v(z) - i M (2) .l z) vz - koptlz)
vi(23) = [() (.7.“ e (23] : B! ) h(2z) = LT
p(z) — i A(z)viz) viz) — lih(z) (3] NATEN AR
d’olt résultent
1Y e 1Y . 2y vi— [¥00
( ) {}{q‘z) ‘,/‘z~,|__ ‘,‘2./2, ) 22 [J'Q -4 /."v”’ V( Z’) V‘ |- /'2) U'
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et Pon a

(3] . R R SRR, -+ herip?=1 — k¥’
La formule Mz t) 1= RMZ)AE) g00 06 encore
Ai(z — ) 1=l A(z) (1)
' <
| . Vol — R (E) ek 2 (‘.{ z> M
2 Wiz === T (z) '75'* o N L
2 <——~ 4+ z) -t Az
. (z)v(e) L plz) pli
Ry . (= e — cvlgjvil) PAE) P
et la formule 2,(z —- ¢) X, (5 — ) = V() () — & [j(z) il
g P(az)me v

On a ainsi

7) fon
v(2z) -+ kplaz) 3 (?T‘ - ") — (5]

T~ I Y

d'olt

de la, par addition et soustraction,

oy (m’ . ) 25(21
= 4 z) - Az
v(pz] — k*p(2z] > .

% % (’_’ +z>—7 (2

(. , . 2
il v(22) - plag))== it
3 < + z) — 23(z)
\ ?. N

23. Faisons m = 1 dans la formule (r); il vient

14
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d’ot1, en usant des formules (2),

Pt — 2V 20 vt
Pt — Ayt — 2t

(6) vi(33) = (p — £2)

On trouve, de méme, par la formule (1)’ et les formules (2),

(7) pa(32) = (V—]zl))zi_/l)‘2/’2_"‘2/!1)'//1*

vi— h2lrpr — 2 hidupt’
et par la formule (2)”

v--lp t— ki) (23) v lpop? =y — 20y

(8) h(3z) = o+ khk(2 )_~ ke -—(—"lx)\‘[lv

De la formule (6) on déduit

(P2 — D22 — 4R 2t o= 4227 (i — APt

(32 =p (pr— 22 47 pn
(2 — B2 )2 — 4 A0y At =R — 4y
== . e T (), T
(o) (pr— W2 = f a2 piys ([J‘——-)‘ iy )%+ 4)\‘11 v’
9
35 =) 4{1 VIt = 2P — (= 2R G1zpy
(b = 2o 1
—3 [{J v — ([J.’_i").wlf)“ — /U Y — (- VAMLEE
T g ENOT -+ 42y T ({J — 2y - L/lr wty o

Par la formule (7), on a

(v — 20t )2 e R A= A0 (v —
(vf — F* 22 p2 ) = 4 A2 s
N i L i S e e A R LA A

7(35’/ -z Y

(9) =7 (b — F 02 4= 4l b SRR IV SYY g A
A3z = g = P B st = (e R
(32) =1 (v Teedrpt ) = G heaevips T (vt — Lt e G Ryt

et par la formule (8), il vient

e ([j'2 -+ 7'2“"‘}‘[ o 4/‘2)-7(/-/' - ({JZ*- /27/"‘“' //) ‘/\ /J
( ) ; U(~5Z) ---~V(M2 T 7.*'7/2)"—4/1"')."(1,‘v“ ([J +)zyz\z__ I/' ) V. vz
9
DU Y R T
BB = B an  — G heripid T T T (R

Ann. de I’ Ec. Normale. »¢ Série. Tome VI, — Avaiw 1877, 1/|
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Remarquons, d'apres ces résultats, les égalités suivantes :

(= R 4 Ryt = (- A2 — LR Ry
= (v — PR+ ANyt = (v - e ) — A

24. Ln faisant m = 2 dans les formules (3}, on obtient

(22) (= ) (e A W) 2y (2 — kR )
(22) — i M{22) v ( ) T =) (k) — 20dgy (v — iRty
) (
) (

vi— .)(v“-i—/f“)’ ) 2kl (pf - B
Vi ) (Vo kRt — 2 kidpy (pF— kvt

v(22) + li‘l )(2z p(2z)
pulez)

3sa =" ’22)%—]{11?“(23) _y — e pa) 4 ke (pr— AR

AT ke (23)] T R+ RN+ kv pit]
v hor—FhR(2z) vk (pE R — 4N pr?

T r - kR(2z) T A (= W) e R pty

/

d’oll
‘ (mh— Wyt )P — 4Ry (v — B0
g = (pf == D0 = AR 2 y? (v — 2R3 )
A4s) = ,4).[{.v(’;{.4 —7.“*4“) (u’y—;/:'-’).’p.’) )
(pd — D )2 = 40 2y (v — bR p2 )
,___].)11__/'2: . 3242)\2
Ji4z) = y . p/zl Pt (e 7\1./)J
- (v — hDE i o+ G he R pry (pr — Wt )

_ Lhpy (v — B0 pf) (p? — 220?)
).(42) - (yf. — /x";\‘[J."}: - 4/22'/_2[*21}7(“2 . ),‘2:/2}2’

(vf = B pi )2 — G0 pryr (p — 22922
J(4z)— (7/ +112/‘ ‘f——l()lf"}iljﬂv Bk

O s O P
(y"' -+ /;2).’{1,")" — Xb/x""/f[/.‘:/1

De la ressortent les égalités

(= N P R (v — TR pt = (v — LR R - 41002 (p2 = 227

= (VP IRt — a Oty
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25. En faisant 7 = 2 dans les formules (2), on obtient

ro7

P (2~>)(32/>
v—i—/fp (g2 2002 [ (2 =+ 2202 — G ) ptv?] — 2l

Yy (52):1}‘[‘L<2Z)+l‘7‘-(zz)‘.1(3z'}
p(23) +id(2z)v(33)
(u+ 7\) (1“- — A2y »[({;?_-)\2 ‘2—|—47\2 ’v‘l—l—?l)\yvl[ 1 72u“ —I—L;/z 2y ’l
(12— R [ = R | — 2o [V — e ) R k0 ]
n(62) =u, v(22)+ ki d(22) p(23)
‘U( Z) ¢ V(z )—/Il)\(2a)[¢(\gz>
= (v+Akid) (=Rl [ = IR p2 4 GR 0]+ 2 hiduty [(p? = 220 — (R0
\ (v"__-/ﬂ}_?(,;,)[(w_]‘ )2 {/7 :_|_[/11A2U v ]_th)\[l v[(} 5 7/2 T 4/1,:;.4‘121"
% (62) = 3, LK 2122)2(33)

pv [ fpivt — (pi— 2yt

bt (b 2202 | (p2 - vyt — f R hpty ] + 2k A[J.u[,’l.pﬁy“—([J,'-‘—l'-‘v’_;’r
et de Ia pour X(5z), pn(52), v(hz) des expressions ol le dénomina-

teur, qui leur est commun, est une fonction paire par rapport i 7,

apoudv, et ol les numérateurs sont les produits de fo
logues par 4, 1, v.

26. On aura cnsuite

[ [32)+1/(5z_;v(3z

62y == B0 :
n[62) P332 ——tl(a.,,v(dz
o v(3z]+hiR(3z) (32
[}"(()“>”uf5z —kik(3z)p (32
s e V3z 4+ kp(33)
W33 = T L )
de sorte qu’en posant
A . B S
/(33):)‘55 {L(&Z}::{/,Dw v{‘3zr::v5,
on obtlent
. [/BI)—H')v\(' . vCD +FLidhpAB .
(€ B 6 = L LA AT
I TPy oM Sl 7y Y AR L

netions ana-

1‘.4 'l‘ /I{J B‘

/: “1 { /‘,u
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. \ , 6 dou I’ o
expressions ot les termes sont du degré — en 2, ¢, v, et d’o 'on tre

‘ W prBDr— A Cr p2BrD? — Ry ACe
§ p2BDr 4+ 22 A2Cr T D — A AT

i . 22py ABCD 22y ABCD ,
ToprBC 4 et AR T 2D - Pt ARBE

( 0D — A1 p2A2B: 20D — k20 pr AT

VIO = O S R A B D — A

2

Y

de sorte que

B 2y ATCE = 20D+ 22 AZBR = D - 2 AN

Pour former v,(7z), p(72), A, (75), on emploiera, comme pour
v,(32), 1 (32), %, (33), les formules (1), (1), (2)".

En continuant ainsi & se servir des formules (5) quand » sera pair
et quand n sera impair pour v, (nz), 1, (nz) alternativement des for-
mules (1), (1) et des formules (2), (2)/, suivant que n sera de la forme
4p—1 ou de la forme 4p —+1, et de la formule (2)” pour X, (nz) dans
les deux cas, on s’élevera de proche en proche jusqu'a telle valeur
de n qu’on voudra.

27. 1l ressort des calculs que, au cas ol » est pair, les expressions

de v,(nz), @, (nz), ), (nz) sont des fractions dont les termes sont des

. . , n? . . .
fonctions paires du degré - soit cn 2, soit en (2, soit en v; les deux

termes sont conjugués dans les expressions de v, (nz), ., (nz); puis les
valeurs de p.(nz), v (nz) ont leurs termes du degré n* paires en X, ou p,
ouv, ctont le méme dénominateur; mais celle de X(nz) avee ce déno-
minateur a un numérateur du degré n* —1 qui est le produit de 2ipy

, [n\? . n . .
par quatre facteurs, du degré <5) — 1 sl > estimpair. Au cas ol 7 est
impair, les expressions de v, (nz), p, (nz) sont les produits par v, et p.,,
1 1
ou par ~ ct o selon que n a la forme 4p 41 ou la forme 4p — 1,
1 o

par des fractions ayant pour termes des fonctions entitres paires en 2,
ou g ou v conjuguées l'une de 'autre; et Uexpression de X,(nz) est
toujours le produit de %, par une fraction analogue : de sorte que
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v,(nz) est une fonction rationnelle de v,, p, (nz), une pareille fonction
de p, et ,(nz) 'est de X, En outre, les valeurs de A (nz), i.(nz), v (nz)
ont un méme dénominateur du degré n* —1 fonction paire en X, ou p
ou v a volonté, et pour numérateurs les produits de fonctions analogues
respectivement par A, ., v.

D’apres cela, quel que soit =, pn(nz) et v(nz) peuvent s’exprimer
rationnellement, la premiere par 1(z), la seconde par v(z); le déno-
minateur y est une fonction paire de p. ou de v, le numérateur une
fonction de méme parité que n. De méme, quand » est impair, A(nz)
est une fraction rationnelle de A, ou le dénominateur en est unc fone-
tion paire et le numérateur une fonction impaire ; mais, quand n est
pair, le numérateur est le produit de Apv par une fonction entiere,
paire en X, ou g, ou v, a volonté, du degré n* — 4.

28. On peut, en suivant une marche analogue, obtenir sans facteurs
étrangers les expressions de

vi(23,), plZ3,), v(Zz,);
d’our celles de
M(2z,), p(2z,), v(23),

¥z, désignant la somme z, + 2, + ... - 2

I

D’abord, nous avons établi les formules

Vi (Z( +Z1) == ]'}“(“‘)“*: I.? (§ >"J‘ ,‘zj) H
p(3.) — ¢ A(z.) v 3
(2, 2,) (z)+ kid(z z,) pl2,)
palB o &) = v( ) ki him) gz
oy v(s)v(a) +Eoplz) p(z)
Mo ) = = T e
_plz) plz) — 0 (3) Mz v(z) vz
plait 22) = i (52) + R (2) v (3)) ’
(2)v(3,) Mz.) + p(2.) v(z,) 2z
33, B
S IEN I EAPIEN
v(z)v(2:) = I*A(z,) M(2:) p(20) 2 (24
V(B )= () 2(z)
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{es dernieres formules peuvent se représenter par

:M;\H.Z)

s, (2,3,
“Diz2)

= V(3 + 2,) =
VT Di(m) (31t 2]

le degré de chaque terme se marquant par son indice.
Cela posé, les premieres formules donneront

(2 2:) + 0 13+ 5,) v(3)
. (3s)— 1 A(23) v(5, + 21

V[(Zn + 2z 5::) ==

)
v(z, =+ 2.) -+ ki )z, + a;)[J’Z)
V(3 — K A(5) p (314 22

(2 5= 35) = ’

_ V(2 -+ 35 ‘J(Zﬂ + k {J.(z. -+ z-z) [J.(Z“).
Mzt gt a)= E [0+l k(2 + 2) (2] !
il s’ensuivra donc
M, (2,2, Li(z, z
(324 5ok ) = e alZ0 3+ L5 2] '(;"“()z:

D[z, 25) pp(z:) — i Ni(z,, 3,
2,) =+ ki Ly (2, 2,) p.(2,)
J A{

me)()—muh@xm
Na(zn,z,]v(z )+ Mi(2,.2,) 12.(2,)

..,\

0; (s 24) + K La(30, 22) h(25)]

et de la

1z A By 5y) =

v(z) Nil(z,,2.) Dilz0,2:) — W2 Az p.zy Lal 20, 2,) Mo(2,,2,)
l)u(z.,b‘,.sl o

ViZ 4 2yt 5y) =

et ainsi de suite.
Quelques remarques sont & faire sur ces expressions.
\ , (2n)? .
Dans v, (5,,), (4 (%2n)s }4(92a), les lermes sont du degré f-»Q-‘— = an*;
dans p.(6,,) €1(3,,),1ls sont du degré (22)?, mais dans Mo,,) le numéra-
teur est du degré (27)* —1.
Dans les cxpresswnsdcv (6n)s 1 (5,), 21 (c,), quand m estimpair, si zest

, , n?
de la forme 4p — 1, le dénominateur est du degré —L-l— -+ 1, et le nu-
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, , nt—1 . .
mérateur du degré i et sl noest de la forme 4p + 1, les numéra-

n? n'—1
teurs sont du degré ——5— -+ 1, les dénominateurs du degre

Dans celles de A(c,), p(s,), v(c,), le dénominateur qu1 est commun
est du degré n* — r et les numérateurs sont du degré n®.

Notons qu’en faisant dans ces formules diverses z,=z=s5,=3z,=...,
on retombe surles valeurs précédemment obtenues pour v, (rz), ., (nz),
X, (nz) et)(nz), p(nz), v(nz).

La méme marche du reste réussit, avec un égal sucees, quand on
I'applique directement aux formules ordinaires

AT ICA RS \EATACAPIE
)\(Z.‘*‘Zz) — 1——/:‘/2(5.)/»‘(32) 9
_oplz) pl3) — Az) A(z)v(z) v(z.)
P34 z:) = {0 (2) () ’
PR A C e G A CACARAEA AEA)
3, 1) = 1 — h? 13 (z,) 12(2,) 7

soit qu’on veuille calculer A(5,), (.(5,), v(7,), ou A(rz), p(nz), v(ns).
Par exemple, pour les dernitres expressions, si 'on pose d’abord

v L M N
A(2z) ::D—:a p(23) = l)-“" v(2 ):—Ji,
on aura
23 __A(22) p(z) v(2) f’r_'.,)‘(z,)., Hﬁf‘_"f)__’f("_’ﬂ _ LD, Py /M[\L N L.
B2) = =" ) valas) S TT ey £y ) i B T
3 _pl2z)p(z) —A(22)v(22 7(213(1) _ y__‘[rhy:_l)[n oo M,
n(32) = L L0 (z) 1 (2z) T D IheRLE T TD,
3g) — v(2z)v(z) — k*h(2z) p(2z)2(z) p(z)  NDiv — h22p LM, __ N,
v(33) = L — h* 43 (z) 1 (2.2) D=L T Dy
puis
dga 2 lMNDC L
z) = H oL =Dy

plgz) = Mz P : ’.—I_Ll\i: M.,
l)‘ — /zzL;

N’l)‘-—lf’l,’M’ N

DY =LY T Dy
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et ensuite

NEs) = 2(33) p(22)v(23) + A(22) 1 (32) v(332) L,M,N,D, + L;M,N,D, L.,
IS = 1— k* N (3z) 12(23) T DIDI —FLIL:
‘, v(32) p(22) —21(32)v(32) M2z v(23) _ M\M,D, D, — L,L,N,N, M.
w5z = -
~ 1— 2R {3z) R (23) D,
V5 — v(3z)v(22) — k*X(32) A (22) p(33) pn(22) _ N.N,D;Dy — /*L,L,M,M, N,
o v — 2 A (33) 2*(23) - D D,
En général, au cas de n=12n' + 1,
_1L 2 RN; L 2
AMonsg) = 2Dimt e My e = =
( ) Dlz’ — ke th I)("")g
DI"; —le - L/?’N-nE M(Ul)’
(2n2) =
[J( ) D,I‘, 29y — If ,,z D(m)
y (2722) — Dzﬁ—-i Nn’ - ]HLn’Mu’ — N(‘ln)’;
l),‘i:_i — lf’L,‘z: D(’.‘n)’

au cas de n = an',

2 ])n’l-dn2 -1 Mn’ :Nng

Loy
A2 hz) = — - (lli)_:.l
S T v
[J_ (an) D,,:l\l,fz - Jn’-—lIV 23 M('m)’
D (2n)* D(m)’
y (2)7,2) — ]),7}N:ﬂ — I nl—-i M N(m)a
.D(u,;)ﬁI D(gn)a

puis, au cas de 2n+1 ={4p—1,

L(n+n’)—| Dogayp MeNpe 4 Lo Doy M N(n+|)’

L(2n+1)'-‘

AMan—+1)z ,
Du *—1 l)(n+ 1) — ke L(n +1)2-1 Ln’ ])(?’H")’—"

" (an + l) 7— Dy, D(,l_,_,)a N[(,,_,_,)a Mo — Lo N(,,__H): L. N,s _ My ,
’ D(""'H)’—‘ D('zn+1;’—1
v (_2" ~+ ]) o D” =l D("-H) N("+I)=Nn"'— lf L(n-i—l)’ -|M("+;)‘A Ln!Mm — N(HH—I)’

D(zu-{-l )it

)
D(m-n, 2y
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el,au cas de 2n -+ 1 = 4p + 1,

?\(2"‘ -+ [) z = Liigny: D(:::M)‘*:LM:F Nu‘lr’f" Lo Dy l“(n+v)'= N(H—l)a . Lf;u+tf

lu_/,“ -1 l),“}: S P I‘(!H—I)" o I)("u+l)'—|‘
pian —+1)35 = Bz Doy Mo Mey ‘)f:_‘?l‘(“* 0t Lot N Noe - My
,l,)('.'n—f——l) —1 .U(g,,_H):_|
J— ‘l)”;‘ l)(”""')e”" N"e V("‘*")g—‘ h* L("-H)"‘ LH"“! NI(IFFI)‘": 1\11:“ lq(nn—lr!)3
vion+41)z=— L - PV Nee)?
l)('“l"*-') —t D(*Jn+|)"'—|

Sur les expressions de v,(nz), 1., (nz), %, (nz) en fonction de v,,
de ., et de),.

29. Lorsque n est impair, la valeur de v,(nz) est, comme nous

. I
I'avons reconnu, le produit de v, ou de --- selon que n cst de forme

|
4n'+1 ou de forme 4n" — 1, par une fraction ayant pour termes des
fonctions entieres de A, p, v, qui ne les contiennent qu’a des puis-
sances de degré pair et qui ne different Pune de Paatre que par le
signe de i. Celle fraction peut, en conséquence, s’exprimer rationnel-
lement au moyen dev,; si’onyremplace o, X par %(v, -+ 5)’ -'.(v, - > )
2 .

s 1 1
on peut passer d’un terme a l'autre par le changement de v, en -
© v

.
Si les termes se¢ raménent & étre entiers en vy, ils sont da degré n* —
et des fonctions paires de v,. L’expression de p., (nz) présente les mémes
particularités 2 I'égard de p, Quant i celle de ), (n3z), clle est, pourvu
que n soit impair, le produit de 2, par une fraction analogue expri-
mable rationnellement par 2.

Mais, quand n est pair, les deux termes de v, (rz) dépendent de v au
premier degré; Pexpression n’est plus susceptible d’étre rationnelle
env,. Il en est de méme de p., (rz) & égard de ., ctde 2, (nz) a I'égard
de 2,.

Ces faits sont ais¢s & confirmer ou a établir par des considérations
directes.

30. De I’expression de v, (nz) en fonction dev, et casow n est impair.
— Comme la fonction v, (nz) admet les périodes ¢élémentaires o, 20’ de

Ann, de I’Ec. Normale. 2¢ Série. Tome VI, — Avni 1877. 15
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v,, elle peut s’exprimer par v, et sa dérivée givv, sous la forme

B - GO'I'IUUI
v, (nz) = —2—,
A, B, C désignant des fonctions enticres de v,.
. . ) ~
Mais, si z se change en o' + — — z, v, ne changeant pas, A, B, C
2 ! )

restent les mémes et la fonction v, (nz)ne change pas non plus. Comme v
change de signe, il faut avoir C = o, ce qui donne

v (nz) =

»

> B

Déterminons I'expression par ses zéros et ses infinis. L’expression

. , , o' 0 .
générale des zéros de v, étant @ = (4p + 1) — -+ g —» celle de ses -
< ) 2 2

- 3% ) , \ .
finis o = (4p — 1) + g > les zéros de v,(nz) sont donnés par
(4p +1)o ) . . (4p—1)e .
o= dpryel ¢ —> et ses infinis par o= Up—ye q -
2n 2n 2n an

Considérons pour v,(nz) et v,(z) le parallélogramme commun
(w, 2w’). Tous les zéros de v, (nz) compris dans ce parallélogramme
répondent & des valeurs de p égales ou équivalentes suivant le mo-
dule nap=o0,1,2,..,n-—1, et & des valeurs de ¢ égales ou ¢qui-
valentes & o, 1, 2,..., 2n —1; ce qui en fait le nombre égal & 2n®.
Il'en est de méme des infinis.

Comme I'on a

par p -+ p' == IL;—-I s g - (/' =n, et

’ / ’ /
) ( /] () ( )
E 20 — — - -L [ L 20 — - -1- —/— 0 = o -4 =
n 2n 2n n 2n 2N o

n -1 y . . - poe
par p-4-p' = "—-» ¢ --¢ = n, les zéros ainsi que les infinis peuveni
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genéralement s'associer deux a deux, de facon qu’il y réponde dans
chaque couple la méme valeur de v,(s).
Cela posé, distinguons le casde n=4n"-i-1 et celui de n==4n" — 1.
Soit d’abord n=4n"-+1.
, o
On a alors, par p==-n/, ¢= o0 ¢t par p==n/, g==n, les deux zéros _‘},

' [ - , C 1 T
— -5 que présente v, dans le parallélogramme considéré. D’un autre
., . . (l)l P (1), (1) >
cOté, on a les deux infinis 3- + 3= + —» par p=3n'+ 1, ¢ =0 et
2 2 2, ?
par p =3n' -+ 1, ¢ == n. Quant aux autres z¢ros et infinis, ils peuvent
s’associer par deux de la facon indiquée plus haut.
Désignons par
Ay Uy ooy Uyoy,

Ayy Oay vvoy Cpty
un terme dans chacun de ces couples de zéros ou d’infinis, et prenons

Mo [ wa)] o wla]] o e ],
L:= [v, - V.(% )-l [Vl - Vn(az)] P [V, — Vﬁ(a""‘-—l)-l;

’expression
M

Yy T
4

bl

qui a, comme v, (nz), w ¢t 20’ pour périodes, admet dans le parallé-
logramme (m, 20) les mémes zéros ¢t les mémes infinis que cette fonc-
tion. Il s’ensuit

C désignant la une constante convenable.
On voit que M ct L sont des fonctions entieres de v, du degré n* —x.

0 . . .
Quand z augmente de —» v, change de signe ainsi que v,(nz); donce
< 2 €. \
T De change pas; ct, puisque M et L sont d’un degré pair n* — 1, ce

sont des fonctions paires de v,. Le fait résulte bien des expressions
_précédentes de M et L, car la différence de deux zéros ou de deux

15,
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infinis étant
)

Q

’ /
p_r 2&)'+(]~([ ‘
n n

1S

, 0] N . .
est égale b ~ pour p=p’, ¢ — ¢ =n; d’ou il suit que les quantités
vi(a)...v, (az_,), ainsi que v, (a,)...v, (z,2-,) sont deux & deux égales
et de signes contraires. On peut ainsi poser

M= b=t [ (4 ]

P

L=[v—vila)] ... [Vf—-— vl (aL:‘>]

En outre, les valeurs v, («,), ..., v, (@,2—,) sont inverses de celles de
vi(@a), ..., vi(ap_,), parce que 'on a a+a=o0 pour p-+p'=o0,
q+g =o.
Soit, en second lieu, n = 4n’' —1. Alors p = n’, ¢ = o donnent I'in-
o o' . . . I ,
fini ¢ = = de v, (n3), ce qui estuninfini pour —» etp=3n'—r1,g=0
L

’ 3 1), I . .
donnent le zéro —~ de v,(nz) et de - de sorte que les zéros ot in-
1

finis de vi. compris dans le parallélogramme (o, 2%’) appartiennent i
v,(nz). Si les autres zéros et infinis de v,(nz) s’associent comme pré-
cédemment et qu’on pose, suivant les mémes notations,

M= [vi—vi(a)]...[vi— vi(@e-i)],

L= (v.— ()] ..[vi—v(ae)],

il s’ensulvra

M et L étant également des fonctions paires du degré n* —1, dont les
racines sont inverses.
Cas ot n est pair. — L’expression de v,(nz) en fonction de v, n’est
plus rationnelle; elle est de la forme
M -+ Ngiw,
L

Les zéros et les infinis ayant encore pour expressions générales

(4p —+1)e ™ (4p — 1) oy I
a=ldp ol o e o
on 2n an on
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chaque zéro peut s’associer h un infini, de facon que leur somme soit
o' )

— - = car on a

2 )

b

(Ap-=1)w o) (47— o) .,
— e g — + — + == -
2n 2N 2R 21 2
n
2 ) o e ’ ale ople Q o
parp-+p = _=nr'etq+q¢ =n-=o2n. Mais cela ne peut se faire pour

deux zéros ou deux infinis. Deux & deux encore, les zéros ainsi que les
. . ’ (e ’ N

infinis présentant une différence égale i = donnent des valeurs de v,
égales et de signes contraires. D’apres cela, les valcurs de v, sont dif-
férentes pour les zéros & part et pour les infinis & part; mais les infinis
lui donnent les mémes valeurs que les zéros. Il n’y a ni aucun infini ni
aucun zére (ui appartienne i v,, car on ne peul avoir

(4p --1)m g 2 o' . lqp—tey " Fen!
—_— e — = i —— | — = ——
41 1o = 2 on' 150 2
Par suite, M, N et L étant des fonctions entieres, les infinis répondent
a des zéros de L et les zéros a ceux de M + Ngivy,.
On peut, en consé¢quence, poser

L=y, — v ()] [vi—wile)]. . .[vi— v (o))

Comme les infinis font acquérir i v, deux & deux des valeurs ¢gales et
1 8
de signes contraires, L est une fonction paire de v,.
)

Quand z augmente de > v, (nz) ne change plus; done, L ne changeant
pas, le numérateur M + N gewy, reste de méme valeur; or v, change
par la de signe, v ne change pas; done N change de signe: ¢’est une
fonction impaire de v, ; par suite, M est une fonction paire.

Pour reconnaitre ce que sont les valeurs de M et de N, nous ferons
observer que p.(rz) a les mémes zéros que M, ct % (nz) les mémes que

Ngivy,.
Cela pos¢, les zéros de p.(rnz) sont donnés par

4 )0 ( ]

«— 241 () -+ m'> >
4n n n\ 2 ‘
o 10 q [ m

w2 4 ( = - '
fn noon\o
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ou par
w 2P q 0)’ ) 2p - - !

I &)
e ) <L q a 4 = Sty - W

== 5
4n 2R T 4n 2n

Enfaisant ¢ ==o0, 1,2, ..., 27 — 1, 2p 4-¢ =20, 1, 2, ..., 2n — 1, e,
d’autrepart,g =0, 1,2, ..., 2R —1,2p - —I=0,1,2, ..., 27t - |
maisalaconditionde ne prendre pourp quedes valeurs entitres, on aura
4n* zéros dans I'étendue du parallélogramme (o, 2»'). La somme d’un

. G)

a el d’un @ étant - + o’ pour p-+p' =0, ¢ + ¢’ =n, les valeurs cor-
respondantes de v,(z) sont deux & deux égales; ces valeurs aussi sont
[ ; . . )
deux & deux égales et de signes contraires, carona @ — @, == ~ pour

n ) \ .
p—pi==5s ¢ — ¢,=o0. Dapres quoi
M=[vi—v(a)]. . .[vi = (@) C=[v—vi(a)]...[v}—vi(a:) ]C.

L’expression de N est moins simple &4 obtenir.
Les zéros de A(nz) ont pour expressions générales

_po -}——_qi” PRI 2R | 20
an/ 4.n' 21/

et pour le parallélogramme (o, 2w), il y a & attribuer & p les valeurs
0,1, 2,...,n—1 eta qglesvaleurso, 1, 2, ..., 2n—1, ce qui donnera
4n? zéros.

Il importe d’examiner ce qui regarde quelques-uns de ces couples de
valeurs de p et de g. Les résultats sont consignés dans le tableau
suivant :

q ==0, a-=o0, vi(0) =1,
, (J)I (1)"
mo (9T, A= Y| —)=o,
3m
q=:3n Q== —— -
q ’ > - ;
q . 4= 0) o)
=i =2, 2
, . g )
' I _w ko 0 -+
p=n g=n, a= T = o,
_ , o -+ 30’ » -+ 3(,)
q = 3n , a=— —-~A-2-——- ) .
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Aucasden == an” -1 :

l\ ¢ - o0, = 7 vi== 1,
S R) ik
e gy - i '
p==ntlogqoon, 7] P ) Y, o - -
4 2 R &
‘ - I » 3w y 13
{ : - n, it R I e
‘ 4 2 —
[ 3
5 q: o, al - [; )y v,
3 ) G) l‘[r'
pr=3n” e q =, a = e ey, R
4 2 L f
q n T .3 ' i
| - - [ A - v, o - R
’ 4 >, : v
Au casde n' == 2n":
, .
o) ) l/;'
) oen” q . .on” (-, fe -y v, T - iy
I o1 ’ 5 R
» W, oqooan p 3 -2 m', L il )
- Lo , R P
’ ’ /| - /1
) n” ( o, a s i
2 - = 2N A e ey Yy Te meem mem g
l ? / > 4 § - - /'.r
, Y 3 1- 60’ i
)z R q - N ..o > Yy o 4
] 9 I ? /I 1 1 . /,/
. B " .
p o, q 0, a . 4», v, {4,
2
30 .
p=-n, g o, - /I ) v =1

Parmi les 4n* zéros que présente A(nz) dans le parallélogramme

. P , % ' ) .

(», 20'), on voit ainsi les deux zéros de vy, —cl -+ s ses deux -
. 30 30 » , I

finis =, ==+, el les quatre zéros de v (z) pour lesquels v, = -t -

2 2 2 v s

ki
et y, == ol -
! —

En mettant & part ces huit zéros, observons que les 4( 7% - 2) nulres
donneront deux & deux la méme valeur pour v, et deux & deux des va-
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leurs égales et de signes contraires. Si on les désigne par a,, a., ...,
Qupig)s SOIEDE @y, @y «oes Aupi—oy des zéros pour lesquels v, ait des va-
leurs différentes, deux & deux, de signes contraires, et a,, a,, ..., @,
des zéros pour lesquels v? soit de valeurs différentes.

Posons
N'=vw[vI—vi{a)]...[v} —v] (@),

et considérons I’expression
N’ givy,

L

pour reconnaitre qu’elle a les mémes zéros que A(n3z).
D’abord les 4(n* — 2) zéros dont il vient d’étre question lui appar-
tiennent par le facteur N'. Sur les huit autres, ceux de v, sont encore

4

. 3 o' o .
parN’, mais ne s’y trouvent pas par vv,, car — et — -+ =, étant des in-
2 2 2

tinis de v et des zéros de v,, ne sont point tels pour le produit vv,. Les

. . 30 | 30 w , , .
deux infinis de v,, —et —— =+ 7 sont des zéros de I'expression, parce

que le numérateur y est env, du degré 2n* — 1, inféricur d’'unc unité i
celui de L. Enfin, les quatre autres zéros, étant ceux de v, sont des zéros
de I'expression par le facteur v lui-méme. I n’y a pasd’ailleurs a s’occu-

. . . o » o
perdesinfinis de ce facteurv, puisque deux d’entre eux?—), -+ neutra-

. , 3w 30 .
lisent deux zéros de v, et que les deux autres —, —— - = deviennent

des zéros de 'expression. Comme les zéros de L sont d’autre part les

infinis. En conséquence, on a

N’ giyy,

A(nz)= ] (0
s e . M- Ngiw
¢’est-d-dire que, dans I'expression _::_Lh_"_l de v,(nz), on a

N =l = vl {a)]. [y — v (@ons)] €

On voit que N est une fonction impaire de v, du degré 2n* — 3. Il 8’y
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trouve toujours, d'apres ce qui préctde, les deux facteurs bindomes
yi—1, vi 1. ,

En fonction de v, la valeur de v,(2z), par exemple, est

I
i+ -ty — -‘-> v ; N \ o .
(25) v < v, vider+ (vi—1)v oy (vPAa) o (v — 1)y,
v (2 foond T e o ——
s 1 1 L=V (0= i)y v (1 v e (1 vy,
=V |- — V)Y ’ '
Vi Vi

, fe? .
v? étant 1 -+ i (v, — v )

Des considérations du méme genre pourraient se développer a I’égard
de la question d’exprimer g, (n3) au moyen de p,. Il nous semble inu-
tile de nous y arréter.

31. Pour ce qui concerne A, (nz), nous nous bornerons a quelques
observations.

Soit » impair. D’abord ), (nz) peut se considérer sous la forme
. M, -+ N2 M, — Nkgii,

. BRI S

W(nz) = ——t =

T i » 1L
L, M,, N ¢tant des fonctions entieres de 2.
Si l'on remplace = par —z, ), ne changeant pas, ces fonctionsrestent
les mémes; mais ) changeant de signe, tandis que 2, (nz) ne change
pas, il faut N =o, ce qui donne

)A, (ILZ) - Nl/[—l .

Ann de U Fic. Normale. 2¢ Série. Tome VI — AveiL 1877. 16
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Les zéros de X,(nz) sont donnés par

!

)

(2p -(AI) (qq+l) pm go -+ o

== -+ —
n n n an

et les infinis par
/
(x)
P - ——1—(
o (p 1) 1 po) qo o)’_
g 'n n n an

Pour avoir ceux que comprend le parallélogramme (w, 20'), il faut
attribuer & p les valeurs o, 1, 2,..., 2n —1 et & ¢ les valeurs o, 1,
2, ..., n — I, ce qui porte les uns et les autres au nombre de 272
Les zéros et les infinis de )\, dans ce parallélogramme y figurent, les
. o 40 30 + 2 —1 n-—1 3n— n-

I
Zeros w-i—— ) PP e g = Clp= ——Hq=- P

les infinis = = 3— parp._n 1 g =0, ctp——-?’—nq—l, g =o. Les

2(n* — 1) autres zéros peuvent s¢ répartir en couples ou les deux
termes font acquérir & 1, la méme valeur, car on a

/o » o -+ o' , 2% , 0 ®' - 6
}n \p"“l"'q“ -+ ——— == A I) ""':‘_{‘(1 - |- “"'“‘"‘)7

parp’ = 2n —1 —pelt g = n —1 - ¢. Les autres infinis sont dans le
méme cas. C’est pourquoi, si un terme de chaque couple de zéros sc
désigne par a,, @y, ..., @y, un terme de chaque couple d’infinis par
Uiy Cay +ney Uy, €L QU OD pOSE

M= [ — d(a)]. . b — M),
[) "'}\l l)] [_)\l'—')\ nt—i ];
I’expression
.
\ L
présente les mémes zéros et les mémes infinis que X (nz) dans le paral-
lélogramme (w, 20); d’ot il résulte que I'on a
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Il 'y a, de plus, & remarquer que les valeurs de X, («) sont inverses &
celles de X, (a), parce que 'on a

1 ! 7 7
) ) o - ) (O] () o)
Mlp—-4q= A Y (p' — g = = -
n n 2n n nooan 2

\ 2

n—1 . ‘e
moyennant p' == p, ¢' = ¢ -, cc qui saccorde avee le fait que

A (nz) s’est présenté sous la forme du produit de X, par une fraction ol
I'on passe d’un terme & Pautre par le simple changement de £ en — 4.

32. Remarque. —- Les formules connues

Mzt (ke g )

donnent

Wiz, k) i}.(/rz, -'7) .

D’apres cela, quand on pose
vinz) = [(vi, v}

vu. (/rz, /‘7>‘ sV (/1‘2, ;—{)J

= S Lwla, k), plz, k)| = f (g )

on a

(J..(nz) st T </{IZZ, —l—> = VY (Il/i'z, ;‘—) ".‘::'/‘

A

et si I'on pose
vi(nz)== 9w, k),
on a

\

1 1 1
pi(nz) =g [v. </rz, /—1)77‘] q/((/.,, 7{—3)



12'.’/g 1. LEMONNIER. — MEMOIRES SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES, ETC.

Parcillement, si I'on pose
v(nz)=f(v, k"),
on a
plnz) = f(p —n*),

’

q désignant le rapport k. car on a
7 Side pp -7}'7 2 n d

1 1 ] .
pinz, k)=v (/rnz, l_r> ::f[u (lfzs, 7;)7 1— ]%J = f (@, —n*)
Ajoutons que la formule
v(iz, ') == g{%«;«; = L
L2y G .
A (\Z' -+ 3, J/ )
donne encore
L Y P 1 L PN N I L E—
S o »
/.(- - nz,/{) Mo - z,/r'>
4 S \4



