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CLASSIFICATION ANALYTIQUE
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

NON LINÉAIRES RÉSONNANTES
DU PREMIER ORDRE

PAR JEAN MARTINET ET JEAN-PIERRE RAMIS

Introduction

... trouvez Hortense.
(A. Rimbaud)

Nous poursuivons dans cet article l'étude des germes d'équations différentielles
analytiques

(1) œ=A(^,j)rfjc+B(x,j)^=0,

singulières à l'origine de C2 entreprise dans [22].
Deux équations du type(l) sont dites analytiquement(resp. formellement) isomorphes s'il

existe un difféomorphisme local analytique (resp. formel) de C2 transformant l'une en l'autre,
à unité près.

Une équation du type(l) est dite résonnante si sa partie linéaire en 0 se réduit dans un
système convenable de coordonnées à la forme

x dy -\- Ï y Y dx où Ç =plq est un nombre rationnel positif.

Nous avons donné dans [22] la classification analytique des équations résonnantes
dégénérées (i. e. pour lesquelles Ç=0). Nous traitons ici le cas non dégénéré, et supposons
donc p et q strictement positifs, entiers et premiers entre eux.

Il est bien connu (Poincaré [25], Dulac [8]), qu'une équation de partie linéaire x dy +t, y dx,
où Ç, 1 /Ç^N~, s'écrit dans un système convenable de coordonnées locales analytiques

(2) (ù=xdy+!,y.a(x,y)dx=0 où û(0,0)=l.
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572 J. MARTINET ET J.-P. RAMIS

Sous cette forme on vérifie immédiatement l'existence de deux variétés invariantes ( { x = 0 }
et {j;=0}), qui vont jouer un rôle fondamental dans notre étude. Le difféomorphisme
d'holonomie de { y = 0} (resp. { x = 0 }) pour l'équation (2) a pour partie linéaire l'homothétie
de C de rapport exp-ini!, (resp. exp-271;^).

Le problème de la classification analytique des équations différentielles résonnantes est ainsi
lié à celui de la classification analytique des difféomorphismes locaux analytiques de C
résonnants. (Un difféomorphisme local analytique à l'origine de C est dit résonnant si sa
partie linéaire est une homothétie de rapport une racine de l'unité.)

Notons CT^ l'homothétie de C de centre 0 et de rapport ̂ eC*; soit X^ le champ de
vecteurs défini par

x^1
xk^=2.KiYZ^-kci/dx (^ entier ̂ 1, À, eC);

on pose gk ̂ =expXfc ^; le germe de g^^ en 0 est un difféomorphisme local analytique,
tangent à l'identité.

Rappelons la classification formelle des germes de difféomorphismes résonnants et celle des
germes d'équations différentielles résonnantes :

Un difféomorphisme résonnant analytique non linéarisable admettant pour partie linéaire
Op/q est formellement conjugué à un unique difféomorphisme de la forme a^/ og^, \\plq,k, À,
sont les invariants formels correspondants.

Les formes normales formelles d'équations différentielles résonnantes sont, outre
l'équation linéaire

pydx-}-qxdy=0, les équations (1)

œp/,,fc,,=^(l+a-l)^)^^+^(l+X^)x^=0 (M=^^).

Toute équation différentielle résonnante est formellement isomorphe à une unique
équation de la forme œ^ ^ ^ : p i q , k, À, sont les invariants formels correspondants.

Il est utile d'introduire deux entiers m et n tels que mp—nq=l et d'écrire

^p/q,k,^==(l+Q^-^P)uk)(pydx+qxdy)+pquk(nydx+mxdy).

II apparaît ainsi lefacteur intégrant pqxyuk((ùp^ ^ ̂ IP^Y^ est fermée) et l'intégrale première
(qui ne dépend pas du choix de m et n)

H^^^x-^-M-^-^/^expO/^^),

Le problème de la classification analytique des difféomorphismes locaux résonnants à
l'origine de C a été résolu par Ecalle [9] (cf. aussi plus récemment Voronin [30]). Malgrange
en donne dans [19] une solution élégante utilisant le théorème d'intégrabilité des structures

(1) II y a clairement une part d'arbitraire dans ce choix. On trouve par exemple des formes légèrement différentes
dans Hukuhara-Kimura-Matuda [14].
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presque complexes de Newlander-Nirenberg [24]. Nous avons néanmoins préféré revenir sur
cette question dans la première partie de notre article, essentiellement pour deux raisons :
d'une part nous devions disposer pour l'étude des équations différentielles résonnantes d'un
traitement complet du cas des difféomorphismes résonnants dans l'esprit de Malgrange [19]
(où n'est traité que le cas « typique »p = q = 1, À, = 0); d'autre part nous désirions donner une
« interprétation géométrique » de la classification, à l'aide des notions d' « intégrale
première» et d' «espace d'orbites».

L'étude des « germes d'espaces d'orbites » ou des « germes d'espaces de feuilles » dans le
contexte résonnant conduit à introduire certaines variétés analytiques complexes
non séparées de dimension un dont nous allons esquisser la construction (pour la notion
générale d' « espace de feuilles », sur laquelle nous ne reviendrons pas, le lecteur se reportera
à Haefliger-Reeb[12]).

Nous identifions la sphère S2 à la sphère de Riemann C u { oo } = P^ (C). Elle est munie de
la structure complexe correspondante, et Diff^S2; 0, oo) désigne le groupe des couples de
difféomorphismes locaux analytiques de S2 tangents à l'identité, en 0 et oo respectivement.
Un élément de Diff^S2; 0, oo) est noté cp=(cpo, (poo).

L'entier k ̂ 1 étant fixé, on se donne un « symbole »(À,eC; (pe[Diff\(S2; 0, oo)]^), à partir
duquel on construit une somme amalgamée de 2k sphères S2 (notées S2, . . . , Sj^.i) : on
recolle par (p°o un voisinage ouvert de oo dans S2 à son homologue dans S2, par (p^ un
voisinage ouvert de 0 e S2 à son homologue dans Sj, . . . , et enfin un voisinage ouvert de 0
dans Sjfc_i à son homologue dans S2 par cr_^o(pg. On désigne par ^j,^^ la variété
analytique complexe non séparée de dimension un ainsi obtenue (2). Il est clair que À,
n'intervient que module Z. On vérifie que deux variétés ^\^<p et ^'^',<p' sont
analytiquement isomorphes si et seulement si k=k' et si les symboles (À,modZ, (p) et
(À,' mod Z, q>') se correspondent par une action du groupe (Z /2 k Z) x (Z /2 Z) x C* que nous
laissons préciser au lecteur.

Considérons par exemple le difféomorphisme g ^ ^ o : g^ o (x) = x/(l —lin x). La fonction
îî(x) =expl/x est constante sur les orbites de g ^ o :c'estune« intégrale première »deg^ o-
Cette fonction sépare les orbites dans des secteurs convenables et identifie 1' « espace des
orbites » de g^ o à la variété ̂ i o ^ construite ci-dessus(3) (plus généralement, l'espace des
orbites de Op^°g^ ^ s'identifie à la variété ^k,{\-mq)/q2^ où w/?= 1 mod. q).

Nous sommes maintenant en mesure de donner l'interprétation géométrique de la
classification d'Ecalle, Malgrange et Voronin. A un difféomorphisme analytique local
résonnant g, d'invariants forme\sp/q, k. À-, on associe son « espace d'orbites » ̂  ; il est, en
tant que variété analytique complexe, isomorphe à une et une seule des variétés du type que
nous venons de décrire, soit ^k^-mq)iq2 , q > (où m est défini par mp==lmod.q). L'invariant
analytique de g, à invariants formels fixés, est alors (p (module l'équivalence signalée plus
haut). Inversement si p, q, /re^J*, (/?, <7)=1, p,eC et (pe[Diffi(S2; 0,00)^ sont donnés

(2) Ou plutôt la limite projective de telles variétés, correspondant au germe de (p.

(3) Avec un abus, concernant l'orbite {0} , que nous ferons systématiquement.
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574 J. MARTINET ET J.-P. RAMIS

arbitrairement, il existe un difiéomorphisme analytique local g, de partie linéaire <jp/q dont
l'espace des orbites est analytiquement isomorphe à ^\ ^ y .

Revenons maintenant aux équations différentielles résonnantes. Nos principaux résultats
sont les suivants :

1. Classification analytique (4)

Les difféomorphismes d'holonomie des variétés invariantes de la forme normale
^p/q,^,^^ sont respectivement

a - p / q ° Sqk, \qlp et a - q / p ° S pk, 0 - 1 ) P / q

pour les feuilles { ^ = 0 } et {x=0}.
L' « espace des feuilles » de cùp/^ ̂ =0 s'identifie à la variété

^k,(\-mp)lpq, Id == ^~k,(^-l -nq)/pq, Id (m? ~ n(! = 1)-

Nous montrons que tout difféomorphisme analytique local résonnant de C à l'origine est
Vholonomie de la variété invariante { y = 0 } pour un germe d'équation différentielle analytique
résonnante [de la forme (2)]. (Ce résultat a été annoncé récemment par Il'yashenko[15].)

Notre méthode consiste à «synthétiser» une équation o)=0 à partir d'un difféo-
morphisme local g, de la façon suivante :

Le difféomorphisme g est formellement conjugué à une unique « forme normale »
o_p^ ogqk, ̂ / p et admet (p e [Diffi (S2; 0, oo)]^ comme invariant analytique. Son « espace des
orbites » est ^'g=^k,(\-mp)/pq,v' I! ^01Lt coïncider avec 1' « espace des feuilles »^ de
l'équation œ = 0 cherchée. Tout revient donc à « reconstituer » œ == 0 à partir de ̂ ^ = ̂ y La
méthode employée est voisine de celle que nous avons développée dans [22] pour la synthèse
des équations résonnantes dégénérées.

La première étape consiste à associer à l'espace des orbites ̂  un élément y g d'un espace de
cohomologieH^S1; D^),oùD^ est un faisceau en groupes non abéliens, sur le cercle S1. Les
sections (locales) de D^ sont définies, en utilisant la fibration n (x, y)^=xpyq de C2 sur C,
comme des difféomorphismes « sectoriels » (sur des secteurs en u==x13'j^) de la forme
(x, y)ï->(x.eqf(xfy\ y . e ~ p f ( x ' y)), donc préservant 71, et tangents d'ordre infini à l'identité.
Pour construire y g, on utilise l'invariant analytique (p de g et ̂ intégrale première H = îîp/q, k, 31
définie plus haut, de l'équation ©p/^ ^^=0 : les germes de difféomorphismes locaux de S2

constituant (p s'interprètent naturellement comme des permutations des feuilles de l'équation
(o^ ,^=0 dans certains « secteurs » de C2, et la relation H o F = ( p o H permet de les
« relever » en des sections de D^ qui définissent un 1-cocycle F représentant y g.

(4) Ecalle nous a signalé qu'il sait également obtenir cette classification par une tout autre méthode : celle des
fonctions résurgentes.
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La deuxième étape de la synthèse reprose sur un théorème général d'isomorphisme
(variante du théorème fondamental de [22], chapitre I, et également basé sur le théorème de
Newlander-Nirenberg). Ce théorème permet de considérer le cocycle F représentant
y g e H1 (S1 ; D^ ) comme le cobord d'une 0-cochaîne { N j e ̂ ° (<^; D^, où N = N, (jet infini
de N, en OeC2) est indépendant de i. La forme N*cùp^ ̂  ̂  est alors proportionnelle à la
forme holomorpheœ cherchée; le coefficient de proportionnalité est une unité formelle, en
général divergente, que l'on détermine par un argument de cohomologie abélienne.

Notre méthode donne aussi la relation précise qui existe entre les holonomies des deux
variétés invariantes d'une équation résonnante non dégénérée. (En particulier chacune de ces
holonomies détermine l'autre à conjugaison analytique près.)

Pour achever la classification analytique des équations résonnantes non dégénérées, il
suffit ensuite de remarquer que l'holonomie à'une variété invariante caractérise l'équation
différentielle : à des holonomies analytiquement conjuguées correspondent des équations
analytiquement isomorphes.

On constate donc que la classification analytique des germes d'équations différentielles
résonnantes non dégénérées s'identifie à celle des difféomorphismes locaux résonnants à
l'origine de C. (Rappelons qu'il n'en est pas de même dans le cas dégénéré [22].)

Dans le cas dégénéré la fibration n(x, y)=x joue un rôle essentiel. Dans le cas non
dégénéré cette fibration est remplacée par n (x, y) = xp y ' 1 qui est singulière à l'origine. Ainsi la
géométrie sous-jacente est plus complexe dans ce dernier cas. Les difficultés correspondantes
restent cependant mineures et le problème de classification analytique est beaucoup plus
facile à résoudre dans le cas non dégénéré : la phase d' « analyse », élémentaire mais
laborieuse, qui est indispensable dans le cas dégénéré, devient inutile. (On verra que pour la
classification topologique la différence de difficulté des problèmes est encore plus nette.) Ainsi
certains résultats qu'il est nécessaire d'établir directement dans un cas apparaissent comme
conséquence de la classification dans l'autre; c'est ce qui se passe, par exemple, pour
l'existence de « fibrations transverses » (cf. 3 infra).

2. Sommabilité

Au couple (p, q) e f^j* x t^J*, avec (/?, q) = 1, et au réel k >0, on associe la sous-algèbre de
C [[x, y\] des séries (k, p , ^)-sommables

Soit p : C2 -> C3, p(x, y) =(xpyq, x, y). On dit que/e C [[x, y\\ est (k, p , ^)-sommable si
/ G p * C { x , y ] [u]s (avec les notations introduites dans [26]; C { x , y ] étant muni de sa
topologie DFN naturelle; s = 1 +1 / k ) .

Les transformations normalisantes sont sommables au sens suivant :
Soit cù==0 une équation différentielle résonnante non dégénérée, d'invariants formels

p i q , k, K. Tout isomorphisme entre œ=0 et œ^^=0 s'obtient en composant un
difféomorphisme analytique et un difféomorphisme (k, p , ^)-sommable de la forme
(x,y)->(x.expqg,y.exp—pg), où la série ieC[[x,y|] est (A:, p , ^)-sommable (en
particulier, on retrouve ainsi « sans calcul » un théorème de développement asymptotique de
Hukuhara, cf. [14], chap. 111.9.6°, p. 85, 86).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



576 J. MARTINET ET J.-P. RAMIS

II est facile de déduire de ce qui précède un résultat de sommabilité pour les holonomies,
donc pour les difféomorphismes locaux résonnants. On retrouve ainsi un résultat
d'Ecalle [10]. En fait Ecalle a obtenu des résultats de résurgence plus précis que des résultats
de sommabilité. Ces résultats de résurgence sont visiblement liés à la structure particulière
des cocycles FeZ1^;^) construits plus haut, et particulièrement à la présence de
l'exponentielle expÇl/pqku1') dans l'intégrale première H. On devrait pouvoir les retrouver
en utilisant la version « à paramètres » de notre « théorème fondamental d'isomorphisme ».
Ainsi tous les résultats de sommabilité obtenus dans notre article se préciseraient par des
résultats de résurgence (la résurgence se produisant « au-dessus » du « réseau de
singularités» Z . z - { 0 } dans le «plan de Borel » pour k=l, et, plus généralement,
Z .a i -{0}U • . . U ^ - a k - { 0 } (°^==0 dans le ^ P^11 de Leroy »).

3. Fibrations transverses

Toute équation (2) résonnante (!s=p/q) non linéarisable s'écrit, dans un système de
coordonnées analytiques convenables :

(3) œ = qx dy +py (1 -h (x19 y^ a (x, y)) dx = 0,

où a est une unité de C [x, y} et k e M* un invariant formel de œ.
Ce résultat est démontré par Dulac ([32], p. 74-77) de façon élémentaire (méthode des

majorantes). Nous l'obtenons ici comme « sous-produit » de notre machinerie. Il signifie
que la fibration singulière n(x, y)=xpyq est transverse au feuilletage défini par l'équation,
sous la forme (3), en dehors des variétés invariantes.

4. Facteurs intégrants

Toute équation différentielle analytique résonnante non dégénérée œ==0, d'invariants
formels p / q , k, À- admet un unique^ constante multiplicative prés) facteur intégrant formel h
(œ/Â est une forme fermée). Nous montrons que dans un système de coordonnées analytiques
convenable ce facteur intégrant s'écrit

h^xyÇx^y^expl où î e C [ [ x , y ] ]

est une série (k, p, ^)-sommable. Nous prouvons de plus que h suffit à caractériser l'invariant
analytique de l'équation œ==0. En particulier si h est holomorphe, l'équation œ==0 est
analytiquement isomorphe à sa forme normale cùp/^ ^ „. On retrouve ainsi un résultat de
Cerveau et Mattei[7].

5. Classification topologique et différentiable

Notre machinerie permet aussi de retrouver (facilement pour le premier et un peu moins
pour le second) les résultats suivants, respectivement dus à Camacho [4] et Camacho-Sad [6],
sur la classification topologique :
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(a) Si deux difféomorphismes locaux analytiques résonnants à l'origine de C sont
formellement conjugués, ils sont topologiquement conjugués.

(b) Si deux germes d'équations différentielles analytiques résonnantes non dégénérées sont
formellement isomorphes, ils sont topologiquement isomorphes.

Nous obtenons aussi très facilement la classification différentiable (qui nous a quelque peu
surpris !) :

(c) Si deux difféomorphismes locaux analytiques résonnants à l'origine de C sont (€Y-
conjugués (au sens réel), ils sont analytiquement conjugués.

(d) Si deux germes d'équations différentielles analytiques résonnantes (dégénérées ou non)
sont ^-isomorphes (au sens réel), ils sont analytiquement isomorphes.

Notons que deux « espaces de feuilles » ^' ̂  ^ <p et «^ ^ ^ sont C°° -isomorphes (au sens
réel) si et seulement si k-=-k'. Un isomorphisme topologique entre les « espaces de feuilles »
3P\ et 3F^, se « remonte », via une intégrale première et un peu de travail, en un isomorphisme
topologique entre les équations œ=0 et œ^O. Par contre, un isomorphisme différentiable
entre ces mêmes espaces de feuilles ne se « remonte » pas en un isomorphisme différentiable
entre les équations.

L'assertion (b) n'est plus vraie pour les équations résonnantes dégénérées et, comme nous
l'avons signalé dans [22], la classification topologique de ces équations est loin d'être triviale.
Nous n'avons pas cherché à résoudre ce problème; les méthodes employées dans la troisième
partie de cet article devraient permettre de l'aborder (5).

Nos résultats peuvent être adaptés pour obtenir la classification analytique réelle des
germes d'équations résonnantes réelles [34]. Il existe sur ce sujet un article de
Markhashov [20], dont les résultats nous paraissent incomplets. Ajouté à la correction des
épreuves (novembre 1983). Nous venons d'avoir connaissance d'un article de
P. M. Elizarov et Yu. S. IFyashenko [33], qui donne une démonstration de la caractérisa-
tion des équations différentielles résonnantes par l'holonomie, et annonce aussi notre
résultat principal.
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CHAPITRE 1

Classes de conjugaison des difféomorphismes résonnants

Nous désignons par F (resp. F) le groupe des difféomorphismes locaux analytiques (resp.
formels) de C en 0; un élémentfeF est dit résonnant s'il est de laforme x ' = g ( x ) = v x - ^ - . . .
où v est racine de Funité.

Nous réexposons dans ce chapitre la classification, à conjugaison analytique près, des
difféomorphismes analytiques résonnants (Ecalle[9], Malgrange [19], Voronin[30](7).

Nous désignons par G <= F (resp. ôc=F) le sous-groupe formé des difféomorphismes tels
que v=l , c'est-à-dire tangents à l'identité.

1. Difféomorphismes et champs formels

Soit ® l'algèbre de Lie des champs de vecteurs formels de C en 0, 1-plats, c'est-à-dire
de la forme

X=Ç(x)^ oùÇeC[M] avec Ç(0)=^(0)=0.

(7) Cf. également Sherbakov [28].
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PROPOSITION 1.1. — L'application exponentielle exp : ® -> G est une bijection de Q) sur G.
Preuve. — Soit Xe® et posons (p(r, x)=exp ^X.x (teC). On a par définition de (p

(1) (p(r,x)=x+ f; -^(x), cp^eC[M],
n=l /î •

où (?„ est la série formelle obtenue en appliquant n fois l'opérateur différentiel X à la
coordonnée x. Ainsi

^< ^=Ç.Ç', (ps^Ç^+C.^etc.

Il est clair que (?„ est d'ordre n +1. La série (1) est donc convergente, pour chaque t e C, dans
C[[x]], et l'on a par définition

00 1 ^
(2) expX.x=x+ ^ —(p^(x).

n = i 'î •
Soit alors

ieG, g(x)=x+^a,xn et Xe®, X(x)=f f; b^x"}^
n=2 \n=2 / ax

l'égalité expX==f équivaut d'après (2) à une suite d'équations

û^=6^+polynôme en ^-i, . . . , b^.

Ces équations déterminent uniquement X si g est donné. •
Remarques 1.2. — (1) Si g est holomorphe, le champ X e ® tel que g = exp X (logarithme

de g) n'est en général pas holomorphe.
(2) La proposition précédente signifie que tout g e G est plongeable dans un groupe à un

paramètre.
Elle implique que, si f=expX et ^=expY sont deux difféomorphismes formels

commutants, alors X et Y commutent eux-mêmes, c'est-à-dire que le crochet de Lie [X, Y] est
nul. De plus, si X e ® est non nul, on vérifie aisément que [X, Y] = 0 implique Y = a. X, a e C.
Ainsi dans ô les difféomorphismes commutant avec un élément ^=expX distinct de
l'identité sont seulement les éléments du groupe à un paramètre exp tX (« itérés » de g).

2. Classes de conjugaison dans ô

Grâce à la proposition 1.1, les classes de conjugaison dans ô correspondent aux classes
d'équivalence pour l'action adjointe de ô dans ®.

PROPOSITION 2.1. — Tout champ X e ® non nul est équivalent à un et un seul des champs
suivants (formes normales)

^ a
^'^TTIx^Ac'

où peC*,fe^l est un entier, et À,eC.
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Preuve. - On utilise la dualité entre champs et formes différentielles; au champ X = Ç d / d x
correspond la forme œ=d;c/Ç(œ(X)= 1). En écrivant

ÇW=P l+û?i;c+. . .^-À,.^-!-... '
il vient

- 1 / 1 a, ^ \
œ =P^+ ;?+•••+x+••• )^

Cette forme a un pôle d'ordre Â:+l, de partie principale 1/px^1, et pour résidu 2;îcÀ7p.

La dualité étant compatible avec l'équivalence des champs et des formes, cette remarque
montre que |3, k et X sont des invariants sous l'action de ô.

Montrons maintenant que X est isomorphe à Xp ^ ̂  Ceci revient à chercher fi e ô tel que :
r , , / l + ^ \ 1 ,
^(3^^=^ .

soit
1+^.r l+^x+. . . ,

/;k+i dh-——^n——^

On pose

fi(x)=x^(x) où ^eC[[x]] et (p(0)=l,

puis ^^M; un calcul facile montre que l'équation précédente se ramène à

'kxk.û.Logu+û—l—û.H=0,
ou

H=^ \alx+"^ak-lxk^a^xk'l+"• ̂

=^xfc(^(^^^+•••-^+^+lx+•••)EXC[?

Le théorème des fonctions implicites (formel) montre que cette équation en ù a une
(unique) solution telle que M(O)= 1, d'où le résultat. •

COROLLAIRE 2 . 2 . — Dans ô, tout élément distinct de l'identité est conjugué à un et un seul
des difféomorphismes exp Xp ^^ (formes normales).

Remarques 2.3. - (1) Si X e (5 (i. e. X est un germe de champ analytique en 0,1-plat en 0),
les calculs précédents montrent qu'il est analytiquement équivalent à l'une des formes
normales ci-dessus.

(2) Les invariants P, k, À, d'un élément g e ô sont déterminés par le polynôme de Taylor de
degré 2 k +1 de g. Tout difféomorphisme ayant un contact d'ordre k avec l'identité est donc
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« déterminé formellement » par son (2A;+l)-jet, à conjugaison près; on pourrait donc
choisir, pour les champs et les difîéomorphismes, des formes normales polynomiales. En fait,
celles que nous retenons se prêtent mieux au calcul, car l'équation différentielle
d x / d t = ^ x k + l / ( l + ' k x k ) s'intègre par quadrature et admet l'intégrale première évidente
x'^exp (l/Â^+PO. Ajoutons que les difféomorphismes polynomiaux ne sont presque
jamais dans un groupe à un paramètre analytique !

(3) La forme normale Xp ^ ^ se projette, via l'application ramifiée .xi-^, en la forme
normale X^p i ^. C'est pourquoi le cas k = 1 jouera le rôle le plus important dans la suite.

3. Classes de conjugaison dans F

Le groupe F s'obtient en ajoutant à ô les homothéties x\—>a.x{a^0). Le transformé du
champ Xp ^ ^ par une telle homothétie est

Xp,̂  où P^P/a' et À/=V^.

Ceci montre que tout X e ô (X ̂  0) est isomorphe modulo F à un unique champ X^ ̂  ̂  ̂  la
raison de la normalisation P=2 in apparaîtra au paragraphe 6.

De même, tout geG (g ^Identité) est conjugué, modulo F, à un unique
82 in, k, 3l = ex? ̂ 2 in, k, îl-

Nous poserons dans la suite

^îl^^ni.k.À. et êk^^Sli^k,^

Remarquons encore que, d'après 1.2.2, les seuls éléments de F commutant avec g^ ^ sont
les éléments du groupe à un paramètre exptXj, ̂ eC) et les rotations x^e21^^ .x; ils
constituent un groupe abélien isomorphe à C xZ/A:Z.

4. Classes de conjugaison des difféomorphismes formels résonnants

Soitge¥,g(x)=vx+ . . . où v=e2inplq,p et fêtant des entiers premiers entre eux, et q^2.

PROPOSITION 4.1. — Le difféomorphisme g s'écrit de manière unique g=a on où '.

(i) CT e F et a4 = a o . . . o a = Identité.

(ii)^eÔ. (4fois)

(iii) CT et n commutent.

Preuve. - Soit h =^ l'itéré ^-ième de g; comme h e G on a h = exp X où X e ®. On pose
n=expX/q; comme g et h commutent on a f^(X)=X et g commute donc avec n.

Il suffit alors de poser CT=fo/ î~ 1 . L'unicité est évidente car n=expX/q est l'unique
élément de ô tel que /î^A, eu égard à 1.2.2. •
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Remarquons que, si g est holomorphe (ge¥), les diflêomorphismes a et n de sa
décomposition ne sont en général pas analytiques. Ceci vient du fait que h =gq e G n'admet
pas en général de « racine ̂ —ième » dans G.

COROLLAIRE 4.2. — Soit ge¥ un difféomorphisme résonnant, g (x)=e2inp/qx+ . . . Alors g
est conjugué, dans F, à un et un seul des difféomorphismes suivants (formes normales)

(i) a (x) = e1 i n p / q . x si ^ == Identité.
(ii) a og^ ^ où g^ ), est F une des formes normales définies en 3, et k est un multiple de q.
Preuve. — (i) est facile à vérifier. Si ^ 7^ Identité, il suffit de normaliser la « partie

niipotente » n de la décomposition canonique g = o- o n\ la partie « semi-simple » <j se trouve
alors automatiquement linéarisée, et l'ordre de n en 0 est nécessairement un multiple de q,
d'après 3. •

5. Un rappel cohomologique

5.1. LES FAISCEAUX G^.

Soit S1 le cercle unité de centre 0 dans C; chaque aeS1 sera identifié au rayon [R4" .a
issu de 0.

Soient aeS1, 6 et R des nombres >0(0<6<7r). Soit

V=V^(R, e )={x | | x | ^R ; -6+Arga^Argx^e+Arga}.

On désigne comme dans Martinet-Ramis [22] par ^ (V; C) l'anneau des fonctions/ : V -> C
qui sont holomorphes à l'intérieur de V, et(^700 (au sens de Whitney) sur le fermé V. La série de
Taylor de / en chaque point du bord de V est alors nécessairement une série formelle
complexe; en particulier, la série de Taylor de/en 0 sera notée/eC [[x]].

On désigne par ̂  la limite inductive des anneaux précédents lorsque R et 6 tendent vers
zéro : c'est l'anneau des germes de « développements asymptotiques » en aeS1.

L'homomorphisme naturel J : ̂  -> C [[x] ] qui à chaque germe associe sa série de Taylor
en 0(sonjet d'ordre infini) est surjectif, d'après le théorème de Borel-Ritt [31]. Le noyau de cet
homomorphisme est l'idéal des fonctions plates.

Soit G^ c ̂  l'ensemble des germes g e ̂  tels que g(x) == x + ^ a^x" (k entier ^ 1). Le
n^k+l

théorème des fonctions implicites montre que ̂  est un groupe pour la composition des
applications. La collection des G^ définit un faisceau G^ de groupes (non abéliens !) sur S1.
Les sections globales de ce faisceau sont les éléments du groupe G (défini au début de ce
chapitre) qui sont tangents d'ordre k à l'identité en 0. On pose dans la suite G=G 1 .

On désigne enfin par G°° l'intersection des Gk,k^l : c'est le groupe des germes de
difféomorphismes « sectoriels » infiniment tangents à l'identité en 0. Le faisceau G°° admet
pour seule section globale l'identité de C. On note G^° la fibre du faisceau G°° en aeS1.

Soit ^={Uji =i , . . . ,n un bon recouvrement de S1 (cela signifie que les U, sont des arcs
ouverts connexes, trois à trois disjoints, et U, H U,+1 ̂ W-
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Considérons une 0-cochaîne{g^}eC°(^; G) telle que gi=gj pour tous i,j. Son cobord
^ { g l } : = = { g l . t + ï } = { g 7 1 ° g i ^ ï } est clairement un élément de Z^^; G00). Désignons
par ^°(^; G) l'ensemble des 0-cochaînes {g^} telles que gi=gj.

THÉORÈME 5.2. (Malgrange [19]). - L'application ô ' . ^°(^; G) -> Z1^, G00) est
surjective.

On a d'autre part une application naturelle J de ̂ ° (^; G) dans ô qui associe à chaque
cochaîne la série de Taylor en 0 de ses termes. Cette application est surjective (Borel-Ritt). On
vérifie trivialement que deux 0-cochaînes { g^} et { h^} ont des cobords cohomologues (comme
classes à valeurs dans G°° bien sûr !) si et seulement si g =/ o h où/ e G (c'est-à-dire que/est
holomorphe). Enjoignant cette remarque au théorème 5.2 on obtient le résultat suivant :

Les applications J : ̂ °(^; G) -> G et 8 : ̂ °(%; G) -> Z1 (^; G°°) induisent une bijection
canonique de G\G sur H1^; G00), qui sera aussi notée 8.

Remarques. — La condition de bon recouvrement n'intervient pas dans ce qui précède; elle
est commode en pratique car alors Z^; GCO)=C1(^, G°°).

Notons aussi que, d'après le résultat précédent, H1 (S1 ; G°°) H1 (^f; G°°) quel que soit le
recouvrement de S1 considéré.

6. Classification analytique
des difféomorphismes résonnants (cas de gi o)

Nous nous proposons ici de mettre en évidence les invariants caractérisant les classes de
conjugaison module F des difféomorphismes analytiques résonnants. La définition de ces
invariants dépend de la classe de conjugaison module F, caractérisée par l'une des formes
normales obtenues au paragraphe 4. Nous allons étudier d'abord en détail le cas de la forme
normale gi,o; ^es autres cas s'en déduiront par des remarques très simples.

Le difféomorphisme ^=^l,o=exP^l.o s'écrit, après intégration évidente

g(x)=x/(\-2inx)

(en passant à la coordonnée z=l/x, g apparaît comme la translation Z\->Z—HK). Le
point important est que la fonction îî(x)=el/x est constante sur les orbites de g, c'est la
forme simple de cette « intégrale première » de g qui explique le choix du coefficient
P=2f7 i en 3.

Les « portraits de phase » des orbites de X^o (correspondant aux temps réels) et du
difféomorphisme g ont donc l'allure indiquée ci-contre (fig. 1).

Soient VQ=V_,(R, 9) et Vi==V+,(R, 9) (R>0 arbitraire, et 7i/2<9<7i) deux secteurs
recouvrant le disque DR de centre 0 et de rayon R. L'application H : Vç - { 0 } -> C* (resp.
H : V \ — { 0 } -> C*) est surjective et sépare les orbites de g dans Vo (resp. V^), c'est-à-dire que
deux points x, x ' e Vo (resp. V\) sont congrus modulo g si et seulement si H (x) = H (x'). On
traduit ce fait en disant que H identifie les espaces quotients VQ/^ et V\ / g (pour les relations
d'équivalence induites par g) à la sphère de Riemann S2=Cu ce, les points 0 et ooeS2

représentant simultanément l'orbite { 0 } de g (fig. 2). L'espace D^/g s'obtient alors en
recollant deux exemplaires de S2 le long de voisinages de 0 et oo; en effet, en posant
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^o0^^^ ^ V_ oùV+ e tV_ ont pour bissectrices respectives [R'1' et
que H(V+) et H(V_) sont des voisinages de oo et 0 dans S2.

Fig. 1

, on remarque

Domaine
fondamental
de g dans V-i

Domaine
fondamental
de g dans VQ

Fig. 2

Maintenant, l'objet important est le sous-faisceau G (g) <= G formé des éléments de G qui
commutent avec g. Étudions la fibre de ce faisceau selon la position du point oceS1.

(1) Re a < 0. La fonction H définit un élément infiniment plat de se ̂  L'image par H de tout
secteur assez petit de bissectrice a. R'1' est un voisinage de Oe S2, et H est un difféomor-
phisme local en tout point distinct de 0. Il en résulte que /eG,=G^ commute avec g si
et seulement s'il vérifie une équation
(1) Ho/=(poH,

où (p est un difféomorphisme analytique local de S2 en 0. Posant ^>(y)=y.ea+'Y(y) (avec
y e C { . y ] et y(0)=0), et /(x)=x/(l+r(x)) (r élément de ja^J, l'équation (1) s'écrit :

(l+rMV^l/x+û+y^),
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SOlt
f(x)=x/(l+ax+x^(el/x)).

Cette expression définit toujours un élément de G,; pour a=0, c'est-à-dire (p tangent à
l'identité en 0 e S2, / appartient en fait à G^°. Pour y = 0, c'est-à-dire si (p est une homothétie
de centre Oe S2, / est élément du groupe à un paramètre engendré par X^ o (i. e. est un
« itéré » de g).

(2) Rea>0. La discussion est identique en remplaçant les voisinages de 0 par les
voisinages de oo e S2.

(3) Rea=0. Cette fois, l'image par H de tout secteur de bissectrice a. R^ est la sphère
S2; l'équation (1) n'admet de solution fe G, que si <p est un difféomorphisme analytique
global de S2, fixant 0 et oo; ceci montre que G^(g) se réduit au groupe exprX^ o.

Au terme de cette description, il apparaît que le sous-faisceau G°°(^)=G(g)n G°° est
constant sur chacun des demi-cercles Rea^ 0; il y est isomorphe au groupe G lui-même,
interprété comme groupe des difféomorphismes locaux de S2 tangents à l'identité, en 0 et oo
respectivement. D'autre part, la fibre de G°° (g) est réduite à l'identité aux deux points a = ± i.

On en déduit que H^; G°° (g)) = C1 (^; GCO(g))=G x G=Diffi(S2; 0, oo), où ̂  est le
(bon) recouvrement de S1 formé des deux ouverts Uo = S ~1 - { + ;} et U^ = S1 - { — i}, et
Diffi (S2; 0, oo) désigne le groupe des difféomorphismes locaux de S2 en 0 et oo, tangents à
l'identité en chacun de ces points.

On pose

U + = U o , i = { R e a > 0 } et U_ =Ui ,o== {Rea<0} .
Soient maintenant

<P=((Po, (Poo)e Diff^S2; 0, oo) et /=(/_,/JeC1^; G )̂),

le cocycle correspondant à (p. D'après le théorème 5.2, il existe (A(), h^)e^°(^; G)telleque

f-=h^lohQ sur U_ et f+=holoh^ sur U+.

Le fait que/+ et/_ commutent avec g donne

ho0^0^1^^!0^0^!1 sur Uo01^!.

D'après le « principe des singularités inexistantes », ceci signifie que hoogoh^Çho^h^)
est un difféomorphisme analytique en 0, formellement conjugué à g par définition. Comme h^ et
AI sont définis à composition à gauche près par un même difféomorphisme analytique, on a
ainsi associé à chaque (p 6 Diff^ (S2; 0, oo) une classe de conjugaison module G (d'invariants
formels k= 1, ^=0); nous la noterons ^((p) ou g^ o((p).

Les classes ̂ ((p) et g(^) sont confondues si et seulement si, comme on le voit aisément, les
cocycles / et /' sont cohomologues dans C*(%\ G(g))\ compte tenu de la description de
GQO, ceci équivaut aufait que (p et q/ e Diff^ (S2; 0, oo) soient conjugués via une homothétie
yï->a.y(aeC*)deS2.

Finalement, nous avons « synthétisé » une infinité de classes de conjugaison analytiques de
difféomorphismes formellement conjugués à g^ o. Chacune de ces classes est caractérisée par un
(pe Diff^S2; 0, oo) défini modulo conjugaison par un difféomorphisme global de (S2; 0, oo).
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Démontrons maintenant que nous avons obtenu toutes les classes de conjugaison
analytiques formellement conjuguées à g^^. Soit g ' = h o g o h ~ 1 , heG et g ' e G , par le
théorème de Borel-Ritt, choisissons (ho, h^e^°(^; G) telle que h=ho=h^ Posons
Si = ̂  1 o g ' o / .̂; on a alors g[ == \|/,. o g, où v|/, est une section de G°° sur U, (;' =0, 1). Le lemme
6.1 ci-dessous montre que g\=f^gof^1 où/, est une section de G°° sur U^. On obtient
finalement

^=(W»)^o(W»)~1 sur U,

et 8 { h, o/J e C1 (^; G00 (g)) est la classe cherchée. •
Le résultat de « normalisation sectorielle » ainsi obtenu est dû à Kimura [16] et Ecalle [9].

LEMME 6.1. - Soit ^f une section de G°° sur U^ = S1 -{-;}. Soit }\fp=g~Po v|/o^,^^ 1, et
hp = v|/p o . . . o \|^. Alors hp converge, quand p -> 4- oo, vers une section h de G°° ̂ r Ui, ^//^ que
^og==h~1 ogoh.

Preuve. — Elle est inspirée de Malgrange [19]. Il est commode de travailler avec la
coordonnée z = 1 / x , et g(z) = z — 2 i n.

Soit :

D={z|-^ l+e^Arg(z+/.R)^-e

Onag^^^D-cD.

où 0<9<7i et R>0.

La platitude de \[f par rapport à l'identité signifie que l'on a, pour tout entier n et pour R
assez grand (dépendant de 6 et de n)

Sup | vl/(z) - z [ ^ A / p " (A = Cte convenable).
26D,

Un calcul immédiat montre alors que

Sup|^(z)-z|^A/(p+^.
26 D,
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La série ^ l/^p+qY converge (si n'^2) et sa somme est majorée par C/^*"1 où C est une
^o

constante.
On en déduit que la suite hp=\[tpo . . . o\l/i est définie et converge sur Dq pour ^ assez

grand, et a pour limite un difféomorphisme (n— l)-plat par rapport à l'identité. L'argument
valant pour tout n et tout 9, la première partie du lemme est établie. La seconde est triviale; on
a

g-h^g~(p~l}.(\\^g)p=hp_^^og,

d'où à la limite g o h = h o \1/ o g. •
Remarques 6.2. — (1) On complète ce lemme par un énoncé analogue sur Uo, mais en

posant cette fois \[*p = gP o vl/ o g ~ p. En effet, la clé de la preuve est la « contractance » de g sur
les secteurs de bissectrice i. R~ et d'ouverture inférieure à 2 71; sur les secteurs de bissectrice
i. ̂ + c'est g~1 qui est contractante.

(2) Si dans 3.1.1 on suppose que \l /—Id est non seulement plate, mais Gevrey d'ordre s
(c'est-à-dire que [xK.^—^l^.exp^T/lx^) où c, T sont des constantes positives, et
k = 1 /(s — 1 )), on vérifie facilement que la transformation normalisante h est elle même Gevrey
d'ordre s.

En conclusion, nous avons établi le

THÉORÈME 6.3. — Les difféomorphismes (peDiffi(S2; 0, oo) (modulo conjugaison par un
difféomorphisme global de (S2; 0, oo)) constituent un système complet d'invariants de
conjugaison analytique pour les éléments de G admettant g^ o comme forme normale formelle.

Étant donné un difféomorphisme g ' d'invariant (p, il est intéressant de regarder l'espace
quotient d'un voisinage de OeC par l'action de g ' . Reprenons les notations antérieures :
g f = l ^ o o g o h Q l = h ^ o g o h ^ l avec f+=ho1 oh^ sur U+ et /_ =h^1 oho sur U_; soient Vo
et V\ deux secteurs définis comme au début de 6 recouvrant un voisinage de 0; posons

Vo-VVo) et V,==Ài(Vi) puis V^ ={xeV+|^(x)eVo nVi}

Vr= {x6V_ [A , (x )eVonV i } .
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II est maintenant évident que le quotient de Vo u V'i par g ' s'obtient en recollant la sphère
de Riemann S^HCV^Vo/g à la sphère S2=ïîÇV,)=y,/g par la loi suivante : le
voisinage H(V^) de oo e H(Vo) est identifié par (p;;1 au voisinage ïîÇV^) de oo e H(Vi), et le
voisinage H (Vo ) de 0 e H (Vç) est identifié à H (V^ ) par (po. On obtient une variété analytique
complexe à une dimension, non séparée, qu'il est naturel de noter S2 US2.<p

Exercice 1. - Montrer que S2 (J S2 et S2 U S2 sont isomorphes comme variétés
<p <p'

analytiques complexes si et seulement si (p et q/ sont conjugués par un difféomorphisme
global de (S2; 0, oo).

Exercice 2. - Montrer que g\ d'invariant (p, admet une racine w-ième dans G si et
seulement si (po et (p^ commutent avec la rotation y^e2^ ln .y de S2.

7. Le cas de g^ ^, À-^O.

Rappelons que

^=expX,,, où X^=2^^^.

L'intégration du champ X^ ^ conduit à l'égalité

(1) gi,^=^~1 °gi,o°^ ^ec 0(x)=^/(l-À,x.logx)

Cette égalité doit être interprétée comme suit.
La définition du faisceau G sur S1 introduite au paragraphe 5 peut être généralisée :

désignons, avec les notations de 5, par ̂ (V; C)(n^ 1) l'anneau des fonctions holomorphes
à l'intérieur de V, et de classe ̂ "(toujours au sens de Whitney) sur V. Ces fonctions admettent
en 0 un polynôme de Taylor de degré n. Elles permettent de définir le faisceau G^ formé des
germes de difféomorphismes (sectoriels) de classe ̂ n en 0 (et toujours tangents à l'identité).

Dans (1), 0) représente dans chaque direction a e S1 un difféomorphisme de classe<^1 défini
modulo le choix d'une détermination du logarithme (c'est-à-dire géométriquement module
composition à gauche par exp p À- X^ ̂  P e Z, qui commute avec ̂  o).

Le difféomorphisme g^ ^ admet l'intégrale première H(x) =x~ ̂  e1^. Avec les notations de
6, si l'on choisit sur chacun des secteurs VQ et V\ la détermination principale de log x pour
définir x~\(et donc les déterminations des intégrales Ho et H^), on voit que le quotient d'un
voisinage de 0 par g^^ s'obtient en recollant la sphère S^HoCV^Vo/^i, à
<ï2=Hl(Vl)=V\/^, par l'homothétie y^e'21^ .y le long d'un voisinage de 0 et par
l'identité le long d'un voisinage de oo.

Maintenant, grâce au difféomorphisme 0, l'étude des invariants de conjugaison analytique
pour les éléments de Gformellement conjugués agi ^ se développe comme dans le cas À, = 0. Il
est important de noter que le conjugué par 0 de tout élément du faisceau G°° est encore un
élément de G°°.

Le théorème 6.3 s'étend donc sans modification au cas de g^ ^.
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Avec les mêmes notations qu'à la fin de 6.3, on montre qu'étant donné g'eG,
formellement conjugué à g^ ̂ , et d'invariant analytique cp e Diffi (S2; 0, oo), le quotient d'un
voisinage de 0 par g ' est la variété S2 U S2 définie ainsi : on identifie un voisinage de 0 de la

0,(p)
première à un voisinage de 0 de la seconde par l'application e~ 2lîlÀ' o (po et un voisinage de oo à
un voisinage de oo par (poo1.

8. Casde^,/r^2.

On remarque que ^og^^=g^^^on (voir remarques 2.3.3) où n(x}=k.xk\ le
difféomorphisme g^^ admet l'intégrale première îî(x)=x~^.ellkxk.

Le portrait de phase de g^ ^ a donc l'allure indiquée ci-contre (k=2, À,=0).

Désignons par Oo, a^, . . . , a^-i eS1 les points d'arguments 9o=-'n;/2fe,
9i= -îi/2fc+7i/fe, ..., 62^1= -7i/2k+(2fe- \)n/k, puis par Vo, V^, ..., V^-i des sec-
teurs de bissectrices respectives R4'. Oo, ..., IR'^. 0^2^-1 et d'ouverture comprise entre n/k
et 2n/k (de façon que les V, recouvrent un voisinage de 0).

Définissons des déterminations Ho, H^, . . . , H^-1 de H sur Vo, . . . , ̂ zk-ien suivant la
détermination principale du logarithme. La fonction H, identifie, comme en 6, le quotient
V i / g k , 3, à une sphère S2, que nous désignons dans la suite par S2.

Le quotient d'un voisinage de 0 par g^ ^ se décrit alors ainsi : on recolle par l'identité un
voisinage de oo e S2 à son homologue dans S2, un voisinage de 0 eS^ à son homologue dans
S2, etc. et enfin un voisinage de 0 e S2^ _ i à son image dans S2 par Phomothétie y \-> e~ 2in^. y .

L'étude des invariants de conjugaison analytique des difféomorphismes formellement
conjugués à g^ se déduit aisément du cas A: =1; il suffit de remarquer que l'application
ramifiée n définit une véritable conjugaison de g^ ^ avec g^ ̂  sur les secteurs V;; de plus, la
conjugaison par n induit pour chaque ae S1 un automorphisme du groupe G^ (phénomène
de « composition rugueuse »).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



590 J. MARTINET ET J.-P. RAMIS

Désignons par G (^ ^) c G le sous-faisceau des germes commutant avec g^ ^ par G°° (g^ y )
l'intersection du précédent avec G00, et par ^={U,},=o, i.....2k-i, le recouvrement de S1

formé des arcs ouverts centrés en a, et d'ouverture n / k .
On déduit de 6 que

H^; G00^,))^1^; G00^,))

= Difi\ (S^; 0, oo) x Diffi (Sj; 0, oo) x . . . x Difi^ (Sj ̂ _ i); 0, oo)

(on n'utilise que les sphères d'indice pair).
La seconde identification se fait ainsi; étant donné (p^cpo, (p^eDiff^Sj,; 0, oo) on

définit /L (resp. f\) section de G°°(^) sur U^^nU^ (resp. U^nU^+i) par
H2.o/ l=(p^oH^(resp.H^o/ l ,=(p^oH^).

Chaque À:-uple (p=((p°, . . . , (p^1) définit canoniquement une classe de conjugaison
§k, ?i(<P) dans G, dont les éléments sont formellement conjugués à gj, ^. On obtient ainsi toutes
les classes de conjugaison, dans G, d'invariants formels k et ^.

9. Difféomorphismes résonnants généraux

Nous considérons ici les difféomorphismes analytiques locaux formellement conjugués (via
G) à

^°gqk^ où a=e2inp/q et (p,q)=l, q^2,

Les entiers /?, q, k et le nombre 'k e C sont fixés; on désigne par g^ ^ l'itéré ^-iéme de g^ ^.

PROPOSITION 9.1.- Les G-classes de conjugaison de ces difféomorphismes sont définies par
le sous-ensemble de C1 (^; G00 (g^ „)) formé des cochâmes invariantes par o og^, ̂  (^ désigne
le recouvrement en 2 qk secteurs associé à g^ y).

La démonstration est aisée. Si hoaog^ ̂ oh'^heG) est analytique, son itéré ^-ième
h o ê ï k , ' k o h ~ l a pour classe caractéristique un élément C/^eC1^; G°°(g^ „)), tel que
ôh =(/). On vérifie alors facilement que hoçjog^ ^ o h ~ 1 est lui-même analytique si et
seulement si (/) commute avec <jog ^ ^
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Remarque 9.2. — L'étude précédente n'évoque pas le cas des difféomorphismes
analytiques résonnants, de partie linéaire e21^^, dont l'itéré q-ième est Videntité. Il est
classique qu'un tel difféomorphisme est analytiquement conjugué à la rotation d'angle
Î K p I q (voir par exemple Siegel-Moser [27]) : c'est le théorème du domaine invariant.

10. Espaces des orbites des difféomorphismes résonnants

10.1. CHAPELETS DE SPHÈRES

Les invariants de conjugaison analytique des difféomorphismes résonnants ont une
interprétation géométrique très naturelle, que nous avons déjà évoquée plus haut en nous
intéressant à l'espace des orbites dans un voisinage « infiniment petit » de l'origine.

Introduisons d'abord les objets géométriques qui vont nous servir.
On appellera k-chapelet de sphères (k^t) toute variété analytique complexe S à une

dimension, connexe, non séparée, où sont distingués îk points û?o, û?i, . . . , a^-i appelés
points d'attache, tels que : pour chaque ^(considéré module 2k), a^ et û ^ + i appartiennent à
une unique sphère de Riemann plongée dans £. Chaque point a, appartient ainsi à deux
sphères, dites adjacentes, qui sont « recollées », dans S, le long de voisinages ouverts des a^
par des difféomorphismes analytiques.

Remarquons que si l'on « réduit » les ouverts de recollement (sans changer les
difféomorphismes), on obtient une nouvelle variété munie d'une submersion canonique
sur la précédente; pour éviter de préciser les domaines de recollement, le puriste associerait
à un chapelet S un « système projectif de submersions » (indexé par les ouverts de
recollement) et prendrait sa limite. Nous nous permettrons l'abus de langage consistant
à parler du chapelet Z défini par des germes de difféomorphismes.

Pour « cartographier » 2., onfait choix d'une des sphères que l'on note S^, puis on ordonne
le couple de ses points d'attache, noté (0, oo).
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On numérote ensuite les sphères de S comme indiqué sur la figure. On choisit enfin sur S^
une coordonnée ZQ de façon que ses points d'attache soient successivement ZQ =0 et ZQ = oo.

On détermine maintenant une coordonnée sur chaque sphère S? (7=1, . . . , 2k-l) en
convenant que les difféomorphismes de recollement

<P^ (SJ^i,a))^(Sj,,œ) 0=0, . . . ,À: - I )
et

< P & : (SJ,,0)->(S^._,,0) 0=1, . . . ,^-1),

aient pour dérivée 1 au point d'attache. Le difféomorphisme \[^ : (S^, 0) -> (S^-1, 0) s'écrit
alors, dans les coordonnées ZQ et Z2fc- i

J,0_.,-2iTi^ ^0
"r'O"^ '^PO

où (pg est tangent à l'identité, et À,eC/Z.
On a ainsi associé au chapelet Z, avec les choix faits, un symbole^; (p e [Diff^ (S2; 0, oo)]^).

La modification des choix correspond à une action du groupe (Z/ 2 k T) x(Z/2Z) x(C*) sur
ces symboles, que nous n'expliciterons pas. Deux Â:-chapelets sont isomorphes (comme
variétés analytiques) si et seulement si ils admettent des symboles équivalents pour cette
action.

Nous désignerons par <^\ ^ ^ le fc-chapelet de symbole (X, (p).

10.2. — Considérons maintenant l'une des formes normales gj, ^eG, et les
difféomorphismes analytiques formellement conjugués à g^ ^ modulo F.

Les choix d'intégrales premières de g^ ^ sur les secteurs du recouvrement canonique ^U
défini en 3.3 identifient l'espace des orbites de g^ ^ au voisinage de 0 au chapelet ̂ \ ^ ^ (8).
De même, le difféomorphisme g^ ^((p) défini en 8 admet pour espace d'orbites le chapelet
<y
^ k, ?.,<?•

Maintenant, il est facile de montrer que^ ^((p) etg^ „((?') sont F-conjugués si et seulement
si leurs chapelets d'orbites sont isomorphes. '

En conclusion, les classes de conjugaison modulo F des difféomorphismes formellement
conjugués à gj, ̂  sont en correspondance bijective naturelle avec les classes d'isomorphisme
de k-chapelets d'invariant 'k fixé. On a ainsi paramétré les classes de conjugaison analyti-
ques par une famille de variétés non séparées.

10.3. — Voyons pour finir le cas des difféomorphismes formellement conjugués à

^°gqk^ où a=e2inp/q, (p,q)=t et q^2,

Remarquons d'abord que o og^ ^ est un relèvement de exp 2 ̂ 7ï^(M f c + l) / ( l+^M f c) . d/du,
via l'application ramifiée u=n(x)==xq. Soit ^ le recouvrement canonique de Cy (en 2k

(8) II y a deux abus dans l'emploi que nous faisons ici du terme « espace d'orbites » : (1) Les points d'attache
correspondent tous à l'orbite 0, et devraient donc être identifiés; de plus, leurs voisinages dans le chapelet ne sont pas
les images des voisinages de 0 dans C. (2) Seul le chapelet limite (sur les ouverts de recollement) peut être défini
clairement comme espace d'orbites.
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secteurs ouverts) relatif à ce difféomorphisme, et posons Û—Tt"1^), de sorte que U^ est
constitué de q secteurs disjoints, échangés transitivement par <j et ses itérés.

Soit m un entier tel que mp = 1 mod q, et considérons la fonction

îi(x)=x~m.u(~'k+mq)/q2.exp(l/q2kuk),

comme définie, sur chaque « multisecteur » Û^, par le choix d'une détermination du
logarithme deu=xq sur U^. Nous affirmons que deux points de Û^ appartiennent à la même
orbite de CT o g ^ ^ si et seulement si H y prend la même valeur. Pour cela :

(1) On montre que H est une intégrale première de oogqk , x sur Û;. En effet, on
a îîo(a~l):=e2lnlq .H par définition de m. D'autre part, sur toute composante connexe
de Ûf il est licite d'écrire ïî(x)==x~^q.exp(l/q2kxqk)•, cette fonction est une intégrale
première de g^\ et lon a H0^,!^2"1^0^ Finalement }î^(a~l)=ïî°g^^ sur Û^.

(2) On remarque que Hq=u~1'lq\exp(l/qkuk) est une intégrale première du
difféomorphisme de Cy écrit au début, et que u e U, étant fixé, H prend q valeurs distinctes sur
Tc'^^cU,. Ceci signifie que H sépare les orbites de o°gqk,-k dans U,.

La fonction H identifie l'espace des orbites de o°g^ ,x sur Û, à une sphère de Riemann,
et l'espace des orbites de ce difféomorphisme sur un voisinage de 0 au chapelet

^k.O-m^/^.Id
(car H est multipliée par ^-2"l(x-m4)/î quand on augmente l'argument de M de 2 7i); comme
dans les cas précédents, on fait l'abus consistant à ne pas identifier les points d'attache,
qui représentent tous l'orbite 0.

Ceci dit, il est facile de vérifier que toute 1-cochaîne (voir 9) invariante par a o^ ^ est
déterminée, via l'intégrale première H précédente, par un élément (pe[Diffi(S2; 0, oo)]\ et
que le difféomorphisme analytique associé a pour espace d'orbites ̂ \ ̂ -mq)iq2 œ-

Comme dans les cas précédents, on vérifie que deux difféomorphismes résonnants,
formellement conjugués à cr°g^^, sont analytiquement conjugués module F si et seule-
ment si leur chapelets d'orbites sont isomorphes.

Finalement, les difféomorphismes résonnants d'invariants formels piq, k. À- sont caractéri-
sés, à conjugaison analytique près, par leurs variétés d'orbites.

CHAPITRE II

CLASSIFICATION ANALYTIQUE
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES RÉSONNANTES

1. Définitions et rappels

1.1. DÉFINITION

Nous considérons ici les germes, en OeC2 , d'équations différentielles holomorphes :

(1) (ù=A(x,y)dx-^-B(x,y)dy=Q.
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Deux équations œ==0 et œ'=0 seront dites analytiquement (resp. formellement)
isomorphes s'il existe un germe de difféomorphisme analytique (resp. formel)/ de C2 en 0 tel
que(9)

œ'A/^c^O.

Cette condition exprime essentiellement que les feuilletages locaux ̂ \ et 3^^ définis par
ces équations sont isomorphes. Les formes différentielles considérées sont donc toujours
définies à multiplication près par une unité (i. e. un germe de fonction analytique non nul
enO).

L'équation œ=0 est dite résonnante si
(i) L'origine est un point singulier de œ(A==B=0 en 0).

(ii) La partie linéaire de œ en 0 (1-jet de œ) se réduit, dans un système de coordonnées
convenables, à la forme

xdy-\-^ydx où Ç==/?/^ est un nombre rationnel ^0.

Le cas Ç =0 a déjà été traité en détail dans Martinet-Ramis [22]. Nous nous intéressons ici
au cas £>0. Noter qu'alors le point singulier 0 de © est nécessairement isolé. Nous nous
proposons de donner la classification des équations résonnantes, à isomorphisme près,
pour chaque rationnel Ç.

1. 2. VARIÉTÉS INVARIANTES ET HOLONOMIES

Soituneéquation(l)de partie linéaire xdy-{-!y ydx, où aucun des nombres Ç et l/£n'estun
entier négatif (l'équation (1) n'est donc pas ici supposée résonnante). On sait dans ce cas
qu'il existe toujours (Poincaré [25], Dulac [8]) un système de coordonnées locales analyti-
ques à l'origine de C2 telles que (1) y prenne la forme

(2) fù=xdy+î,y.a(x,y)dx=Q où û(0,0)=L

Cette expression s'interprète géométriquement : le feuilletage ^^ (non singulier sur un
voisinage épointé de 0 dans C2) admet deux feuilles ( { x = 0 } e t { ^ = = 0 } ) dont la fermeture est
une variété lisse en 0. Il est aisé de voir que si ni Ç, ni 1 /Ç n'est entier négatif, il ne peut y avoir
d'autre feuille de ^^ ayant la même propriété; c'est en particulier le cas pour les équations
résonnantes que nous considérons. Ces deux feuilles sont appelées variétés invariantes de
l'équation œ=0 (ou séparatrices).

Nous allons nous intéresser aux difféomorphismes d'holonomie de ces deux variétés
invariantes. Étant donnée une équation (2), le difféomorphisme d'holonomie de la feuille
[y=0} (par exemple) est défini ainsi : on considère dans cette feuille un lacet d'indice 1 par
rapport au point singulier 0, par exemple x = p ̂ le, où p > 0 petit est fixé et 9 varie de 0 à 2 71.

(9) Si Ç^l on sait (Cerveau-Mattei [7]) que l'équivalence analytique des équations co==0 et ©'=0 implique
l'équivalence analytique des formes œ et o ' .

4e SÉRIE - TOME 16 - 1983 - N° 4 '



CLASSIFICATION ANALYTIQUE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 595

On relève ce lacet à partir du point (p, yo) (yo e C voisin de 0) dans la feuille passant par ce
point; l'extrémité du chemin relevé est (p, h (yo)) où h est le difFéomorphisme d'holonomie. Ce
difiéomorphisme est un élément du groupe F (cf. chapitre I) défini à conjugaison analytique
près.

Il est aisé de voir que le difféomorphisme d'holonomie de { ^ = = 0 } pour l'équation (2) a
comme partie linéaire y ï - ^ e ' ^ ^ . y ' , celui de { x = 0 } a pour partie linéaire x^e'^^.x.

Si deux équations différentielles (1) sont analytiquement isomorphes par un difféo-
morphisme local /, et si le nombre Ç (nécessairement commun aux deux équations) n'est
pas rationnel négatif, alors / transporte les variétés invariantes de l'une sur celles de
l'autre, et conjugue les holonomies respectives.

Finalement, à toute équation (1), avec Ç ̂  Q> ~, se trouve associé canoniquement un couple de
classes de conjugaison dans le groupe F (de parties linéaires e'21^ et ^~21"^), et ce couple ne
dépend que de la classe d'isomorphisme de l'équation. Aux équations résonnantes
correspondent des classes de conjugaison de difféomorphismes résonnants.

Nous allons voir (§ 2) qu'à des difféomorphismes d'holonomie conjugués correspondent
des équations isomorphes, et qu'en fait un seul des difféomorphismes d'holonomie caractérise
l'équation différentielle.

Nous verrons ensuite, et c'est la partie non triviale de notre argument, que pour tout
Ç =p/q rationnel, et tout difféomorphisme résonnant g de partie linéaire ^2lîtp/î, il existe une
équation résonnante admettant g comme holonomie d'une de ses variétés invariantes.

Nous aurons ainsi montré que la classification analytique des équations résonnantes
(Ç =p/q>0) est équivalente à celle des difféomorphismes résonnants de partie linéaire ̂ 2iîtp/4.
Rappelons qu'il n'en était pas de même si ^=0 [22].

2. L'holonomie caractérise l'équation différentielle

Soient deux équations différentielles analytiques œ = 0 et œ' = 0 de la forme (2) avec Ç > 0.
Nous allons établir la

PROPOSITION 2.1. - Si les difféomorphismes d'holonomie h^ et h^ de la feuille {y = 0 } sont
analytiquement conjugués, alors les équations différentielles ©=0 et œ^O sont isomorphes.

Ce résultat est peut-être connu des spécialistes, et n'est pas difficile. Faute de référence
précise, nous en donnons une démonstration qui nous a été communiquée par R. Moussu;
nous l'en remercions (voir aussi Elizarov-Il'yashenko [33]).

Elle utilise un résultat préliminaire (Dulac [32], Camacho-Kmper-Palis [5],
Mattei-Moussu [23]), qui est un léger raffinement du théorème d'existence des variétés
invariantes; toute équation de la forme (2) s'écrit, dans un système de coordonnées
analytiques convenables

(3) (ù=xdy-}-!,y(l+xyb(x, y))dx=0.
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Le point essentiel est maintenant une estimation relative à « l'holonomie radiale » de
l'équation (3). Fixons une telle équation, que nous supposons définie au voisinage du
polydisque fermé D x D, où D est le disque de centre 0 et de rayon 1 dans C. Soit

xeD*=D-{0} , et S,=x/\x\eôD=S1.

Considérons le chemin radial y d'origine x et d'extrémité ̂ (t\->(l - t)x-\- ^Ç, te[0, 1]). Soit
y e D; on relève le chemin y sur la feuille de (3) passant par(x, y). Si | y | est assez petit, le relevé
y a pour extrémité (Ç, (p^OO) et (p^ : (C, 0) -> (C, 0) est un difféomorphisme local analytique.

LEMME 2.2. — I I existe des constantes r, C^, C^ positives non nulles telles que (p^ est défini,
pour tout xeD*, sur le disque A<=D de centre 0 et de rayon r, et pour tout y e A

Cjx|q3^|cp.00|^|xp. |,3.|.

Voyons d'abord comment ce lemme permet d'achever la démonstration de la proposition.
Soient donc œ et œ' deux formes différentielles vérifiant les hypothèses. On peut les supposer
de la forme (3), et telles que les holonomies h^ et /^,, calculées sur la droite x = 1, coïncident.
Soit, pour tout x e D*, 8^ le chemin tracé dans la feuille { y = 0}, joignant x à 1 en suivant
d'abord le chemin radial [x, Ç] (Ç =x/ \ x [) puis l'arc de cercle (Ç, 1) (parcouru dans le sens
inverse du sens trigonométrique naturel par exemple). Pour ,yeC de module assez petit,
relevons 8^ à partir de (x, y) dans la feuille de ̂ ^ passant (x, y)', le relevé 8^ a pour extrémité
(1, j^); ̂ \ relevons ensuite ÔJ1 sur la feuille de ̂ \. passant par (1, j^); le chemin obtenu a
pour extrémité (si | y^ | est assez petit) un point (x, <I>^(y)). On définit ainsi un germe de
difféomorphisme analytique 0 le long de D * x { 0 } qui transforme ^^ en ^F^, par
construction. Le lemme 2.2 (appliqué aux deux équations) permet de s'assurer, de manière
évidente, qu'il existe deux disques A et A' de centre 0 dans C tels que 0 est défini sur D* x A et
a ses images dans D* x A'. Ainsi <I>, étant borné sur D* x A, se prolonge en une application
analytique définie sur D x A. Il est trivial de voir que ce prolongement est bien un
difféomorphisme de D x A sur son image, qui conjugue les équations différentielles. •

2.3. PREUVE DU LEMME 2.2

On fait dans (3) le changement de variables x = / Ç et y = [ XQ \ ̂  t~ î s . z où XQ e D* est fixé,
Ç = XQ I \ XQ |, t e [ | XQ |, 1] et z e C. On obtient l'équation

(4) ^+ç|xoprW(^,|xopr^z)=o.

On a alors (p^ (y) = \ XQ \ ̂  z(l) où z est la solution de (4) telle que z( | XQ \ ) = y.

D'autre part, le coefficient de z2 dans (4) est majoré en module par B = Sup | b \ sur le
D X D

produit [ | XQ |, 1] x D. Un argument élémentaire montre alors que

Cjz( |xo | )^ |z( l ) |^C2|z( |xo | ) | ,

pour des constantes convenables Ci, C2>0 et |z(l)| ^r, r>0 assez petit (indépendant
de Xo). m
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3. Les formes normales d'équations différentielles résonnantes

Nous abordons maintenant le processus qui permettra de réaliser tout difféomorphisme
résonnant comme holonomie d'une équation différentielle résonnante.

Les plus simples des équations résonnantes sont évidemment les équations linéaires

pydx-^-qxdy=Q (î,=plq)'

Elles admettent les intégrales premières x? y'1; les feuilles autres que les variétés invariantes
sont homéomorphes au « cylindre » S1 x IR et sont, par les projections sur les axes, des
revêtements à p ou q feuillets de ceux-ci. Les holonomies sont des rotations périodiques.

Considérons maintenant les équations suivantes

^^(l^u^Çydx+x^-u^ydx^l^-^u^ydx^l+^u^xdy^

(k^l est un entier, KeC, et u=xy) qui sont résonnantes, avec ^==1.
Nous définirons plus généralement

cù^,^=^(l+a-l)Mk)^^+^(l+^M f e)x^=0,

où (p , ^)==1, et u=xpyq; c'est une équation résonnante, avec î,=plq.
Remarquons que cùp/^ ^ ^=0 est l'image réciproque de œ^ ^=0 par l'application ramifiée

p:(x,j)^(Ç=^,îi=^).
Nous allons décrire les feuilletages définis par ces équations, ainsi que les holonomies des

variétés invariantes. Nous utiliserons pour cela systématiquement les notations suivantes.
Nous désignerons toujours par ^ = { U j (;=0, . . . , 2k-l) le recouvrement du plan

complexe Cy formé des 2k secteurs ouverts d'ouverture 2n/k, ayant pour bissectrices les
demi-droites définies par i^ e i. R (cf. 1.8); la valeur de l'entier k ̂  1 sera toujours fixée par le
contexte.

Nous noterons n : C2 -» C^ la fibration singulière n(x, y)=xp.yq=u, la valeur des entiers
p et q (premiers entre eux) sera toujours fixée par le contexte. On posera enfin
Çj^Tr-^U^cC2, où U,e^.

Étudions d'abord le cas des formes œ^ „. Elles admettent pour facteur intégrant holomorphe
(voir Cerveau-Mattei [7]) le monôme xyu1', c'est-à-dire que la forme méromorphe

œ^ ^ _ 1+À,^ dx
xyt^ uk+l x

est fermée, il suit que ©^ ^ admet l'intégrale première

H = Hfe ^ = xu~ ̂  exp (1 /Â:^) (u = K (x, y) = xy),

Cette fonction est bien définie, sur chaque domaine Û^îi"1^;), par le choix de la
détermination principale du logarithme de u. Le feuilletage œ^ ^=0 restreint à Û^ est
caractérisé par H, qui sépare les feuilles; cette fonction identifie l'espace des feuilles dans Û^
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(avec des conventions et abus analogues au cas des difféomorphismes) à la sphère de Riemann
S2 = C u oo (0 et oo correspondant toujours à la réunion des variétés invariantes). Tout ceci
permet de considérer l'espace des feuilles de cette équation dans un voisinage de OeC2

comme le chapelet ^^M' D'autre part, les holonomies de y=0 et x=0 sont caractérisées,
sur les transversales x=l et j=l, par les intégrales premières y'^expÇl/ky^ et
x-x+lexp(l/^xk) (restrictions de H^ ̂ ); ce sont donc les formes normales g^^ et ^^-i
respectivement.

Le cas de œ^ ^ ^ est un peu plus compliqué, s i p / q ^ l . L'astuce consiste ici à introduire
deux entiers m et n tels que

mp— nq=l

{m et n sont donc définis module un multiple commun de q et p) et à écrire

^plq,k,\=(ï^(^^^P)uk)(pydx-\-qxdy)^-pqtlk(nydx-\-mxdy) (u=n(x, y)=xpyq)

d'où

^p/q, k, -^ V^-mp)uk dx dyp q \ ==: ———fcn——du+n— +m—.pqxyu pqu" 1 x y

II apparaît ainsi, avec le facteur intégrant pqxyu1', Vintégrale première

ïîp/,,k^=x~ny~mu~('k~mp)/pq^P^/Pqkuk),

Cette intégrale est bien définie sur les domaines Û,c:C2, toujours par le choix de la
détermination principale de logM, et ne dépend pas du choix de m et n.

L'important est de remarquer que

Hp/,,fc,,=H^op où H^^ÇM-^expO/Â^) et p(x,^)=(^=^,r|=^).

Comme Hp/^ ^ ^ prend des valeurs distinctes sur les points d'une même fibre de p, on déduit
de l'étude antérieure que cette fonction sépare les feuilles de œ^ ^ ^ sur Û^, et identifie donc
l'espace des feuilles à une sphère; finalement, l'espace des feuilles de ©p^ ^ ^ dans un voisinage
de 0 e C2 est identifié par Hp/^ ^ „ au chapelet ^k^-mp)/pq, id (l'intégrale première est multipliée
par exp —2in(^—mp)/pq quand on augmente l'argument de u de 2 71). Les restrictions de
cette intégrale première aux transversales x = 1 et y = 1 montrent enfin que les holonomies des
variétés invariantes y==0 et x=0 sont respectivement

e-^^g^^p et e-^.g^.,,^ (voir 1.10.3).

Finalement, toutes les formes normales (formelles) des difféomorphismes résonnants sont
associées à des équations résonnantes simples. C'est pourquoi nous appellerons les
équations précédentes formes normales d'équations résonnantes. En fait, il est classique
que toute équation résonnante (analytique ou formelle) est formellement isomorphe à l'un
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des modèles précédents (pour une démonstration conceptuelle et rapide, voir Brjuno [3] ou
Martinet [21]). Mais nous n'utiliserons pas cette remarque ici.

Les feuilletages précédents sont tous transverses (en dehors des deux variétés invariantes) à
la fibration singulière n définie par la partie linéaire de la forme considérée.

La « déviation » par rapport à cette fibration a la nature d'une « singularité essentielle »,
représentée par le terme exponentiel de l'intégrale première. Ce sont ces remarques, qu'on
rapprochera de l'étude du cas résonnant « dégénéré » ([22], chapitre II), qui nous ont amenés
à adapter le scénario conçu dans notre article précédent, la projection (x,y)^x
étant remplacée ici par la fibration singulière n.

Remarque 3.1. — Dans le cas/?=^=l, les formes normales précédentes^ ^=0) sont
liées très simplement aux formes normales des équations résonnantes dégénérées ([22])

(û^^u^^x-Çl+^u^xdu^Q (plan des M, x).

On vérifie en effet trivialement que 0)^ ^ est (à un facteur près) image réciproque de œ^ ^ par
V éclatement de Hopfp (u=xy, x==x).

Remarquons que l'image par p d'un voisinage de 0 dans C2 (x, y) est un « cône » ( | x \ < e,
|M |<£ |x | , s>0 petit) ayant pour «axe» la variété invariante { ^ = = 0 } de œ^^.
L'application p induit un isomorphisme de la transversale { x = l } à {j=0} sur la
transversale { x = l } à { M = 0 } , e t conjugue les holonomies des feuilles { y = 0 } (pour œ^ ^) et
{u=0} (pourœ^).

A l'application p correspond une application p^ de l'espace des feuilles <^'(œ^) dans
l'espace des feuilles <^'(œ^). Si le premier espace a une structure assez simple (c'est le
chapelet <^\ ^ ^), il n'en est malheureusement pas toujours de même pour le second. Nous
nous contenterons ici de quelques indications, pour k= 1.

L'équation o)i^=0 a pour intégrale première H==.XM-^1/M. On désigne toujours par
^ = { U o , U i } le recouvrement d'un voisinage de 0 dans C^ par deux secteurs de
bissectrices LIR~ et LR4 ' . La fonction H identifie encore l'espace des feuilles de œ^^ sur
U, x C à une sphère S2 ==C u oo. Le recollement des deux sphères décrivant ^(©i, ̂  n'a
cependant plus la même nature que dans les cas précédents : la fonction H applique U+ x D
sur S2, quels que soient les rayons du secteur U + c : { R e M > 0 } et du disque DcC^
(centré en 0). On est donc amené à considérer ^(œ^ ^) comme le quotient d'une sphère de
Riemann (S2; 0, oo) par le germe d'automorphisme enO a_,, : zi—^"21^ .z.

Si À, n'est pas réel, le quotient par or-^ d'un disque ouvert épointé de centre 0 dans C
s'identifie à une courbe elliptique (tore T2 = S1 x S1); on peut dans ce cas imaginer ^'(©i, 0
comme la variété analytique complexe non séparée obtenue en formant un petit « ourlet
torique » à partir d'un voisinage épointé de 0 dans S2 (la structure complexe du tore étant
déterminée par X mod Z).

Si À- est réel rationnel Ck=m/n), le quotient par a_^ d'un voisinage de 0 est un « cône »
d'angle au sommet 2 n/n, et l'on voit encore assez bien la structure de ^(œ^ ^). Si ^ est
irrationnel, on a un quotient « pathologique ».
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4. Intermède cohomologique

Ce qui suit est une variante du résultat principal du chapitre 1 de [22].

4.1. DÉFINITIONS.

Soit n : C2 -> C l'application définie par K (x, y) = x? y ' 1 , oùp et q sont deux entiers positifs
premiers entre eux et fixés. On désigne par D^ le groupe formé des difféomorphismes locaux
analytiques (p à l'origine de C2 tels que 7Co(p=7T (i.e. laissant invariante la fibration
singulière 71). Ces difféomorphismes s'écrivent commodément sous la forme suivante :

x'^x.e^, yf=y.e~pf où/e C{x ,3 / } .

Plaçons-nous maintenant sur le produit C x C2, où les coordonnées seront notées ueC et
(x, y)eC2. Nous désignons par ̂  le groupe des « déploiements de l'identité de C2 » à
valeurs dans D^, c'est-à-dire des difféomorphismes analytiques locaux de (C x C2, 0) de la
forme :

(u, x,y)\—>(u, xf==x.eqf,yf=y.e~pf).

où / est cette fois un germe de fonction analytique des trois variables u, x, y , telle que
/(0,x,30=0.

Par analogie avec 1.5, introduisons lefaisceau d'anneaux ̂  sur S1 (cercle unité de la droite
des u) défini ainsi ; pour tout a e S1, un élément de ̂  est le germe en 0 e C x C2 d'une fonction
/: V x A -> C (où V==V,(R, 6) <= C est un secteur fermé de bissectrice a. R^ d'ouverture
29 et de rayon R; AcC2 est un polydisque fermé de centre 0) qui est analytique sur
l'intérieur de V x A, et ^°° au sens de Whitney sur le fermé V x A. Le jet infini d'une telle
fonction le long de { 0 } x C2 s'interprète alors de façon naturelle comme une série formelle
en u

f=^fn(^y)u\
n^O

dont les coefficients/,, sont analytiques sur un même polydisque de C2 centré en 0 (le domaine
de convergence des coefficients dépend évidemment de la série considérée). Nous désignerons
par ^ l'anneau formé de ces séries.

Le théorème de Borel-Ritt avec paramètres (voir [22], chapitre I, théorème 1.1.7) permet
de représenter chaque élément de Jl par une section de ̂  sur tout secteur. On appellera plates
les sections/de ^ dont le jet infini/est nul.

On définit maintenant le faisceau de groupes Q)^ sur S1 dont la fibre en a e S1 est constituée
des transformations

(u, x,y)\->(u, x ' ^ x . e ^ . y ' ^ y . e ' P ^ ,

où/e^ et/(0, x, y) =0; on désignera par Q)^ <= Q)^ le sous-faisceau défini par la condition
supplémentaire que/ soit plate, ce faisceau est donc formé des difféomorphismes au-dessus
d'un secteur de C, laissant n invariante, et infiniment tangents à l'identité le
long de { 0 } xC2.
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Soit maintenant ^ = { U j ;=1, . . . , n, un (bon) recouvrement de S1.

THÉORÈME 4.2. - L'application cobord de Cech 8 : ^°(^; ̂ ) -^ Z1^; ̂ °) ^
.îMr/^n^.

Cet énoncé est analogue au théorème 5.2 du chapitre I. Rappelons que l'espace
^°(^, ̂ ) est l'ensemble des 0-cochaînes { (p j telles que (pi=(py pour tous i,j\

Preuve. — Elle consiste pour l'essentiel à reprendre celle du théorème 2.3.1 de [22]. On
associe au l-cocyclev|/={\|/^+i }eZ1^; ̂ ) le germe de variété analytique complexe
M = M^ de dimension 3 obtenu en recollant les produits (U,, 0) x (C2,0) par les applications
de transition \|̂  f + i ; l e fait qu'on obtienne ainsi un germe de variété analytique complexe est
un cas particulier des résultats de [22] (1.2.2).

Les deux fonctions (u, x,y)^->u et n : (u, x , y ) ^ x p y ( l étant invariantes par les
applications de transition, définissent des fonctions que nous désignons par les mêmes noms

u : (M,0)^C et K : (M,0)^C.

Ces fonctions sont holomorphes par définition de la structure complexe de M.
Le point important est maintenant que n s'écrit formellement 71 = X^ Y^ où (M, X, Y) est un

système de coordonnées formelles à l'origine de M. On en déduit que n=XPYq où (u, X, Y)
est un système de coordonnées locales analytiques de M en 0; ceci résulte immédiatement, par
exemple, du théorème des fonctions implicites de M. Artin [2]; un argument plus élémentaire
consiste à utiliser les résultats généraux sur les complétés des algèbres analytiques (voir par
exemple C. Houzel[13], théorème 3).

De telles coordonnées étant choisies, on montre comme dans [22], 1.2.3.1 que, en
composant les coordonnées X, Y par les injections canoniques (U^, 0) x(C2, 0) -> M, on
obtient des sections (pf=(X,, Y,) de ̂  sur U, telles que â(p=\|/. •

Remarque 4 . 3 . — Désignons par ̂  le groupe des transformations (formelles) de C x C2

enO, de la forme : (u, x, y)^(u, x ' ^ x . e ^ , y ' ^ y . e ' ^ ) où/eâ*.
L'application naturelle J: ̂ (^ 0)^-^0)^ qui à chaque cochaîne associe le jet infini

de ses termes le long de { 0 } xC2 est surjective (Borel-Ritt). Comme en 1.2, il est aisé
de voir que les deux surjections J et S induisent une bijection canonique de ̂ \^ sur
H^S1;^00).

Remarque 4.4. - Si le 1-cocycle vj/eZ1^; ̂ ) est Gevrey d'ordre ^(resp. ^-sommable
où .y =1+1 I k ) les résultats de [22], 1.4 et 1.5 montrent immédiatement que pour tout
(pG^0^; ̂ ) telle que ^(p=v|/, le jet infini J(p=(pe^ est Gevrey d'ordres (resp. k-
sommable).

4.5. Conséquences

Désignons par Ê le sous-anneau de C [[x, y\\ des séries formelles

/(x,jo= ^ ̂ ^r,
m, nïQ
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telles que les séries

A^E^x" et B,==^^r,
m^O n^O

convergent sur un même disque de rayon strictement positif, indépendant de m et n e f^J (mais
dépendant de/).

On a Ê = C { x} l[y] ] n C { y } [[x] ], et Ê s'identifie clairement au noyau de l'application
surjective(10)

C { x } [ [ y ] ] @ C { y } [ [ x ] ] ^ C [ [ x , y ] \ ,

((p, v|/)-^(p-v|/.

Chaque élément/de Ê définit un champ Taylorien formellement holomorphe, au sens de
^ojasiewicz[17] sur le germe d'ensemble analytique (E, 0) (où E = { x = 0 } u { ^ = 0 } . En
effet écrire /sous la forme ^ A^(^) /î revient à l'interpréter comme champ Taylorien le long

TîSO

de l'axe des x au voisinage de (0,0); de même l'écriture ^ ^^(y)xm fournit un champ
m^O

Taylorien le long de l'axe des y , et les deux champs coïncident à l'origine. Inversement tout
champ Taylorien formellement holomorphe le long d'un voisinage de (0,0) dans E est défini
par un élément de Ê.

On vérifie sans difficulté que Ê s'identifie au complété formel de C { x, y } le long de E.
Munissant C2 de la fibration singulière n : C2 -> C, n(x, y)=xp y ' 1 (où p et q sont des

entiers strictement positifs premiers entre eux), introduite précédemment, on peut donner
une autre interprétation de Ê. On note p : C2 -> C3 l'application p(x, y) =(n(x, j)), x, y), et
on pose

Ê,=p*C{x,^}[M] (où (u,x,y)eC3).

L'espace vectoriel topologique F étant du type Fréchet, ou DFN, on a défini dans [22], les
espaces de séries formelles Gevrey d'ordre s > 0 : F [[u] ]„ et de séries formelles Â:-sommables :
F { u }, (k = 1 /(s — 1)). L'espace C { x, y } étant muni de sa topologie DFN naturelle, on pose,
pour s>l

B^=p*C{x,^}|ML et B,,,=p*C{^}{M},

On vérifie facilement que B „ = B est indépendant du choix de 71, tandis que B „ s et B^ ^ en
dépendent. (L'ordre de Gevrey au sens classique [18] de/eB^ en (x, y) est
(s-\-p-}-q—1)/(/?+^).) On dira que/ e È^ s (resp. / e B^,,) est une série formelle (s, p , q)-
Gevrey [resp. (k, ̂ ^)-sommable]. (La notion de resommabilité à plusieurs variables reste peu
claire. Celle que nous venons d'introduire est adaptée aux applications que nous
développerons plus loin.)

Désignons par D^ => D^ le groupe des difféomorphismes (formels) de C" en 0 de la forme :

( x , y ) - ^ ( x . e q f , y . e~ p f ) où /eÊ=Ê^

(10) Dans la notation C { ^ c } |[y|], C { x } est pris avec sa topologie DFN (comme dans [22]).
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Les éléments de £)„ se conçoivent comme les difféomorphismes analytiques du voisinage
infinitésimale ordre infini) de (E,0) dans C2 préservant lafibration n.

Introduisons maintenant le faisceau d'anneaux B^ sur S1 défini comme suit; pour chaque
aeS1, un élément de la fibre B^ a est le germe en OeC2 d'une fonction/

Û H A - ^ C (oùÛ=7c- l(U) et U=U(R,9)c :C

est un secteur fermé de bissectrice a.lR'1', d'ouverture 29 et de rayon R; A est un
polydisque fermé de centre 0 dans C2, d'intérieur non vide) qui est analytique à l'intérieur
de C n A, et<^00 au sens de Whitney sur le fermé Û n A. Le jet infini d'une telle fonction
le long de E n A est un élément fe B^.

Désignons par D^ le faisceau de groupes sur S1 dont la fibre en ae S1 est constituée des
transformations (x, y) -> (x. e^, y . e~ qf), ouf e B^ „ et enfin par D^ <= D^ le sous-faisceau
des transformations infiniment tangentes à l'identité le long de (E,0), c'est-à-dire telles que
/e B,̂  soit plate sur (E,0) (f==0).

Nous allons déduire du théorème 4.2 le :

COROLLAIRE 4.6. — Soit ^U un (bon) recouvrement ouvert de S1. L'application cobord de
Cech S : ^°(^; D^) -^ Z1^; D^) est surjective.

Preuve. — Ce résultat est essentiellement la restriction du théorème 4.2 à la surface
£<=CxC 2 graphe de la fonction u==K(x,y)=xpyq, identifiée à C2 par le choix des
coordonnées x, y.

Soit donc {v|/^. +1} e Z1 (^f; D^), où \|̂ . , +1 est défini par une fonction/, , +1 section de B^
sur U, ^ i, plate le long de (E, 0). Cette fonction s'interprète comme une fonction définie sur
un voisinage de 0 dans S n(U^ ̂  x C2). D'après le lemme 4.7 établi ci-dessous, elle se
prolonge à un voisinage de 0 dans U^+i xC2 en une fonction/ ,+i section plate du
faisceau^ sur U, ,+ i (considéré ici comme germe de secteur de C, et non comme ouvert
de S1). Les fonctions /\+i définissent un 1-cocycle {iJ^+i JeZ^^; ̂ ), et le
théorème 4.2 fournit une 0-cochaîne {(pje^0^; ̂ ) telle que 5$=^. Par définition la
transformation (p, laisse Sn(U,xC2) invariant, et induit donc un germe de
difféomorphisme (p,; de Û^ = n ~1 (U,) c: C2 « S. Il est immédiat de vérifier que (p, est bien une
section de D^ sur U,. •

LEMME 4.7. — Soit f une section plate de B^ sur U, considérée comme définie sur un
voisinage de 0 dans £ n (U x C). Alors f admet un prolongement/section plate de SS sur U.

Preuve. — Soit V<=U un sous-secteur fermé; la fonction/est définie, pour M e V e t | | M [ |
assez petit, sur l'ensemble Q^ = Ey n Q = {(x, y ) / n (x, y) = u} n Q, où 0 est un voisinage de 0
dans C2. La platitude signifie que || /^(x, y) || = 0( || u ||n) pour tout n. Considérons alors dans
C2 des coordonnées (Ç, T|) telles que la fonction soit régulière en r\ (par exemple
x=Ç-hr|,^=ii. Pour tout u^O et Ç assez petits, l'équation n (^, T|)=M admet r racines
distinctes (r=p^-q si u=xpyq) r|i, . . . , T|, telles que les points (Ç, r|i), . . . , fé, r(,) soient
dans 0. Définissons alors /^(Ç, r|) comme le polynôme de degré r — 1 en tel que
/«fé» ̂ ^/«(^ îh) (interpolation de Lagrange). Les propriétés élémentaires de
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l'interpolation permettent de montrer que la fonction /ainsi définie satisfait à toutes les
conditions requises.

Le lecteur constatera que pour les applications aux équations différentielles traitées plus
loin le lemme 4.7 est en fait inutile : le prolongement cherché étant donné par le choix d'une
intégrale première.

Remarque 4.8. - La version sommable du théorème 4.2 (voir remarque 4.4) a un
analogue dans le présent contexte : la restriction à la sous-variété S des 1-cocycles k-
sommables définit les 1-cocycles (k, p , q)-sommables\ ils sont les cobords d'éléments (k, p, q)-
sommables de I\, c'est-à-dire de la forme (x, y)\->(xf==x.eqf, /=j;.^~^) où fe B^ 5
(s=l+l/k, voir 4.5).

Il reste à mentionner que nous ferons aussi usage, dans la suite, des applications « cobord
abélien » :

8^ : ̂ °(^; Se) -^ Z^; ^) et 8^ : ̂ °(^; BJ ̂  Z^; B;),

définies par ô^{/J=={/^.=/^-/^.}. Ces applications sont également surjectives (voir [11},
théorème 3.2.1, p. 82), et induisent des surjections entre cochaînes sommables et cocycles
sommables.

5. Synthèse des équations différentielles résonnantes

Considérons d'abord, pour simplifier l'exposé, l'équation

œ = 0)1 ^ =(1 + ̂  u) du — uy dx = 0 (u = xy = n (x, y)),

son intégrale première H=Hi ^=xu~Kexpl/u, et son espace de feuilles ^i^id. Les
notations sont celles des paragraphes 3 et 4.

La première remarque importante est que H (resp. 1/H) est une section plate du faisceau
B^ sur Ui o = U _ (resp. sur UQ , i=U+) .

Soit maintenant (p =((po, (poo)e Dl^\ (S2; 0, oo), définissant la variété J^ ^ <p. Par analogie
avec ce que nous avons fait pour les difféomorphismes, nous allons construire une équation
holomorphe admettant ^i ,^<p comme espace de feuilles. Pour cela, on commence par
associer à (p le 1-cocycle FeZ^^f; D^) défini par

H o F _ = ( p o o H et H o F + = ( p ^ o H (résumé en HoF=(poH) .

Ces définitions sont consistantes. — En effet, si l'on pose, comme en 1.6

(poOO^^ et (p^(z)=z^œ(l/z),

où z est une coordonnée sur S2 = C u oo et ïo, Ï^ sont des germes de fonctions holomorphes
nuls en 0, on obtient

p f . x ' = x e x p Y o ( H ) ^ f x^xexpy^l/H)
~ [ y ' = y exp - yo (H) ' + [ / = y exp - y^ (1 /H) •

qui sont bien des sections de D^ sur U_ et U+. •
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Les difféomorphismes F_ et F+ s'interprètent d'ailleurs très simplement : ils réalisent, sur
Û_ et Û+ dans C2, les permutations de feuilles définies par (po et (p^, en préservant la
fibration n.

PROPOSITION 5.1. - On a

F*œ=^s.o) où s=(s_, s^eZ1^', BJ est le 1-cocycle plat défini par :

^-=l+Hoyo(H) et é^l+H^oY^H-1).

Preuve. — On écrit ©=M2âŒ^/H, et en remarquant que F préserve u il vient

_ 217*^ 2J(P(H)^^-r^^nr
d'où le résultat.

Remarque 5 . 2 . — Les transformations précédentes sont les seules sections locales de D^
qui laissent invariante feuilletage œ == 0, si on leur impose la restriction d'induire l'identité sur
E=7l-l(0). En particulier, il n'existe aucun germe de section de D^ aux points ±?eS1

préservant ce feuilletage. Tout ceci se voit comme en 1.6.
Remarquons encore que les cocycles FeZ1 (^f; D^°) et seZ1 (^; B^) sont (1.1.1)-

sommables, au sens de 4.8.

THÉORÈME 5.3.- Soit N e ̂ ° (^; D^) telle que ô N = F, et soit N e D^ le difféomorphisme
formel associé. Alors :

(i) La forme (N~1)* œ est semi-holomorphe, et F on a plus précisément:
^ f°(N~ l) ' l tœ=œ((p) où feÊ est telle que ^f=soN~1 , et œ((p) est une forme holomorphe.

(ii) La forme œ((p) admet u2 .e1 comme facteur intégrant, c'est-à-dire que œ((p)/M2 e1 est
une forme fermée.

(iii) L'espace des feuilles de Péqua tion œ ((p) = 0 es t la varié té ̂  i ̂  ̂  e t les holonomies de ses
variétés invariantes sont g^ ^((p) et g^ ^-i((p).

Preuve. — (i) Considérons lesformes différentielles a^=(N^~1)* œ, ;=0,1, et a=(N~1)* œ.
Les coefficients de o^ sont des sections de B^ sur U^, et a est le jet infini de o^ le long de
E=7^1(0).

Les égalités F_ =Ni~1 oNo et F+ =No 1 oN^ donnent alors, compte tenu de 5.2

a^^-oNo^ao sur U_,

ao=^ + oNi - l al sur U+.

Les fonctions .y _ oNo 1 ets+ oNi"1 sont encore des sections plates de B^surU_ et U+; elles
définissent donc un 1-cocycle ^ o N ~ 1 eZ1 (^; B^); soit :

l=(lo,li)e^°(^; B,) telleque ^l=^oN-1 ;

on a par construction

elooaiQ=ell oa^ sur U_ et U+.
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II en résulte que ^"(N - l)*œ est bien holomorphe, où test le jet infini de la cochaîne (
le long de E=7t- l(0).

(ii) Est alors évident, en remarquant que

œ (cp)/u2 ^=(N~1)* — (N laisse u invariant)
u2

et que (ù/u2 est fermée.
(iïi) Le fait que l'espace des feuilles de œ((p) est <^\ ^ ^ est évident par construction. Les

holonomies des variétés invariantes de ©((p) sont formellement conjuguées à celles de œ, car N
est un difféomorphisme du voisinage infinitésimal de E=7^~ l(0) (induisant l'identité sur E)
qui conjugue les équations œ=0 et œ((p)=0. Les espaces d'orbites des difféomorphismes
d'holonomie étant toujours identiques à l'espace des feuilles de la forme considérée (11), les
résultats du chapitre 1 complètent la démonstration. •

5.4. CAS GÉNÉRAL

Nous considérons maintenant l'équation

^=^p/^k^=P^+(^-^uk)ydx+q(l+^uk)xdy=Q (u==K(x,y)=xpyq),

son intégrale première

îî=îîp^k^=x~ny~mu~^~mp)/pqexp(l/pqkuk) (mp-nq=l)

et son espace de feuilles ^^-mp)ip^ id.
Les fonctions H et 1/H définissent alternativement des sections plates du faisceau B, sur

les secteurs
U,-=U2,- inU^. et U^=U^.nU^i,

relatifs au recouvrement canonique^ de C^ (en 2k secteurs).
Étant alors donné (p e [Diff^ (S2; 0, oo)]*, on lui associe, comme dans l'étude précédente, un

1-cocycle FeZ^; D^) dont les éléments préservent le feuilletage ©=0 sur le domaine Û
correspondant. Si l'on pose

f x/=xeqf

F^ , _ . où feZ1^; B?),I y == w? ' • '

le cocycle/est défini par les mêmes formules que dans le cas particulier déjà traité. Mais on
obtient ensuite

¥*oî=e(q~p)foes(ù,

où seZ1 (^l\ B^°) est défini par les mêmes formules qu'en 5.1. Le cas p / q ^ 1 se distingue
donc du cas p / q = l (i.e.p==q=l).

(u) Si T est un germe de transversale à la séparatrice (en un point distinct de l'origine et suffisamment voisin de
celle-ci), le saturé du germer par le feuilletage^^ est un germe de voisinage de 0 privé de la trace de l'autre
séparatrice (cf. démonstration du lemme 2.2).
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THÉORÈME 5.5. - (0 Si 3ÏS[=F(NeDJ, la forme ^'(N-1)* œ=œ((p) est holomorphe,
où t e Ê est telle que 8^ f' = ((q -p) /+ s) o N~1.

(ii) Lu s^ne formelle pqxyuke\ où feÊ ^ ^fk ^{^ 8^î==s°1^~1, est un facteur
intégrant de œ ((p).

(iii) U équation œ((p)=0 û 7?OMr espace de feuilles le chapelet ^ k,^-mp}ipq,^ et ses

difféomorphismes d'holonomie sont les difféomorphismes formellement conjugués à
e-^i^g^i^ ^™o^,a-i)^

et de même classe caractéristique (p.
La démonstration est la même que celle du théorème 5.3.

5.6. CONCLUSION. — Au terme de cette étude, il est donc établi que tout difféomorphisme
résonnant est Pholonomie d'une équation différentielle résonnante, et que la classification des
équations équivaut à celle des difféomorphismes.

La relation entre les difféomorphismes d'holonomie des deux variétés invariantes d'une
même équation est aussi élucidée par la discussion précédente.

Faisons encore une remarque générale sur la classification formelle des équations.
Soit œ==0 une équation résonnante analytique. Si elle est formellement isomorphe à sa

partie linéaire, il est bien connu (voir par exemple Brjuno [3]) qu'elle lui est analytiquement
isomorphe. Sinon, elle est, d'après les résultats précédents, formellement isomorphe à l'une
des équations co^ ^ îi=0- II est facile d'autre part de vérifier que ces équations sont toutes
formellement distinctes. On en déduit qu'elles classifient les équations résonnantes du point
de vue formel (avec les formes linéaires py dx-\-qxdy). On notera en particulier que deux
équations résonnantes formellement isomorphes ont des holonomies formellement
conjuguées. Ces derniers résultats, ici conséquences du théorème 5.5, sont en fait de nature
élémentaire et « bien connus ».

Par contre, nous allons voir que la méthode employée dans notre « synthèse » fournit
quelques renseignements plus précis, et peut-être dignes d'intérêt, sur la structure des
équations résonnantes.

6. Quelques propriétés générales des équations analytiques résonnantes

THÉORÈME 6.1.- Soit œ ==p (1 + a) y dx + qx dy == 0 (q e C { x, y } nulle en 0) une équation
analytique résonnante. Alors, ou bien œ est analytiquement isomorphe à sa partie linéaire, ou
bien il existe un système de coordonnées analytiques dans lequel

(1) çù=p(\^ukb(x,y))ydx^qxdy=Q,

où be C { x , y ] est une unité, u=xp y11 et k est un entier ^ 1.
Ce résultat est établi par Dulac ([32], p. 74-77), en utilisant une méthode élémentaire

de séries majorantes. Dulac démontre d'ailleurs un théorème plus précis : quel que soit
rentier positif n, il existe des coordonnées analytiques pour lesquelles on a, dans (1)

b(x,y)=P(u)^xrysc(x,y),
où P est un polynôme de degré n, et r > pn, s > qn.
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Le théorème 6.1 est aussi conséquence immédiate des résultats de 5 : si œ est non
linéarisable, elle est isomorphe à une (et une seule) des équations œ^ ^ ^=0, et celles-ci
sont évidemment, par construction, de la forme (1). (Remarquer que l'entier fe (invariant
formel) est déterminé par un jet d'ordre fini de œ en 0.)

Il s'interprète géométriquement ainsi : tout feuilletage analytique résonnant est transverse,
en dehors de ses variétés invariantes, à unefibration analy tique n dont le type topologique est
défini par la partie linéaire du feuilletage.

De même que dans ([22], 1.2.2.3, p. 99), on peut montrer que toutes les « fïbrations
transverses » à une équation donnée co = 0 sont équivalentes, c'est-à-dire qu'elles s'échangent
par un difféomorphisme analytique local de C2 qui laisse invariante chaque feuille de œ.

On est alors conduit naturellement à considérer le problème suivant :
Les entiers p, q étant fixés, classifier les équations (1) module le groupe D^ des

difîeomorphismes locaux de C2 laissant n invariante (ou, un peu plus généralement, modulo
le groupe D^ des difféomorphismes compatibles avec 71, c'est-à-dire relèvements d'un
difféomorphisme local de Cy). On a des problèmes analogues avec les groupes de
difféomorphismes formels D^ et D^.

La classification modulo D^ conduit aux formes normales œ^ ^ ^ déjà vues. Il y a mieux :
on a le même résultat avec le groupe D^ c: D^ constitué par les difféomorphismes formels qui
relèvent un difféomorphisme local analytique de Cy.

La classification modulo D^ conduit à des formes normales polynomiales comportant
k invariants formels (au lieu du seul À, précédent). De plus, le groupe D^ opère simplement sur
l'ensemble des équations (1).

Nous ne démontrerons pas ces assertions, qui n'offrent pas de difficulté (voir [34]).
Pour l'intelligence de la suite, il est utile de garder en mémoire le fait suivant :
Étant donnée une équation analytique (1), on peut toujours, quitte à modifier u pat un

difféomorphisme analytique de Cy, supposer que cette équation est isomorphe à (ùp^ ̂  == à^par
un unique élément de D^, que nous nommerons transformation normalisante de œ.

Remarque. — Les équations résonnantes

(1) (ùp/^k^W=P^+ukb(x,y))ydx+qxdy=0

synthétisées au paragraphe 5, avec (pe[Diff\(S2; 0, oo)]^ donné, ont la propriété plus
« globale » suivante : la fonction analytique b est définie et holomorphe sur un voisinage
ouvert de E= [xy=0] (effilé éventuellement à l'infini).

Ceci tient au fait que le cocycle FeZ^^; D^) associé à (p est défini le long de tout
l'ensemble E, et le corollaire 4.6 peut être appliqué sur des domaines arbitrairement grands.

Il en résulte le fait suivant. Soit T : (C, 0) -^(C, 0) un germe de difféomorphisme
analytique résonnant; il existe une équation différentielle holomorphe œ = 0 sur un voisinage
de C x { 0 } c C 2 telle que :

(i) œ admet pour seul point singulier (0, 0);
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(il) C x { 0 } est une feuille de l'équation;
(iii) L'holonomie de C x { 0 } , calculée sur la transversale { x = 1}, est égale à T.
Pour le démontrer, on considère l'équation (1) construite avec les invariants p / q , k, À, et (p

de T. Soit T l'holonomie de cette équation, calculée sur la transversale { x = l } ; par
construction, T est analytiquement conjuguée à T, par un germe de difféomorphisme
y^y^hÇy). On applique alors à (1) le difféomorphisme (x, y)i-»(x, h(y)), et l'on obtient
l'équation cherchée.

Cette construction est à rapprocher des remarques de Arnold ([l], chap. 5, H, p. 192-193).

6.2. Sommabilité des transformations normalisantes
et des facteurs intégrants

Revenons à la synthèse faite en 5.4 et 5.5. Étant donné (pe[Diffi(S2; 0, oo)]^, nous lui
avons canoniquement associé des cocycles F e Z1 (̂  D^),/et s e Z1 (^; B?), puis des séries
formelles N : (x, y) \->(x. e.^, y. e ' ^ , î et î\ ces trois séries (f, î et î) sont des éléments de
l'anneau Ê (cf. 4.5). Nous affirmons qu'elles sont (k, p , q)-sommables.

Pour le voir, on considère l'intégrale première H=x~n.y~m.u~^~mp)/pqel/pqkuk comme
définissant (en utilisant alternativement H et 1/H) un élément de Z1 (^; ^°°), en la traitant
comme une fonction H des trois variables indépendantes u, x, y. Ce cocycle est Â:-somm^ble,
carH(ou 1/H) esta décroissance exponentielle sur des secteurs d'ouverture n/k(cf. [22],p. 89-
91).

Grâce à (p, on définit alors un cocycle F e Z1 (^; ̂ ) qui induit F par l'homomorphisme
canonique Q)^ -> Q)^. Le cocycle F est lui-même fe-sommable, et de la forme (u, x, y) ̂  (u,
x.e^, y . e'P^ où/eZ1 (^; ^Go) est Â:-sommable et donne/par restriction de ̂  à B^. On
définit de même un cocycle ^-sommable ïeZ1^; ^Go) dont la restriction à B^ est s.

On applique ensuite à 3F le théorème 4.2, pour obtenir une 0-cochaine N e ̂ ° (^; ^) et
son jet infini Ne^, qui induisent respectivement N et N; en posant
N(M, x, y)=(u, x.^0, y . e ' F 9 ) , la série g est donc Â:-sommable, et sa restriction g est bien
( k , p , ç)-sommable. Le cocycle \(q-p)f+ ï ) oN~ 1 est aussi /r-sommable; on en déduit, par
un argument évident analogue au prédédent, la (À-, p , ^)-sommabilité de î et de /.

Finalement, dans réganté û^q^^'.CN"'1)'1^ du théorème 5.5, les séries g (définis-
sant N) et î sont éléments de Panneau C {x, y} {xPy^y (s= 1 + 1/fe). Il en est de même du
facteur intégrant pqxyîfe1 de œ((p). Remarquons ici que œ((p) admet un unique facteur
intégrante à une constante multiplicative près; en effet, le rapport de deux facteurs
intégrants (formels) d'une forme différentielle est une intégrale première méromorphe
(formelle) de cette forme, donc, pour (o((p) comme pour cùp^ ^ ^, une constante.

Du point de vue de l'analyse des formes différentielles résonnantes, nous pouvons
reformuler les observations précédentes dans le

THÉORÈME 6.2.1. — Soit o)=p(\+uka) ydx + qxdy =0 (a 6 C {x, y} est une unité)
une équation analytique résonnante, formellement isomorphe modulo D^ à cùp/^ ^ ^=0.
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(1) L'unique transformation NeD^ normalisant œ est (k, p , q)-sommable.
(2) On a w=el/. (N"1)*®^^ où V est une série (k, p, q)-sommable.
(3) Le facteur intégrant formel de œ s'écrit pqxyuk e1 où î est une série (k, p, q)-sommable.
De ce théorème on déduit immédiatement la ^-sommabilité (resp. ̂ -sommabilitç) des

transformations normalisant les holonomies des deux variétés invariantes de œ.
D'où le :

THÉORÈME 6.2.2. — Soit g un difféomorphisme analytique résonnant de partie linéaire
a =e2lnp/q, formellement conjugué à a ogqk, ^. Alors le difféomorphisme de conjugaison en qk-
sommable.

Ce dernier résultat a déjà été établi par Ecalle par une méthode différente (fonctions
résurgentes) qui fournit d'ailleurs beaucoup plus de précisions sur le difféomorphisme de
conjugaison ([9], [10])

Nous allons terminer par une observation amusante relative aux facteurs intégrants des
formes résonnantes, qui explique et généralise un résultat récent de Cerveau-Mattei [7].

PROPOSITION 6.2.3. — La connaissance du facteur intégrant formel (r2) d'une équation
résonnante (formellement isomorphe à œ^ ^ y ) suffit à déterminer les invariants analytiques
de cette équation.

Preuve. — Désignons par î le facteur intégrant de la forme œ considérée. Il s'écrit
î=pqxyukel dans un système de coordonnées analytiques convenables, avec u=xpyq

[cf. théorème 5.5 (ii)]. De la troisième partie du théorème 6.2.1 il résulte que test
(fe, p, ^)-sommable, et admet (voir [22], p. 90) une somme canonique l={l^}e(^o(^•, B )̂
(la fibration n est ici définie par u). On a donc, en reprenant les notations du théorème 5.5

(1) B/=^oN- 1 ,

où Ne^°(^; D^) est la cochaine normalisant œ, et seZ^^, B^).

L'équation (1) détermine les inconnues s et N. Supposons en effet que s, N et J, N en soient
deux solutions. On aura ^ o N - l o N = ^ ; remarquons maintenant que s et ï sont, sur chaque
secteur U^ n U\-+î, des intégrales premières non triviales de œ / ^ ^ (il suffit de se repporter à
la proposition 5.1); on en déduit que, pour tout ;, N^~1 o N^ préserve le feuilletage œ^/g i ^ = 0
sur un ouvert de Û^-, et donc sur Û^ tout entier par prolongement analytique. D'après la
remarque 5.2 (étendue au formes normales générales), ceci implique que N^=N^. •

Remarque. — La démonstration qui précède montre en particulier que si une forme
résonnante, formellement isomorphe à (ùp/q ^ ̂  admet un facteur intégrant holomorphe, alors
elle est analytiquement isomorphe à sa forme normale. C'est là le résultat de Cerveau-Mattei
évoqué plus haut.

(12) Dans des coordonnées analytiques bien entendu !
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6.3. Comparaison avec le cas des équations résonnantes dégénérées

Nous poursuivons ici les considérations de la remarque 3.1.
Soit une équation analytique dégénérée

Oî=uk+ldx-(l-^-a(^,x))xdu=0 (où û(0, 0)=0).

Son image inverse par l'éclatement de Hopf p(u=xy) définit un germe d'équation
résonnante non dégénérée, de partie linéaire x d y - } - y d x . Si (pe[Difï\(S2; 0, oo)]^ est
l'invariant analytique de o), on rappelle (cf. [22], p. 106) que les germes (p^ sont définis par des
translations de C. Il est par ailleurs évident que (p est aussi l'invariant analytique de p*?5.

Ceci montre qu'en général une équation analytique, formellement isomorphe à œ^ ^ ne
pourra pas être obtenue par éclatement de Hopf (et changement éventuel de coordonnées
analytique) à partir d'une équation dégénérée (formellement isomorphe à œ^ ^ >; une
condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que sa classe caractéristique (p ait
la propriété : les germes (p1^ sont des translations.

Au passage, faisons une remarque sur l'espace des feuilles d'une équation dégénérée (nous
considérons pour simplifier le cas où k= 1)

(ù==u2dx-(l-\-a(^, x))du=Q.

Supposons que œ est formellement isomorphe à ©^ ^ et a pour invariant analytique
(p e Diff^ (S2; 0, oo); posons (pp = ̂  et (poo = T (translation de C). Une étude analogue à celle de
3.1 montre que l'espace ^(œ) des feuilles de s'obtient ainsi :

(a) Si ï^Id, soit O^r^eS2. Alors ^(©) est la variété non séparée à une dimknsion
définie, en partant de S2, par l'identification d'un voisinage ouvert de 0' à un voisinage de 0 via
l'application a_^.\|/.

(b) Si ï==Id, ^(œ) est l'espace quotient de S2 par le germe en 0 du difféomorphisme
o_^ov|/.

7. Équations algébriques et équations analytiques

Nous dirons qu'une équation G)=O est algébrique si elle peut s'écrire (à un facteur
inversible près) A dx+B dy=0, avec A, BeC[x, y]. Notre description des «espaces de
modules » d'équations résonnantes et des considérations « du type de Baire » permettent de
penser qu'il y a « assez peu » de germes d'équations résonnantes contenant une équation
algébrique dans leur orbite analytique. La conjecture suivante (sur laquelle D. Cerveau a
attiré notre attention) parait donc raisonnable.

CONJECTURE. — I I existe un germe d'équation analytique résonnante œ=0 qui n'est
analytiquement équivalent à aucun germe d'équation algébrique.
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CHAPITRE III

CLASSIFICATIONS TOPOLOGIQUE ET DIFFÉRENTIABLE
DES DIFFÉOMORPHISMES ET ÉQUATIONS RÉSONNANTS

1. Classification topologique

Nous donnons ici une autre démonstration des résultats de Camacho [4] et Camacho-Sad
[6], concernant respectivement les difféomorphismes et équations résonnants.

Deux difféomorphismes analytiques locaux de C en 0(resp. deux équations holomorphes à
l'origine de C2) sont dits ̂ -conjugués (resp. ^-isomorphes) s'il existe un homéomorphisme
local de C(resp. C2) qui conjugue ces deux difféomorphismes (resp. transforme toute feuille
d'une équation en une feuille de l'autre).

THÉORÈME 1 . 1 . — Deux difféomorphismes analytiques locaux résonnants de (C, 0) s^nt ^°-
conjugués dès qu'ils le sont formellement.

THÉORÈME 1.2. - Soient deux germes en OeC2 d'équations différentielles analytiques
résonnantes, de partie linéaire pydx-\-qxdy(p, q^G). S'ils sont formellement isomorphes, ils
sont ^-isomorphes.

Compte tenu des résultats du chapitre II, le théorème 1.1 se déduit facilement du Second;
nous en donnerons cependant une démonstration directe et très simple; celle du théorème 1.2
utilisera le même principe, mais comporte une difficulté technique supplémentaire.

Camacho et Sad ont aussi démontré que, parmi les invariants formels p / q , k, À,, seuls les
deux premiers sont des invariants topologiques; ce point peut être vérifié directement sur les
formes normales.

Le théorème 1.2 ci-dessus ne mentionne pas les équations résonnantes dégénérées (i. e. de
partie linéaire y dx, cf. [22]). La méthode élaborée dans la suite devrait permettre l'étude de
leur classification topologique, qui reste cependant non évidente.

2. Homéomorphismes entre chapelets de sphères

Les variétés (de feuilles ou d'orbites) ̂  ̂  ̂  et ̂  ̂  ^ sont homéomorphes (et mê^ne <roo-
difféomorphes).

Pour le montrer, reprenons les notations de 1.10, et soit cp =((po, (p'oo) e [Diff^ (S2; 0, oo)]^.
Prolongeons chacun des germes (po (resp. (p1^) en un difféomorphisme (réel<^00) global de S2 à
support dans un voisinage de 0 (resp. oo) que l'on peut choisir aussi petit que l'on veut. On
obtient ainsi un difféomorphisme global

2k-l 2k-l

U s2- U
1=0 1=0

<i>=(^<>): Us 2 - U s2
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(II = somme disjointe). On vérifie alors aisément que 0 induit par passage au quol)ient un
difféomorphisme de y ̂  ^ <p sur ^' ̂  ^ ^.

Il est aussi facile de voir que ^' ̂  ^ ^ est difféomorphe à ̂ \ o, id •

3. Démonstration du théorème 1.1

Nous nous contenterons de la donner dans le cas p=q= 1 et À,=0.
Nous considérons donc, en reprenant les notations de 1.6, le difféomorphisme

g^ Q(x)=x/(l-2i7ix) et son intégrale première îî(x)=el/x.
Soit (p=((po, (poo)e Diff^S2; 0, oo) etg=gt,o(^) un difféomorphisme local formdllement

conjugué à g^ o, de classe caractéristique (p.
Le choix de prolongements (po, (poo (comme en 2 ci-dessus) définit un difféomorphistne (p de

l'espace des orbites ̂ r^ o, <p de g sur l'espace des orbites ̂ ^ o, id de ̂  o. Nous allons voir que
ce difféomorphisme se relève naturellement en un homéomorphisme local \|/ de C en 0,
conjuguant g et g^ o (attention : \|/ ne sera pas <^1 à l'origine).

Pour cela, nous remplaçons d'abord le recouvrement canonique ouvert de 1.6 par un
recouvrement en deux secteurs fermés UQ et U\ de même rayon, de bissectrices ;. IR - ^t i. IR4',

d ' ouvertures < 2 n. Nous posons encore U o n U i = U _ u U + . L e rayon est choisi as$ez petit
pour que (po o H et (p^ o H soient holomorphes sur les intérieurs de U_ et U+ respectivement.

Le 1-cocycle défini par (p est donc maintenant représenté par des fonctions/_ et/+ définies
sur U_ et U+ par les relations :

Ho/_=(pooH et Ho/^=(p^oH.

Toujours d'après 1.6, le difféomorphisme g peut être défini, sur un voisinage de 0 è C, par
deux égalités :

^=^°^ .o°^~ 1 O'=0, 1),
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où h, est une fonction définie sur U,, <^00 et tangente à l'identité en 0, représentant une
section du faisceau G (transformation normalisant g sur H) vérifiant les relations

f_=h^loho sur U_ et f^=hQloh^ sur U+.

Le point clé consiste alors à utiliser (po et (p^ pour prolonger f_ et/+ à U^ et Ui
respectivement, en des fonctions /o et /i définies par

ïïofo=^>ooîî et Ho/ i=(p^oH.

En posant

(po(z)=z.expYoOO et (p^(z)=z.exp Yoo(l/z)

(où Yo et y oo sont des fonctions continues bornées sur C, analytiques dans un voisinage de 0 et
oo respectivement), on obtient

y y

/ow= l+..yo(^)' ^'l-^-1/-)-

Ces fonctions sont continues en 0, puisque Yo et Yoo sont bornées (mais elles ne sont pas<^71

en 0, et YoO71^)» Yoo (e- l/x) ne sont 7^ continues en 0; ce dernier point, qui n'est pas gênant
ici, se révélera l'être quand nous étudierons le cas des équations différentielles). Par
construction, elles définissent des homéomorphismes de Uo et U^ sur leurs images, et ces
homéomorphismes commutent avec g^ o; de plus /o =Id sur U+ et /i =Id sur U.

On déduit de tout ceci que Ào°/o 1 et ^i °/r1 sont définis sur des secteurs Uo<=Uo et
U'i <= Ui recouvrant toujours un voisinage de 0, et coïncident sur Uo n U^ ; ils définissent donc
un homéomorphisme local de C conjuguant g et g^ o. •

4. Démonstration du théorème 1.2

On considère ici les feuilletages ^f et J^ définis par les équations

œ^,,,,=0 et œ^^((p)=0 où (pe[Diffi(S2; 0, oo)]^

II s'agit de montrer l'existence d'un homéomorphisme local de C2 en 0 transformant
J^fy en Jêf. ̂ omme dans le cas des difféomorphismes, cet homéomorphisme sera un
relèvement v|/ à C2 d'un homéomorphisme q> : ̂  x. <p -^ ̂ k x id (espaces des feuilles de
^<p et Jêf).

Il y a une difficulté technique, due au fait que \|/ ne peut pas préserver la tibration
7i(x, y)=xpyq : si \|/ préserve 71, elle n'est pas continue sur E=7c~ l (0) -{0 (cf. le
comportement des fonctions Yo^17") et Yoo^"1^) d^8 le paragraphe précédent). Ainsi le
théorème 1.2 qui, au vu du cas des difféomorphismes, paraissait a priori facile, nous a donné
quelques tourments... La démonstration que nous proposons nous a malgré tout paru un peu
plus simple que celle de Camacho et Sad, qui reste cependant plus élémentaire.
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Le point principal consiste à mettre en évidence une famille assez grande
d'homéomorphismes (essentiellement ^° ici) de domaines de la forme
Û =n~1 (U)(U = secteur de Cy), qui préservent le feuilletage canonique o^f. Nous traiterons
ce point dans le cas particulier où p=q= 1 et ^==0 (le cas général s'en déduit facilement).

LEMME 4.1. — Soit (ù^^Q=du—uydx=0, u = n (x, y) = xy, et îî^x.e11" l'intégrale
première de œ^o- Soient U et U' deux secteurs fermés de C^, de bissectrice i.R~ (ou
i. R^) avec ouv(U') < ouv(U) < 27t. Soit enfin q> : S2 -^ S2 un homéomorphisme global
de S2=Cuao, analytique et tangent à F identité en 0 et oo. Il existe un
homéomorphisme \|/ : (Û, E) -^(Û, E^Û^-^U), E^-^O)) tel que :

(i) ^|E=Id;
(ii) Ho\[ /=(poH;

(iii) 7io\|/=7i sur Û—Û'.
Montrons d'abord comment ce lemme permet d'achever la preuve du théorème 1.2,

toujours dans le cas p=q=l, ̂  == 0.
Soit donc cp=((po, (poo)eDiffi(S2; 0, oo), et désignons par ̂  le feuilletage défini par

l'équation œ((p)==œ^o((p)==0.
(1) On choisit deux secteurs fermés UQ et Ui, de bissectrices i.R~ et i. H^, recouvrant un

voisinage de 0 dans C., (voir la figure du paragraphe 3 ci-dessus). Les résultats de 11.5
fournissent des difféomorphismes locaux

N,-1 : (Û,,E)->(Û,,E) avec TCoN,-^ O'=0, 1),

qui transforment J^ en c^f sur Û^. On a de plus Ni"1 o No == F _ sur Û _ (resp. No 1 o Ni = F +
sur Û+) où F_ et F+ désignent les relevés canoniques (i. e. respectant 71) de (po et (p^ via H.

(2) Appliquons maintenant le lemme 4.1 à U = Uo, U' = UQ\UI , (p = (po = prolongement
de (po à S2. On obtient un homéomorphisme \|/o : (Ûo, E) -> (Ûo, E) tel que H o v[/o =i= (pç o H,
et la propriété (iii) signifie que \[/o==Id sur (Û+-», E) et \|/o=F_ sur (Û_, E).

On construit de même un homéomorphisme \|/i : (Û^, E) -^(Û^, E) tel que
Ho\|^ =(poo oH avec \|/i=Id sur (Û_, E) et v|/i=F+ sur (Û+, E).

(3) Réunissant les résultats de (1) et (2) on vérifie immédiatement que :

vl/ooNo^^oNi-1 sur (ÛonÛi .E) .

On a ainsi défini un homéomorphisme local de (C2, E) qui transforme ^ ^ en J^f. •
Indiquons maintenant rapidement comment on démontre le théorème 1.2

dans le cas général. On étend le lemme 4.1 au cas de coi ^ en remarquant que, pour tout
secteur UcCy, û)i^|u est ^-isomorphe à fâi ,o |u P^ 1e difféomorphisme
(x, y)\—>(x'=x, y ' =y/(l—u\og u))(u=xy). Le cas 7?=^=!, À,eC quelconque, se démontre
ensuite comme dans le cas précédent. On passe enfin au cas général en établissant de nouveau
un lemme analogue à 4.1 pour les formes canoniques cùp/g ^ ^; il s'en déduit par la remarque,
déjà faite en II. 3, que © / ^ ^ est l'image réciproque de oui ^ par une application ramifiée très
simple. •
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Démonstration du lemme 4.1.- L'homéomorphisme cp, compte tenu des hypothèses faites,
s'écrit (p (z) = z. e7 (z), où y : C -> C est une fonction continue, nulle en 0 et oo, donc bornée (elle
est même holomorphe au voisinage de 0 et oo, mais ce fait n'a pas d'utilité ici).

Le relèvement canonique(i. e. préservant lafibration 71) de (p à Ù — E s'écrit alors(<^. II. 5)

'x^x.e^
y^y^-nH)

où îî=x.el/u=x.el/xy.

Sa restriction à Û - LT est continue sur E, et y induit l'identité, car ^ l /u est infiniment petit
ou infiniment grand lorsque M^O dans ce domaine, et y(0)=y(oo)==0.

Il n'en est pas de même sur U', où la singularité essentielle de e11" se manifeste. On est donc
amené à modifier le relèvement canonique de (p sur U'.

Considérons l'homéomorphisme

7 r x H = H : Û ^ Û x C , Û = U - { 0 } ,
(x, y)^(u=xy, z=H(x, y)).

Il transforme le feuilletage ^ en le feuilletage « trivial » dz = 0.
Soit maintenant

\|/o : Û x C -> Û x C,
(M, z)ï->(uf=Uf(u, Z), Z'=(p(z)),

un homéomorphisme local le long de { 0 } x C . Un calcul immédiat montre que
\jf = H -1 o vj^o o H s'écrit

( x^jc.^"-17"'^^
(0) } ,./ ,. u' i/,.-i/,-,^ où u==xy, z=H(x,y).l / u ' - l / u - y ( z )y = y ^ . e

Nous allons définir une fonction u' : Û x C -> C telle que \|/ ait les propriétés (i) et (iii) du
lemme 4.1 [la propriété (ii) est assurée par construction]. Il est commode ici de poser t = 1 /u;
on travaillera donc dans des secteurs (toujours notés U, LT . . . ) de sommet oo dans C,.

Plan des /; V^V'+A.i
(A>0 défini ci-dessous)
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Choisissons une fonction ̂  / : Û -> [0, 1] telle que :

/=0 sur Û-Û';
/=! sur LT+î.A/2

et considérons, pour chaque zeC, le champ de vecteurs (<^30 réel) X^ défini sur U par

X,(r)=/My(z)^;

posons enfin t'(t, z)= image de t par le difféomorphisme exponentielle de X^. Il est alors
clair que :

(1) \t'-t\^\y(z)\ sur U;
(2) t ' = t sur U'-U;
(3) f=t+y(z) sur U"=U'-hA.i dès que A a été choisi assez grand (A ^ C.Sup|y|

c
où C est une constante dépendant uniquement de l'ouverture de U').

Nous affirmons que rhoméomorphisme \|/ correspondant a les propriétés (i) et (iii) du
lemme :

(iii) le fait que 7io\|/=7i sur U-U' résulte immédiatement de (2);
(i) le fait que v|/ se prolonge par continuité en l'identité de E = n ~1 (0) est conséquence des

expressions (0) et des propriétés (1) et (3). Soit en effet (x, y) un point infiniment proche de E,
et soit z=H(x, y\ Si u=xye\Jff on a (cf. (3)) 1/u-l/u'+y(z)=Q et u ' / u ^ l ' ^ Q ) montre
alors que ^ (x, y) est infiniment proche de (x, y). Si u=xyeV-\Jff alors H(x, y) est
infiniment petit ou infiniment grand; dans les deux cas y(z) est infiniment petit; (0) et (1)
montrent encore que \l/(x, y) est infiniment proche de (x, y). •

5. Classification différentiable

Nous considérons ici le problème de la conjugaison des difféomorphismes analytiques
résonnants (respectivement de l'isomorphisme des équations analytiques résonnantes)
relativement au groupe des difféomorphismes locaux de C (resp. de C2) de classe ^r,
r ^ 1 (du point de vue réel évidemment).

On a alors le curieux résultat suivant (déjà remarqué par Malgrange).

THÉORÈME 5.1.- Les invariants analytiques des difféomorphismes et équations résonnants
sont des invariants ̂ r pour r^l.

Ceci signifie que la conjugaison (ou Fisomorphisme) <^1 entraine, pour ces objets, la
conjugaison ou l'isomorphisme analytique!

Il suffit évidemment de donner la démonstration pour les difféomorphismes; en effet, des
feuilletages analytiques résonnants qui sont ^l -isomorphes ont nécessairement des
holonomies <^71-conjuguées.
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Nous allons nous borner à montrer que, si les difféomorphismes g=gi,o(^) et
g ' = ê1,0 (<P') sont ̂ l -conjugués, alors ils le sont analytiquement(le cas général se traiterait de
façon analogue).

Soitdonc^'==/o^o/~1 où /est un difféomorphisme local de classer1 deC=lR2enO. On
peut évidemment supposer que / est tangent à l'identité en 0. En reprenant les notations de
1.6, écrivons

g = h i - g ^ o ° h i ~ 1 et g^hi-g^o0^-1 (i=0, 1),

où h et h' sont des éléments de ^°(^; G).
On en déduit que :

W"10/0^)0^^0^"10/0^)'^^^ P0^ ^^

c'est-à-dire que f^h^1 of oh, commute avec ^o sur u»' le << difféomorphistoe » ~j\
s'interprète comme section sur U^ d'un faisceau défini de façon analogue à j^, en remplaçant
les fonctions analytiques par des fonctions différentiables (toujours au sens de WhitAey) sur
les secteurs.

En utilisant la coordonnée z = 1 / x (comme en 1.6.1) on voit que la matrice jacObienne
D/i de fi doit être constante sur les « demi-orbites » de ^o contenues dans U,. La
jacobienne à l'infini devant être l'identité, on en déduit que D/, = Identité en tout potot. Il en
résulte que /, doit être une translation, donc analytique, et / est alors elle-même
analytique. •

On a en fait ainsi établi un résultat un peu plus précis que le théorème 5.1. '

THÉORÈME 5.2. - Soit fun difféomorphisme local de classe ̂  (au sens réel) de C==R2

en 0, conjuguant deux germes de difféomorphismes locaux analytiques résonnants à l'origine
de C, alors f est biholomorphe.

6. Remarques sur le cas dégénéré

Nous nous proposons maintenant de revenir brièvement sur les « espaces de feuilles » des
équations résonnantes dégénérées et les problèmes que pose la classification topologique de
ces équations (cf. Martinet-Ramis [22], V.4 ).

On désigne par T le groupe des translations de la sphère de Riemann S2 (si TGT,
z(oo)=oo). Dans cette partie, on ne considérera que des symboles

(^, (p) (À-eC; (pe(Dijff\(S2; 0, oo)^ : cp=((cpo, ^))i=o,...,k-i)

tels que (p1^ eT(;== 0, . . . , k-1). A un tel symbole on peut associer un espace topologique
®^,<p de la façon suivante :

On considère la somme directe [J S2 et on recolle d'une part les sphères
j=0, ..., 2 k - 1

SJf+i et Sj,(f=0, ..., fe-1) par la translation q4 (qu'il y a lieu de bien distinguer du

4e SÉRIE - TOME 16 - 1983 - N° 4



CLASSIFICATION ANALYTIQUE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 619

germe de translation à l'infini (p1^ qui servirait à construire ^k.^,ç) et, d'autre part les
sphères Sj; et Sj,_i (f== 1, ..., k-1) par le ̂ rw^ (p^, les sphères Sg et S^-i par le ^rm(?
exp(—2ï'7iX)°(p^.

L'espace topologique ®^ (p n'est pas toujours muni naturellement d'une structure de
variété analytique complexe non séparée. La notion d'isomorphisme analytique entre deux
espaces du type ®j^ ̂  ̂  garde toutefois un sens évident, et plus précisément il existe une
action que nous n'expliciterons pas du groupe Z / k Z x C * sur les symboles du type
considéré ici telle que les espaces correspondants soient « analytiquement isomorphes ».

Si aucune des translations (p^0'=0, . . . ,Â;-1) n'est Videntité, l'espace ®^(p est
naturellement muni d'une structure de variété analytique complexe non séparée de
dimension 1. Inversement si toutes ces translations sont égales à l'identité, on peut attacher à
®,, ^ ^ un invariant topologique (« holonomie centrale ») qui est la classe de conjugaison dans
le groupe F du difféomorphisme exp ( - 2 i nk) o cp^ o (p^ o . . . o (p^~1. Il apparaît ainsi que la
classification topologique des espaces ®^ ^ ^ est bien loin d'être triviale : elle contient en
particulier (via « holonomie centrale ») la classification topologique des éléments de F, qui
n'est pas complètement connue. Nous nous contenterons de deux exemples (avec k== 1) qui
précisent une remarque de [22], V,4, p. 138-139

PROPOSITION 6.1. - (i) Si T e T, T ̂  id., pour tout \(/ e DijB\ (C, 0) les espaces ®i o, <^, -o et

®i, o, (id., T) sont homéomorphes.
(ii) Si ^ n'est pas réel, pour tout \|/eDiffi(C, 0), les espaces ®i^(^id.) et ®i,^id. sont

homéomorphes.
Pour prouver (i) on peut évidemment supposer que t (x)=x—l. On prolonge alors le

germe v|/ en un homéomorphisme global \|/ de la sphère S2 égal à l'identité en dehors du disque
de centre 0 et de rayon 1/2.

Par une variante globale de l'argument que nous avons utilisé pour établir le lemme
1.6.1., on montre que T et TO\|/ sont conjugués par un homéomorphisme global h^ de la
sphère S2 : x=h^ o ï o v j / o / ^ . On pose ensuite /Zo=\J7o /2^ .

On a

id. =ho1 o\|/ o/?i et T==/?i~ 1 O Ï O / Z Q ,

d'où le résultat.
La conjugaison de exp (2 i TIÀ,) et exp (2 i TIÀ,) ° \|/ dans F permet d'établir (ii). •
En utilisant les résultats de [22], on montre que ®^ ,, <p est l'« espace des feuilles d'une

équation résonnante dégénérée œ=0, d'invariant analytique (p (que l'on peut identifier à un
élément de C^ x(Diffi(C, 0))^) formellement conjuguée à la forme normale
CD^ ^=uk+l dx-xÇl+^u^ciu^Q. Il y a ainsi une application naturelle de la classification
topologique des germes d'équations différentielles résonnantes dégénérées sur celle des
espaces ®^ ^ y. Il parait raisonnable de conjecturer que cette application est un isomor-
phisme (comme dans le cas non dégénéré). On devrait pouvoir le montrer en utilisant un
argument voisin de celui que nous avons développé en 4.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



620 J. MARTINET ET J.-P. RAMIS

BIBLIOGRAPHIE

[1] V. I. ARNOLD, Chapitres supplémentaires de la théorie des équations différentielles ordinaires. Éditions MIR,
Moscou, 1980.

[2] M. ARTIN, On thé Solutions oj Analytic Equations (Inv. Math., vol. 5, 1968, p. 277-291).
[3] A. D. BRJUNO, Analytical Form qf Dijjerential Equations (Trudy Moskov. Mat. Obsc., vol. 25,1971, p. 120-262,

Trans. MOSCOU) Math. Soc., vol. 25, 1971, p. 131-288, 1972).
[4] C. CAMACHO, On thé Local Structure oj Conformai Mappings and Holomorphic Vector Fieids in C2 {Astérisque,

vol. 59-60, 1978, p. 83-94).
[5] C. CAMACHO, N. H. KUIPER et J. PALIS, Thé Topology qf Holomorphic Flows with Singularity (Publ. Math.

1.H.E.S., vol. 48, 1978, p. 5-38).
[6] C. CAMACHO et P. SAD, Topological Classification and Bifurcations of Holomorphic Flows with Résonance

in C2 (Invent. Math., 67, 1982, p. 447-472).
[7] D. CERVEAU et J. F. MATTEI, Formes intégrables holomorphes singulières (Astérisque, vol. 97, 1982).
[8] H. DULAC, Recherches sur les points singuliers des équations dijjèrcntieiles(Journal de l ' E c o l e Polytechnique, vol.

2. n. 9, 1904, p. 1-125).
[9] J. ECALLE, Théorie itérative. Introduction à la théorie des invariants holomorphes ( J . Math. Pures et Appl., vol.

54, 1975, p. 183-258).
[10] J. ECALLE, Les jonctions résurgentes, 1 et 11, Publications Math. d'Orsay, preprint, 1981-1982.
[11] J. ECALLE, Les Jonctions résurgentes I I I (à paraître).
[12] A. HAEFLIGER et G. REEB, Variétés (non séparées) à une dimension et structures feuilletées du plan (Eus. Math.,

1957, p. 107-125).
[13] C. HOUZEL, Géométrie analytique locale, IV (Séminaire Henri-Carton, 13e année, 1960/1961, n° 21, W. A.

Benjamin, 1967).
[14] H. HUKUHARA, T. KIMURA et M"^ T. MATUDA, Équations différentielles ordinaires du premier ordre dans le

champ complexe (Publ. Math. Soc. qf Japon, 1961).
[15] Yu. S. IL'YASHENKO, Singular Points and Limit Cycles of Différentiel Equations in thé Real and Complex

Plane (Acad. Nauk U.S.S.R., 1982, preprint).
[16] T. KIMURA, On thé Itération of Analytic Functions (Funk. Eqvacioj, 14-3, 1971, p. 197-238).
[17] S. -fcojASiEWiCZ, Whitney Fieids and thé Malgrange-Mather Préparation Theorem (Proceedings of Liverpool

Singularises Symposium I , LN 192, Springer, 1971, p. 106-115).
[18] J. L. LIONS et E. MAGENES, Problèmes aux limites non homogènes et applications, t. 3, Dunod, Paris.
[19] B. MALGRANGE, Travaux d'Ecalle et de Martinet-Ramis sur les systèmes dynamiques (Séminaire N . Bourbaki,

Exposé, 582, novembre 1981).
[20] L. M. MARKHASHOV, Analytic Equivalence of Second Order Systems for Arbitrary Résonance (Priki. Mat. Meh.,

vol. 36, n° 6, 1972, 103061042; J . Appl. Math. Mech., vol. 36, n° 6, 1972, p. 969-980).
[21] J. MARTINET, Normalisation des champs de vecteurs holomorphes (d'après Brjuno) (Séminaire N. Bourhaki,

Exposé 564, novembre 1980, LN 901, Springer, 1981, p. 55-70).
[22] J. MARTINET et J. P. RAMIS, Problèmes de modules pour des équations différentielles non linéaires du premier ordre

(Publ. Math. l.H.E.S., vol. 55, 1982, p. 63-164).
[23] J. F. MATTEI et R. MOUSSU, Holonomie et intégrales premières (Ann. scient. Ec. Norm. Sup., 4e série, vol. 13,

1980, p. 469-523).
[24] A. NEWLANDER et L. NIRENBERG, Complex Coordinates in Almost Complex Manifoids (Ann. Math., vol. 65,

n0 3, 1957, p. 391-404).
[25] H. POINCARE, Note sur les propriétés des jonctions défîmes par des équations différentielles (Journal de l'École

Polytechnique, 45e cahier, 1878, p. 13-26).
[26] J.-P. RAMIS, Les séries k-sommables et leurs applications (LN in Ph., 126, Springer, 1980).
[27] C. L. SIEGEL et J. K. MOSER, Lectures on Celestial Mechc'nics, Springer, 1971.
[28] A. A. SHERBAKOV, Germs oj Maps, Anaiyiically noi Equivalent wilh Jheir Formai Normal Form(Funkls. An. i

Ego Pnf., vol. 16, n° 2, 1982); Funcl. An. and its Appl., vol. 16, n° 2, 1982) .

4e SÉRIE - TOME 16 - 1983 - N° 4



CLASSIFICATION ANALYTIQUE DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 621

[29] F. TAKENS, Normal Formsjor Certain Smgutarities oj Vector Fields(Ann. Inst. Founer, Grenoble, vol. 23, n° 2,
1973, p. 163-195).

[30] S. M. VORONIN, Analytic Classification oj Germs oj Conformai Mappings (C, 0) ->{C, 0) with lâentlty Linear
Part (Funkïs. An. i Ego Pn7., vol. 15, n° 1, 1981; Funct. An. and ils Appl., vol. 15, n° 1, 1981).

[31] W. WASOW, Asymploiic Expansions Jor Orciinary Dijjerenlial Equations, Interscience Publishers, 1965.
[32] H. DULAC, Sur les cycles limites (Bull. Soc. Math. France, vol. 51, 1923, p. 45-188).
[33] P. M. ELIZAROV et Yu. S. IL'YASHENKO, Remarks on thé Orbital Analytic Classification of Germs ofVector

Fieids (Mat. Sb., voL 121, (163), 1983, p. 111-126, en russe).
[34] J. MARTINET et J. P. RAMIS, Équations différentielles analytiques réelles résonnantes (à paraître).

J. MARTINET et J.-P. RAMIS,
Département de Mathématiques,

Université de Strasbourg;
7, rue René-Descartes,

67084 Strasbourg Cedex.

(Manuscrit reçu le 5 janvier 1983, révisé le 19 mars 1983.)

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE


