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CLASSIFICATION ANALYTIQUE
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
NON LINEAIRES RESONNANTES
DU PREMIER ORDRE

Par JEAN MARTINET et Jean-PiErRrRe RAMIS

Introduction

... trouvez Hortense.
(A. Rimbaud)

Nous poursuivons dans cet article 1’étude des germes d’équations différentielles
analytiques

1) o=A(x, y)dx+B(x, y)dy=0,

singuliéres 4 ’origine de C? entreprise dans [22].

Deux équations du type (1) sont dites analytiquement (resp. formellement) isomorphes s’il
existe un difféomorphisme local analytique (resp. formel) de C? transformant I’une en I’autre,
a unité pres.

Une équation du type(1) est dite résonnante si sa partie linéaire en O se réduit dans un
systéme convenable de coordonnées a la forme

xdy+E&ydx ou &=p/q est un nombre rationnel positif.

Nous avons donné dans [22] la classification analytique des équations résonnantes
dégénérées (i. e. pour lesquelles £ =0). Nous traitons ici le cas non dégénéré, et supposons
donc p et g strictement positifs, entiers et premiers entre eux.

Il est bien connu (Poincaré[25], Dulac[8]), qu’une équation de partie linéaire x dy+& y dx,
ou &, 1/E¢ N, s’écrit dans un systéme convenable de coordonnées locales analytiques

) o=xdy+&y.a(x, y)dx=0 ou a(0,0)=1.
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572 J. MARTINET ET J.-P. RAMIS

Sous cette forme on vérifie immédiatement I’existence de deux variétés invariantes ({ x=0}
et { y=0}), qui vont jouer un role fondamental dans notre étude. Le difféomorphisme
d’holonomie de { y=0} (resp. { x=0}) pour I’équation(2) a pour partie linéaire ’homothétie
de C de rapport exp—2mi§ (resp. exp—2mi/E).

Le probléme de la classification analytique des équations différentielles résonnantes est ainsi
lié & celui de la classification analytique des difféomorphismes locaux analytiques de C
résonnants. (Un difféomorphisme local analytique a l’origine de C est dit résonnant si sa
partie linéaire est une homothétie de rapport une racine de I'unité.)

Notons 6, 'homothétie de C de centre0 et de rapporte”™*e C*; soit X, , le champ de
vecteurs défini par

k+1

X 2=2

x
. s .
. -m—1+)\,x" d/dx (kentier=1,1eC);

on pose g, ;=exp X, ,; le germe de g, , en 0 est un difféomorphisme local analytique,
tangent a I’identité.

Rappelons la classification formelle des germes de difféomorphismes résonnants et celle des
germes d’équations différentielles résonnantes :

Un difféomorphisme résonnant analytique non linéarisable admettant pour partie linéaire
0, €st formellement conjugué 4 un unique diff¢omorphisme de laforme o, 0 g4 2:P/9,k, A
sont les invariants formels correspondants.

Les formes normales formelles d’équations différentielles résonnantes sont, outre
I’équation linéaire
pydx+qxdy=0, les équations (!)

Opg e a=PA+A—1)u") ydx+q(A+r*)xdy=0  (u=x?y).

Toute équation différentielle résonnante est formellement isomorphe a une unique

équation de la forme ®,,, 4 » : p/q, k, A sont les invariants formels correspondants.

1l est utile d’introduire deux entiers m et n tels que mp—ng=1 et d’écrire
© /a2 =(1+(A —mp) u*) (py dx + qx dy) + pqu* (ny dx+mx dy).

Il apparait ainsi le facteur intégrant pgxyu* (o, i ,/pgxyu* estfermée) et intégrale premiére
(qui ne dépend pas du choix de m et n)

H, =% "y mu" *~mP/Plexp(1/pgku*),

Le probléme de la classification analytique des difféomorphismes locaux résonnants a
’origine de C a été résolu par Ecalle[9] (¢f. aussi plus récemment Voronin [30]). Malgrange
en donne dans [19] une solution élégante utilisant le théoréme d’intégrabilité des structures

(*) 1y a clairement une part d’arbitraire dans ce choix. On trouve par exemple des formes légérement différentes
dans Hukuhara-Kimura-Matuda [14].
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presque complexes de Newlander-Nirenberg[24]. Nous avons néanmoins préféré revenir sur
cette question dans la premiére partie de notre article, essentiellement pour deux raisons :
d’une part nous devions disposer pour 1’étude des équations différentielles résonnantes d’un
traitement complet du cas des difféomorphismes résonnants dans I’esprit de Malgrange [19]
(oun’est traité que le cas « typique » p=g=1, A=0); d’autre part nous désirions donner une
« interprétation géométrique » de la classification, a 1’aide des notions d’ «intégrale
premiére » et d’ «espace d’orbites ».

L’étude des « germes d’espaces d’orbites » ou des « germes d’espaces de feuilles » dans le
contexte résonnant conduit a introduire certaines variétés analytiques complexes
non séparées de dimension un dont nous allons esquisser la construction (pour la notion
générale d’ « espace de feuilles », sur laquelle nous ne reviendrons pas, le lecteur se reportera
a Haefliger-Reeb [12]). .

Nous identifions la sphére S? 4 la sphére de Riemann C U { c0 } =P, (C). Elle est munie de
la structure complexe correspondante, et Diff; (S?; 0, co) désigne le groupe des couples de
difffomorphismes locaux analytiques de S? tangents a Iidentité, en 0 et co respectivement.
Un élément de Diff, (S%; 0, o) est noté @ =(¢q, @)-

L’entier k = 1 étant fixé, on se donne un « symbole » (A € C; ¢ e[Diff, (S%; 0, o0)]), & partir
duquel on construit une somme amalgamée de 2k sphéres S? (notées S3, ..., S3,_;) : on
recolle par @2 un voisinage ouvert de o dans SZ a4 son homologue dans S%, par ¢} un
voisinage ouvert de 0 e S? 4 son homologue dans S?, . . ., et enfin un voisinage ouvert de 0
dans S2, ; & son homologue dans S} par o_; 0c@g. On désigne par &, , , la variété
analytique complexe non séparée de dimension un ainsi obtenue(?). Il est clair que A
n’intervient que moduloZ. On vérifie que deux variétées &, , , et Fp , , sont
analytiquement isomorphes si et seulement si k'=k' et si les symboles (AmodZ, ¢) et
(A" mod Z, ¢") se correspondent par une action du groupe (Z/2k Z) x(Z/2 Z) x C* que nous
laissons préciser au lecteur.

Considérons par exemple le diffeomorphisme g, o : g, o(x)=x/(1—2in x). La fonction
H(x)=exp 1/x est constante sur les orbites de g, , : C’est une « intégrale premiére » de g, .
Cette fonction sépare les orbites dans des secteurs convenables et identifie I’ « espace des
orbites » de g, , 4 la variété &, , |, construite ci-dessus(*) (plus généralement, I’espace des
orbites de ©,,°g,., Sidentifie a la vari€té &,  _ g2 00 mp=1mod. q).

Nous sommes maintenant en mesure de donner l'interprétation géométrique de la
classification d’Ecalle, Malgrange et Voronin. A un difffomorphisme analytique local
résonnant g, d’invariants formels p/q, k, A, on associe son « espace d’orbites » %, ;il est,en
tant que variété analytique complexe, isomorphe  une et une seule des variétés du type que
nous venons de décrire, soit F, ;, ... , (00 m est défini par mp=1mod.q). L’invariant
analytique de g, a invariants formels fixés, est alors ¢ (modulo ’équivalence signalée plus
haut). Inversement si p, g, keN*, (p, ¢)=1, peC et @e[Diff,(S?; 0, 0)]* sont donnés

(3) Ou plutdt la limite projective de telles variétés, correspondant au germe de @.

(®) Avec un abus, concernant Iorbite { 0}, que nous ferons systématiquement.
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574 ' J. MARTINET ET J.-P. RAMIS

arbitrairement, il existe un difféomorphisme analytique local g, de partie linéaire 5, dont
I'espace des orbites est analytiquement isomorphe a3 &, ,, -

Revenons maintenant aux équations différentielles résonnantes. Nos principaux résultats
sont les suivants :

1. Classification analytique (4)

Les difféomorphismes d’holonomie des variétés invariantes de la forme normale
4k, 2. =0 sont respectivement

C_pg°8akrgp St O—gp°8pk (:-1)pia

pour les feuilles { y=0} et { x=0}.
L’ « espace des feuilles » de o, , ;=0 s’identifie & la variété

g'—k,(x—mp)/pq, 16=F k.0~ 1-ng)/pg, 1d (mp—ng=1).

Nous montrons que fout difféomorphisme analytique local résonnant de C a I’origine est
I’holonomie de la variété invariante { y=0 } pour un germe d’équation différentielle analytique
résonnante [de la forme (2)]. (Ce résultat a été annoncé récemment par II’yashenko[15].)

\

Notre méthode consiste a « synthétiser » une équation =0 a partir d’un difféo-
morphisme local g, de la fagon suivante :

Le diftéomorphisme g est formellement conjugué a une unique « forme normale »
O _ /g °8 k. 1q/p €t admet ¢ € [Diff, (S%; 0, 00)]* comme invariant analytique. Son « espace des
orbites » est F =, ,_mp)pa o 1l doit coincider avec I’ « espace des feuilles » #, de
I’équation w =0 cherchée. Tout revient donc & « reconstituer » ® =042 partirde # ,=% . La
méthode employée est voisine de celle que nous avons développée dans [22] pour la synthése
des équations résonnantes dégénérées.

La premiére étape consiste 4 associer a ’espace des orbites %, un élémenty,d’un espace de
cohomologie H* (S!; D®), ou D2 est un faisceau en groupes non abéliens, sur le cercle S*. Les
sections (locales) de D® sont définies, en utilisant la fibration n(x, y)=x” y? de C? sur C,
comme des difféomorphismes « sectoriels » (sur des secteurs en u=x?y?) de la forme
(x, Y)=(x.ed =9y e=pf(x M) donc préservant w, et tangents d’ordre infini a I’identité.
Pour construire y,, on utilise 'invariant analytique ¢ de g et l'intégrale premiére H=H ,, , ,
définie plus haut, de I’équation @, , , =0 : les germes de difféomorphismes locaux de S?
constituant ¢ s’interprétent naturellement comme des permutations des feuilles de I’équation
©,/4 =0 dans certains « secteurs » de C?, et la relation HoF=¢oH permet de les
« relever » en des sections de Dy’ qui définissent un 1-cocycle F représentant vy,.

(*) Ecalle nous a signalé qu’il sait également obtenir cette classification par une tout autre méthode : celle des
fonctions résurgentes.
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La deuxi¢me étape de la synthése reprose sur un théoréme général d’isomorphisme
(variante du théoréme fondamental de[22], chapitre I, et également basé sur le théoréme de
Newlander-Nirenberg). Ce théoréme permet de considérer le cocycle F représentant
v,€H!(S!; D®) comme le cobord d’une 0-cochaine { N, } e 6°(#; D,), ot N=N; (jet infini
de N, en 0 C?) est indépendant de i. La forme N* ® /4 1,2 €St alors proportionnelle a la
forme holomorphe o cherchée; le coefficient de proportionnalité est une unité formelle, en
général divergente, que ’on détermine par un argument de cohomologie abélienne.

Notre méthode donne aussi la relation précise qui existe entre les holonomies des deux
variétés invariantes d’une équation résonnante non dégénérée. (En particulier chacune de ces
holonomies détermine 1’autre & conjugaison analytique prés.)

Pour achever la classification analytique des équations résonnantes non dégénérées, il
suffit ensuite de remarquer que I’holonomie d’une variété invariante caractérise ’équation
différentielle : a des holonomies analytiquement conjuguées correspondent des équations
analytiquement isomorphes.

On constate donc que la classification analytique des germes d’équations différentielles
résonnantes non dégénérées s’identifie a celle des difféomorphismes locaux résonnants a
’origine de C. (Rappelons qu’il n’en est pas de méme dans le cas dégénéré[22].)

Dans le cas dégénéré la fibration w(x, y)=x joue un role essentiel. Dans le cas non
dégénéré cette fibration est remplacée par n(x, y) =x? y? qui est singuliére a l’origine. Ainsi la
géométrie sous-jacente est plus complexe dans ce dernier cas. Les difficultés correspondantes
restent cependant mineures et le probléme de classification analytique est beaucoup plus
facile & résoudre dans le cas non dégénéré : la phase d’ « analyse », élémentaire mais
laborieuse, qui est indispensable dans le cas dégénéré, devient inutile. (On verra que pour la
classification topologique la différence de difficulté des problémes est encore plus nette.) Ainsi
certains résultats qu’il est nécessaire d’établir directement dans un cas apparaissent comme
conséquence de la classification dans l’autre; c’est ce qui se passe, par exemple, pour
’existence de « fibrations transverses » (¢f. 3 infra).

2. Sommabilité

Au couple (p, g) e N* x N*, avec (p, g)=1, et au réel k >0, on associe la sous-algébre de
C [[x, yI] des séries (k, p, q)-sommables

Soit p : C* - C3, p(x, y)=(x?y4, x, y). On dit quef e C[[x, y]] est (k, p, g)-sommable si
fep*C{x, y}{u}, (avec les notations introduites dans [26]; C{x, y} étant muni de sa
topologie DFN naturelle; s=1+1/k).

Les transformations normalisantes sont sommables au sens suivant :

Soit =0 une équation différentielle résonnante non dégénérée, d’invariants formels
p/q,k, k. Tout isomorphisme entre ®=0 et ®,, , ,=0 s’obtient en composant un
difffomorphisme analytique et un difféomorphisme (k, p, g)-sommable de la forme
(x, y) > (x.expqg, y.exp —pg), ou la série geC[[x, y]] est (k, p, g)-sommable (en
particulier, on retrouve ainsi « sans calcul » un théoréme de développement asymptotique de
Hukuhara, ¢f.[14], chap. 111.9.6°, p. 85, 86).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



576 J. MARTINET ET J.-P. RAMIS

Il est facile de déduire de ce qui précéde un résultat de sommabilité pour les holonomies,
donc pour les difféomorphismes locaux résonnants. On retrouve ainsi un résultat
d’Ecalle[10]. En fait Ecalle a obtenu des résultats de résurgence plus précis que des résultats
de sommabilité. Ces résultats de résurgence sont visiblement liés a la structure particuliére
des cocycles FeZ!'(#; DY) construits plus haut, et particuliérement i la présence de
I’exponentielle exp(1/pgku*) dans 'intégrale premiére H. On devrait pouvoir les retrouver
en utilisant la version « & paramétres » de notre « théoréme fondamental d’isomorphisme ».
Ainsi tous les résultats de sommabilité obtenus dans notre article se préciseraient par des
résultats de résurgence (la résurgence se produisant « au-dessus » du « réseau de
singularités » Z.i—{0} dans le « plan de Borel » pour k=1, et, plus généralement,
Z.o,—{0}U...UZ.o,—{0} (af=1) dans le « plan de Leroy »).

3. Fibrations transverses

Toute équation (2) résonnante (§=p/q) non linéarisable s’écrit, dans un systéme de
coordonnées analytiques convenables :

(3 o=gx dy+py (1+(x? y9)* a (x, y)) dx=0,

ou a est une unité de C {x, y} et ke N*un invariant formel de .

Ce résultat est démontré par Dulac ([32], p. 74-77) de fagon élémentaire (méthode des
majorantes). Nous 'obtenons ici comme « sous-produit » de notre machinerie. Il signifie
que la fibration singuliére m(x, y)=x” y? est transverse au feuilletage défini par I’équation,
sous la forme (3), en dehors des variétés invariantes.

4. Facteurs intégrants

Toute équation différentielle analytique résonnante non dégénérée w=0, d’invariants
formels p/q, k, A admet un unique (3 constante multiplicative prés) facteur intégrant formel h
(@/h est uneforme fermée). Nous montrons que dans un systéme de coordonnées analytiques
convenable ce facteur intégrant s’écrit

h=xy(x?yD*exp/  ou [eC [[x, )]]

est une série (k, p, g)-sommable. Nous prouvons de plus que h suffit & caractériser 'invariant
analytique de 1’équation ®=0. En particulier si # est holomorphe, 1’équation =0 est
analytiquement isomorphe a sa forme normale ® »- On retrouve ainsi un résultat de
Cerveau et Mattei[7].

pla, k,

5. Classification topologique et différentiable

Notre machinerie permet aussi de retrouver (facilement pour le premier et un peu moins
pour le second) les résultats suivants, respectivement dus 8 Camacho [4] et Camacho-Sad [6],
sur la classification topologique :
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(a) Si deux difftomorphismes locaux analytiques résonnants a l’origine de C sont
Sformellement conjugués, ils sont topologiquement conjugués.

(b) Sideux germes d’équations différentielles analytiques résonnantes non dégénérées sont
formellement isomorphes, ils sont topologiquement isomorphes.

Nous obtenons aussi trés facilement la classification différentiable (qui nous a quelque peu
surpris !) :

(¢) Si deux diffeomorphismes locaux analytiques résonnants a 1’origine de C sont €’-
conjugués (au sens réel), ils sont analytiquement conjugués.

(d) Sideux germes d’équations différentielles analytiques résonnantes (dégénérées ou non)
sont ¥'-isomorphes (au sens réel), ils sont analytiquement isomorphes.

Notons que deux « espaces de feuilles » &, , , et F; . , sont C*-isomorphes (au sens
réel) si et seulement si k =k’. Un isomorphisme topologique entre les « espaces de feuilles »
F et F . se « remonte », via une intégrale premiére et un peu de travail, en un isomorphisme
topologique entre les équations @ =0 et ®’'=0. Par contre, un isomorphisme différentiable
entre ces mémes espaces de feuilles ne se « remonte » pas en un isomorphisme différentiable
entre les équations.

L’assertion(b) n’est plus vraie pour les équations résonnantes dégénérées et, comme nous
I’avons signalé dans [22], a classification topologique de ces équations est loin d’étre triviale.
Nous n’avons pas cherché a résoudre ce probléme; les méthodes employées dans la troisiéme
partie de cet article devraient permettre de ’aborder (*).

Nos résultats peuvent étre adaptés pour obtenir la classification analytique réelle des
germes d’équations résonnantes réelles [34]. Il existe sur ce sujet un article de
Markhashov [20], dont les résultats nous paraissent incomplets. Ajouté a la correction des
épreuves (novembre 1983). Nous venons d’avoir connaissance d’un article de
P. M. Elizarov et Yu. S. I'yashenko [33], qui donne une démonstration de la caractérisa-
tion des équations différentielles résonnantes par I’holonomie, et annonce aussi notre
résultat principal.
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CHAPITRE 1

Classes de conjugaison des difféomorphismes résonnants

Nous désignons par F (resp. F) le groupe des difféomorphismes locaux analytiques (resp.
formels) de C en 0; un élément g € F est dit résonnant s’il est de la forme x' =g(x)=vx+...
ou v est racine de 'unité.

Nous réexposons dans ce chapitre la classification, & conjugaison analytique pres, des
difféomorphismes analytiques résonnants (Ecalle [9], Malgrange [19], Voronin [30](7).

Nous désignons par G cF (resp. G = F) le sous-groupe formé des difféomorphismes tels
que v=1, c’est-a-dire tangents d l'identité.

1. Difféomorphismes et champs formels

Soit G l’algébre de Lie des champs de vecteurs formels de C en 0, 1-plats, c’est-a-dire
de la forme

5(=§(x)§; ou eC[[x]] avec £(0)=C'(0)=0.

(") Cf. également Sherbakov [28].
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ProrposiTioN 1.1. — L’application exponentielle exp : ® — G est une bijection de G sur G.

Preuve. — Soit Xe® et posons ¢(z, x)=exp tX.x (t€C). On a par définition de ¢
- © g -
(1) (P(t’ x)=x+ Z F(Pn(x)a (pnGC[[x]],
n=1 .

ot @, est la série formelle obtenue en appliquant 7 fois 'opérateur différentielX a la
coordonnée x. Ainsi

e:=0  0,=0.0,  0;=LC?+L.0"), ete

1l est clair que @, est d’ordre n+ 1. La série(1) est donc convergente, pour chaque ze C, dans
C[lx]], et I'on a par définition

- 1 -
@) expX.x=x+ Y, m(p,,(x).
n=1 M
Soit alors

geG, gx)=x+ Y a,x" et Xeb, X(x)=(z b,,x")
2 n=2

n=

4.
dx’

I'égalité exp X =g équivaut d’aprés (2) & une suite d’équations
a,=b,+polynébmeen b,_,, ..., b,.

Ces équations déterminent uniquement X si g est donné. W

Remarques 1.2. — (1) Si g est holomorphe, le champ X e ® tel que g=exp X (logarithme
de g) n’est en général pas holomorphe.

(2) La proposition précédente signifie que tout 2€G est plongeable dans un groupe a un
paramétre.

Elle implique que, si g=expX et A=expY sont deux difféomorphismes formels
commutants, alors X et Y commutent eux-mémes, c’est-a-dire que le crochet de Lie [X, Y] est
nul. De plus, si X € ® est non nul, on vérifie aisément que [X, ¥Y]=0 implique Y=a.X, aeC.
Ainsi dans G les difféomorphismes commutant avec un élément g=expX distinct de
Iidentité sont seulement les éléments du groupe a un paramétre exp ¢ X (« itérés » de g).

2. Classes de conjugaison dans G

Gréce 4 la proposition 1.1, les classes de conjugaison dans G correspondent aux classes
d’équivalence pour I’action adjointe de G dans 6.

PROPOSITION 2.1. — Tout champ X € ® non nul est équivalent a un et un seul des champs
suivants ( formes normales)
k
x d
X =B———x—
an =PI ¥ g

ou BeC* k=1 est un entier, et LeC.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



580 J. MARTINET ET J.-P. RAMIS

Preuve. — On utilise la dualité entre champs et formes différentielles; au champ X = d/dx
correspond la forme ®@=dx/(®(X)=1). En écrivant

+
xkl

l+a, x+...+Axk+...°

Lx)=B
il vient

~ 1 1 a, A

Cette forme a un pdle d’ordre k+ 1, de partie principale 1/p x***, et pour résidu 2imA/p.
La dualité étant compatible avec I’équivalence des champs et des formes, cette remarque
montre que B, k et A sont des invariants sous I’action de G.
Montrons maintenant que X est isomorphe a X, &, - Ceci revient a chercher heGtelque :
: 1+ x* 1
ﬁ* (—B‘xk‘TdX)=de,
soit
1+AA l+a;x+...
ﬁk F1 dﬁ = lk F1 dx-

X

On pose
h(x)=x¢(x) ot eC[[x]] et $O)=1,
puis @*=u; un calcul facile montre que I’équation précédente se raméne a

Ax*.u.Logu+u—1—u.H=0,
ou
ﬁ=kx"ja1x+ coeta X a4

a0 dx

a a,_
=kxk<‘—(k———_——l—)1}k—_—l+ e — ’fxl +ak+1x+. . .>GXC[[X]].

Le théoréme des fonctions implicites (formel) montre que cette équation en « a une
(unique) solution telle que #(0)=1, d’ou le résultat. M

CoROLLAIRE 2.2. — Dans G, tout élément distinct de Pidentité est conjugué d un et un seul
des difféomorphismes exp X; , ; (formes normales).

Remarques 2.3. — (1) Si X e ® (i. e. X est un germe de champ analytique en 0, 1-plat en 0),
les calculs précédents montrent qu’il est analytiquement €quivalent a 'une des formes
normales ci-dessus.

(2) Lesinvariants B, k, A d’un élément g € G sont déterminés par le polyndme de Taylor de
degré 2k +1 de g. Tout difféomorphisme ayant un contact d’ordre k avec I'identité est donc
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« déterminé formellement » par son (2k+1)-jet, & conjugaison prés; on pourrait donc
choisir, pour les champs et les difféomorphismes, des formes normales polynomiales. Enfait,
celles que nous retenons se prétent mieux au calcul, car 1’¢quation différentielle
dx/dt=Bx**!/(14+)\x*) s’intégre par quadrature et admet I'intégrale premiére évidente
x"*exp (1/kx*+B t). Ajoutons que les difféomorphismes polynomiaux ne sont presque
jamais dans un groupe a un paramétre analytique !

(3) La forme normale X; , , se projette, via I'application ramifiée x+— x*, en la forme
normale X,; ;. C’est pourquoi le cas k=1 jouera le r6le le plus important dans la suite.

3. Classes de conjugaison dans F

Le groupe F' s’obtient en ajoutant 2 G les homothéties x> a.x(a#0). Le transformé du
champ X, , , par une telle homothétie est

Xg o ou B'=B/a* et \M=r/d".
Ceci montre que tout X e G (X #0) est isomorphe modulo F 4 un unique champ X, 1 ;; la
raison de la normalisation f=2in apparaitra au paragraphe 6.
De méme, tout geG (g#Identité) est conjugué, modulo F, & un unique
82in, k, n =CXP Xyin, k, 1

Nous poserons dans la suite
X1 =Xair, ka0 &1 aT82im k-

Remarquons encore que, d’aprés 1.2.2, les seuls éléments de F commutant avec gy, 2 sont
les éléments du groupe a un paramétre exp ¢ X, , (1€ C) et les rotations x— e*"*?* x; ils
constituent un groupe abélien isomorphe & C xZ/k Z.

4. Classes de conjugaison des difféomorphismes formels résonnants

Soitge F,g(x)=vx+...ouv=e*"1 petqétant des entiers premiers entre eux, et g = 2.

~

PROPOSITION 4.1. — Le difféomorphisme g s’écrit de maniére unique §=G on oil :

() ceF et 69=Go. .. o5 =Identité.
N —— ——

(i) neG (@ o)

(iii) o et n commutent.

Preuve. — Soit h= g7 l'itéré g-iéme de g; comme #eG on a I;=exp X ouXe6. On pose
n=exp X/q; comme g et h commutent on a g, (X)=X et g commute donc avec 7.

1l suffit alors de poser c=g  n~!. L’unicité est évidente car n=expX/q est 'unique
élément de G tel que n?=h, euégard 2 1.2.2. A
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Remarquons que, si g est holomorphe (geF), les difféomorphismesc et n de sa
décomposition ne sont en général pas analytiques. Ceci vient du fait que h=g?e G n’admet
pas en général de « racine g--iéme » dans G.

COROLLAIRE 4.2. — Soit g€ F un difféomorphisme résonnant, g(x)=e*"?lix+ ... Alors g
est conjugué, dans F, a un et un seul des difféomorphismes suivants (formes normales)

(i) o(x)=e*"Pl1 x si g?=1dentité.

(i) cog, , ou g, , est l'une des formes normales définies en 3, et k est un multiple de q.

Preuve. — (i) est facile a vérifier. Si g?#Identité, il suffit de normaliser la « partie
nilpotente » n de la décomposition canonique g =G o 7; la partie « semi-simple » G se trouve
alors automatiquement linéarisée, et ’ordre de # en 0 est nécessairement un multiple de g,
d’aprés 3. W

5. Un rappel cohomologique

5.1. LEs FaIscEAUX G*.

Soit S* le cercle unité de centre 0 dans C; chaque aeS! sera identifié au rayon R* .a
issu de 0.

~ Soient aeS!, 0 et R des nombres >0(0<0<mn). Soit
V=V,[R, 0)={x||x|SR; —0+Arga<Argx<0+Arga}.

On désigne comme dans Martinet-Ramis [22] par .o/ (V; C) I’anneau des fonctionsf: V— C
qui sont holomorphes d l'intérieur de V, et €* (au sens de Whitney) sur le fermé V. La série de
Taylor de f en chaque point du bord de V est alors nécessairement une série formelle
complexe; en particulier, la série de Taylor de f en 0 sera notée f e C [[x]].

On désigne par ¢/, la limite inductive des anneaux précédents lorsque R et 6 tendent vers
zéro : C’est ’anneau des germes de « développements asymptotiques » eno e S?.

L’homomorphisme naturel J : .o/, — C |[x]] qui a chaque germe associe sa série de Taylor
en 0(son jet d’ordre infini) est surjectif, d’aprés le théoréme de Borel-Ritt [31]. Le noyau de cet
homomorphisme est ’idéal des fonctions plates.

Soit Gk .o/, ’ensemble des germes g€ ., tels que g(x)=x+ Y a,x"(k entier 21). Le

nzk+1
théoréme des fonctions implicites montre que .&/* est un groupe pour la composition des

applications. La collection des G* définit un faisceau G* de groupes (non abéliens !) sur S*.
Les sections globales de ce faisceau sont les éléments du groupe G (défini au début de ce
chapitre) qui sont tangents d’ordre k a I'identité en 0. On pose dans la suite G=G.

On désigne enfin par G® D'intersection des G*, k=1 : c’est le groupe des germes de
difféomorphismes « sectoriels » infiniment tangents a I'identité en 0. Le faisceau G* admet
pour seule section globale Iidentité de C. On note G2 la fibre du faisceau G® en o€ S'.

Soit #={U;};-,. ..., un bon recouvrement de S* (cela signific que les U; sont des arcs
ouverts connexes, trois a trois disjoints, et U; N\ U;, , #D).
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Considérons une 0-cochaine { g, } € C°(%; G) telle que g,=g; pour tous i, j. Son cobord
0{g.}={g...1}={g tog, .} est clairement un élément de Z'(%; G*). Désignons
par ¢°(%; G) 'ensemble des 0-cochaines {g;} telles que g,=g;.

THEOREME 5.2. (Malgrange([19]). — L’application 0 : €°(U; G) - Z'(U; G™) est
surjective.

On a d’autre part une application naturelle J de ¥° (#; G) dans G qui associe & chaque
cochaine la série de Taylor en O de ses termes. Cette application est surjective (Borel-Ritt). On
vérifie trivialement que deux O-cochaines { g; } et { 4, } ont des cobords cohomologues (comme
classes 4 valeurs dans G*® bien siir !) si et seulement si g= f ohou f € G (c’est-a-dire que fest
holomorphe). En joignant cette remarque au théoréme 5.2 on obtient le résultat suivant :

Les applications J : °(U; G) - G et 0 : €°(U; G) —» Z* (U; G*) induisent une bijection
canonique de G\G sur H* (%; G*), qui sera aussi notée 0.

Remarques. — La condition de bon recouvrement n’intervient pas dans ce qui précéde; elle
est commode en pratique car alors Z! (%; G®)=C!'(%; G®).

Notons aussi que, d’aprés le résultat précédent, H! (S*; G*) H'(#; G*™) quel que soit le
recouvrement de S* considéré.

6. Classification analytique
des difféomorphismes résonnants (cas de g, ;)

Nous nous proposons ici de mettre en évidence les invariants caractérisant les classes de
conjugaison modulo F des difféomorphismes analytiques résonnants. La définition de ces
invariants dépend de la classe de conjugaison modulo F, caractérisée par I'une des formes
normales obtenues au paragraphe 4. Nous allons étudier d’abord en détail le cas de la forme
normale g, o; les autres cas s’en déduiront par des remarques trés simples.

Le difféomorphisme g=g; (=exp X, , s’écrit, aprés intégration évidente

g(x)=x/(1-2imx)

(en passant a la coordonnée z=1/x, g apparait comme la translation z+—z—2iw). Le
point important est que la fonction H (x)=e!/* est constante sur les orbites de g; C’est la
forme simple de cette «intégrale premicre » de g qui explique le choix du coefficient
B=2imen 3.

Les « portraits de phase » des orbites de X, , (correspondant aux temps réels) et du
difféomorphisme g ont donc I’allure indiquée ci-contre (fig. 1).

Soient Vo=V _,(R, 0) et V; =V _ (R, 0) (R>0 arbitraire, et n/2 <6 <) deux secteurs
recouvrant le disque Dy de centre O et de rayon R. L’application H : Vo— {0} — C* (resp.
H : V,—{0} - C*)estsurjective et sépare les orbites de g dans V, (resp. V, ), c’est-a-dire que
deux points x, x'e€ V,(resp. V,) sont congrus modulo g si et seulement si H(x)=H(x’). On
traduit ce fait en disant que H identifie les espaces quotients V,/g et V, /g (pour les relations
d’équivalence induites par g) a la sphére de Riemann S?=C U oo, les points 0 et oo €S2
représentant simultanément ’orbite {0} de g (fig. 2). L’espace Dg/g s’obtient alors en
recollant deux exemplaires de S? le long de voisinages de O et oo; en effet, en posant
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VonV,=V,_ uV_ouV, et V_ ont pour bissectrices respectives R* et R™, on remarque
que H(V,) et H(V_) sont des voisinages de oo et 0 dans S?.

Domaine
fondamental
de g dans A

Domaine
fondamental
de g dans Vj

Maintenant, I’objet important est le sous-faisceau G(g) = G formé des éléments de G qui
commutent avec g. Etudions la fibre de ce faisceau selon la position du point ae St

(1) Rea<0. Lafonction H définit un élément infiniment plat de «/,. L’image par H de tout
secteur assez petit de bissectrice a. R* est un voisinage de 0€S?, et H est un difféomor-
phisme local en tout point distinct de 0. Il en résulte que fe G,=G?} commute avec g si
et seulement s’il vérifie une équation

(1) Hof=¢oH,

ou @ est un diffeomorphisme analytique local de S? en 0. Posant @(y)=y.e*""® (avec
yeC{y} et y(0)=0), et f(x)=x/(1+r(x)) (r élément de </,), ’équation (1) s’écrit :

A+rx)/x=1/x+a+y(e"%),
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soit
f(x)=x/(14+ax+x.y(e).

Cette expression définit toujours un élément de G,; pour a=0, c’est-a-dire ¢ tangent a
Iidentité en 0 S?, f appartient en fait & G®. Pour y =0, c’est-a-dire si @ est une homothétie
de centre 0€S?, f est élément du groupe a un paramétre engendré par X, , (i.e. est un
« itéré » de g).

(2) Rea>0. La discussion est identique en remplagant les voisinages de O par les
voisinages de oo € S2.

(3) Rea=0. Cette fois, I'image par H de tout secteur de bissectrice a. R* est la sphére
S2; I'équation (1) n’admet de solution fe G, que si @ est un difféomorphisme analytique
global de S?, fixant 0 et co; ceci montre que G, (g) se réduit au groupe exptX, o

Au terme de cette description, il apparait que le sous-faisceau G*(g)=G(g) N G est
constant sur chacun des demi-cercles Rea < 0; il y est isomorphe au groupe G lui-méme,
interprété comme groupe des difféomorphismes locaux de S* tangents a l'identité, en 0 et oo
respectivement. D’autre part, la fibre de G® (g) est réduite a I'identité aux deux points a = +1i.

On en déduit que H! (S*; G (g))=C* (%; G*(g))=G x G=Diff; (S%; 0, c0), ot % est le
(bon) recouvrement de S! formé des deux ouverts Ug=S"'— { +i} et U;=S'— { —i}, et
Diff, (S%; 0, o0) désigne le groupe des difféomorphismes locaux de S? en 0 et oo, tangents d
lidentité en chacun de ces points.

On pose
U,=U,,={Rea>0} et U_=U, ={Rea<0}.

Soient maintenant
©0=(9o, ¢,,)€DIff; (5% 0,0) et f=(f_, f,)eC'(%; G~ (),
le cocycle correspondant & ¢. D’aprés le théoréme 5. 2, il existe (ho, #,) € €°(%; G) telle que
f-=hitohy sur U_ et fo=hg'oh, sur U,.
Le fait que f, et f_ commutent avec g donne
hoogohg'=hyogohy' sur UynU;.

D’aprés le « principe des singularités inexistantes », ceci signifie que £gog o i L (ho=h,)
est un difféomorphisme analytique en 0,formellement conjugué a g par définition. Comme h, et
h, sont définis & composition a gauche prés par un méme diffeomorphisme analytique, on a
ainsi associé & chaque ¢ € Diff; (S?; 0, c0) une classe de conjugaison modulo G (d’invariants
formels k=1, A=0); nous la noterons g(¢) ou g, ().

Les classes g (@) et g(¢") sont confondues si et seulement si, comme on le voit aisément, les
cocycles f et f’ sont cohomologues dans C*(%; G(g)); compte tenu de la description de
G(g), ceci équivaut au fait que ¢ et ¢’ € Diff, (S?; 0, o0) soient conjugués via une homothétie
yr—a.y(aeC*) de S%.

Finalement, nous avons « synthétisé » une infinité de classes de conjugaison analytiques de

difféomorphismes formellement conjugués d g, o. Chacune de ces classes est caractérisée par un
¢ e Diff, (S%; 0, c0) défini modulo conjugaison par un difféomorphisme global de (S%; 0, o).
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Démontrons maintenant que nous avons obtenu foutes les classes de conjugaison
analytiques formellement conjuguées a g; ,. Soit g'= =hogoh ™', heG et g'eG; par le
theoreme de Borel-Ritt, choisissons (kg, #;)€€°(%; G) telle que h= h -h Posons

=h;'og'oh;; onaalors g;=1y,0g, ou Y, est une section de G* sur U,(i=0, 1). Le lemme

6.1 ci-dessous montre que g;=f;0go f; ! ou f; est une section de G sur U,. On obtient
finalement

g'=(hof)ogolhiof)™" sur U,
et d{h;of;} €C*(%; G*(g)) est la classe cherchée. W
Le résultat de « normalisation sectorielle » ainsi obtenu est dii 4 Kimura [16] et Ecalle [9].

LEMME 6. 1. — Soit s une section de G sur Uy =S — { —i}. Soit y,=g " Poog?, p21, et
hy,=V, 0. ..o\, . Alorsh,converge,quandp — + o, vers une section h de G* sur U, telle que
‘~,Ilog=h—l ogoh.

Preuve. — Elle est inspirée de Malgrange [19]. Il est commode de travailler avec la
coordonnée z=1/x, et g(z)=z—2im.
Soit :
{zl—_—+e<Arg(z+1 R)<——9} ot 0O<O<m et R>O0.

On a g?(D)=D,<D.

A 0 A

La platitude de \ par rapport a I'identité signifie que I’on a, pour tout entier n et pour R
assez grand (dépendant de 0 et de n)

Sup|W(z)—z| <A/p"  (A=Cte convenable).

zeD,
Un calcul immédiat montre alors que

Sup |V, (2)—z| SA/(p+9)".

zeD,
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La série ) 1/(p+4)" converge (si n=2) et sa somme est majorée par C/g"~ ! ou C est une
p20
constante.
On en déduit que la suite h, =V, 0 ... o\, est définie et converge sur D, pour g assez
grand, et a pour limite un difféomorphisme (n— 1)-plat par rapport a I'identité. L’argument
valant pour tout n et tout 8, la premiére partie du lemme est établie. La seconde est triviale; on

a
gohy=g " Vo(Yog)?=h,_s oV og,

d’ou 4 la limite goh=holrog. M

Remarques 6.2. — (1) On compléte ce lemme par un énoncé analogue sur Uy, mais en
posant cette fois r,=g? o r o g~ #. En effet, la clé de la preuve est la « contractance » de g sur
les secteurs de bissectrice i. R~ et d’ouverture inférieure 4 2 m; sur les secteurs de bissectrice
i.R* c’est g~! qui est contractante.

(2) Sidans 3.1.1 on suppose que \r—1Id est non seulement plate, mais Gevrey d’ordre s
(Cest-a-dire que |V (x)—x| <c.exp(—t/|x|*) o ¢, T sont des constantes positives, et
k=1/(s—1)), on vérifie facilement que la transformation normalisante 4 est elle méme Gevrey
d’ordre s.

En conclusion, nous avons établi le

THEOREME 6.3. — Les difféomorphismes ¢ € Diff; (S%; 0, c0) (modulo conjugaison par un
difféomorphisme global de (S*; 0, o)) constituent un systéme complet d’invariants de
conjugaison analytique pour les éléments de G admettant g, , comme forme normale formelle.

Etant donné un difféomorphisme g’ d’invariant ¢, il est intéressant de regarder I’espace
quotient d’un voisinage de 0e C par I’action de g’. Reprenons les notations antérieures :
g =hgogohy'=h;ogoh;" avec f, =hy'oh, sur U, et f_=h;'oh, sur U_; soient V,
et V, deux secteurs définis comme au début de 6 recouvrant un voisinage de 0; posons

Vo=ho(Vo) et Vi=h,(V,) puis V; ={xeV,|h(x)eVonV;}

t
© Vi ={xeV_|h(x)eVsnV,]}.

h,
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Il est maintenant évident que le quotient de Vi L V| par g’ s’obtient en recollant la sphére
de Riemann S?=H(V,)=V,/g & la sphére S?=H(V,)=V,/g par la loi suivante : le
voisinage H(V{) de oo e H(V,) est identifié par ¢! au voisinage H(V{)de co e H(V,), etle
voisinage H(Vy) de 0e H(V,) estidentifi¢ a H(V ) par ¢,. On obtient une variété analytique
complexe A une dimension, non séparée, qu’il est naturel de noter Szv sz,

Exercice 1. — Montrer que S*{JS? et S?\US? sont isomorphes comme variétés
® 9’
analytiques complexes si et seulement si ¢ et ¢’ sont conjugués par un difféomorphisme

global de (S%; 0, o).

Exercice 2. — Montrer que g’, d’invariant ¢, admet une racine n-iéme dans G si et
seulement si @, et @, commutent avec la rotation y— e**/*.y de S*.

7. Lecasde g, ,, A#0.
Rappelons que

—exp X ot X, ,=2in>_ 4
81,0,TCXP Ay T AT I
L’intégration du champ X, , conduit a I’égalité
) 81,2=0"logy go® avec ®(x)=x/(1—Ax.log x)

Cette égalité doit étre interprétée comme suit.

La définition du faisceau G sur S! introduite au paragraphe 5 peut étre généralisée :
désignons, avec les notations de 5, par & ,(V; C)(n= 1) 'anneau des fonctions holomorphes
al’intérieur de V, et de classe " (toujours au sens de Whitney) sur V. Cesfonctions admettent
en 0 un polyndme de Taylor de degré n. Elles permettent de définir le faisceau G, formé des
germes de difféomorphismes (sectoriels) de classe €” en 0 (et toujours tangents a I’identité).

Dans (1), @ représente dans chaque direction ae S* un difféomorphisme de classe €* défini
modulo le choix d’une détermination du logarithme (c’est-a-dire géométriquement modulo
composition a gauche par exp pA X, o, p€Z, qui commute avec g, o).

Le diffeomorphisme g, , admet I'intégrale premiére H(x)=x""*e'/*. Avec les notations de
6, si I’on choisit sur chacun des secteurs V et V, la détermination principale de log x pour
définir x~* (et donc les déterminations des intégrales H, et H,), on voit que le quotient d’un
voisinage de O par g, , s’obtient en recollant la sphére S?=H,(V,)=V,/g;, 2
S?2=H,(V,)=V,/g,, par 'homothétie yrse 2™ y le long d’un voisinage de O et par
I’identité le long d’un voisinage de 0.

Maintenant, grace au difféomorphisme @, I’étude des invariants de conjugaison analytique
pour les éléments de G formellement conjuguésa g, , se développe comme danslecasA=0.11
est important de noter que le conjugué par ® de tout élément du faisceau G® est encore un
élément de G.

Le théoréme 6.3 s’étend donc sans modification au cas de g, ,.
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Avec les mémes notations qu’a la fin de 6.3, on montre qu’étant donné g'eG,
formellement conjugué a g, ,, et d’invariant analytique ¢ € Diff, (S%; 0, o), le quotient d’un

voisinage de 0 par g’ est la variété S* \J S? définie ainsi : on identifie un voisinage de 0 de la
G, 9)
premiére a un voisinage de 0 de la seconde par I’application e~

un voisinage de oo par @ *.

2imk o @, et un voisinage de o0 a

8.Casdeg, ;,k=2.

On remarque que Tog, ,=g; ;xon (voir remarques 2.3.3) ou m(x)=k.x*; le
difféomorphisme g, , admet I'intégrale premiére H(x)=x"".e!/**,

Le portrait de phase de g, ; a donc I'allure indiquée ci-contre (k=2, A=0).

Désignons par o, O, ...,0,_;€S' les points d’arguments 6,=—n/2k,
0,=—mn/2k+mn/k, ..., 03,y =—n/2k+(2k—1)7n/k, puis par V,, V,, ..., V,,_, des sec-
teurs de bissectrices respectives R*. a, ..., R*.a,,_; et d’ouverture comprise entre m/k
et 2n/k (de fagon que les V, recouvrent un voisinage de 0).

Définissons des déterminations Hy, H,, ..., H,,_;de Hsur V,, ..., V,,_; ensuivantla
détermination principale du logarithme. La fonction H; identifie, comme en 6, le quotient
V,/gx.» & une sphére S?, que nous désignons dans la suite par S7.

Le quotient d’un voisinage de 0 par g, , se décrit alors ainsi : on recolle par lidentité un
voisinage de oo €S2 4 son homologue dans S2, un voisinage de 0€S? a son homologue dans
S2, etc. et enfin un voisinage de 0 S2, _, a son image dans S} par "homothétie yr— e~ 2™ . y.

L’étude des invariants de conjugaison analytique des diffétomorphismes formellement
conjugués a g, , se déduit aisément du cas k=1; il suffit de remarquer que Iapplication
ramifiée n définit une véritable conjugaison de g, , avec g, ,, sur les secteurs V; de plus, la
conjugaison par w induit pour chaque a € S! un automorphisme du groupe G2 (phénoméne
de « composition rugueuse »).
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®
082
0

Désignons par G(g, ,) = G le sous-faisceau des germes commutant avec g, ,, par G* (g, ;)
Iintersection du précédent avec G*, et par % ={U};_o ;... 21, l& recouvrement de S*
formé des arcs ouverts centrés en o; et d’ouverture n/k.

On déduit de 6 que

H' (S,l; G*® (gk, x))=C1 u; G* (gk, )]
=Diff, (S; 0, ) xDiffl(Sé; 0, 0)x... xDiﬁ‘l(Sg w-1y 0, ©)

(on n’utilise que les sphéres d’indice pair).

La seconde identification se fait ainsi; étant donné ¢'=(o}, ¢’ )eDiff, (S3;; 0, c0) on
définit f* (resp. f%) section de G®(g, ;) sur U,;_; nU,; (resp. Uy;n U, ) par
Hyio f'=0f o H,; (resp. Hy;o % =0}, o H,)).

Chaque k-uple @=(¢°, ..., @* 1) définit canoniquement une classe de conjugaison
&, 1.(¢) dans G, dont les éléments sont formellement conjugués a g, ,. On obtient ainsi toutes
les classes de conjugaison, dans G, d’invariants formels k et A.

9. Difféomorphismes résonnants généraux

Nous considérons ici les difféomorphismes analytiques locaux formellement conjugués (via
G)a

c°qu,), 01‘1 o.=62inp/q et (P,q)=1, qu

Les entiers p, g, k et le nombre A € C sont fixés; on désigne par gi, , 'itéré g-iéme de g, .

ProrosiTioN 9.1. — Les G-classes de conjugaison de ces difféomorphismes sont définies par
le sous-ensemble de C* (U; G* (g% ,)) formé des cochaines invariantes par G o g, , (U désigne
le recouvrement en 2 gk secteurs associé a gi, ;). )

La démonstration est aisée. Si hoGog,, ,oh™ ' (heG) est analytique, son itéré g-iéme
hogd, oh™ 'a pour classe caractéristique un élément (f)eC"(%; G (g%, 1)), tel que
0h=(f). On vérifie alors facilement que hoGog, ;0h™ ' est lui-méme analytique si et
seulement si (f) commute avec Gog,, ;.
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Remarque 9.2. — L’étude précédente n’évoque pas le cas des diffeomorphismes
analytiques résonnants, de partie linéaire e?"*?/4, dont I'itéré g-iéme est lidentité. 1l est
classique qu’un tel difftomorphisme est analytiquement conjugué a la rotation d’angle
27 p/q (voir par exemple Siegel-Moser [27]) : c’est le théoréme du domaine invariant.

10. Espaces des orbites des difféomorphismes résonnants

10.1. CHAPELETS DE SPHERES

Les invariants de conjugaison analytique des difféomorphismes résonnants ont une
interprétation géométrique trés naturelle, que nous avons déja évoquée plus haut en nous
intéressant a 1’espace des orbites dans un voisinage « infiniment petit » de ’origine.

Introduisons d’abord les objets géométriques qui vont nous servir.

On appellera k-chapelet de sphéres (k=1) toute variété analytique complexe ¥ a une
dimension, connexe, non séparée, ou sont distingués 2k points a,, ay, ..., a,,_, appelés
points dattache, tels que : pour chaque i (considéré modulo 2k), a; et a;.,, appartiennent &
une unique sphére de Riemann plongée dans . Chaque point a; appartient ainsi a3 deux
sphéres, dites adjacentes, qui sont « recollées », dans X, le long de voisinages ouverts des a;,
par des difféomorphismes analytiques.

Remarquons que si 'on « réduit » les ouverts de recollement (sans changer les
difféomorphismes), on obtient une nouvelle variét¢ munie d’une submersion canonique
sur la précédente; pour éviter de préciser les domaines de recollement, le puriste associerait
a un chapelet £ un « systéme projectif de submersions » (indexé par les ouverts de
recollement) et prendrait sa limite. Nous nous permettrons I'abus de langage consistant
a parler du chapelet X défini par des germes de difféomorphismes.

Pour « cartographier » £, on fait choix d’une des sphéres que I’'on note S3, puis on ordonne
le couple de ses points d’attache, noté (0, o).
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On numérote ensuite les sphéres de £ comme indiqué sur la figure. On choisit enfin sur S3
une coordonnée z,, de fagon que ses points d’attache soient successivement z, =0 et z, = co.

On détermine maintenant une coordonnée sur chaque sphére S?(/=1, ..., 2k—1) en
convenant que les difftomorphismes de recollement

T (S§j+1’ OO)_"(S.Z”!.]’? o0) (=0, ...,k-1)

(p(J) (82]’0)—’(851—1’ O) (]=l, ’k_l)’

aient pour dérivée 1 au point d’attache. Le difféomorphisme W : (S3, 0) — (S3,_,, 0) s’écrit
alors, dans les coordonnées z, et z,,_,

et

ou @) est tangent a l'identité, et e C/Z.

On a ainsi associé au chapelet X, avec les choix faits, un symbole (A; ¢ € [Diff, (S*; 0, o0)]¥).
La modification des choix correspond a une action du groupe (Z/2k Z) x(Z /2 Z) x(C*) sur
ces symboles, que nous n’expliciterons pas. Deux k-chapelets sont isomorphes (comme
variétés analytiques) si et seulement si ils admettent des symboles équivalents pour cette
action.

Nous désignerons par &, , , le k-chapelet de symbole (A, ¢).

10.2. — Considérons maintenant I'une des formes normales g, ,€G, et les
difféomorphismes analytiques formellement conjugués a g, , modulo F.

Les choix d’intégrales premiéres de g, , sur les secteurs du recouvrement canonique %
défini en 3.3 identifient I’espace des orbites de g, , au voisinage de 0 au chapelet %, , 1, (®).
De méme, le difféomorphisme g, , (@) défini en 8 admet pour espace d’orbites le chapelet
F o

Maintenant, il est facile de montrer que g, , (¢) et g, , (¢") sont F-conjugués si et seulement
si leurs chapelets d’orbites sont isomorphes.~ .

En conclusion, les classes de conjugaison modulo F des difféomorphismes formellement
conjugués d g, sont en correspondance bijective naturelle avec les classes d’isomorphisme
de k-chapelets d’invariant A fixé. On a ainsi paramétré les classes de conjugaison analyti-
ques par une famille de variétés non séparées.

10.3. — Voyons pour finir le cas des difféomorphismes formellement conjugués a
Cogu.s OU o=e*™4  (p,g)=1 et q=2.
Remarquons d’abord que 6 og,, , est un relévement de exp 2ing(u**')/(1+1u*).d/du,

via P’application ramifiée u=m(x)=x? Soit % le recouvrement canonique de C, (en 2k

(8) Il y a deux abus dans ’emploi que nous faisons ici du terme « espace d’orbites » : (1) Les points d’attache
correspondent tous 4 I’orbite 0, et devraient donc étre identifiés; de plus, leurs voisinages dans le chapelet ne sont pas
les images des voisinages de 0 dans C. (2) Seul le chapelet limite (sur les ouverts de recollement) peut étre défini
clairement comme espace d’orbites.
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secteurs ouverts) relatif a ce difféomorphisme, et posons U,=n"!(U)), de sorte que U, est
constitué de g secteurs disjoints, échangés transitivement par o et ses itérés.

Soit m un entier tel que mp=1 mod ¢, et considérons la fonction
CH@)=x"".u"*mie exp(1/q? kub),

comme définie, sur chaque « multisecteur » U;, par le choix d’une détermination du
logarithme de u=x? sur U,. Nous affirmons que deux points de U, appartiennent 4 la méme
orbite de Gog,, , si et seulement si Hy prend la méme valeur. Pour cela :

(1) On montre que H est une intégrale premiére de cog, , sur U, En effet, on
a Ho(o ') =e?™1 H par définition de m. D’autre part, sur toute composante connexe
de T, il est licite d’écrire H (x)=x"4.exp(1/q*kx™); cette fonction est une intégrale
premiére de g% , et I'on a Hog, ,=e?™¥-H. Finalement He(c *)=Hog, , sur U.

(2) On remarque que HY=u "% exp(l/gku*) est une intégrale premiére du
difftomorphisme de C, écrit au début, et que u € U, étant fixé, H prend q valeurs distinctes sur
nt (u)CI~Ji. Ceci signifie que H sépare les orbites de c o g,, , dans 0.

La fonction H identifie 'espace des orbites de G g, ; sur U; 4 une sphére de Riemann,
et I'espace des orbites de ce diffécomorphisme sur un voisinage de 0 au chapelet

_ F k. - mayig?.1a
car H est multipliée par e~ 2" *~m2/4 quand on augmente ’argument de u de 2 1t); comme
p p q g

dans les cas précédents, on fait ’abus consistant & ne pas identifier les points d’attache,
qui représentent tous I’orbite 0.

Ceci dit, il est facile de vérifier que toute 1-cochaine (voir 9) invariante par Gog,, ; est
déterminée, via l'intégrale premiére H précédente, par un élément ¢ e [Diff, (S%; 0, 00)]*, et
que le diffeomorphisme analytique associé a pour espace d’orbites F . _ mgyq, o-

Comme dans les cas précédents, on vérifie que deux difféomorphismes résonnants,
formellement conjugués 4 cog, ,, sont analytiquement conjugués modulo F si et seule-
ment si leur chapelets d’orbites sont isomorphes.

Finalement, les difféomorphismes résonnants d’invariants formels p/q, k, A sont caractéri-
sés, a conjugaison analytique prés, par leurs variétés d orbites.

CHAPITRE 1

CLASSIFICATION ANALYTIQUE
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES RESONNANTES

1. Définitions et rappels

1.1. DEFINITION

Nous considérons ici les germes, en 0 C?, d’équations différentielles holomorphes :

1) o=A(x, y)dx+B(x, y)dy=0.
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Deux équations o=0 et ©'=0 seront dites analytiquement (resp. formellement)
isqmorphes s’il existe un germe de difféomorphisme analytique (resp. formel) ' de C2 en 0 tel
que (°)

o A f*(@)=0.

Cette condition exprime essentiellement que les feuilletages locaux & , et &, définis par
ces équations sont isomorphes. Les formes différentielles considérées sont donc toujours
définies & multiplication prés par une unité (i.e. un germe de fonction analytique non nul
en 0).

L’équation =0 est dite résonnante si

(i) L’origine est un point singulier de ®(A=B=0 en 0).

(ii)) La partie linéaire de ® en 0 (1-jet de ®) se réduit, dans un systéme de coordonnées
convenables, a la forme

xdy + & ydx ou E&=p/q estun nombre rationnel =0.

Le cas £ =0 a déja été traité en détail dans Martinet-Ramis [22]. Nous nous intéressons ici
au cas £ >0. Noter qu’alors le point singulier 0 de ® est nécessairement isolé. Nous nous
proposons de donner la classification des équations résonnantes, a isomorphisme prés,
pour chaque rationnel &.

1.2. VARIETES INVARIANTES ET HOLONOMIES

Soit une équation (1) de partie linéaire xdy+& ydx, ou aucun des nombres £ et 1/ n’est un
entier négatif (’équation (1) n’est donc pas ici supposée résonnante). On sait dans ce cas
qu’il existe toujours (Poincaré [25], Dulac [8]) un systéme de coordonnées locales analyti-
ques a Iorigine de C? telles que (1) y prenne la forme

2 o= xdy+&y.a(x, y)dx=0 ou a(0,0)=1.

Cette expression s’interpréte géométriquement : le feuilletage &, (non singulier sur un
voisinage épointé de 0 dans C?) admet deux feuilles ({ x=0} et { y=0}) dont lafermeture est
une variété lisse en 0. 11 est aisé de voir que si ni £, ni 1/ n’est entier négatif, il ne peut y avoir
d’autre feuille de & , ayant la méme propriété; c’est en particulier le cas pour les équations
résonnantes que nous considérons. Ces deux feuilles sont appelées variétés invariantes de
I’équation w=0 (ou séparatrices).

Nous allons nous intéresser aux difféomorphismes d’holonomie de ces deux variétés
invariantes. Etant donnée une équation (2), le difftomorphisme d’holonomie de la feuille
{ y=0} (par exemple) est défini ainsi : on considére dans cette feuille un lacet d’indice 1 par
rapport au point singulier 0, par exemple x=p e‘®, ou p >0 petit est fixé et 0 variede 04 2 .

(®) Si £#1 on sait (Cerveau-Mattei [7]) que I’équivalence analytique des équations ®=0 et ®' =0 implique
I’équivalence analytique des formes o et @'.
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On reléve ce lacet a partir du point (p, y,) (¥, € C voisin de 0) dans la feuille passant par ce
point; ’extrémité du chemin relevé est (p, 4(y,)) ot A est le difféomorphisme d’holonomie. Ce
difftomorphisme est un élément du groupe F (¢f. chapitre I) défini 4 conjugaison analytique
pres.

Il est aisé de voir que le difféomorphisme d’holonomie de { y=0} pour I’équation (2) a
comme partie linéaire y+> e~ 2. y; celui de { x=0} a pour partie linéaire x— e~ 2% x.

Si deux équations différentielles (1) sont analytiquement isomorphes par un difféo-
morphisme local f; et si le nombre £ (nécessairement commun aux deux équations) n’est
pas rationnel négatif, alors f transporte les variétés invariantes de I'une sur celles de
Pautre, et conjugue les holonomies respectives.

Finalement, d toute équation (1), avec & ¢ Q~, se trouve associé canoniquement un couple de
classes de conjugaison dans le groupe F (de parties linéaires e~ '™ et e~ 2™%), et ce couple ne
dépend que de la classe d’isomorphisme de 1’équation. Aux équations résonnantes
correspondent des classes de conjugaison de difféomorphismes résonnants.

Nous allons voir (§ 2) qu’a des difféomorphismes d’holonomie conjugués correspondent
des équations isomorphes, et qu’en fait un seul des difféomorphismes d’holonomie caractérise
I’équation différentielle.

Nous verrons ensuite, et c’est la partie non triviale de notre argument, que pour tout
£ =p/q rationnel, et tout difféomorphisme résonnant g de partie linéaire e*'*?/4, il existe une’
équation résonnante admettant g comme holonomie d’une de ses variétés invariantes.

Nous aurons ainsi montré que la classification analytique des équations résonnantes
(£ =p/q>0) est équivalente A celle des difféomorphismes résonnants de partie linéaire e2:"/4,
Rappelons qu’il n’en était pas de méme si {=0 [22].

2. L’holonomie caractérise I’équation différentielle

Soient deux équations différentielles analytiques @ =0 et ®'=0 de la forme (2) avec £ >0.
Nous allons établir la

PROPOSITION 2. 1. — Si les difféomorphismes d’holonomie h, et h,, de la feuille { y=0} sont
analytiquement conjugués, alors les équations différentielles ®=0 et ®' =0 sont isomorphes.

Ce résultat est peut-étre connu des spécialistes, et n’est pas difficile. Faute de référence
précise, nous en donnons une démonstration qui nous a été communiquée par R. Moussu;
nous ’en remercions (voir aussi Elizarov-II'yashenko [33]).

Elle utilise un résultat préliminaire (Dulac [32], Camacho-Kuiper-Palis [5],
Mattei-Moussu [23]), qui est un léger raffinement du théoréme d’existence des variétés
invariantes; toute équation de la forme (2) s’écrit, dans un systéme de coordonnées
analytiques convenables

3) o=xdy+&y(1+xyb(x, y))dx=0.
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Le point essentiel est maintenant une estimation relative a « I’holonomie radiale » de
I’équation (3). Fixons une telle équation, que nous supposons définie au voisinage du
polydisque fermé D x D, ou D est le disque de centre 0 et de rayon 1 dans C. Soit

xeD*=D- {0}, et E=x/|x|edD=S"

Considérons le chemin radial vy d’origine x et d’extrémité {(¢+—(1—1) x+ 1§, t€[0, 1]). Soit
yeD;onreléve le chemin vy sur la feuille de(3) passant par(x, y). Si| y | est assez petit, le relevé
¥ a pour extrémité (¢, ¢ () et @, : (C, 0) - (C, 0) est un difféomorphisme local analytique.

LeMME 2.2. — Il existe des constantes r, C,, C, positives non nulles telles que ¢ . est défini,
pour toyt xeD* sur le disque A<D de centre 0 et de rayon r, et pour tout ye A

Cy [ %[5y 200D SCs | x[%. |y

Voyons d’abord comment ce lemme permet d’achever la démonstration de la proposition.
Soient donc o et ®’ deux formes différentielles vérifiant les hypothéses. On peut les supposer
de la forme (3), et telles que les holonomies A, et h,,, calculées sur la droite x =1, coincident.
Soit, pour tout xe D*, 3, le chemin tracé dans la feuille { y=01}, joignant x a 1 en suivant

~ d’abord le chemin radial [x, {] ({=x/|x|) puis I’arc de cercle (;, 1) (parcouru dans le sens
inverse du sens trigonométrique naturel par exemple). Pour ye C de module assez petit,
relevons &, 4 partir de (x, y) dans la feuille de &%, passant (x, y); le relevé 8 a pour extrémité
(1,.y,); # , relevons ensuite 8} * sur la feuille de &, passant par (1, y,); le chemin obtenu a
pour extrémité (si |y, | est assez petit) un point (x, ®,(y)). On définit ainsi un germe de
difféomorphisme analytique ® le long de D*x {0} qui transforme %, en &%, par
construction. Le lemme 2.2 (appliqué aux deux équations) permet de s’assurer, de maniére
évidente, qu’il existe deux disques A et A’ de centre 0 dans C tels que ® est défini sur D* x A et
a ses images dans D* x A’. Ainsi @, étant borné sur D* x A, se prolonge en une application
analytique définie sur D x A. 11 est trivial de voir que ce prolongement est bien un
difftomorphisme de D x A sur son image, qui conjugue les équations différentielles. MW

2.3. PREUVE DU LEMME 2.2

On fait dans (3) le changement de variables x=1§ et y=|x,|%#7%.z ol x, € D* est fixé,
C=x0/| %o, t€[|xo|, 1] et zeC. On obtient I’équation
dz EymE g2 ¢ -t
4) = HLxo[F7E2b(1G, [ xo|* 7F2) =0

On a alors ¢, (y)=|x,|%z(1) o z est la solution de (4) telle que z(|x,|)=y.
D’autre part, le coefficient de z* dans (4) est majoré en module par B=Sup 5| sur le
DxD

produit [Ixo |, 1] xD. Un argument élémentaire montre alors que

C1|Z(|x0|)§ IZ(1)| §C2|

pour des constantes convenables C,, C,>0 et |z(1)| <r, r>0 assez petit (indépendant
dex,). W
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3. Les formes normales d’équations différentielles résonnantes

Nous abordons maintenant le processus qui permettra de réaliser tout difféomorphisme
résonnant comme holonomie d’une équation différentielle résonnante.

Les plus simples des équations résonnantes sont évidemment les équations linéaires
pydx+qxdy=0  (E=p/q).

Elles admettent les intégrales premiéres x? y; les feuilles autres que les variétés invariantes
sont homéomorphes au « cylindre » S! xR et sont, par les projections sur les axes, des
revétements a p ou g feuillets de ceux-ci. Les holonomies sont des rotations périodiques.

Considérons maintenant les équations suivantes
o =1 +A ") dx+xdy)—u* yde=(1+A—1)u*) ydx+(1+1u*) xdy=0

(k=1 est un entier, AeC, et u=xy) qui sont résonnantes, avec {=1.
Nous définirons plus généralement

® g2 =P(1+A—1)u*) ydx+q(1+1u*) xdy=0,

ou (p, 9)=1, et u=xPy%; c’est une équation résonnante, avec £ =p/q.

Remarquons que ®,,, , ;=0 est I'image réciproque de o, , =0 par I’application ramifiée
p:(x,y) > (C=x" n=y).

Nous allons décrire les feuilletages définis par ces équations, ainsi que les holonomies des
variétés invariantes. Nous utiliserons pour cela systématiquement les notations suivantes.

Nous désignerons toujours par % ={U,} (i=0, ..., 2k—1) le recouvrement du plan
complexe C, formé des 2k secteurs ouverts d’ouverture 2n/k, ayant pour bissectrices les
demi-droites définies par u*€i.R(¢f. 1.8); la valeur de ’entier k > 1 sera toujours fixée par le
contexte.

Nous noterons n: C? — C, la fibration singuliére n(x, y)=x?.y?=u; la valeur des entiers
p et q (premiers entre eux) sera toujours fixée par le contexte. On posera enfin

Ui=n"1(U)<=C? ou U,e.
Etudions d’abord le cas des formes o, ;- Elles admettent pour facteur intégrant holomorphe
(voir Cerveau-Mattei[7]) le mondme xyu*, c’est-a-dire que la forme méromorphe

O, L+Au* dx

xyut ~ uFl x

est fermée; il suit que o, , admet lintégrale premiére
H=H, ,=xu"‘exp(l/ku*)  (u=mn(x, y)=xy),

Cette fonction est bien définie, sur chaque domaine U,=n"!(U,), par le choix de la
détermination principale du logarithme de u. Le feuilletage o, ,=0 restreint a U, est
caractérisé par H, qui sépare les feuilles; cette fonction identifie I’espace des feuilles dans U;
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(avec des conventions et abus analogues au cas des difféomorphismes) 4 1a sphére de Riemann
$?=C U 0 (0 et oo correspondant toujours & la réunion des variétés invariantes). Tout ceci
permet de considérer ’espace des feuilles de cette équation dans un voisinage de 0eC?
comme le chapelet #, , 4. D’autre part, les holonomies de y=0 et x=0 sont caractérisées,
sur les transversales x=1 et y=1, par les intégrales premiéres y *exp(1/ky*) et
x~**Vexp(1/kx*) (restrictions de H, ,); ce sont donc les formes normalesg, , et g, ,_,
respectivement.

Le cas de @, 4, , est un peu plus compliqué, si p/q# 1. L’astuce consiste ici a introduire
deux entiers m et n tels que

mp—nqg=1
(m et n sont donc définis modulo un multiple commun de q et p) et a écrire
®pq, k3 =(L+(A—mp) u*)(py dx+gx dy) +pqu*(nydx+mxdy)  (u=mn(x, y)=x"y?)
d’ou

1+ — k d. d
Opig, &, L +( k’:’l;)u du+n—x +m—y.
paxyu* pqu x y

Il apparait ainsi, avec le facteur intégrant pgxyu*, lintégrale premiére

H, . a=x""y mu”*~mP /Pexp(1/pgku®).

Cette intégrale est bien définie sur les domaines U,=C2, toujours par le choix de la
détermination principale de logu, et ne dépend pas du choix de m et n.

L’important est de remarquer que
Hp/q,k,l=Hk )‘op ou Hk AT Cu exp(l/kuk) et p(xa )’)=(C=xp, Tl=yq)

Comme H,,, ;. , prend des valeurs distinctes sur les points d’'une méme fibre de p, on déduit
de I’étude antérieure que cette fonction sépare les feuilles de @, . ; sur U,, et identifie donc
’espace desfeuilles & une sphére; finalement, I’espace des feuilles de  ,, ; , dans un voisinage
de0eC?estidentifié par H,,, , , auchapelet #, ; ., .. «a('intégrale premiére est multipliée
par exp —2in(A—mp)/pq quand on augmente ’'argument de u de 2 x). Les restrictions de
cette intégrale premiére aux transversales x = 1 et y =1 montrent enfin que les holonomies des
variétés invariantes y=0 et x=0 sont respectivement

—2’ _2' .
e Mg gy Bt € Pogy a1y, (v0ir1.10.3).

Finalement, toutes les formes normales (formelles) des difféomorphismes résonnants sont
associées a des équations résonnantes simples. C’est pourquoi nous appellerons les
équations précédentes formes normales d’équations résonnantes. En fait, il est classique
que toute équation résonnante (analytique ou formelle) est formellement isomorphe a I’'un
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des modéles précédents (pour une démonstration conceptuelle et rapide, voir Brjuno [3] ou
Martinet [21]). Mais nous n’utiliserons pas cette remarque ici.

Lesfeuilletages précédents sont tous transverses (en dehors des deux variétés invariantes) a
la fibration singuliére & définie par la partie linéaire de la forme considérée.

La « déviation » par rapport a cette fibration a la nature d’une « singularité essentielle »,
représentée par le terme exponentiel de 'intégrale premiére. Ce sont ces remarques, qu’on
rapprochera de I’étude du cas résonnant « dégénéré »([22], chapitre IT), qui nous ont amenés
a adapter le scénario congu dans notre article précédent, la projection (x, y)— x
étant remplacée ici par la fibration singuliére n.

Remarque 3.1. — Dans le cas p=g=1, les formes normales précédentes (o, ; =0) sont
liées trés simplement aux formes normales des équations résonnantes dégénérées([22])

0, =u* tdx—(1+Au*)xdu=0  (plan des u, x).

On vérifie en effet trivialement que ®,_, est (3 un facteur prés) image réciproque de o, , par
Véclatement de Hopf p (u=xy, x=x).

Remarquons que 'image par p d’un voisinage de 0 dans C?(x, y) est un « céne » (| x | <g,
|u|<e|x|, e>0 petit) ayant pour «axe» la variété invariante {u=0} de o, ,.
L’application p induit un isomorphisme de la transversale {x=1} a {y=0} sur la
transversale { x=1} a {u=01}, et conjugue les holonomies des feuilles { y=0 } (pour 0, ,) et
{u=0} (pourw, ;).

A TPapplication p correspond une application p, de I’espace des feuilles # (®, ,) dans
I'espace des feuilles # (@, ;). Si le premier espace a une structure assez simple (c’est le
chapelet #, , 14), il n’en est malheureusement pas toujours de méme pour le second. Nous
nous contenterons ici de quelques indications, pour k=1.

L’équation @, ,=0 a pour intégrale premiére H=xu"*e!/*. On désigne toujours par
#={U,, U, } le recouvrement d’un voisinage de 0 dans C, par deux secteurs de
bissectrices i.R™ et i.R*. La fonction H identifie encore I’espace des feuilles de ©, ; sur
U; xC 2 une sphére S?=C U . Le recollement des deux sphéres décrivant # (@, ,) n’a

cependant plus la méme nature que dans les cas précédents : la fonction H applique U, xD
sur S%, quels que soient les rayons du secteur U, c{Reu>0} et du disque D<=C,
(centré en 0). On est donc amené & considérer F (o, ,) comme le quotient d'une sphére de
Riemann (S%; 0, c0) par le germe d’automorphisme en0 o_, : z+—>e” *'™ .z,

Si A n’est pas réel, le quotient par o_, d’un disque ouvert épointé de centre 0 dans C
s’identifie & une courbe elliptique (tore T>=S! x S); on peut dans ce cas imaginer & (o, ;)
comme la variété analytique complexe non séparée obtenue en formant un petit « ourlet
torique » & partir d’un voisinage épointé de 0 dans S (la structure complexe du tore étant
déterminée par A mod Z).

Si A est réel rationnel (A=m/n), le quotient par o _, d’un voisinage de 0 est un « cone »
d’angle au sommet 27/n, et 'on voit encore assez bien la structure de # (0, ;). Si A est
irrationnel, on a un quotient « pathologique ».
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4. Interméde cohomologique

Ce qui suit est une variante du résultat principal du chapitreI de [22].

4.1. DEFINITIONS.

Soit t : C* — C lapplication définie par ©(x, y) = xP y%, o p et g sont deux entiers positifs
premiers entre eux et fixés. On désigne par D, le groupe formé des difféomorphismes locaux
analytiques @ a lorigine de C? tels que mo@=m (i.e. laissant invariante la fibration
singuliere ). Ces difféomorphismes s’écrivent commodément sous la forme suivante :

x'=x.e, y'=y.e ? ou feC{x, y}

Plagons-nous maintenant sur le produit C x C?, ou les coordonnées seront notées ue C et
(x, y)eC*. Nous désignons par 9, le groupe des « déploiements de I'identité de C? » a
valeurs dans D, c’est-a-dire des difféomorphismes analytiques locaux de (C x C2, 0) de la
forme :

W, x, )=, x'=x.e", y'=y.e ?/)

ou f est cette fois un germe de fonction analytique des trois variables u, x, y, telle que
£, x, y)=0.

Par analogie avec 1.5, introduisons le faisceau d anneaux 28 sur S* (cercle unité de la droite
des u) défini ainsi; pour tout e € S, un élément de %, est le germe en 0 € C x C? d’une fonction
f:VxA—C(ouV=V,(R, 0) c C est un secteur fermé de bissectrice a. R*, d’ouverture
20 et de rayon R; AcC? est un polydisque fermé de centre 0) qui est analytique sur
I'intérieur de V x A, et €® au sens de Whitney sur le fermé V x A. Le jet infini d’une telle
fonction le long de { 0} x C? s’interpréte alors de fagon naturelle comme une série formelle
en u

f=Y fule, pyu,

n=0
dont les coefficients £, sont analytiques sur un méme polydisque de C? centré en 0 (le domaine
de convergence des coefficients dépend évidemment de la série considérée). Nous désignerons
par % I’anneau formé de ces séries.
Le théoréme de Borel-Ritt avec paramétres (voir [22], chapitre I, théoréme 1.1.7) permet
de représenter chaque élément de % par une section de 48 sur tout secteur. On appellera plates
les sections f de # dont le jet infini f est nul.

On définit maintenant le faisceau de groupes &, sur S* dont la fibre en o€ S* est constituée
des transformations

W, x, y)—u, x'=x.e", y'=y.e ?/),

oufed,etf(0, x, y)=0; on désignera par > = P, le sous-faisceau défini par la condition
supplémentaire que f'soit plate; ce faisceau est donc formé des difféomorphismes au-dessus

\

d’un secteur de C, laissant = invariante, et infiniment tangents a4 Iidentité le
long de {0} xC2.
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Soit maintenant % ={U,} i=1, ..., n, un (bon) recouvrement de S*.

THEOREME 4.2. — L’application cobord de Cech 0 : CU; D) > L (U; DT) est
surjective.

Cet énoncé est analogue au théoréme 5.2 du chapitre I. Rappelons que I’espace
€°(U; 2,) est ensemble des O-cochaines { @, } telles que ¢, =@, pour tous i, /.

Preuve. — Elle consiste pour ’essentiel a reprendre celle du théoréme 2.3.1 de [22]. On
associe au 1-cocycle y={\; ;,, }€Z!(%; D) le germe de variété analytique complexe
M =M, de dimension 3 obtenu en recollant les produits (U;, 0) x(C?,0) par les applications
de transition \, ;. ; le fait qu’on obtienne ainsi un germe de variété analytique complexe est
un cas particulier des résultats de[22](I.2.2).

Les deux fonctions (u, x, y)>u et ©: (u, x, y)>xPy? étant invariantes par les
applications de transition, définissent des fonctions que nous désignons par les mémes noms

u: (M,00-C et n: (M,0)-C.
Ces fonctions sont holomorphes par définition de la structure complexe de M.

Le point important est maintenant que 7 s’écrit formellement t=X? Y% ou (4, X, Y) est un
systéme de coordonnées formelles a I’origine de M. On en déduit que n=X?Y?ou (u, X, Y)
est un systéme de coordonnées locales analytiques de M en 0; ceci résulte immédiatement, par
exemple, du théoréme des fonctions implicites de M. Artin[2]; un argument plus élémentaire
consiste a utiliser les résultats généraux sur les complétés des algébres analytiques (voir par
exemple C. Houzel[13], théoréme 3).

De telles coordonnées étant choisies, on montre comme dans [22], 1.2.3.1 que, en
composant les coordonnées X, Y par les injections canoniques (U;, 0) x(C?, 0) > M, on
obtient des sections @;=(X;, Y;) de 2, sur U, telles que dp={. B

Remarque 4.3. — Désignons par 9, le groupe des transformations (formelles) de C x C?
en 0, de la forme : (u, x, ), x'=x.e?, y'=y.e"?)) ol feB.

L’application naturelle J: €°(%; 2,) » 9, qui a chaque cochaine associe le jet infini
de ses termes le long de {0} x C? est surjective (Borel-Ritt). Comme en I.2, il est aisé
de voir que les deux surjections J et 0 induisent une bijection canonique de 2,\ 9, sur
H' (8% 27).

Remarque 4.4. — Sile 1-cocycle e Z (U; D¥) est Gevrey d’ordre s (resp. k-sommable
ou s=141/k) les résultats de[22], 1.4 et 1.5 montrent immédiatement que pour tout
QX (U; @,) telle que dp=1, le jet infini Jo=peP, est Gevrey d’ordre s (resp. k-
sommable).

4.5. Conséquences

Désignons par B le sous-anneau de C [[x, y]] des séries formelles

Jxn=3Y a, . x"y",

m,nz0
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telles que les séries

et B,=Y a, .y
n20

convergent sur un méme disque de rayon strictement positif, indépendant de m et ne N (mais
dépendant de f).
Ona B=C{x} [[y]lnC{y} [x]], et B s’identifie clairement au noyau de I’application
surjective (1)
C{x} III®C{y} lix]1 - C Iix, y1I,
(@, V)~ o—V.

Chaque élément f'de B définit un champ Taylorien formellement holomorphe, au sens de
Kojasiewicz[17] sur le germe d’ensemble analytique(E, 0) (ot E={x=0}{y=0}. En
effet écrire fsous laforme Y. A, (x) y"revient a I'interpréter comme champ Taylorien le long
de ’axe des x au voisinggg de (0,0); de méme l’écriture ) B, (y) x™ fournit un champ

m=0
Taylorien le long de I’axe des y, et les deux champs coincident a I’origine. Inversement tout

champ Taylorien formellement holomorphe le long d’un voisinage de (0, 0) dans E est défini
par un élément de B.
On vérifie sans difficulté que B s’identifie au complété formel de C{x, y} le long de E.
Munissant C2? de la fibration singuliére © : C2 - C, n(x, y)=x?y? (ol p et g sont des
entiers strictement positifs premiers entre eux), introduite précédemment, on peut donner
une autre interprétation de B. On note p : C2 — C? I’application p(x, y) =(n(x, ¥)), X, y), et
on pose

B,=p*C{x,y} W]l (o (v x,»)eC.

L’espace vectoriel topologique F étant du type Fréchet, ou DFN, on a défini dans [22], les
espaces de séries formelles Gevrey d’ordre s >0 : F [[u]],, et de séries formelles k-sommables :
F{u},(k=1/(s—1)). L’espace C { x, y } étant muni de sa topologie DFN naturelle, on pose,
pour s>1

ﬁn,s=p*C{x,y} [[u]]s et Bn,s=p*C{x’y}{u}s'

On vérifie facilement que B, =B est indépendant du choix de =, tandis que B, et B, ;en
dépendent. (L’ordre de Gevrey au sens classique [18] de fe B,, en (x,y) est
(s+p+g—1)/(p+q).) On dira que f € B, , (resp. f € B, ,) est une série formelle (s, p, ¢)-
Gevrey [resp. (k, pq)-sommable]. (La notion de resommabilité a plusieurs variables reste peu
claire. Celle que nous venons d’introduire est adaptée aux applications que nous
développerons plus loin.)

Désignons par D> D, le groupe des difféomorphismes (formels) de C" en 0 de la forme :

(x,y)>(x.e”,y.e"?) ou feB=B,

(*°) Dans la notation C{x} [[y]], C{x} est pris avec sa topologic DFN (comme dans [22]).
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Les éléments de D, se congoivent comme les difféomorphismes analytiques du voisinage
infinitésimal (d’ordre infini) de (E,0) dans C? préservant la fibration .

Introduisons maintenant le faisceau d’anneaux B, sur S' défini comme suit; pour chaque
aeS*, un élément de la fibre B, , est le germe en 0 C? d’une fonction f

OUNA-C (ouU=rn"'(U) e U=U(R,0)cC

est un secteur fermé de bissectrice o. R*, d’ouverture 20 et de rayon R; A est un
polydisque fermé de centre 0 dans C2, d’intérieur non vide) qui est analytique a I'intérieur
de U A, et ¥ au sens de Whitney sur le fermé U n A. Le jet infini d’une telle fonction
le long de E N A est un élément f € B,.

Désignons par D, le faisceau de groupes sur S! dont la fibre en a.€ S* est constituée des
transformations (x, y) —» (x.e%/, y.e~%/), ouf € B, ,, et enfin par D’ = D, le sous-faisceau
des transformations infiniment tangentes a I'identité le long de (E, 0), c’est-a-dire telles que
f€ B, , soit plate sur (E,0)  =0).

Nous allons déduire du théoréme 4.2 le :

COROLLAIRE 4.6. — Soit U un (bon) recouvrement ouvert de S'. L’application cobord de
Cech 0 : €°(U; D,) - Z' (U; D) est surjective.

Preuve. — Ce résultat est essentiellement la restrzctzon du théoréme 4.2 a la surface
£<C xC? graphe de la fonction u=mn(x, y)=x? )% identificc & C2 par le choix des
coordonnées x, y.

Soitdonc { {; ;1 }€Z*(%; DY), 0uV, ;,, est défini par unefonctionf; ,,, sectionde B,
sur U, ;. ,, plate le long de (E, 0). Cette fonction s’interpréte comme une fonction définie sur
un voisinage de 0 dans X N (U, ;,, x C?). D’aprés le lemme 4.7 établi ci-dessous, elle se
prolonge 4 un voisinage de 0 dans U; ;,, xC? en une fonction f”; i+1 section plate du
faisceau 4 sur U, ;. (considéré ici comme germe de secteur de C, et non comme ouvert
de S'). Les fonctions f ., définissent un 1-cocycle {V; ., } eZY(U; D), et le
théoréme 4.2 foumlt une 0-cochaine {(p }e®°(U; 2,) telle que 0@ =\ Par définition la
transformation ?; laisse X (U, x C?) invariant, et induit donc un germe de
diffeomorphisme @; de Ul =n"1(U;)=C? = Z. Il est immédiat de vérifier que @, est bien une
section de D, sur U, H

LeMME 4.7. — Soit f une section plate de B, sur U, considérée comme définie sur un
voisinage de 0 dans X n (U x C). Alors f admet un prolongement f section plate de % sur U.

Preuve. — Soit V< U un sous-secteur fermé; la fonction f est définie, pour ueV et ||u||
assez petit, sur 'ensemble Q, =%, n Q={(x, y)/n(x, y)=u} n Q, o Qest un voisinage de 0
dans C?. La platitude signifie que | £, (x, y) || =0(]|#||") pour tout n. Considérons alors dans
C? des coordonnées (£, n) telles que la fonction soit réguliére en m (par exemple
x=E+m, y=n. Pour tout u#0 et § assez petits, I’équation n(§, n)=u admet r racines
distinctes (r=p+g si u=x?y?% n,, ..., n, telles que les points (§, n,), ..., (€, n,) soient
dans Q. Définissons alors f,(£, n) comme le polyndme de degré r—1 en tel que
f.& n)=/,(&, n;) (interpolation de Lagrange). Les propriétés ¢élémentaires de
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I'interpolation permettent de montrer que la fonction f ainsi définie satisfait a toutes les
conditions requises. '

Le lecteur constatera que pour les applications aux équations différentielles traitées plus
loin le lemme 4.7 est en fait inutile : le prolongement cherché étant donné par le choix d’une
intégrale premiere.

Remarque 4.8. — La version sommable du théoréme 4.2 (voir remarque 4.4) a un
analogue dans le présent contexte : la restriction a la sous-variété £ des 1-cocycles k-
sommables définit les 1-cocycles (k, p, q)-sommables; ils sont les cobords d’¢léments (k, p, q)-
sommables de D,, c’est-d-dire de la forme (x, y)—>(x'=x.e?/, y'= y.e“’f ) ou fe B,
(s=1+1/k; voir 4.5).

Il reste & mentionner que nous ferons aussi usage, dans la suite, des applications « cobord
abélien » : :

Oup  C°(U; B) > Ly, (U; FB7) et Oup 1 €°(U; B,) > 2 (U; B)),
définies par 0,,{f;} ={ fi;;=/i—f;}. Ces applications sont également surjectives (voir [22],
théoréme 3.2.1, p. 82), et induisent des surjections entre cochaines sommables et cocycles
sommables.

5. Synthése des équations différentielles résonnantes

Considérons d’abord, pour simplifier ’expos€, ’équation
0=0, ;=(1+Au)du—uydx=0 u=xy=n(x,y)),

son intégrale premiére H=H, ,=xu"*exp1/u, et son espace de feuilles &, ;. Les
notations sont celles des paragraphes 3 et 4.

La premiére remarque importante est que H (resp. 1/H) est une section plate du faisceau
B, sur U, (=U_ (resp. sur U, ,=U,). _

Soit maintenant @ =(@,, @) € Diff; (S%; 0, c0), définissant la variété & 1,'1, o Par analogie
avec ce que nous avons fait pour les difféomorphismes, nous allons construire une équation
holomorphe admettant %, , , comme espace de feuilles. Pour cela, on commence par
associer a ¢ le 1-cocycle FeZ! (%; D) défini par

HoF_=¢,H et HoF,=¢,ocH (résuméen HoF=¢oH).
Ces définitions sont consistantes. — En effet, si I'on pose, comme en 1.6
Qo@) =21 et @, (2)=2e-1",

ou z est une coordonnée sur S>=C U oo et ¥, ¥, sont des germes de fonctions holomorphes
nuls en 0, on obtient '

F {x'=xexpvo(H> {x'=xexpym(1/H)
Ty =yexp—y,(H) Ty =yexp—7v,(1/H)

qui sont bien des sections de DX sur U_etU,. H
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Les difftomorphismes F _ et F, s’interprétent d’ailleurs trés simplement : ils réalisent, sur
U_ et U, dans C?, les permutations de feuilles définies par ¢, et @, en préservant la
fibration .

ProposiTion 5.1. — On a
F*o=¢'.o ou s=(s_,s,)eZ'(U; B,) est le 1-cocycle plat défini par :
e-=1+Hoy,(H) et e=1+H 1oy, (H™ D).
Preuve. — On écrit o =u? dH/H, et en remarquant que F préserve u il vient

dH _, do(H)

F*o=u?F* u ,
H o (H)

d’ou le résultat. W

Remarque 5.2. — Les transformations précédentes sont les seules sections locales de D,
qui laissent invariant lefeuilletage ® =0, si on leur impose la restriction d’induire I’identité sur
E=n"1(0). En particulier, il n’existe aucun germe de section de D® aux points +ieS*
préservant ce feuilletage. Tout ceci se voit comme en 1.6.

Remarquons encore que les cocycles FeZ! (%; D¥) et seZ' (%; B®) sont (1.1.1)-
sommables, au sens de 4.8. _

THEOREME 5.3. — Soit Ne%°(U; D,) telle que 9N =F, et soit Ne D, le difféomorphisme
formel associé. Alors :

(i) La forme (N"Y)* @ est semi-holomorphe, et Pon a plus précisément:
eiO(ﬁ'l)* o=w(p) ou [eB est telle que d,,[=s°N~, et ® (@) est une forme holomorphe.

(i) La forme o () admet u*.e' comme facteur intégrant, ¢est-d-dire que o (p)/u® e' est
une forme fermée.

(iii) L’espace des feuilles de I'équation (@) =0 est lavariété F | , , et les holonomies de ses
variétés invariantes sont g (@) et g; ,—1(®).

Preuve. — (i) Considérons les formes différentielles o, =(N; ))* , i=0, 1, et a=(N"1)*w.
Les coefficients de o, sont des sections de B, sur U, et a est le jet infini de «; le long de
E=n"1(0).

Les égalités F_=N;'oN, et F,=Ng'oN, donnent alors, compte tenu de 5.2
o, =¢-oNgla, sur U_,

ap=e+oNjyta, sur U,.

Les fonctions s_ «Ng ! et s, o N * sont encore des sections plates de B, sur U_et U ;elles
définissent donc un 1-cocycle so N~ eZ! (%; BY); soit :

1=(1,, 1,)e6°(#; B,)  telleque 9,1=s0N"1;
on a par construction

eboa,=e€1oa; sur U_ et U,.
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Il en résulte que e"o(N‘ )* » est bien holomorphe, ou [ est le jet infini de 1a cochaine [
le long de E=n"1(0).
(ii) Est alors évident, en remarquant que

o (@)/u? el =(R~1)* 22 (N laisse u invariant)
u

et que /u? est fermée.

(iii) Le fait que I’espace des feuilles de () est &, , , est évident par construction. Les
holonomies des variétés invariantes de o (¢) sont formellement conjuguées a celles de ®, car N
est un difféomorphisme du voisinage infinitésimal de E=n""(0) (induisant Iidentité sur E)
qui conjugue les équations @ =0 et w(¢p)=0. Les espaces d’orbites des difffomorphismes
d’holonomie étant toujours identiques a 1’espace des feuilles de la forme considérée (*1), les
résultats du chapitre I complétent la démonstration. W

5.4. CAs GENERAL
Nous considérons maintenant 1’équation
0=0,, 2 =pPA+A-1)u¥)ydx+q(1+r*)xdy=0  (u=mn(x, y)=x7y9),
son intégrale premiére
H=H,, ;, ,=x""y "u *"mP/riexp(1/pgku*)  (mp—ng=1)

et son espace de feuilles &, 4 /00 10-

Les fonctions H et 1/H définissent alternativement des sections plates du faisceau B, sur
les secteurs
U, -=U;-1nUy et Ui, +=Un Uy,

relatifs au recouvrement canonique % de C, (en 2k secteurs).

Etant alors donné ¢ e [Diff, (S2; 0, 00)]¥, on lui associe, comme dans I’étude précédente, un
1-cocycle Fe Z! (%; DZ) dont les éléments préservent le feuilletage ® =0 sur le domaine U
correspondant. Si I’on pose

ou feZ'(u; BY),
le cocycle f est défini par les mémes formules que dans le cas particulier déja traité. Mais on
obtient ensuite

F*(o=e(q_")foesm,

ou seZ'(%; BY) est défini par les mémes formules qu’en 5.1. Le cas p/q#1 se distingue
donc du cas p/g=1(i.e.p=q=1).

(*!) Si 1 est un germe de transversale 4 la séparatrice (en un point distinct de I’origine et suffisamment voisin de
celle-ci), le saturé du germet par le feuilletage &, est un germe de voisinage de 0 privé de la trace de I'autre
séparatrice (¢f. démonstration du lemme 2.2).
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THEOREME 5.5. — (i) Si ON=F(NeD,), la forme e’ (N~1)* o= () est holomorphe,
ou I eB est telle que 6,,'=((q—p) f+5)oN~1.

(i) La série formelle pgxyu*e', o [eB est telle que 0,[=soN~%, est un facteur
intégrant de ® (). '

(iii) L’équation w(®)=0 a pour espace de feuilles le chapelet F, _mpype o €I S€S
difféomorphismes d’holonomie sont les difféomorphismes formellement conjugués a

—2inp/ —2inq/p
e o ap € °&pk, (.~ 1)/pg
et de méme classe caractéristique .

La démonstration est la méme que celle du théoréme 5. 3.

5.6. CoNcLusiON. — Au terme de cette étude, il est donc établi que fout difféomorphisme
résonnant est I’holonomie d’une équation différentielle résonnante, et que la classification des
équations équivaut a celle des difféomorphismes.

La relation entre les difféomorphismes d’holonomie des deux variétés invariantes d’une
méme équation est aussi élucidée par la discussion précédente.

Faisons encore une remarque générale sur la classification formelle des équations.

Soit ®=0 une équation résonnante analytique. Si elle est formellement isomorphe a sa
partie linéaire, il est bien connu (voir par exemple Brjuno [3]) qu’elle lui est analytiquement
isomorphe. Sinon, elle est, d’aprés les résultats précédents, formellement isomorphe a I'une
des équations w,,, , ,=0. Il est facile d’autre part de vérifier que ces équations sont toutes
formellement distinctes. On en déduit qu’elles classifient les équations résonnantes du point
de vue formel (avec les formes linéaires py dx+ gx dy). On notera en particulier que deux
équations résonnantes formellement isomorphes ont des holonomies formellement
conjuguées. Ces derniers résultats, ici conséquences du théoréme 5.5, sont en fait de nature
élémentaire et « bien connus ».

Par contre, nous allons voir que la méthode employée dans notre « syntheése » fournit
quelques renseignements plus précis, et peut-étre dignes d’intérét, sur la structure des
équations résonnantes.

6. Quelques propriétés générales des équations analytiques résonnantes

THEOREME 6.1. — Soit 0=p(1+a)ydx+gxdy=0(aeC{x, y} nulle en 0) une équation
analytique résonnante. Alors, ou bien o est analytiquement isomorphe a sa partie linéaire, ou
bien il existe un systéme de coordonnées analytiques dans lequel

(1 o=p(1+u*b(x, y)) ydx+qxdy=0,
ou beC{x, y} est une unité, u=x®y? et k est un entier 2 1.
Ce résultat est établi par Dulac ([32], p. 74-77), en utilisant une méthode élémentaire

de séries majorantes. Dulac démontre d’ailleurs un théoréme plus précis : quel que soit
Pentier positif n, il existe des coordonnées analytiques pour lesquelles on a, dans (1)

b(x, y)=P W) +x"y*c(x, y),
ou P est un polyndome de degré n, et r > pn, s > gn.
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Le théoréme 6.1 est aussi conséquence immédiate des résultats de 5: si ® est non
linéarisable, elle est isomorphe a une (et une seule) des équations ®,, , ;=0, et celles-ci
sont évidemment, par construction, de la forme (1). (Remarquer que I’entier k (invariant
formel) est déterminé par un jet d’ordre fini de ® en 0.)

Il s’interpréte géométriquement ainsi : tout feuilletage analytique résonnant est transverse,
en dehors de ses variétés invariantes, a une fibration analytique Tt dont le type topologique est
défini par la partie linéaire du feuilletage.

De méme que dans ([22], 1.2.2.3, p. 99), on peut montrer que toutes les « fibrations
transverses » a une équatibh donnée © =0 sont équivalentes, c’est-a-dire qu’elles s’échangent
par un difféomorphisme analytique local de C? qui laisse invariante chaque feuille de o.

On est alors conduit naturellement a considérer le probléme suivant :

Les entiers p, ¢ étant fixés, classifier les équations (1) modulo le groupe D, des
difféomorphismes locaux de C? laissant © invariante (ou, un peu plus généralement, modulo
le groupe D, des difféomorphismes compatibles avec m, c’est-d-dire relévements d’un
difftomorphisme local de C,). On a des problémes analogues avec les groupes de
difféomorphismes formels D, et D’.

La classification modulo D} conduit aux formes normales @, . ; déja vues. Il y a mieux :
on a le méme résultat avec le groupe D/,c D/, constitué par les difféomorphismes formels qui
relévent un difféomorphisme local analytique de C,.

La classification modulo D, conduit & des formes normales polynomiales comportant
k invariants formels (au lieu du seul A précédent). De plus, le groupe D, opére simplement sur
I’ensemble des équations(1).

Nous ne démontrerons pas ces assertions, qui n’offrent pas de difficulté (voir [34]).

Pour I'intelligence de la suite, il est utile de garder en mémoire le fait suivant :

Etant donnée une équation analytique (1), on peut toujours, quitte a modifier u par un
difféomorphisme anal ytjque de C,, supposer que cette équation est isomorphe d ® ,, , ,=0par
un unique élément de D, que nous nommerons transformation normalisante de ®.

Remarque. — Les équations résonnantes

@ ®pq, k,x((P)=P(1+ukb(X, V) ydx+gxdy=0

synthétisées au paragraphe 5, avec ¢ e[Diff,(S?; 0, c0)]* donné, ont la propriété plus
« globale » suivante : la fonction analytique b est définie et holomorphe sur un voisinage
ouvert de E= {xy=0} (effil¢ éventuellement & I'infini).

Ceci tient au fait que le cocycle FeZ! (#; D¥®) associé a ¢ est défini le long de tout
I’ensemble E, et le corollaire 4. 6 peut &tre appliqué sur des domaines arbitrairement grands.

Il en résulte le fait suivant. Soit T :(C, 0) > (C, 0) un germe de difféomorphisme
analytique résonnant; il existe une équation différentielle holomorphe ® =0 sur un voisinage
de Cx {0} =C? telle que : '

(i) ® admet pour seul point singulier (0, 0);
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(i) Cx {0} est une feuille de I’équation; ‘
(iii) L’holonomie de C x {0}, calculée sur la transversale { x=1}, est égale & T.
Pour le démontrer, on considére 1’équation (1) construite avec les invariants p/q, k, A et @
de T. Soit T’ I'holonomie de cette équation, calculée sur la transversale {x=1}; par
construction, T’ est analytiquement conjuguée a T, par un germe de difféomorphisme
y—y' =h(y). On applique alors a (1) le difféomorphisme (x, y)—(x, £(y)), et 'on obtient
I’équation cherchée.
- Cette construction est a rapprocher des remarques de Arnold ([1], chap. 5, H, p. 192-193).

6.2. Sommabilité des transformations normalisantes
et des facteurs intégrants

avons canoniquement associé des cocycles F e Z' (%; D?),fetse Z* (%; BY), puis des séries
formelles N : (x, y)—(x.e.99, y.e™P9), I et I; ces trois séries (g, [’ et [) sont des éléments de
’anneau B (¢f. 4.5). Nous affirmons qu’elles sont (k, p, q)-sommables.

Pour le voir, on considére I'intégrale premiére H=x"".y ™.y~ *~mp)/pdgl/pake’ co{nme
définissant (en utilisant alternativement H et 1/H) un élément de Z*' (%; £%), en la traitant
comme une fonction H des trois variables indépendantes u, x, y. Ce cocycle est k-sommable,
car H (ou 1/H) est a décroissance exponentielle sur des secteurs d’ouverture n/k (cf. [22], p. 89-
91). .

Grace 4 ¢, on définit alors un cocycle F € Z! (%; 22) qui induit F par ’homomorphisme
canonique Z* — @®. Le cocycle F est lui-méme k-sommable, et de la forme (u, x, y) > (u,
x.e¥,y.e PNy oufeZ  (U; B*) est k-sommable et donne f par restriction de  a B,. On
définit de méme un cocycle k-sommable se Z' (% ; 28~) dont la restriction a B, est s.

Revenons 4 la synthése faite en 5.4 et 5.5. Etant donné ¢ e [Diff, (S2; 0, o0)]¥, nO\F lui

On applique ensuite a F le théoréme 4.2, pour obtenir une 0-cochaine N e ¢°(%; 2,) et
son jet infini ﬁe 2., qui induisent respectivement N et N; en posant
N(u, x, y)=(u, x.e%, y.e~?9), la série § est donc k-sommable, et sa restriction g est bien
(k, p, g)-sommable. Le cocycle (g —p) f +5) o N~ ! est aussi k-sommable; on en déduit, par
un argument évident analogue au prédédent, la (k, p, g)-sommabilité de 7' et de /.

Finalement, dans I’égalité a)((p)=ei'.(N“)*co du théoréme 5.5, les séries g (définis-
sant N) et /' sont éléments de 'anneau C {x, y} {x?y%}, (s=1+1/k). Il en est de méme du
facteur intégrant pgxyu* el de o (). Remarquons ici que w(¢) admet un unique facteur
intégrant, a une constante multiplicative prés; en effet, le rapport de deux facteurs
intégrants (formels) d’une forme différentielle est une intégrale premiére méromorphe
(formelle) de cette forme, donc, pour o (¢) comme pour ®,,  ;, Une constante.

Du point de vue de I’analyse des formes différentielles résonnantes, nous pouvons
reformuler les observations précédentes dans le

THEOREME 6.2.1. — Soit o=p(l1+u*a) ydx+qxdy=0 (aeC {x, y} est une unité)
une équation analytique résonnante, formellement isomorphe modulo D, a Oy 1.2 =0.
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(1) L’unique transformation N e D, normalisant o est (k, p, q)-sommable.

(2) Ona o=e. (N~ 1y* ®p/g, k, 2 OU I est une série (k, p, q)-sommable.

(3) Le facteur intégrant formel de o s’ écrit pgxyu® elonl est une série (k, p, q)-sommable.

De ce théoréme on déduit immédiatement la gk-sommabilité (resp. pk-sommabilité) des
transformations normalisant les holonomies des deux variétés invariantes de .

D’ou le :

THEOREME 6.2.2. — Soit g un difféomorphisme analytique résonnant de partie lereazre

o =¢?inrla formellement conjugué d G o gak, ». Alors le difféomorphisme de conjugaison est gk-
sommable.

Ce dernier résultat a déja été établi par Ecalle par une méthode différente (fonctions
résurgentes) qui fournit d’ailleurs beaucoup plus de précisions sur le difféomorphisme de
conjugaison ([9], [10])

Nous allons terminer par une observation amusante relative aux facteurs intégrants des
formes résonnantes, qui explique et généralise un résultat récent de Cerveau-Mattei [7].

ProposiTiON 6.2.3. — La connaissance du facteur intégrant formel (2) d’une équation
résonnante (formellement isomorphe & w,, 4 1) suffit a déterminer les invariants analytiques
de cette équation.

Preuve. — Désignons par 1 le facteur intégrant de la forme ® considérée. Il s’écrit
i=pquu"ei dans un systéme de coordonnées analytiques convenables, avec u=xPy?
[cf. théoréme 5.5 (ii)]. De la troisiéme partie du théoréme 6.2.1 il résulte que [ est
(k, p, @)-sommable, et admet (voir [22], p. 90) une somme canonigue 1={l,}€¢°(%; B,)
(la fibration = est ici définie par u). On a donc, en reprenant les notations du théoreme 5.5

0 dl=soN"1,

ou Ne®°(#; D,) est la cochaine normalisant o, et se Z' (%; By).

L’équation (1) détermine les inconnues s et N. Supposons en effet que s, N et 5, N en ioient

deux solutions. On aura so N~ ! o N =5; remarquons maintenant que s et s sont, sur chaque
secteur U; N U, , {, des intégrales premiéres non triviales de ®,, , , (il suffit de se repporter a

la proposition 5. 1); on en déduit que, pour tout i, N; ! o N, préserve le feuilletage @ p/g J =0
sur un ouvert de U,, et donc sur U, tout entier par prolongement analytique. D’aprés la

remarque 5.2 (étendue au formes normales générales), ceci implique que Ni=Ni. n

Remarque. — La démonstration qui précéde montre en particulier que si une forme
résonnante, formellement isomorphea ®,, 1, admet unfacteur intégrant holofnorpheillalors
elle est analytiquement isomorphe a sa forme normale. C’est 1a le résultat de Cerveau-Mattei
évoqué plus haut.

(!?) Dans des coordonnées analytiques bien entendu !
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6.3. Comparaison avec le cas des équations résonnantes dégénérées

Nous poursuivons ici les considérations de la remarque 3.1.
Soit une équation analytique dégénérée

o=u"*'dx—(1+a, x)) xdu=0  (ou a(0, 0)=0).

Son image inverse par I'éclatement de Hopf p (u=xy) définit un germe d’équation
résonnante non dégénérée, de partie linéaire xdy+ydx. Si @e[Diff, (S% 0, 00)]* est
Iinvariant analytique de @, on rappelle (¢f. [22], p. 106) que les germes @', sont définis par des
translations de C. Il est par ailleurs évident que ¢ est aussi 'invariant analytique de p* @.

Ceci montre qu’en général une équation analytique, formellement isomorphe a w| ; ne
pourra pas étre obtenue par éclatement de Hopf (et changement éventuel de coordonnées
analytique) & partir d’une équation dégénérée (formellement isomorphe a ®, ,); une
condition nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi est que sa classe caractéristique ¢ ait
la propriété : les germes @', sont des translations.

Au passage, faisons une remarque sur I’espace des feuilles d’une équation dégénérée (nous
considérons pour simplifier le cas ou k=1)

o=u?dx—(1+a(u, x))du=0.

Supposons que ® est formellement isomorphe a ®, ; et a pour invariant analytique
¢ e Diff, (S%; 0, 00); posons ¢, = et ¢, =1 (translation de C). Une étude analogue a celle de
3.1 montre que I’espace # (®) des feuilles de s’obtient ainsi :

(@) Sit#Id, soit 0'=1(0)eS%. Alors & (@) est la variété non séparée & une dimension
définie, en partant de S, par I'identification dun voisinage ouvert de 0’ 3 un voisinage de 0 via
I’application o _, ..

(b) Si t=Id, Z () est I’espace quotient de S? par le germe en 0 du difféomorphisme

0_)‘10\".

7. Equations algébriques et équations analytiques

Nous dirons qu’une équation @=0 est algébrique si elle peut s’écrire (& un facteur
inversible prés) A dx+B dy=0, avec A, BeC[x, y]. Notre description des « espaces de
modules » d’équations résonnantes et des considérations « du type de Baire » permettent de
penser qu’il y a « assez peu » de germes d’équations résonnantes contenant une équation
algébrique dans leur orbite analytique. La conjecture suivante (sur laquelle D. Cerveau a
attiré notre attention) parait donc raisonnable.

CoNJECTURE. — 1 existe un germe d’équation analytique résonnante w=0 qui n’est
analytiquement équivalent a aucun germe d’équation algébrique.
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CHAPITRE III

CLASSIFICATIONS TOPOLOGIQUE ET DIFFERENTIABLE
DES DIFFEOMORPHISMES ET EQUATIONS RESONNANTS

1. Classification topologique

Nous donnons ici une autre démonstration des résultats de Camacho [4] et Camacho-Sad
[6], concernant respectivement les difféomorphismes et équations résonnants.

Deux difféomorphismes analytiques locaux de C en O(resp. deux équations holomorphes a
Iorigine de C?) sont dits % °-conjugués (resp. €°-isomorphes) s’il existe un homéomorphisme
local de C (resp. C?2) qui conjugue ces deux difféomorphismes (resp. transforme toute feuille
d’une équation en une feuille de I’autre).

THEOREME 1.1. — Deux difféomorphismes analytiques locaux résonnants de (C, 0) sont €°-
conjugués dés qu’ils le sont formellement.

THEOREME 1.2. — Soient deux germes en 0e C* d’équations différentielles anaiytiques
résonnantes, de partie linéaire py dx+ qx dy(p, q#0). S’ils sont formellement isomorphes, ils
sont €°-isomorphes.

Compte tenu des résultats du chapitre II, le théoréme 1.1 se déduit facilement du second;
nous en donnerons cependant une démonstration directe et trés simple; celle du théordme 1.2
utilisera le méme principe, mais comporte une difficulté technique supplémentaire.

Camacho et Sad ont aussi démontré que, parmi les invariants formels p/q, k, A, seuls les
deux premiers sont des invariants topologiques; ce point peut étre vérifié directemenie sur les
formes normales. |

Le théoréme 1.2 ci-dessus ne mentionne pas les équations résonnantes dégénérées (i. €. de
partie linéaire y dx, ¢f. [22]). La méthode élaborée dans la suite devrait permettre ’étude de
leur classification topologique, qui reste cependant non évidente.

2. Homéomorphismes entre chapelets de spheéres

Les variétés (de feuilles ou d’orbites) & ; g et F, ,, , sont homéomorphes (et méme %~-
difftomorphes).

Pour le montrer, reprenons les notations de 1. 10, et soit @ =(o), ¢ ) € [DIiff, (S%; 0, c0)]*.
Prolongeons chacun des germes ¢} (resp. ¢',) en un difféomorphisme (réel €=) global de S &
support dans un voisinage de 0 (resp. c0) que ’on peut choisir aussi petit que I’on veut. On
obtient ainsi un diffomorphisme global

2k—1

_ 2k—1
o=(0h, ¢%) : [ 2 [] s?
i=0 i=0
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(IT =somme disjointe). On vérifie alors aisément que ® induit par passage au quotient un
difféomorphisme de &, , , sur &, ; 4.
Il est aussi facile de voir que &, , |4 est difffomorphe & #, , 4.

3. Démonstration du théoréme 1.1

Nous nous contenterons de la donner dans le cas p=g=1 et A=0.

Nous considérons donc, en reprenant les notations de 1.6, le difféomorphisme
g1,0(x)=x/(1-2imnx) et son intégrale premiére H(x)=e"/*.

‘Soit @ =(¢o, @) € Diff, (S%; 0, ) et g=g, ,(¢) un difféeomorphisme local formellement
conjugué a g, ,, de classe caractéristique @.

Le choix de prolongements @,, @, (comme en 2 ci-dessus) définit un difféeomorphisme ¢ de
I’espace des orbites &, , , de g sur ’espace des orbites #; , 14 de gy, o. Nous allons Xoir que
ce difféomorphisme se reléve naturellement en un homéomorphisme local \y de C en 0,

\

conjuguant g et g, , (attention : | ne sera pas %! a origine).
Pour cela, nous remplagons d’abord le recouvrement canonique ouvert de 1.6 par un
recouvrement en deux secteurs fermés U, et U; de méme rayon, de bissectrices i. R™ ¢t . R*,

/ Li. Rt | 4 .

7
| o—
ll.R

d’ouvertures <2 m. Nous posons encore U, n U, =U_ u U,. Lerayon est choisi assez petit
pour que @, o H et ¢, o H soient holomorphes sur les intérieurs de U _ et U, respectivement.

Le 1-cocycle défini par ¢ est donc maintenant représenté par des fonctions f_ et f, définies
sur U_ et U, par les relations :

Hof =gooH et Hof,=p,oH.

Toujours d’aprés 1.6, le difféomorphisme g peut étre défini, sur un voisinage de 0 e C, par
deux égalités :

g=hl‘0g‘l,0°hi—1 (i=0s l)a
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ou h; est une fonction définie sur U;, ¥ et tangente a I'identité en 0, représentant une
section du faisceau G (transformation normalisant g sur U,) vérifiant les relations

fo=h{*eh, sur U_ et fo=hg'oh, sur U,.
0

Le point clé consiste alors a utiliser @, et @, pour prolonger f_ et f, a U, et U,
respectivement, en des fonctions f, et f; définies par

Hofy=0,°H et Hof,=¢,H.
En posant
Q0@ =2.expYo(1) et §()=z.exp ¥, (1/2)

(ot y, et y,, sont des fonctions continues bornées sur C, analytiques dans un voisinage de 0 et
oo respectivement), on obtient

X X

TR MO

Ces fonctions sont continues en 0, puisque ?0 et y,, sont bornées (mais elles ne sont pas %!
en 0, et v, (e'/%), y,, (¢~ V/*) ne sont pas continues en 0; ce dernier point, qui n’est pas génant
ici, se révélera I’¢tre quand nous étudierons le cas des équations différentielles). Par
construction, elles définissent des homéomorphismes de U, et U, sur leurs images, et ces
homéomorphismes commutent avec g, ; de plus f,=Id sur U, et f; =Id sur U.

On déduit de tout ceci que hgof o' et hyof; ! sont définis sur des secteurs Uy<=U, et
Uj < U, recouvrant toujours un voisinage de 0, et coincident sur Uy n U{; ils définissent donc
un homéomorphisme local de C conjuguant getg, ,. W

4. Démonstration du théoréme 1.2

On considére ici les feuilletages &£ et £, définis par les équations

Opar2=0 et ©,,.:(0)=0 ou ¢e[Diff;(S%* 0, c0)}*.

Il s’agit de montrer I’existence d’un homébmorphisme local de C? en 0 transformant
%, en Z. Comme dans le cas des difféomorphismes, cet homéomorphisme sera un
relévement { a C* d’un homéomorphisme @ : #, , ,— %1, 14 (espaces des feuilles de

&, et L)

Il y a une difficulté technique, due au fait que \y ne peut pas préserver la fibration
n(x, y)=xPy?: si | préserve m, elle n’est pas continue sur E=Tt_1(0)—{0} (d. le
comportement des fonctions v, (e'/*) et ., (¢~ /*) dans le paragraphe précédent). Ainsi le
théoréme 1.2 qui, au vu du cas des difféomorphismes, paraissait a priorifacile, nous a donné
quelques tourments... La démonstration que nous proposons nous a malgré tout i)ar un peu
plus simple que celle de Camacho et Sad, qui reste cependant plus élémentaire.
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Le point principal consiste a4 mettre en évidence une famille assez grande
d’homéomorphismes  (essentiellement %° ici) de domaines de la forme
U=n"1(U)(U =secteur de C,), qui préservent le feuilletage canonique .. Nous traiterons
ce point dans le cas particulier o p=g=1 et A=0 (le cas général s’en déduit facilement).

LemMmE 4.1. — Soit @, o=du—uydx=0, u=mn(x, y)=xy, et H=x.e'" lintégrale

premiére de ®, . Soient U et U’ deux secteurs fermés de C,, de bissectrice i.R™ (ou
i.R*) avec ouv(U’) < ouv(U) < 2x. Soit enfin @: S* - S? un homéomorphisme global
de S2=C u o, analytique et tangent a Uidentité en 0 et oo. Il existe un
homéomorphisme s : (U, E) - (U, E)(U=n"*(U), E=n"1(0)) tel que :

@) V|g=Id;

(ll) Ho\l]:(poH;

(iii) moy=n sur U-1T".

Montrons d’abord comment ce lemme permet d’achever la preuve du théoréme 1.2,
toujours dans le cas p=g=1, A=0.

Soit donc @ =(,, ¢,,)€Diff; (S*; 0, ), et désignons par £, le feuilletage défini par
I’équation 0 (p) =0, ,(¢)=0.

(1) On choisit deux secteurs fermés U, et U, de bissectrices i. R~ eti.R*, recouyrant un
voisinage de 0 dans C, (voir la figure du paragraphe 3 ci-dessus). Les résultats de II.5
fournissent des difféomorphismes locaux

N;7': (U,BE)-»(U,E) avec moN;!=n (i=0,1),
qui tfansforment ZLoen L sur U. Onadeplus Ny ' oNo=F_ sur U_ (resp. Ng'! oN1=F+
sur U,) ou F_ et F, désignent les relevés canoniques (i. e. respectant ) de @, et @, via H.

(2) Appliquons maintenant le lemme 4.14 U=U,, U'=U\U,, ¢ =@, =prolongement
de @o 2 S%. On obtient un homéomorphisme Y : (T,, E) - (U,, E) tel que Ho o=, o H,
et la propriété (iii) signifie que y,=1Id sur (U, E) et Yy=F_ sur (U_, E).

On construit de méme un homéomorphisme V, :(U,, E)—(U,, E) tel que
Hoy, =@, oH avec {, =Id sur (U_, E) et {, =F, sur (U,, E).

(3) Réunissant les résultats de (1) et (2) on vérifie immédiatement que :

VooNg =y, oN;* sur (U,n T, E).

On a ainsi défini un homéomorphisme local de (C?, E) qui transforme £, en . W

Indiquons maintenant rapidement comment on démontre le théoréme 1.2
dans le cas général. On étend le lemme 4.1 au cas de o, , en remarquant que, pour tout
secteur Uc=C,, @,y est %'-isomorphe & ®, oy par le diffeomorphisme
x, )~ (x'=x,y =y/(1—ulog u))(u=xy). Le cas p=g=1, Ae C quelconque, se démontre
ensuite comme dans le cas précédent. On passe enfin au cas général en établissant de nouveau
un lemme analogue a 4. 1 pour les formes canoniques @,  ;; il s’en déduit par la remarque,
dejafaiteenll.3, quew,, , ,estl'image réciproque de w, , par une application ramifiée trés
simple. H
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Démonstration dulemme 4.1. — L’homéomorphisme @, compte tenu des hypothéses faites,
s’écrit p(z)=z.e"®, ouy : C — Cest unefonction continue, nulle en 0 et oo, donc bornée (elle
est méme holomorphe au voisinage de 0 et co, mais ce fait n’a pas d’utilité ici).

Le relévement canonique (i. e. préservant la fibration n) de ¢ 2 U — E s’écrit alors(¢f. 11. 5)

{x’=x.e7(H)

A — 1/u 1/xy
Y=y, 1 ou H=x.e x.e Y,

Sa restriction 3 U— U’ est continue sur E, et y induit I'identité, car ¢*/*

ou infiniment grand lorsque u~0 dans ce domaine, et y(0)=y(c0)=0.
1/u

est infiniment petit

Il n’en est pas de méme sur U’, ou la singularité essentielle de e'’* se manifeste. On est donc

amené 4 modifier le relévement canonique de @ sur U’
Considérons ’homéomorphisme

nxH=H:U->UxC, U=U-{0},
(x, )= @=xy, z=H(x, )).

1l transforme le feuilletage % en le feuilletage « trivial » dz=0.
Soit maintenant

Y, : UxC->UxC,
(u, 2) > W' =u'(u, 2), 2’ =¢(2)),

un homéomorphisme local le long de {0} xC. Un calcul immédiat montre que
\!l:ﬁ_1 o\llo oﬁ s’écrit

x'=x el/u—l/u‘+‘1(2)
© y'=y ¥ Pl = 1u=7 (@) ou wu=xy, z=H(x,y)
-

Nous allons définir une fonction #' : U x C — C telle que \ ait les propriétés (i) et (iii) du
lemme 4.1 [la propriété (ii) est assurée par construction]. Il est commode ici de poser t=1/u;
on travaillera donc dans des secteurs (toujours notés U, U’...) de sommet co dans C,.

Ul,
\ /
U,
0
<o ’
U
i1.R™ -
Plan des 1; U"=U"+A.i
Plan des u

(A >0 défini ci-dessous)
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Choisissons une fonction #° [ : U - [0, 1] telle que :
=0 sur U-U;
I=1 sur U+i.A/2

et considérons, pour chaque ze C, le champ de vecteurs (¢~ réel) X, défini sur U par

X(0)=1076) 2

posons enfin ¢’ (t, z) =image de t par le difféeomorphisme exponentielle de X,. 1l est alors
clair que :

W) |r—=t| = |v@)]| sur U;

2) =t sur U'-U;

(3) t'=t+7y(z) sur U'=U"+A.idés que A a été choisi assez grand (A = C. Sup |y|
: C

ou C est une constante dépendant uniquement de ’ouverture de U’).

Nous aftirmons que ’homéomorphisme § correspondant a les propriétés (i) et (iii) du
lemme :

(iii) le fait que moy=n sur U— U’ résulte immédiatement de (2);

(i) lefait que s se prolonge par continuité en I'identité de E=n""(0) est conséquence des
expressions (0) et des propriétés (1) et (3). Soit en effet (x, y) un point infiniment proche de E,
et soit z=H(x, y). Siu=xyeU” on a(¢f. 3)) 1/u—1/u'+v(z)=0 et v’ /u~1;(0) montre
alors que W (x, y) est infiniment proche de (x, y). Si u=xyeU—U" alors H(x, y) est
infiniment petit ou infiniment grand; dans les deux cas y(z) est infiniment petit; (0) et (1)
montrent encore que W (x, y) est infiniment proche de (x, y). M

5. Classification différentiable

Nous considérons ici le probléme de la conjugaison des difftomorphismes analytiques
résonnants (respectivement de I'isomorphisme des équations analytiques résonnantes)
relativement au groupe des difféomorphismes locaux de C (resp. de C?) de classe ¢,
r = 1 (du point de vue réel évidemment).

On a alors le curieux résultat suivant (déja remarqué par Malgrange).

THEOREME 5. 1. — Les invariants analytiques des difféomorphismes et équations résonnants
sont des invariants € pour r= 1. '

Ceci signifie que la conjugaison (ou I’isomorphisme) ¢! entraine, pour ces objets, la
conjugaison ou l'isomorphisme analytique!

11 suffit évidemment de donner la démonstration pour les difféomorphismes; en effet, des
feuilletages analytiques résonnants qui sont %'-isomorphes ont nécessairement des
holonomies %*-conjuguées.
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Nous allons nous borner 4 montrer que, si les difféomorphismes g=g; () et
g =2, o(¢’) sont #*-conjugués, alors ils le sont analytiquement (le cas général se traiterait de
fagon analogue).

Soitdonc g’ = fogo f ~* ou fest un difféomorphisme local de classe #* de C=R?en 0. On
peut évidemment supposer que f est tangent a I'identité en 0. En reprenant les notations de
1.6, écrivons

g=hi°g1,0°hi_l et g,=h;°gl,0°h;—1 @i=0, 1),

ou h et h’ sont des éléments de €°(%; G).
On en déduit que :

(him ofoh)ogy ool ofoh) =g o pour i=0,1,

Clest-a-dire que f;=h;"!ofoh, commute avec g, , sur Uy le « difféomorphisme » /i
s’interpréte comme section sur U; d’un faisceau défini de fagon analogue & &/, en remplagant
les fonctions analytiques par des fonctions différentiables (toujours au sens de Whitney) sur
les secteurs.

En utilisant la coordonnée z=1/x (comme en 1.6.1) on voit que la matrice jacobienne
Df,. de f; doit étre constante sur les « demi-orbites » de 81,0 contenues dans U;. La
jacobienne a I'infini devant étre I'identité, on en déduit que D f,=Identité en tout point. Il en

tésulte que f; doit étre une translation, donc analytique, et f est alors elle-méme
analytique. W

On a en fait ainsi établi un résultat un peu plus précis que le théoréme 5.1. |

THEOREME 5.2. — Soit f un difféomorphisme local de classe ¢ (au sens réel) de C=R>
en 0, conjuguant deux germes de difféomorphismes locaux analytiques résonnants a I'origine
de C, alors f est biholomorphe.

6. Remarques sur le cas dégénéré

Nous nous proposons maintenant de revenir bri¢vement sur les « espaces de feuilles » des
équations résonnantes dégénérées et les problémes que pose la classification topologique de
ces équations (¢f. Martinet-Ramis [22], V.4),

On désigne par T le groupe des translations de la sphére de Riemann S? (si t€T,
1(00)=00). Dans cette partie, on ne considérera que des symboles

(*, 9) (AeC; 9e(Diff; (8% 0, @0))* : =095, ®co))im0,...k-1)

tels que ¢!, e T(i=0, ..., k—1). A un tel symbole on peut associer un espace topologique
©,,,, de la fagon suivante :

On considére la somme directe I S? et on recolle d’'une part les sphéres
j=0,...,2k—-1 -

S%,41 et S2,(i=0, ..., k—1) par la translation ¢, (qu’il y a lieu de bien distinguer du
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germe de translation a Pinfini (p00 qui servirait a construire %, , ,) et, d’autre part les
sphéres S2; et Sz, 1 (i=1, ..., k—1) par le germe o}, les sphéres S2 et S2,_, par le germe
exp(—Zm?») 9.

L’espace topologique ®, , , n’est pas toujours muni naturellement d’une structure de
variété analytique complexe non séparée. La notion d’isomorphisme analytique entre deux
espaces du type ®, , , garde toutefois un sens évident, et plus précisément il existe une
action que nous n’expliciterons pas du groupe Z/k Z x C* sur les symboles du type
considéré ici telle que les espaces correspondants soient « analytiquement isomorphes ».

Si aucune des translations @’ (i=0, ...,k—1) n’est l'identité, I'espace ®, , , est
naturellement muni d’une structure de variété analytique complexe non séparée de
dimension 1. Inversement si foutes ces translations sont égales a I’identité, on peut attacher a
®, , ,uninvariant topologique (« holonomie centrale ») qui est la classe de conjugaison dans
le groupe F du difféomorphisme exp(—2imA) o @30 @po ... 0@k~ 1. Il apparait ainsi que la
classification topologique des espaces &, ; , est bien loin d’€tre triviale : elle contient en
particulier (via « holonomie centrale ») la classification topologique des éléments de F, qui
n’est pas complétement connue. Nous nous contenterons de deux exemples (avec k=1) qui
précisent une remarque de [22], V.4, p. 138-139

ProrosiTioN 6.1. — (i) Si t€T, t#id., pour tout Y € Diff, (C, 0) les espaces ®, .+ et
®,, 0, i sont homéomorphes.

(i) Si A n’est pas réel, pour tout € Diff, (C, 0), les espaces ®, , , ) €t ®, , ia sont
homéomorphes. ;

Pour prouver (i) on peut évidemment supposer que t(x)=x—1. On prolonge alors le
germe | en un homéomorphisme global s de la sphére S? égal a I'identité en dehors du disque
de centre O et de rayon 1/2.

Par une variante globale de I'argument que nous avons utilisé pour établir le lemme
1.6.1., on montre que T et To\ sont conjugués par un homéomorphisme global h, de la
sphére S? : t=h; ' ot oh,. On pose ensuite sy =\ o h;.

On a

id. =hgloYoht et 1=h7'otoh,,

d’ou le résultat.
La conjugaison de exp(2imA) et exp(2inA) oy dans F permet d’établir (ii). W

En utilisant les résultats de [22], on montre que ®, , , est '« espace des feuilles d’une
équation résonnante dégénérée m =0, d’invariant analytique ¢ (que I’on peut identifier a un
élément de C*x(Diff, (C, 0))¥) formellement conjuguée a la forme normale
0, =t dx—x(1+Au*)du=0. Il y a ainsi une application naturelle de la classification
topologique des germes d’équations différentielles résonnantes dégénérées sur celle des
espaces G, , .. Il parait raisonnable de conjecturer que cette application est un isomor-
phisme (comme dans le cas non dégénéré). On devrait pouvoir le montrer en utilisant un
argument voisin de celui que nous avons développé en 4.
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