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G-HOMOLOGIE ET (g, K)-HOMOLOGIE
DANS LA CATEGORIE DES
G-MODULES DIFFERENTIABLES

Par J. PICHAUD

Introduction

L’objet de ce travail est d’obtenir un théoréme type « théoréme de Van Est en
cohomologie » pour ’homologie d’un groupe de Lie réel G et celle de son algebre de Lie g.

Pour cela, on se place dans la catégorie C& des G-modules différentiables, dans laquelle
l’homologle est définie sans amb1gu1te En effet, si E est un espace localement convexe
complet, U une représentation continue de G dans E, et si Eg (resp. E¢) désigne le quotient
de E par le sous-espace (resp. le sous-espace fermé) engendré par les U,,.a —alorsque g décrit
G et a décrit E, on peut a priori envisager deux théories de 'homologie continue, I'une
relative aux foncteurs dérivés a gauche du foncteur E+— E; I'autre relative aux foncteurs
dérivés a gauche dufoncteur E+— E. Cependant, si P est un objet relativement projectif de la

catégorie CZ, on a P; =Py ceci étant une conséquence facile du théoréme de [2](§2), lequel
exprime ce resultat lorsque P-est l’espace C? (G, E) muni de la représentation réguliere

droite (ou gauche). Il en résulte que dans la catégorie Cg, les foncteurs E— Eg et E— Eg ont
meéme foncteurs dérivés a gauche et qu’il n’y a qu’une théorie de !’ homologie dlﬁ'erentxable

Dans les deux premiéres parties on suppose donc que E est un objet de CZ. Ces deux
parties sont consacrées a 1’¢tude du complexe Q! *(G/K, E) des formes différentielles a
support compact sur G/K et a valeurs dans E, ou K est un sous-groupe compact de G et
n=dim G/K. En effet lorsque G a un nombre fini de composantes connexes et lorsque K est
un sous-groupe compact maximal, le complexe Q7™ *(G/K, E) muni de la différentielle
extérieure est une résolution forte relativement projective de E, et dans ce cas ’homologie de -
Q¢ * (G, E)g est H, (G, E).

En supposant seulement que G est un groupe de Lie et K un sous-groupe compact on
explicite, au paragraphe- 1, un isomorphisme topologique du complexe Q2™ * (G /K, E); avec
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220 J. PICHAUD

le complexe Homy (A"~ * g/f, EQ R,-1) ou A est le module de G. On en déduit que lorsque G
a un nombre fini de composantes connexes et lorsque K est un sous-groupe compact
maximal, H, (G, E) est topologiquement isomorphe a H"™*(g, K, EQR,-:).

Au paragraphe 2, on construit, en supposant d’abord K connexe, un isomorphisme du

complexe Q7™ *(G/K, E)g sur le complexe A*g/f® E qui sert & définir ’homologie de g

«(t)

relative a f. Il en résulte un isomorphisme de Hom (A" * g/, EQR,-:) avec A*g/f ® E,
UA(%)
qui conduit a un isomorphisme de Poincaré¢ entre H"™*(g, ;, EQR,-1) et H, (g, f,E). On

étudie ensuite le cas ou K n’est pas connexe et on obtient, lorsque G a un nombre fini de
composantes connexes et lorsque K est un compact maximal, un isomorphisme de type
Van Estentre H, (G, E) et H, (g, , E)*/* ou K° est la composante connexe de e dans K et
ou I’action de K/K° provient de la représentation k+—detAdk™'. A*Adk®U,.

L’interprétation de H, (g, f, Ef*/*° en termes de (g, K)-homologie fait 'objet du
paragraphe 3. En effet, en ce qui concerne I'isomorphisme de Poincaré au niveau des algebres
de Lie et pour des G-modules non intégrables la catégorie adéquate est celle des (g, K)-
modules dans laquelle on définit la (g, K)-homologie.

Alors I'isomorphisme de Poincaré exprime que l'espace H"™* (g, K, EQR,-.) est
isomorphe avec H, (g, K, EQR,) ou R, désigne I’espace R muni de la structure de (g, K)-
module pour laquelle ’action de g est triviale et celle de K est donnée par la représentation
¢ k>detAdk. ’

En conclusion, on obtient, si G a un nombre fini de composantes connexes et si K est

un sous-groupe compact maximal, un isomorphisme de Van Est entre H, (G, E) et
H*(ga Ka E®Re)

0. Notations

G est un groupe de Lie réel, K un sous-groupe compact, d’algébres de Lie
respectives g €t f.
n=dim G/K.

Si0=g=<netsiF est un espace localement convexe complet, Q?(G/K, F) est I'espace des
g-formes différentielles sur G/K & support compact, a valeurs dans F, muni de la topologie
limite inductive naturelle.

Si a; (resp. a,) est une g,-forme (resp. g,-forme) a valeurs dans F, (resp. F,), a; Aa, est
une (q,+g,)forme a valeurs dans le produit tensoriel projectif complété F, ®F, et
I’application (o, a,)—>a; A, est continue de Q4(G/K, F,)xQ%(G/K, F,) dans
Qi+ (G/K, F,®F,). E désigne un G-module réel différentiable, localement convexe
complet; U est I'action de G dans E, et Eg (resp. Eg) est le quotient de E par le sous-espace
(resp. le sous-espace fermé) engendré par les U,.a—a lorsque g décrit G et a décrit E.

Si geG, on note L, I'application x> gx de G dans G, et R, I’application x> xg de
G dans G.
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HOMOLOGIE DES MODULES DIFFERENTIABLES 221

L, désigne I'application x> (gx) de G/K dans G/K. @ est la forme de Maurer-Cartan &
gauchedeG,i.e.VgeG,w(g)=D,L,-..C? (G, E) est ’espace desfonctions C* de G dans E,
a support compact, muni de la topologie limite inductive usuelle.

Si X est un élément de g, on note X le champ invariant & gauche associé a X; alorssi @ est un
élément de C* (G, E)#X o est la fonction

d
g egexptX)li—o

On note dg une mesure de Haar a gauche sur G et dk la mesure de Haar normalisée de K.

Enfin A est le module de G, autrement dit on a, pour toute fonction continue a support
compact f, I’égalité

jf(gx),dg=A(x"), Jf(g)dg-

1. Etude du complexe des formes différentielles
a support compact dans G/K
Dans toute la suite I’espace Q2(G/K, E) est muni de la structure de G-module suivante :
VgeG, VaeQ!(G/K,E), g.a=Ujo(L,-)*(),
autrement dit
VxeG/K, (g.a)(x)=U,oa(g ' x)oA?D;L,-..

Si p désigne ’application canonique de G sur G/K, p* identifie Qf(G/K, E) & un sous-
espace de Q?(G, E), a savoir

{BeQ!(G, E)|VkeK, Rf(B)=B, VXef, i(B)=0}.
Or QI(G, E) est topologiquement isomorphe au G-module Hom(A%g, CZ (G, E)),
’action de G étant triviale sur Ag et donnée sur C (G, E) par :
VgeG, VoeC2(G,E), g.(p=Uyo<p(g".).
Les isomorphismes sont les suivants :
(a) Q%(G, E) » Hom(Ag, C? (G, E)),

o fy
ou

fa(xl AN qu)(g)=<a(g)a (Xl(g)’ 75'(q(g))>’
) Hom (A%g, CZ (G, E)) - Q¢(G, E),
f|—>otf,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



222 7 J. PICHAUD

ou, pour tous champs différentiables Y, .. ., Y, sur G, on a

Cop(g) (Yi(g), - -, Y @) D=S(A'Dy L (Y (@) A ... A Y,(2)))(8)

En ce qui concerne QI(G/K, E), il est alors topologiquement isomorphe au G-module
Homy (A%g/t, C? (G, E)), K opérant dans A?g/f par la puissance extérieure g-iéme de
Iaction adjointe et dans C (G, E) par la représentation réguliére droite.

De fagon précise, on a les isomorphismes suivants :

(a) Q(G/K, E) > Homg (A%g/t, CZ (G, E)),

a f,,
fuXy Ao AX)(@)=Ca(g), AD,pX,(g) A ... A X, (),

X; étant un représentant quelconque de X; dans g.

.

ou

(®) Homy (A?g/%, C¥ (G, E)) » Q(G/K, E)
' f o,
avec, si Yy, ..., Y, sont des champs C* sur G/K,.
Cop(@), (Y1 (8), - s Y (@) =S (A'D; L (Y, €) - - Y, () (8),
- g étant un représentant quelconque de g;
La dimension de G/K étant n, on note Q7™ * (G/K, E) le complexe
0-Q°(G/K, E) > 0QL(G/K, E)> ... 5Q"(G/K, B) E >0,

ou d est la différentielle extérieure et A I'intégrale.

L’intérét de ce complexe tient au fait que si G a un nombre fini de composantes connexes et
si K est un sous-groupe compact maximal, Q;™* (G/K, E) est une résolution forte
relativement projective de E dans la catégorie CZ des G-modules différentiables. En effet,
dans ce cas il existe un difféomorphisme § de G/K sur R" et le complexe Q; ™ * (G/K, E) est
I'image par y* du complexe Q™ * (R", E) lequel d’apreés [2] est une résolution forte de E. Le
fait queles Qf (G/K, E)soient des objets relativement projectifs dans C& se démontre comme
dans[1] pour C (G, E) : si on a un diagramme

Q!(G/K, E)

f

n
UsV
S A
ou r est une G-surjection forte, s une application linéaire continue telle que w0 s=1Idy, et fun

G-morphisme, on définit un G-morphismej_” de Q2(G/K, E) dans U, tel que © oj_’ =f,en
posant

?(a)=jg.s.g~1.f(ag)dg,
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HOMOLOGIE DES MODULES DIFFERENTIABLES 223
oua,=a.0(. 'g), 0 étant une fonction de C (K\ G) [donc s’identifiant 4 une fonction de
C¢ (G) invariante par ’action a gauche de K] d’intégrale 1 pour la mesure dg.

ProposiTioN 1. — Le complexe Q™ * (G/K, E); est topologiquement isomorphe au
complexe Homy (A"~ * g/f, EQR,-:), muni de la différentielle usuelle, lequel donne la (g, K)-
cohomologie du G-module EQR, ..

Démonstration. — Par transport, la différentielle d du complexe Q7™ * (G/K, E) devient .
d : Homy (A%g/%, C? (G, E)) » Homg (A" ! g/f, C? (G, E)),
avec

KA A K )@= Y (~1F RS KA AKA . A Kys ) (E)
i=1

+ Y (=1 AR, KIAK A AKA ARG AL AKX )@,

i<j
Pour déterminer Homy (A?g/%, C? (G, E)) on utilisera le lemme suivant :
LemMME. — Si F est un K-module différentiable I'application a— jUk.adc de F dans F*

définit, par passage au quotient, un isomorphisme de ¥y avec FX.

En effet, si j U,.adk=0, la fonction k+— U, .a qui est C* est de la forme

.Zpll (0:(.k)—:(.)) ou 9, C* (K, F)(¢f [2], § 2, p. 5),

doncVkeK,

a= _Zp: (U1 (pi(kki).—Uk" : (Pi(k).). = 'Zl (Uki'U(kk.»)_“ : (Pi(kki),_Uk-' '(Pi(k)) = .Zp:l (Uk‘.ai—ai),

ou

ai=jUk-,.¢i(k)&.

Remarque. — Lorsque F est seulement un G-module continu on obtient, grice au
théoréme des bipolaires, un isomorphisme du séparé F¢ de Fx avec F*.

Suite de la démonstration de la proposition 1 :

Alors Homy (A?g/%, C¥ (G, E))g est isomorphe a (Hom (A%g/ t, CP (G, E)k)s lequel est
égala (Hom (A?g/%,C? (G, E))s)k car les actions de G et de K commutent. Mais A% g/T étant
de dimension finie, Hom (A?g/f, C? (G, E))s est Hom (A?g/f, C? (G, E)g).
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224 ' J. PICHAUD

On obtient finalement :
Homy (Ag/%, G (G, E))s =Homy (A?g/f, C¥ (G, E)g).
D’autre part, si on note C* (G, E) I'espace C° (G, E) muni de la représentation réguliére

gauche, l'application ¢—¢ de C?(G, E) dans C2 (G, E) définie par VgeG,
¢(g)=U,-..9(g), est un G-isomorphisme topologique, et on sait que C2 (G, E)g s’identifie

topologiquement & E par Iapplication classe de ¢ — | ¢ (g)dg(cf. [2], 4.3). I en résulte

que C?(G, E); est isomorphe a E par ’application Classe de ¢ HJUg—l .9(g)dg.

La structure de K-module de C? (G, E); devient sur E la restriction de U a K, puisque
JUg_l .9 (gk)dg=U,. ng-x .p(g)dg.

11 reste enfin a calculer la différentielle @ du complexe

Homy (A" *g/%, C¥ (G, E))g~Homy (A" *g/f, E).

Pour f e Homy (A?g/%, C* (G, E)), ,ng-A.((b‘) XA ... AX, 41)(8)dg est égal &

q+1 -~

D (—1)i+1JUg-‘.(Xif(X1 A ARA LA K g)(8)dg
i=1

+Z(_1)i+jIUg_l,f(|Xi, Xj]AXIA...A)?iA...AXjA...AXq+1)(g)dg.

i<j

Or, si e C?(G, E) et si Xeg, on a

jUg-n.(Xw)@)dg=JUg-l.%(p(gexp tX)|,=odg = %(JUg-l.¢@exp tX)dg)

t=0

=U A‘l)(X).JUg-..(p(g)dg

= %(JA“(exp tX) U (exp tX)Ug-x.(p(g)dg)

t=0

=(UX)—-A(X)) jUg_, .9(g)dg.

On en déduit I’expression de 0 : Homy (A?g/t, E) » Homg (A?* ! g/f, E),

-~

@Ky A-... /\)'(“1).=‘ff(—l)f‘”‘(U(X,.)‘—A(X,.).)‘.I(X1 Ao AXGA oA K ey)

+Y (1) (X, Xj]/\XlA...Af(i/\ ...A):(j/\ co AX )

i<j
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HOMOLOGIE DES MODULES DIFFERENTIABLES 225

On obtient la différentielle usuelle, a condition de munir E de la structure de G-module
définie par la représentation UA ™", d’ou le résultat annoncé.

COROLLAIRE. — Si G a un nombre fini de composantes connexes et si K est un sous-groupe
compact maximal, les espacesH, (G, E) et H"™* (g, K, EQR,-.) sont topologiquement
isomorphes.

Remarque. — D’apres le théoréme de Van Est en cohomologie, H*(g, K, E®R,-.) est
isomorphe a H* (G, E® R,-:). On retrouve ainsi 'isomorphisme de Poincaré de H, (G, E)
avec H"™* (G, E®QR,-.) lequel a été établi dans [2] sans passer par l'intermédiaire de la
(g, K)-cohomologie.

2. Comparaison de H, (G, E)etde H (g, I, E)
Rappelons (¢f. [5], n° 2.9.1) que H, (g, {, E) est ’homologie du complexe

05A"g/I®@E—> ... 5>g/t® E—E/IE—0,
u(t) U(t)

ou

8, A" g/E®@ E-»>Alg/tQE,

() «
est donnée par :

. . at+1 . . 2 .
3, Xyn . AX p ®a)= Y (1)K A AKX A A X )®Xa
i=1

Y ()X, XIAX A AXA AKX A A X ) ®a

i<j
Si l'on fait opérer K sur A?g/f®E en associant a chaque keK l’automorphisme
ATAdk®U,, on a A?g/f @ E=(A?g/I®QE). ou K° est la composante connexe de e

)

dans K.

2.A. CONSTRUCTION D’'UN MORPHISME DE Q! ™ *(G/K, E); pans (A* g/T®E)x LORSQUE
K EST CONNEXE. — Pour décrire ce morphisme on va étre amené a utiliser une autre structure
de G-module sur Q4(G, E), a savoir celle ou ’action de G est I’action « réguliére gauche »
définie par :

VgeG, VaeQl(G, E), g.a=(L,-)*(a).
Lorsqu’il sera muni de cette structure, Q4(G, E) sera noté 53 (G, E). Il est immédiat que

l'application a—& de QI(G, E) dans Q4(G, E) définie par VgeG, a(g)=U,-:.a(g),
est un G-isomorphisme topologique.
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226 J. PICHAUD

Par cet isomorphisme le complexe Q! *(G, E), muni de d, devient le complexe
Q" *(G, E) muni de la différentielle d définie de la fagon suivante : si BeQ4(G, E) et si
(Xy5 - - -5 Xg41) sont des champs de vecteurs C* sur G, on a

_ q+1
(B, Xy, ooy X)) D=2 (-1 @, X ). (B, Xyy o, Xy oo, Xgi1)D
i=1
+<dB, Xy, - Xga1) s

ou w est la forme de Maurer-Cartan (& gauche) de G.

Soit maintenant a€Q;~4(G/K, E).

On pose B=p*a; B est donc un élément de Q7 4(G, E).

Notons @ ’élément de Q' (G, g/f) défini par Vg€ G, w(g)=D,p oo (g). Laforme » est G-
invariante 4 gauche et a les propriétés suivantes :

(i) VXeg, ik(@)=D,p(X)=X,
(i) VkeK, Ry)* (@)=Adk™ ' oo,
(iii) do=—D,po[o, 0]= —[0, ©).

Alors la forme y=®G"9AB est un élément de Q"(G, A?g/f®E), et en composant
avec 'application canonique nt de (A?g/f®E) sur (A?g/I®E)x on obtient un élément de

QI(G, (A*g/I®E)y).
LeMME. — La formen oy s’identifie d un élément de Q7 (G/K, (A?g/I®E)).
En effet sikeK, on a :

Rp)*(moy)(g)=(noy)(gk) o A"D R,
=1 o(@"7(gk) A Uy Uy p* at(gk)) o A"D, R,
=no(A?Adk™'QU;-1) o(@"(g) AU - p*a(g)) =moy(g).
D’autre part VX ef, iy ()=0 car ix (#)=0 et ix (p*a)=0.

Considérons alors I’application :

%, : QI"U(G/K, E) > (A*g/IQE),

(XI—)J‘Tto’Y.

Comme I’application at+>moy est un G-morphisme de Q7 %(G/K, E) dans
Q' (G, (A*g/T®E)g) et comme I'intégrale est invariante & gauche, £, permet de définir
une application S, de Q! *(G/K, E); dans (A?g/f®E)x.
Remarque. — K étant supposé connexe, »"" s’identifie 4 un élément de Q7 (G/K, A"g/f)
puisque ‘
VkeK, R )*(@"")=A"Adk™'oo*"=detAdk o0 "=0"",
car det Adk~!=1.
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HOMOLOGIE DES MODULES DIFFERENTIABLES 227

Ainsi, a condition d’identifier A" g/fa R, on peut considérer " comme une forme volume
sur G/K. Autrement dit, on peut choisir une base (e, . . ., e,) de g/f(que ’'on aura fixée dans
la suite) telle que, toute n-forme o sur G/K a valeurs dans un espace localement convexe
complet F s’écrivant

od peC® (G/K, F), on ait si a est intégrable
Ja=n! J(p(g)dg=j(fu,(él, ey é")>(g)dg.
Si (f}, ..., f,) est une autre base, on a :
[<fattis o> @ = ey [

On peut alors expliciter S, de la fagon suivante :

VoeQr 4(G/K, E),

Sq(a).=l—[(zsr‘ét(l)/\ e Aéf(q). ®jUg_“<fw(ér(q+1)’ ey ét(n))>(g)dg)’

ou t décrit ’ensemble des permutations de {1, ..., n} telles que
t(@+1)< ... <t(n).
En utilisant I'isomorphisme de Q! ~?(G/K, E); avec Homyg (A"~ ?g/T, EQR,-:) décrit au
paragraphe 1, on obtient ’application

¢, : Homy (A" g/, EQR,-1) = (A1g/IQE),

ou ¢, (N=[1C¢e..eqn ... Aé,(q)®l(ér(q+l)/\ c ANem),

avec t1(g+1)< ... <t(n).

On va maintenant établir que, a un coefficient prés, S, (ou ¢,) est un morphisme de
complexes. De fagon précise :

PROPOSITION 2. — On a 80S,=(—1)"""qS,_,od (resp. 309, =(—1)"""q@,_,00).

Notons T I'ensemble des permutations tde {1, ..., n} tellesquet(g+1)< ... <t(n)et
R I’ensemble des permutations p de {1, ..., n} telles que p(g)< ... <p(n).

On a, pour /eHomy (A""?g/f, EQRy-1), 8o ()= 7 (A+A),

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



228 J. PICHAUD

avec
1 i+1 . 2 . . .
A=Y e Y (=1)" e ) Ao AecyA oo Al ®e o) lle iy A Ay
teT i=1
et
L . 2 O .
r__ =+ N
A=Y e Y (1) e, g elhecayA -  AligAos AeghA . Ay
teT i<j
®le g+ )N -+ Nerg)s
o Vi, e; est un représentant de e; dans g.
Drautre part ¢,_,00(/)= 1 (B+C+D) avec :
n
_ . . vi-a . . .
B=Y g,e,0)A - A€yq-1) ®Z (=) %,y e A oo Ay A ee A €pm),
peR i=q
C=— D gy A - Ay
peR

® X (=1 Ay ()l A o Alen A e A lpm)s

J=q
D=3 ge, 1) A .-+ A€yq-1)
peR
NI T A 2 s < :
® Y (1)U, iy eo ) A Cpigy A -oe Alyiy A ees AEGHA ot Ay
qsi<j

(a) Egalité de A et de (—1)7"! ¢B.
PourteTetie{l, ..., q}, on pose

_ oy . . ) .
A= (1) e,y Ao ne g A A @y (e giy A e Ay
et, pour peRet je{q, ..., n}
By i=8lomy A o A q-1y®, () LEpq A Ay A A€y (g):

A tout triplet (p, j, i) ou peR, je{q, ...,n}etie{l, ..., q} on associe la permutation
suivante, notée t(p, j, i) :

1 ... @ i+l ... g ... j Jj¥l ... n

{ b { } {
p) ... pMDp@® ... p(g=D ... pG—DpG+1) ... p(n)

autrement dit on ameéne p(j) a la place « i », ce qui est le résultat de (j—i) transpositions.

On a donc &, ; ;,=(—1)’ ‘e, Deplus A, ; b i=(—1)/"'B, ;.

LeMME. — L’application (p, j, i)—(t(p, j, i), i) de Rx{q, ..., n}x{1, ..., q} dans
Tx{lL, ..., q} est une bijection.
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Comme card T=n!/(n—q) ! et card R=n!/(n—g+1) !, les deux ensembles considérés
ont méme cardinal et il suffit d’établir que cette application est injective.

Supposons donc que 'on ait t(p,, j,, {)=1(p,, j,, i). Alors p, et p, coincident sur
Iensemble {1, ....¢—1]. mais comme on doit avoir p,(g)<...<p,(n) et
p2(¢)<...<p,(n) on a nécessairement p,=p,. Enfin de p, (j;)=p,(j,) on déduit que

J1=J2:
11 en résulte que

2 Af(P,j,i),i=;Ar,i=A~

P Js i

P, Js i P Ji

(®) Egajité de n(A') et de (—1)1 ' qn(C+D).
Si o est un élément de Q)™ ?(G/K, E) dont la classe dans Q7 *(G/K, E) correspond a /
par lisomorphisme de Q7 %(G/K,E); sur Homg(A%g/f, E®R,-:), on a

n(C+D)=Jno(6A(q“) A dB) ot B=p*a.

Z Ao i i= 2. (‘1)j+1Bp,j=(_1).j+qu,Bp,i=(_1)q—qu~
P J

Le terme o“~" A dP apparait dans d(0*¢~ A B) qui s’écrit
(@—1)d®d A @D A B+(—1)1"1 @A A dB.

Comme ntod (0@ A B)=d(n, (@*@~" A B)) est une forme d’intégrale nulle sur G/K,
I'intégrale de o (@*@~" A dP) est aussi celle de la forme (—1)?(g—1) o (do A 0“2 A B).

Comme do= — [0, ], on a

(—1)i(g—1)me (@D A 302 A B)=(~ 1)~ (= )@, 8] A 302 A B.

Par suite

(—1)1g(C+D)=glg—1) |ro((@, @] A @42 A B)

. . hd . 2 2 .
=q!'Y e, 2, (=) E G eapl ACay A - Al A Alg( A A
c

o (j
i<j<gq

®lleggs1) A -+ A omy)

ou o décrit I'ensemble S des permutations de {1, ..., n} telles que

o(l)<...<o(q) et c(@g+1)<...<o(n)

On obtient donc que (—1)¢" ' n(C+D)=gn(A’).
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Remarque. — On peut naturellement démontrer cette derniére égalité de fagon
combinatoire comme au a), mais I'interprétation de n(C+ D) en terme d’intégrale de forme
différentielle et 'utilisation du théoréme de Stokes donne une démonstration plus rapide et
plus éclairante.

(iOROELAIRE. — En fosaizt S,=(—=1)28 /q! [resp. @,=(—1)"*@,/q!] on a
Sosq=sq_10d(resp.80(pq=(pq_lo(7).

Remarque. — On peut alors exprimer ¢, de la fagon suivante :

O ()=(—1)1"I1(Y eoegquy A - A g®@I(€qgity A - A Eoem)-

ces

Il est intéressant de remarquer que 1’élément

Y €gloy A - Algy®Uegqiny A - A lgim)

ceS

est K-invariant; en effet pour évaluer

Y eoAdkegq) A ... AAdke, (;®Uil(€g ity A - A €om)-

ces

on remplace la base (é,-) par la base (Adk ™! éi) et on obtient
det Addk. Y e.eq) A - - A €®egqiry A --- A €oim)-
ceS

Mais K étant connexe on a det Adk=1.

ProrosiTioN 3. — K étant supposé connexe, §q (resp. @,) est un isomorphisme topologique
de Q" 4(G/K, E)g [resp. Hom (A""?g/t, EQR, )] sur (A4q/T®QE) .

On va construire une application {, de (A?g/I®E)y dans Homy (A" ?g/f, EQR,-:)
continue, telle que oy, =Id et Y, 0, =Id.

On utilise d’abord I'isomorphisme de (A?g/f@E), avec (A?g/f@E)*, autrement dit on
remplace la classe de Y; A ... A Y,®a dans (A?g/I®E)g par

JAdk.Yl A ... AAdk.Y,®U,.adk.

On définit alors I’application Y, (n(Y; A ... A Y,®aq)) ainsi :
aX A...AX,_,eA"1g/i,

on associe

(1) -[Adk.Yl AL /\.Adk.Yq A}l Ao AKX, U,
‘ e\ A ... Ae, >
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On veérifie facilement que cette application appartient 3 Homy (A" ?g/f, EQR,-1).
Calculons ¢, oV,
On a:

oV, (m(Yy A .o A Yq®a))=n<z €6 ey A --- A Carg)

o€S

®JAdk.Yl Ao AADKY A gy A -

ne
*My,.adk ).
ey N ... ANe,
Dans la base (éc(l, Aol A éo(i,))ces de Alg/fona:

Adk. Y, A ... AAdK Y, =Y Ak)egqy A ... A e

ceS oar
Alors
Adk.Y; A oo AAdE Y A egginy A eee Algm=hok)egy A -o. A€o
=g, hok)e, A ... ne,

D’ou

Q oV, (m(Yy A ... A Yq®a))=n<z Jlo(k)é,(lj AL A éc(q)®Ukaa?c>

ces

=n<JAdk.Y1 AL Adk.Yq®U,‘adk)=n(Y1 A ... AY, Qa).

Evaluons maintenant y, o @,.

Soit /e Homg (A"~ ?g/t, EQR,-:). Si 6 €S, on note L, ’élément

€y A oo A egy®leggaty A oo A Egmy))-
Alors
Py 2
e,()=(—1)"?'n Y ¢ L,
ceS
Lorsque o décrit S, les €, 4 1) A - .. A €4, constituent une base de A" ?g/f, et on a
pour c’'€S : '
LGA(ecr’(q+l) VANEAN ec'(n))
=€s) A - Ao AN lurn A - A g®l(egqi1y A - A egmy)
_ 0 si o'#0,
gses Ao Ae)®l(eg i1y A - e A lg(m) si o'=o.
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Comme ) gL, est un élément K-invariant de A?g/t®E, on a pour ¢’€S :
ceS

Ly Aleggeny A -oo A e“"”’)=l(éc'(q+1) AL A éc’(n))‘

0. (e Ao negy)=Y¢
V00 () (s gs) o' () ogs o Y

n
Il en résulte que Y, 09 (/) et /, qui coincident sur la base (e, @ A A e, (m)oes de
A" 1g/t, sont égales.

Remarque 1. — L’application T, réciproque de §q est définie ainsi : 4 un élément de
(A"g/I®E) delaformen(Y, A ... A Y,®a) on associe la classe dans Q" 4(G/K, E); de
la forme A définie pour tout ge G par

A(g)=E&(g) J(in. . .qu((T)A")(gk)oA"“’Dg'Rk)@ng.acﬂc,

ou g est un élément de C° (G) d’intégrale 1.

Remarque 2. — La proposition 3 conduit & un isomorphisme de Poincaré entre
H" *(q. [, EQR, 1) et H (g, I. E).

Pour K= { e} cet isomorphisme était signalé dans [4] (p. 288, exercice 15). Deux autres
isomorphismes (ou « dualités ») de Poincaré ont déja été démontrés :

(i) l'isomorphisme de H" ™ *(g, b, R) et de H, (g, h, R) pour g unimodulaire, b réductive
dans g et n=dim g/h(cf. [6]);

(ii) l'isomorphisme, pour g unimodulaire, ) réductive dans g et n=dimg/h, de
Ext} ¢ (E, F) et du dual de Ext} ¢ *(E, F), si E et F sont deux (g, b)-modules admissibles dont
I'un est de dimension finie(¢f. [3],1.2.9). L’isomorphisme de Hom, (A" * g/ f, EQR,-:) avec

A* g/t ® E que I’on a obtenu a pu étre établi parce que toute classe de A* g/ ® E contient
O] . ()
un unique élément f-invariant. Ceci explique que pour les (g, h)-modules on suppose b

réductive dans g, car dans ce cas toute classe dans A* g/h ® E est représentée par un élément
2® ’
h-invariant.
On peut alors étendre (i) au cas ou g n’est pas unimodulaire, mais en supposant toujours
unimodulaire et réductive dans g et obtenir ainsi un isomorphisme de H*™*(g, h, EQR,-:)
avec H (g, b, E) pour tout (g, h)-module E.

Remarque 3. — Lorsque K={e} on peut décrirc le noyau de I'application
S, : Q' 4(G, E) > A1g®E; c’est I'ensemble des formes a du type f A @**~% ou f est une
fonction appartenant a C? (G, A?g®E) d’intégrale nulle.

2.B. Cas oU K EsT NON CONNEXE. — D’aprés ce qui précéde I’application @, est un
isomorphisme topologique de Homy.(A" 4g/f, EQR,-:) sur (A?g/I®E )xo.
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L’espace Homy (A"~ g/f, EQR,-:) est Homgo (A"~ ?g/f, EQ R,-1)*/%" ou I'action de K/K°
est donnée par : ‘

V/eHomy. (A" 9g/t, EQR, ) VkeK/K® k.I=U,oloA" 9Adk™!,

k étant un représentant quelconque de k.
Ona:

Ok N=(—1)Y1(F ey A - A €e®@Ul(Adk e, gigy A ... A AdkLe, ().
ceS
En remplagant la base (e;, ..., €,) par la base (Adkey, ..., Adke,), on obtient que
@ (k.1) est égal &

(—D)2n(Adkeg iy A ... A Adkéc(q,@)U,,l(é;,(qH, Al A egy)).-det AdkT1,

Cest-a-dire & det Adk~!.(A?Adk®U,) o, (). _
Donc ¢, est un K/K°morphisme pour I’action suivante de K/K° dans (A?g/t®E)y. :

knX; A ... A X,®a)=detAdk™'.n(AdkX, A ... A AdkX,QU,a),

ol k est un représentant de k.
Il en résulte que ¢, induit un isomorphisme de Homy (A" ?g/f, EQR,-:) sur
(Aq g/f ® E)K/](°

)
. On a obtenu :

ProposITION 4. — Si K est un sous-groupe compact de G, K° la composante connexe de e
dans K et n la dimension de G/K, les complexes

Q" *(G/K, E);, Homg (A" *g/f, EQR,-1) et (A*g/I® E)K/K°,

()

sont topologiquement isomorphes, I'action dun élément k de K/K° sur (A* g/t ® E) étant
(%)

det Adk~!.A*Adk®U,, ou k est un représentant quelconque de k.

CoRrOLLAIRE 1. — Si G a un nombre fini de composantes connexes et si K est un sous-groupe
compact maximal, les espaces H, (G, E) et H, (g/%, E)*/*’ sont topologiquement isomorphes.
Nous verrons au paragraphe suivant que H, (g, T, E}¥/*" s’interpréte comme étant la
(g, K)-homologie de G a coefficients dans le (g, K)-module EQR, ou R, est R muni de la
structure de (g, K)-module pour laquelle ’action de g est triviale et celle de K est donnée par

la représentation € : k+—det Adk.

COROLLAIRE 2. — « Isombrphisme de Poincaré » pour l'algébre de Lie. Si K est un sous-
groupe compact de G et sin=dim G/K, on a un isomorphisme topologique de H, (g, ¥, E)*/*'
sur H" *(g, K, E®RA_1).
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3. Isomorphisme de Poincaré
dans la catégorie des (g, K)-modules

Rappelons qu’un (g, K )-module F est un espace vectoriel muni d’une représentation de get
d’une représentation de K vérifiant :

(i) VkeK,Vxeg, VaeF, (Adk.X)a=kXk ' a;

(i) YaeF, K.a engendre un sous-espace de dimension finie, la représentation de K dans
cet espace est continue et

VYet, Y.a=%(cxptY.a)|,=0.

On notera C, g la catégorie des (g, K)-modules.

Pour les définitions et propriétés de la (g, K)-cohomologie, on renvoit a [5], § 3.6. Nous
utiliserons seulement que les H* (g, K, F) sont donnés par la cohomologie du complexe
Homy (A* g/1, F).

Nous allons maintenant définir les espaces H, (g, K, F). Notons F le quotient F /g F; F est
un K-module car g F est stable par I’action de K : en-effet, si keK, Xeget acF on a

kXa=kXk™'.ka=(Adk.X)ka et  kXa est donc un élément de gF.

Dermnvirion. — On appelle H (g, K, .) les foncteurs dérivés a gauche du foncteur exact a
droite F— (F,) .

Remarque. — Si F est un (g, K)-module, on peut considérer 'application a+—> Jka dk de F

dans FX, et on montre comme au paragraphe 1 qu’elle induit un isomorphisme (algébrique
cette fois) de Fy sur F¥, d’ou il résulte que les foncteurs F—(F )¢ et F—(F,) sont
naturellement équivalents.

Pour 0<¢<n, on note I (F) I'espace (%(8) ® A?g/f)®F muni de la structure de
(g, K)-module suivante : o
si ue#(g), Y,eq,...,Y,eq, acF, Xeg et keK

‘ Xu®Y, A ... AY,@0)=Xu®Y; A ... AY,®a+u®Y; A ... A Y, ®Xa
“ k®Y; A ... AY,®a)=Adku®AdkY, A ... A Adk Y, ®ka.

LemMe. — Les (g, K)-modules 1,(F) sont relativement projectifs dans la catégorie C, .

Pour établir ce résultat il est utile de calculer u(1®Y; A ... A Y,®a) lorsque u est de la
forme X,...X, ou les X; appartiennent a g. SiI est le sous-ensemble {i, ..., i} de
{1, ..., p}aveci;>...>i, onnote y le produit X; .. .X,. Le complémentaire J de I dans
{L,...,p}eétant {j, ...,j,_,} olj;<...<j,_, on note u le produit X; ...X;

On établit alors facilement par récurrence sur p que :

ul®Y, A .. AY,®a)=Y (-1 *'u®Y, A ... A Y, Qua.
I
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Supposons maintenant que ’on a un diagramme :
L (F)

lh
.
ou f, h sont des (g, K)-morphismes et s un K-morphisme tel que fos=1Id.
Nous allons construire un (g, K)-morphisme E I,(F)— A tel que f oh=h.
On définit Z(u@Y1 Ao A Yq®a) lorsque u est de lé forme X X, par :

hu®Y, A ... AY,®a)=Y (1) "Ny s, h(1QY, A ... A Y,®u,a).
_ 1
On vérifie facilement que £ est nulle sur les éléments de la forme
—uX®Y; A ... AY,®a+u®Y Y, A ... AKX, YIA ... A Y, ®a,

ensuite que h est un (g, K)-morphisme et enfin que f oh=h.

Remarque. — La démonstration précédente établit la « réciprocité de Frobenius »
suivante :
si B est un (g, K)-module I’application

Hom, y (I,(F), B) » Homg (A?g/I®F, B),
h—h,

ou ' (Y, A ... AY,®a)=h(1®Y, A ... A Y,®a), est un isomorphisme.

Drapres [5], § 2.9, la suite

01, (R) = ... 51

ou mn est 'augmentation et
q+1

du®Y, A ... AY, )= 2 (=1 T uY, @Y, A o AY A LAY )
i=1

R)> ... > I,(R)>R -0,

q

+Z(—1)“”'14(>§(ﬁ{’i,_Y\j]/\Y1 Ao AY A LAY A LAY ),

i<j

est une résolution forte relativement projective du (g, K)-module trivial R. Alors la suite
3, n®If
0-I1,(F)» ... 31 (F)» ... > [(F)—F -0,
ou 8, =d,®Id;, est une résolution forte relativement projective de F dans C, k.

Comme I, (F),=(%(g) ® A?g/T) ® F s’identifiea A?g/tf ® F (toujours d’apres [5], §2.9)

() @ ()
et comme A?g/f ® F=(A?g/f®F ). est isomorphe a (Alg /EI®F)X° on en déduit :
A (t)
ProrosiTioN 5. — Si F est un (g, K)—module et si V désigne l'action de K dans F,

H, (g, K, F) est ’'homologie du complexe

0 (A"g/I®F)K 5 ... > (g/t@F)K - FX 50,
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ou d est définie comme au paragraphe 2 et ou 'action de K dans A1 g/fQF estk— A?Adk®V,.

Remarque. — On définit de fagon évidente les bifoncteurs Tor% ¥ dans la catégorie C, . Le
fait que les espaces I,(F) soient projectifs montre que H, (g, K, F)=Tor}* (R, F) et aussi
que, pour deux (g, K)-modules F, et F,, on a Tor**(F,, F,)=H,(g, K, F,®F,).

D’aprés l’étude faite au paragraphe 2, I'application ¢, induit un isomorphisme de
Homy (A" 4g/1, F®R, 1) sur le sous-espace de AYg/I®F constitué¢ des éléments
K-invariants pour I’action suivante de K :

ki det Adk™'. ATAdk®V,.

Notons R, I’espace R muni de la structure de (g, K)-module pour laquelle I’action de g est
triviale et cette de K est donnée par la représentation g : k+—det Adk (¢ estégalea 1 ou —1
sur chaque composante connexe de K). Alors (Bq est un isomorphisme de
Hom, (A" 1g/t, FOR,-:) sur (A?g/IQF®R,)* d’ou la

ProprosiTion 6. — Si F est un (g, K)-module, on a un isomorphisme de Poincaré de
H" *(g9. K. F®R, ) avec H, (g, K, F®R,).

Remarque. — Si E est un G-module différentiable, on définira sa (g, K)-homologie comme
dans la proposition 5. Si E, désigne I’espace des vecteurs K-finis de E, E, est un (g, K)-
module, on a (EQR,-1),=E,®R,-: et les isomorphismes suivants :

Homy (A" *g/h. EQR, )~ Homg (A" “g/t, Ex, @R, 1)
~(Ag/IQE®R,)* ~(A1g/I®E ®R,),

d’ou il résulte que les espaces H" *(g, K, E®R,-.), H" *(g, K, Ex,®R,-1),
H, (g, K, EQR,) et H, (g, K, Ey,®R,) sont algébriquement isomorphes. Si, de plus, G a un
nombre fini de composantes connexes et si K est un sous-groupe compact maximal, on
obtient, en conclusion, un isomorphisme topologique entre H, (G, E) et H, (g, K, EQR,).
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