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THEOREME CENTRAL LIMITE LOCAL
SUR CERTAINS GROUPES DE LIE

Par PHiLiPPE BOUGEROL

Si p est une mesure de probabilité sur un groupe localement compact G, de n-i€me
puissance de convolution pu", nous voulons estimer pu" (C) lorsque C gst un compact de Get n
tend vers 'infini. Plus précisément nous cherchons & déterminer unce suite de réels fa,. neN }
et une mesure de Radon non nulle m, sur G telles que la suite de mesures a, p. ne N,
converge vaguement vers m, lorsque n tend vers I'infini, c’est-a-dire que pour toute fonction f
continue & support compact sur G :

lim a, J fdu"zj fdm,
n—- +ow G G

Nous appellerons théoréme central limite local, ou pour abréger théoréme local, un résultat
de ce type ([1], [4], [5], [12]).

Lorsque par exemple G est compact et p est une probabilité sur G dont le support n’est pas
contenu dans une classe latérale d’un sous-groupe fermé distingué propre de G, p satisfait a
un théoréme local puisque la suite p", ne N, converge vers la mesure de Haar normalisée
de G [12].

Rappelons d’abord comment se traite le cas classique ou G est égal & R [5]. On considére

une probabilité p sur R telle que sz du(x)=c? et Jx du(x)=0. Si R est ’ensemble des
caracteres { ¢, (x)=¢'**,AeR} et F H(X)=J€x (x) du(x), pour toute fonction continue a

support compact f sur G telle que Ff(k)zjeA (x)f(x) dx est d\ intégrable, la formule

d’inversion de Fourier nous donne :
. - 1 .
J fau"=(p"* f)(0)= T f Fu@)" Ff(=r)da,
R T Jr

si f (x)=f(—x) pour tout réel x. La démonstration du théoréme local se décompose en deux
étapes.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE. — 0012-9593/1981/403/$ 5.00
© Gauthier-Villars



404 P. BOUGEROL

Etape 1 : Si pour simplifier on suppose que p a une densité par rapport & la mesure de
Lebesgue, pour £>0, Sup {|Fpu(X)|,|1|>¢} est strictement inférieur & un (lemme de
" Riemann-Lebesgue) et :

(1) lim \/Zj fdu"= lim E\/-??J Fp)"Ff(—A)d.
R Inl<e

n— +ow n— +o

Etape 2 : Au voisinage de 'origine (\=0), Fp(A)=1—(c?A?/2)+0(A?) et aprés le
changement de variable A — A/ ﬁ, en appliquant le théoréme de convergence dominée, on
obtient :

. SO AN L A
SRCR0 RT3 B o R G L
=[21r02]’”2j J(x) dx,

c’est-a-dire que \/; p", neN, converge vaguement vers dx/c \/27

Nous allons montrer qu’essentiellement ce type de démonstration s’étend a certains
groupes localement compacts G possédant un sous-groupe compact K tel que (G, K) soit un
couple de Guelfand, comme par exemple les groupes compacts, les groupes de Lie semi-
simples connexes de centre fini et certaines extensions compactes de groupes nilpotents.
Notons que contrairement a [4] nous ne ferons aucune hypothése d’invariance de la
probabilité considérée sous I’action de K. )

L’égalité (1) montre que si G=R et si p est centrée le théoréme local ne dépend que de la
transformée de Fourier de p au voisinage de I’origine dans R [ceci n’est plus vrai lorsque p
n’est pas centrée car alors pour tout compact C de R, p"(C) décroit exponentiellement vite
vers zéro]. Lorsque G n’est pas commutatif une partie G,, appelée dual réduit, de I’ensemble
des classes de représentations unitaires irréductibles de G « remplace » R. Au paragraphe 1
nous définissons, par analogie avec le cas ou G égal R, une « origine » dans G, et montrons
comment la formule de Plancherel sphérique permet de ramener la démonstration du
théoréme local pour certaines probabilités p sur G (pas nécessairement invariantes sous
I'action de K) a I’étude d’opérateurs T, ou T est un élément de G, dans un voisinage de
cette origine. C’est ce qui correspond a I’étape 1 lorsque G=R.

Nous appliquons ensuite ces résultats a deux classes de groupes pour y montrer le
théoréme local par un raisonnement s’apparentant a celui de ’étape 2 lorsque G est égal
aR.

Au paragraphe 11 nous étudions en détail le cas des groupes de Lie semi-simples connexes
de centre fini. Le résultat principal est le théoréme 2.3.1 dont un cas particulier est le
théoréme local suivant :

« Soit d le rang (réel) du groupe semi-simple G et p le nombre de racines positives
indivisibles associées & ce groupe. Si p est une probabilité irréductible sur G possédant une
densité tendant assez vite vers 0 a I'infini et o (1) est le rayon spectral de ’opérateur associé
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THEOREME LOCAL SUR LES GROUPES 405

a p dans la représentation réguliére de G, alors la suite {n??*¥2p" neN} converge
vaguement vers une mesure de Radon non nulle lorsque # tend vers I'infini. »

Nous précisons aussi des résultats de [3] concernant les fonctions de concentration. L’étude
de S1(2,R) permet de cerner le role des différentes hypothéses introduites sur p. Nous
terminons ce paragraphe en démontrant que st G=KAN est une décomposition d’Iwasawa
du groupe semi-simple G, les projections de p” sur K, A et N satisfont aussi a un théoréme
local. Nous utilisons pour cela la méme technique que précédemment et un résultat de Raugi
[15].

Dans le troisiéme paragraphe nous étudions certains groupes moyennables & croissance
polynomiale du type G=Nx K ou K est un groupe compact opérant sur le groupe
nilpotent N de telle sorte que (G, K) soit un couple de Guelfand (en ’occurence les groupes
MN associés a un groupe semi-simple de rang un). Un exemple de tel groupe est le groupe
diamant, produit semi-direct du groupe de Heisenberg de dimension trois et du groupe
SO(2). On démontre que si | est une probabilité centrée étalée sur G possédant un moment
d’ordre deux et si le degré de croissance de G est égal & d alors (théoreme local 3.4) la suite
{n?2 " neN} converge vaguement vers une mesure de Haar non nulle.

On peut traiter de la méme fagon tous les produits semi-directs A x ;K ou A est un groupe
abélien a génération compacte et retrouver simplement certains résultats de [1].

I. — Genéralités sur les couples de Guelfand.

1.1. NotATIONs. — Soit G un groupe localement compact a base dénombrable, (l. c. d.),
C.(G) ’ensemble des fonctions continues a support compact sur G et C) (G) le cone des
fonctions positives ou nulles. Si m est une mesure de Haar a gauche sur G et L?(G) I’espace
des classes de fonctions sur G de carré m-intégrable, notons { L, ge G} la représentation

réguliére gauche de G dans L*(G) définie par, sif e L*(G),xe G, L, f(x)=f (g~ ' x). Si pest
une probabilité sur G nous notons o (p) le rayon spectral de 'opérateur L, = ng dp(g).

On dit que la probabilité p sur G est :

— adaptée, si Supp p n’est pas contenu dans un sous-groupe propre fermé de G;

— apériodique, si |\ est adaptée et si Supp p n’est pas contenu dans une classe latérale d’un
sous-groupe fermé propre distingué de G;

— irréductible, si le semi-groupe fermé engendré par Supp p est égal a G;

— étalée, si L posséde une puissance de convolution qui n’est pas étrangere a la mesure de
Haar m; i

— trés étalée, si p posséde une puissance de convolution p” dont la partie singuliére v par
rapport & m vérifie : o (v)<o(n)".

Rappelons que si G est moyennable (resp. non moyennable) o () est égal a un (resp.
strictement inférieur 4 un) pour toute probabilité p sur G adaptée [6]. 1l est clair que sur les
groupes moyennables les notions étalées et trés étalées coincident, mais nous verrons par un
exemple que ce n’est pas toujours le cas si G n’est pas moyennable. Remarquons que si G est
connexe toute probabilité étalée est apériodique.
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406 P. BOUGEROL
Nous utiliserons plusieurs fois le lemme suivant de Guivarc’h [11] :

LEMME 1.1.1. — Si H est un sous-groupe fermé moyennable d’un groupe localement
compact G, pour toute probabilité u sur G, la norme de L, est égale a la norme de I'opérateur
associé a n dans la représentation quasi réguliére de G dans L* (G/H).

1.2. CouPLES DE GUELFAND.

(1.2.1) Rappelons les résultats de la théorie des couples de Guelfand dont nous aurons
besoin ([7], [19]). Si K est un sous-groupe compact d’un groupe unimodulaire G, 1. c. d., on
dit que (G, K) est un couple de Guelfand si I’algébre L' (G;K) des fonctions f intégrables
sur G bi-invariantes par K [i.e.f(kgk')=f(g); k, k' € K, g e G] est commutative. Par exemple
si G est compact, et K=G, ou si G est un groupe de Lie semi-simple connexe dc ¢entre
fini et K un sous-groupe compact maximal de G ou si G est de la forme A x _K ot A cst
abélien, (G, K) est un couple de Guelfand. Si G estI’ensemble des (classes de) représentations
unitaires irréductibles de G, (G, K) est un couple de Guelfand si et seulement si :

« Pour toute représentation T de G, opérant sur Despace de Hilbert Hy,
Kr;={veHy, T,v=0,VkeK} est de dimension 1 ou 0. »

(1.2.2) Supposons alors que (G, K) soit un couple de Guelfand et notons Z le sous-
ensemble de G formé des représentations T pour lesquelles K+ est de dimension 1. Si ny est

la mesure de Haar normalisée de K, T, =j T, dmg (k) est un projecteur orthogonal sur
K

K:. Choisissons un vecteur unitaire uy de K1 et posons :
(pT(g)=<Tg Ur,ur ), geG.

On obtient ainsi I’ensemble des fonctions sphériques définies positives sur G prenant la
valeur 1 en I’¢lément neutre.

Si G, est le dual réduit de G, que I’on peut caractériser comme le sous-ensemble de G formé

des représentations T vérifiant || T, ||<||L,|| pour toute mesure bornée v sur G, posons
~ Z,=G, n Z. Onsait qu’il existe une topologie sur G, appelée topologie de Fell, pour laquelle
G, estfermé. G, est un sous-ensemble ouvert dans G,, localement compact métrisable pour la
topologie induite. Nous n’aurons besoin que du résultat suivant : une suite T,, neN, de Z,
converge vers T dans Z, si et seulement si @r, converge vers @t uniformément sur les parties
compactes de G.

(1.2.3) Sifestunélément de L' (G; K) considérons I’application F /' : Z, — C définie par
Ff(T)=J ¢r(g)f(g) dm(g). Onasif, /' eL' (G;K) et T€Z, :
G

— F(/f*/)(T)=Ff(T) Ff'(T);

— IFfMI=ITyurl|=ITl;

— Ff(T) est une fonction continue sur Z, qui tend vers 0 quand T tend vers linfini
(lemme de Riemann Lebesgue).
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THEOREME LOCAL SUR LES GROUPES 407

La formule de Plancherel pour la transformée de Fourier sphérique F s’énonce ainsi :

« Il existe une unique mesure de Radon vy sur Z, telle que, si f est une fonction continue de
L'(G;K) dont la transformée F f est dy intégrable :

fle)= J.z Ff(T) ay (T).

De plus F se prolonge en une isométrie de L?(G;K) sur L*(Z,,v). »

(1.2.4) Rappelons enfin que si G est moyennable G est égal a G, mais que si G n’est pas
moyennable la représentation triviale de G (définie par T, v=0,V x € G) est un élément de G
qui n’est pas dans G, [9].

1.3. ORIGINE DANSLE DUALREDUIT. — Considérons un couple de Guelfand (G, K). Dans le
dual R de R (égal au dual réduit) ’origine peut étre caractérisée comme le seul point ou la
transformée de Fourier d’une probabilité étalée est égale a un [c’est-a-dire a o (u)] et pour tout
e>0, sup{|Fp(A)|", A>¢} tend vers O exponentiellement vite quand » tend vers I'infini.
Par analogie nous poserons :

DEFINITION 1.3.1. — On dit qu’une représentation T® de G, est une origine de G, si pour
toute probabilité p apériodique irréductible trés étalée sur G,

(a) le rayon spectral de Tﬂ est égal a o (n);

(b) pour tout voisinage V de T° dans G, (muni de la topologie de Fell) il existe un réel p,
0<p<1, tel que pour tout entier n assez grand :

ITellSp o), TeG,, T¢V.

Remarque. — En prenant p bi-invariante par K on voit que T° doit appartenir a Z, et, cet
espace étant séparé, que l’origine est unique lorsqu’elle existe.

Admettons pour l'instant le lemme suivant que nous démontrerons en (2.2.2).

LEMME 1.3.2. — Soit p une probabilité irréductible apériodique étalée sur un groupe G,
1.c. d. Pour toute fonction f de C} (G) non nulle en I’élément neutre, il existe un entier r et un
réel a,a.>0, tels que u" majore o f.m(ouf.mest la mesure de densité f par rapport a la mesure
de Haar m). Si de plus | est trés étalée et G connexe on peut supposer que 6 (0" —o f.m) est
strictement inférieur a o (n)".

Remarque. — On déduit de la premicre partie du lemme que o (1) est non nul.

ProPOSITION 1.3.3. — Si(G, K) est un couple de Guelfand et si G est un groupe moyennable
ou un groupe de Lie semi-simple connexe de centre fini, G, posséde une origine (égale a la
représentation triviale dans le premier cas).

Démonstration. — Considérons une fonctionfde C; (G), bi-invariante par K, non nulle en
I’élément neutre et d’intégrale égale & un. D’aprés le lemme précédent il existe un entier r, un
réel >0 et une mesure bornée B positive tels que p' =af.m+p et o(B)<o () (cette
derni€re condition est évidente sur les groupes moyennables). Si 7 est un réel de 10, 1 tel que

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE



408 P. BOUGEROL

pour tout n assez grand || L. || < ¢"|| L~ ||, pour topte représentation T de G, n’appartenant

pasaZ, :
I T I SH T SN Lg IS 2" Lyl

On en déduit facilement qu’il suffit de vérifier la condition (b) de la définition 1. 3. 1 pour les
représentations de Z,.

Lorsque G est un groupe de Lie semi-simple connexe de centre fini, le corollaire 2.2.6
montrera donc que la représentation induite par la représentation triviale de MAN est
Iorigine de G,.

Supposons que G est moyennable. La représentation triviale T° de G vérifie la condition
(a) de la définition 1.3.1. Pour montrer le (b) considérons la fonction g=f % p x f. C’est une
densité de probabilité bi-invariante par K et il existe un réel A, 0 <A =<1 et une probabilité v
tels que p3"=A g.m+(1—A) v. Pour toute représentation T de Zona:

[T ISA Ty mll+A =) I T, [ISAF g(T)[+(1—R).
11 suffit de montrer que pour tout voisinage V de T dans Z :

Sup|Fg(T)|<1.
T¢V

Si ce n’est pas le cas, & cause du lemme de Riemann Lebesgue (1. 2‘. 3)il existe un élément T
de Z, différent de T° pour lequel | F g(T)|=1. Alors, pour tout entier 7 :

JG or(x) g*"(x) dm(x)|=|F g(T)|"=1.

Puisque ¢ est une fonction continue dont le module est inférieur ou égal a un et que la
réunion des supports de g*" est dense dans G ceci entraine que @y est identiquement égale a
un, ce qui n’est possible que si T est la représentation triviale.

1.4. THEOREME LocAL. ETAPE 1. — Comme nous I’avons dit dans I'introduction nous
voulons montrer que grace a la transformée de Fourier sphérique, le théoréme local est
déterminé par le comportement a I’origine des opérateurs T,. C’est exactement ce que nous
dit la proposition suivante malgré son aspect technique. Elle nous indique aussi comment
traiter les fonctions de concentration ([2], [3]) au (a). Comme nous ’avons déja noté
l’affirmation précédente n’est vraie sur R que lorsqu’on cherche un théoréme local avec a,
croissant polynomialement vite (i. e. pour les probabilités centrées), c’est ce qui explique la

condition lim a,/a,,,=0c Q).

n— oo
Aux paragraphes suivants nous utiliserons cette proposition pour montrer le théoréme
local sur les groupes semi-simples et sur certaines extensions compactes de groupes
nilpotents.

Nous notons M, (G) I’ensemble des mesures bornées sur G et sive M, (G), v est la mesure

définie par ffdv ffdv ol f (x)=f(x"1).
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THEOREME LOCAL SUR LES GROUPES 409

PROPOSITION 1.4.1. — Soit (G, K) un couple de Guelfand tel que G, posséde une origine T°,
W une probabilité apériodique trés étalée irréductible sur G et {a,, ne N} une suite de réels

positifs telle que lim a,/a,. ;=0 ().

n— +oo
(a) Supposons qu’il existe un voisinage V de T° dans Z, et une fonction g de C} (G), bi-
invariante par K, non nulle en e, dont la transformée F g(T), Te Z,, soit dy intégrable
vérifiant : _
(1) « Il existe un réel a.>0 tel que pour tout entier n et toutes mesures bornées v, et v,
sur G :

a, f <Tvl Tu" Tvz Ur, Tg uT> dY (T) éa“ Lvl ” . ” va “ »
‘l

Alors pour tout compact C de G il existe un réel ¢>0 tel que :

« Pour tout entier n, toutes mesures bornées v, et v, sur G :
la, (v % 1" % v,)(C)|ScllLy, [ILIIL, ] »

(b) Side plus G est connexe ou moyennable et m, est une mesure de Radon sur G vérifiant
m, *x u=0 (L) m,, si il existe un voisinage V et une fonction g comme au-dessus tels que (1) est
vrai et :

(2) « Pour toutes mesures bornées v, et v, sur G :

lim j (ToTeTyur, T, urd dy(T)=m, (i kg * V). »
A%

n—+w

Alors la suite de mesures a, W', n€ N, converge vaguement vers m,.

Démonstration. — (a) Supposons que (1) est vérifié. La fonction indicatrice du compact C
étant majorée par une combinaison linéaire de translatées de la fonction g, le (@) sera établi si
on montre qu’il existe une constante ¢ >0 telle que :

anj gx)d(vy % p"xv,)(x)| SclILy [I.IIL, Il neN, vy, v,eM,(G).
G

La fonction f, =myg % g x v, % W" % V, % my est continue intégrable, bi-invariante par K et
sa transformée de Fourier Ff, vérifie, si TeZ, :

Efu(MI=IKT, T Ty, ur, Tyur D1 =IT, LIT, 1T, IS HL, 1L, I TF g(T)

(voir 1.2.3). Elle est en part_iculier dy intégrable et par la formule de Plancherel :
JG g(x)d(vy *u"*vz)(X)=f,.(e)=JA F £, (T) dy (T).
A

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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Cette expression est majorée par :

j\ (T, T Ty, ur, Ty ur ) dY(T)‘+Sup 110 90| Y| SR p O J |F g(T)|dy(T),
4 T¢V ve

d’ou, grace a (1), si ¢; =Sup (a, JI Fg(T)ldy(T)) :

anf g(x)d(vy * p"x v,)(x)| Sy I Ly, 11y, I { 1 +a, Sup IIT;.nH\}.
G T¢V

Puisque lim a,/a,,,=0c(u) et d’aprés le (b) de la définition de l'origine 1.3.1,

n— 4o

a, Sup || T+ || est borné et on obtient I'inégalité voulue.
TEV

(b) Remarquons d’abord que si e C,(G) et v, v,eM,(G) :
JG¢00dQﬂ*vl*éJn*vgtw=ﬂﬂ*vl*éJn*vz*éﬂd
=(Mg % g.M *V, x Q% 1" %V, *mK)(e)=jz (T, T T Ty, ur, T, ur ) dy (T),
d’ou en utilisant (2) et les mémes majorations qu’au-dessus :

3) lim a,,f Q(X)d(W" % Vi * g.M*V,)(X)=m, (@ %V, kg% V).
J G

n— +w

D’aprés le lemme 1.3.2 appliqué a la fonction g il existe un multiple non nul f de g, un
entier r et une mesure bornée P tels que p"=f.m+p et 5 (B)<o (1)". Pour tout entier p :

lim anj¢dp”= lim an+prj(pdp,n+pr

n— +o n— +ow

= lim dy,, j ¢ d(u" % (1" ~B?)+ lim a,,+,,,J<p d(" % BP).

n— +ow n— +w

Le premier terme de cette somme se calcule facilement. En effet p?" — ? est une somme finie
de mesures de la forme v, % f.m % v, proportionnelles v, x g.m % v, donc a ’aide de (3) et

du fait que lim a,, ,(1/a,)=0c(u)”?" on obtient qu’il est égal a :

G ()77 my (@ * (R —BP)) =0 ()~ 7" [m, (¢ % P7") —m, (@ % B7)],

soit, puisque m, x u=0c (L) m,, a :
J@ﬁm—cmfwmﬁw*Wl
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THEOREME LOCAL SUR 1ES GROUPES 411

anjcp du”—fw dm,

Si v est une mesure bornée positive telle que g x v majore ¢ on a :

On a donc :

lim

n— +00

éc(”’)_pr mu((p* Bp)+Ean+pr f@ d(un* BP)

m, (@ xPP)<m,(g*v*P?)< lim a, J(g*V*B") ",

n— +oo

il existe donc, d’aprés (a) une constante ¢ indépendante de p vérifiant :

lo ()" mp(<P*B”)+Ean+p,f<P A" x )| =co ()"l Lyl|

anJ‘(p dH"_JQdmp

Cette relation étant vraie pour tout p et le rayon spectral de ’opérateur L; étant strictement

(G

lim <co(W) "ILpl.

inférieur a o (n)" ceci montre que a, J @ dp" tend vers J¢ dm,,.

II. — Théoréme local sur les groupes semi-simples,

2.1. NOTATIONS

(2.1.1) Dans cette partie G désignera toujours un groupe de Lie semi-simple connexe de
centre fini non compact (voir [12] pour le cas compact) dont on fixe une décomposition
d’Iwasawa G=KAN. Rappelons les notations et les résultats exposés dans [19]. Si a est
I’algeébre de Lie de A et si I’élément g de G s’écrit g=kan, ke K, ac A, ne N, on désigne par
K (g) I’élément k et par H(g) I’élément de a dont I'image par I’application exponentielle est
égalea a. OnadoncgeK (g){ exp H(a) } N. Onnote p la demi-somme des racines positives
comptées avec leur multiplicité.

Si M est le centralisateur de A dans K on note B I’espace homogene K /M. Nous identifions
les fonctions sur B a des fonctions sur K invariantes & droite par M. En particulier si dk (ou
my ) est la mesure de Haar normalisée sur K nous noterons L?(B) I’espace des classes de
fonctions sur K invariantes a droite par M, de carré my intégrable muni du produit scalaire :

<<P,\|!>=J @ (k) (k) dk; @, yeL?(B).

Si A est un élément du dual (réel) a* de a, soit g, le caractére de MAN défini par
%, (man)=¢"*"“ Une réalisation de la représentation unitaire de G, T* =Indya X,, induite
a G par y, est la suivante :

Pour tout g de G, T est 'opérateur sur L*(B) défini par :
Tyo(k)=e "M oK (g7 k), keK, @el?(B).
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Si f est une fonction continue a support compact sur G, en utilisant le fait qu’avec les
notations habituelles la mesure de Haar dm vérifie :

dm(g)=e**""% gk da dn,
on a, pour tout k, de K :

T5 ¢ (ko)= L T ) o (K (g7 ko) f (g) dm(g)

= JG e MPNE o (K (g)) fkog ™) dm(g)

=JG { JA N e PH@ e n Y a k™YY da dn } o (k) dk.

Ceci montre que T’ est un opérateur compact dont la norme, majorée par :

J‘KXK

tend vers zéro quand A tend vers l'infini (par le lemme de Riemann Lebesgue classique). Par
densité ces propriétés restent vraies pour toute fonction f de L' (G).

(2.1.2) Avec les notations de 1.2, (G, K) est un couple de Guelfand et Z, = { T*, hea*}.
Les vecteurs de L?(B) fixes sous l’action de T}, k€K, sont les fonctions constantes. En
particulier, on peut prendre up=1 et si on note ¢, la fonction ¢ de 1.2.2:

2

dk dkOa

J e PHW £ T aT kY da dn
AXN

K

%(g)=<T;1,l>=J IPHEN gl geG.

Fixons une norme || || sur a (et par dualité sur a*). Si p est une probabilité sur G, elle
posséde un moment d’ordre deux au sens de [11] si et seulement si :

J Sup [|H(gk)||* du(g) est fini.
G keK

2.2. ETUDE DES OPERATEURS T}. — Nous allons d’une part montrer que T (c’est-a-dire T*
avec A égal a I’élément nul de a*)est I'origine de G,, d’autre part étudier T}, pour A proche de
zéro. Nous verrons que le nombre qui remplace la transformée de Fourier d’une probabilite
sur R en un point de R est la valeur propre de plus grand module de Tﬁ, au moins pour A
petit. . -
Commengons par établir les propriétés de Tp.

PROPOSITION 2.2.1. — Soit p une probabilité irréductible trés étalée sur G, alors :

(a) le rayon spectral de I'opérateur Tﬁ est égal d o (u);

(b) l’opérateur o(u)! Tg est quasi compact;

(c) les points du spectre de Tﬁ différents de & (1) sont contenus dans une boule de C de centre
0 et de rayon strictement inférieur a o (1);
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(d) o (p) est un pole d’ordre’ un de la résolvante de Tg, le noyau de Tﬁ—c(u) 1d est de
dimension un et contient une fonction strictement positive p.p.;

() o(n) est la seule valeur propre de Tﬁ admettant un vecteur propre positif.

Démonstration. — Remarquons que T}, est 'opérateur associé & p dans la représentation
quasi régulicre de G sur G/MAN. Puisque MAN est moyennable le (a) résulte du
lemme 1.1.1. En utilisant le fait que p est trés étalée on voit qu’il existe un entier », une
fonction f de L*(G) et une mesure bornée P telles que :

w=fm+p et |TRl=IILyll<c (@)

1
< T <1.
S Wy [Tl

[ ! T ]r : TY

s *| o@r’
L’opérateur T$ étant compact ceci montre le (b) puisque par définition un opérateur A est

quasi compact si il existe un entier n et un opérateur compact B tels que ||A"—B||< 1.

Si @ est une fonction positive de L*(B), T, ¢ est aussi positive. L’opérateur T est donc
positif et on peut lui appliquer les résultats exposés par exemple dans [16]. Vérifions d’abord
que pour tout entier p non nul, (T})? est irréductible au sens de [16] c’est-a-dire que si @ et
sont deux fonctions positives de L? (B) non nulles, il existe un entier n tel que <(Tﬁ)"" o, >
soit non nul. Supposons le contraire, alors { Ty ¢, ¥ > doit étre nul sur 'adhérence de la
réunion des supports de p?", ne N, c’est-a-dire partout puisque p? est irréductible (voir la
démonstration 2.2.2). En particulier le produit de convolution sur K des fonctions ¢ et
est nul, ce qui est impossible si ces fonctions sont non nulles (on peut aussi utiliser
I'irréductibilité de la représentation T°). L'opérateur o (p)” ' T}, étant quasi compact le
lemme 2, VII. 8 de [8] montre qu’il existe un réel p, 0 <p <1, tel que la partie de son spectre
qui n’est pas dans la boule de centre 0 et de rayon p est finie et constituée de poles de la
résolvante. .Cet opérateur et ses puissances étant irréductibles la proposition est une
conséquence immédiate de ([16], V théoréme 5.2 et son corollaire).

(2.2.2) Démonstration du lemme 1.3.2. — Reprenons les notations de ce lemme (en
particulier G est un groupel. c. d. quelconque). Montrons d’abord que pour tout entier p non

nul, p? est irréductible. Soit S I'adhérence de | Supp u"?; pour tout g de S, g~ ! est adhérent

n>0

a U Supp p" car p est irréductible d’ot g7 7 est dans Set g~ ' =g?"~

n>0
L’ensemble S est donc un sous-groupe fermé de G portant la probabilité apériodique p?

(/. [2]). 11 doit étre égal & G.

1 ¢~ P est aussi dans S.

Il existe un entier r et une fonction g de C;} (G) non nulle telle que p” majore g.m. Si sest un
entier tel que le support de p* rencontre {xeG, g(x~')#0}, la fonction h=p*x g est
continue non nulle en e et p"** majore h.m. Soit p=r+set V,={xeG, (u"" % h)(x)#0}.
Puisque p? "*1) x h majore u?" & % h, la suite d’ouverts V, est croissante. Sa réunion est
égale 2 G car pour tout x de G, si le support de p?* rencontre { yeG, h(y™'x)#0}, x
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appartient a V,. 1l existe donc un entier ¢ tel que Supp f<V,. Si a=inf{(u®" % h)(x),
xeSupp f} et b=Sup{f(x), xe G} on obtient :

u“’*l)"z(uq”*h)-mé%/.m,

c’est-a-dire la premiére partie du lemme.

Supposons maintenant que p est de plus trés étalée et G connexe non moyennable (le
résultat est trivial dans le cas moyennable). D’apres [9], G posséde un sous-groupe distingué
fermé moyennable H tel que G/H soit un groupe de Lie semi-simple connexe de centre
trivial. En utilisant le lemme 1. 1.1 et les images des mesures p" et p" —o f.m sur G/H on est
ramené a montrer la deuxiéme partie du lemme lorsque G est semi-simple connexe de centre
fini. Puisque p est trés étalée il existe un entier r, une fonction / de L' (G) et une mesure
positive v tels que p"=/.m+v et o(v)<o(n). En appliquant la premiére partie du lemme
a p" il existe un entier p, >0 et B, e M, (G) tels que p'?=20f.m+p,. Montrons que si
B=of.m+B,, c(B)<o(u)? ce qui établira le lemme. Soit p=Ah.m+7y la décomposition de
Lebesgue de B en partie absolument continue et étrangére par rapport a m. Si o (n)"? est égal
a o(B), P est une mesure bornée positive irréductible trés étalée [car puisque v? majore v,
o(Y)So(v?)<o(u)"?<o(B)]. D’aprés la proposition précédente il existe donc une
fonction ¢ de L2 (B) strictement positive p. p. telle que :

Tyo=c(PB)o=c(pn)’e.

Alors Ty» ¢ majore o (1)"? @ et puisqu’il existe une fonction Y strictement positive telle que
TV =0 (u) ¥, Te @ = (1)"? ¢. Ceci entraine que T/, ¢ est nul ce qui est absurde puisque @
est strictement positive.

Remarque. — On déduit immédiatement de ce lemme que si p est une probabilité
apériodique étalée sur un groupe compact la norme de la variation totale de p"—m tend
vers zéro exponentiellement vite.

COROLLAIRE 2.2.3. — Si p est une probabilité irréductible trés étalée sur le groupe semi-
simple G, il existe un réel 5, 0<d <o (W), tel que pour tout A de a* assez proche de zéro :

(a) le spectre de I'opérateur T}, posséde un unique élément s ()) de plus grand module, s () est
une valeur propre associée a un sous-espace propre de dimension un;

(b) si E(L) est le projecteur associé a s(\), TyE(A)=E(M)T,=s(A)E(A) et le rayon
spectral de Q, =T}y —s(L)E(X) est inférieur a §;

(¢) EQ), s(}) et Q, dépendent continument de \.

Démonstration. — Puisque I'application qui a Lea* associe T} est continue pour la
topologie de la norme, ceci est une conséquence de la proposition précédente et de la théorie
des perturbations (voir par exemple [8]).

PrOPOSITION 2.2.4. — Si w est une probabilité irréductible trés étalée sur G, pour tout
de a* non nul, le rayon spectral de lopérateur T}, est strictement inférieur a o (p).
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Démonstration. — En remplagant au besoin p par une de ses puissances de convolution on
peut supposer que p n’est pas €trangere a la mesure de Haar m. Si le rayon spectral de T, est
égal a o (n), puisque pour toute mesure positive v, bornée, | T%|| < || TV || < || L, || Popérateur
o (1)~ ' T} est quasi compact. En particulier il existe un compleXe 6 de module un et un
élément @ de L*(B) tel que T}, ¢ =0c (1) ¢. Ceci entraine que :

cWlelSITyelSTo @l

d’ou (voir démonstration 2.2.2) Tﬂ |o|=0c(n)|@|. Donc d’une part ¢ (k) est non nul pour
presque tout k de K (proposition 2.2.1), d’autre part pour presque tout k, de K il existe un
nombre complexe a(k,) de module un tel que :

e MR o (K (x Vo)) =0t (ko) @ (K (x "' ko))], mp.P.
Cette propriété est vraie sur un ensemble de m mesure non nulle et par invariance de m :
m{geG, e "M g (K (g)=0(ko) 0 (K(g))]}#0,

ce qui n’est possible que si A est nul car m est équivalente a dk da dn.
Dans ’énoncé suivant nous utilisons les notations introduites au corollaire 2.2.3.
COROLLAIRE 2.2.5. — Soit p une probabilité trés étalée irréductible sur G. Pour tout
voisinage V assez petit de 0 dans a*,Sup o (1)~ "|| Tx || ez Sup o (W)~ "|| Q|| tendent vers zéro

AV rev
exponentiellement vite quand n tend vers infini.

Démonstration. — Examinons d’abord les opérateurs Tj.. A cause de I’analogue du lemme
de Riemann Lebesgue que nous avons rappelé en 2.1. 1, il suffit de montrer que si C est un
compact de a* ne contenant pas 0, il existe un réel o, 0 <o < 1,tel que pour tout entier nassez
grand et tout A de C, o(u) "||Th|l soit inférieur a a”. D’aprés le corollaire 2.2.3,
(Tﬁ)” =s(0)"E(0)+Q} ou 5s(0)=0c(n) et Q, est de rayon spectral strictement inférieur
a o (). On en déduit que b=Supo (p)”"|[(T$)" || est fini.

neN
Fixons un réel a, 0 <a< 1. Pour tout A, non nul la proposition précédente montre qu’il
existe un entier n tel que c(p)‘"llTﬁﬁll est inférieur a a/b. Par continuité de T} on peut
trouver un voisinage V(X,) de A, surlequel o (pn)™"|| Tﬁn || reste inférieur a a/b et alors, pour
tout entier p :

G(u)“"””H(Tﬁ)"”’llégﬁ(u)""llTﬁ»llégc(u)"’HTﬂﬂéa-

Par compacité de C il existe donc un entier n, tel que, pour tout A de C :

q(u) e II(Tﬁ)"" I£a<1
et on conclut alors facilement.

La majoration des opérateurs Q} se fait d’une fagon analogue en utilisant 'inégalité :
oW PIQIISo @) "I Tip—sM)PEM) | Sb+[EM)]L.
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La topologie sur Z, s’identifiant & la topologie naturelle sur a* il est clair d’apres ce
corollaire que :

COROLLAIRE 2.2.6. — Llorigine de G, est T°.

Pour étudier I’application s définie au voisinage de O dans a* au corollaire 2.2.3 nous
supposerons que p possede un moment d’ordre deux (voir 2.§.2). Nous montrerons en 2.4
que contrairement a ce qui se passe par exemple sur R, cette hypothése n’est pas toujours
nécessaire.

PROPOSITION 2.2.7. — Si | est une probabilité trés étalée irréductible sur G possédant un
moment d’ordre deux, lapplication s est deux fois différentiable en zéro. Sa différentielle en ce
point est nulle et sa différentielle seconde d*s(0) est telle que — d*s(0) définit une forme
bilinéaire définie positive.

Démonstration. — 11 n’est pas difficile de voir que si p posséde un moment d’ordre 2,
P’application qui a A, A€ a*, associe Tﬁ est de classe C? (pour la norme d’opérateurs). La
construction de E(A), Q,, s (1) (voir corollaire 2.2.3) par la théorie des perturbations montre
que ces quantités dépendent de fagon C? de A, pour A assez petit.

Pour tout élément w du groupe de Weyl et pour tout A de a* les représentations T* et T**
sont équivalentes [19]. Il existe donc un opérateur inversible A telque T¥*=AT,A~ Letpour
tous A assez petits s (wA)=s()), ce qui entraine que ds (0) est nul. Pour montrer que —d*s(0)
définit une forme bilinéaire définie positive, fixons un élément non nul A de a* et démontrons
que lafonction €: R — C définie au voisinage de 0 par §(7)=s(zL) a une dérivée seconde en
zéro strictement négative. Soient ¢ et ¢’ deux fonctions de L*(B) vérifiant :

EQ =9, E@0)¢'=¢" et (9,0 )=1,
et notons, si neN, A, (1)={Q} @, ¢ >. De la relation :
n=[d—E@M]Q};[Id—E(12)]

et du fait que E (7)) est une fonction C* de 7 on déduit qu’il existe un réel ¢ tel que pour tout
entier n et ¢ assez petit :

[h,(1)|=1<QHUd—E(tA) @, Id—E@A)* o' > [=cl|Qhll £

et par le corollaire 2.2.5, il existe ¢'>0 tel que o(n)™"|h,(¢)|Sc’ 1* pour tout n. En
particulier o (1)~ "4,/(0) est borné en n.

Puisque §(0)=0c (1) et&'(0)=0:

d2 -n tk ’
(1) ‘—11—2{6(#) (Tit o, 9>} (0)
('{Z - ’ —-n
=27 (oW CEIM) @, @'+ (W) " (1)} (0)

2
=no (W) '8"(0)+ 572— CE(A) @, 0" (0)+0 (1) "4, 0).

4° SERIE — TOME 14 — 1981 — N° 4



THEOREME LOCAL SUR LES GROUPES 417

La fonction f, (£)=0 (1) "{ Ti* ¢, ¢’ > est de type positif (car ¢ et @’ sont positives) et
vérifie f, (0)=1. C’est donc la transformée de Fourier d’une variable aléatoire X, définie sur
un espace (2, &, P). D’apreés le corollaire 2.2.5, pour tout ¢ non nul, f, (¢) tend vers zéro
quand n tend vers linfini. Si E(X,) est lespérance de X, on en déduit que
P(|X,—E(X,)|<x) tend vers zéro pour tout x>0 quand # tend vers l'infini. En appliquant
I'inégalité de Bienaymé Tchebitchev ceci entraine que — f(0)=E(X?2) tend vers I'infini ce
qui n’est possible que si & (0) est strictement négatif a cause de (1).

2.3. THEOREMELOCAL. — Rappelons d’abord la formule de Plancherel « sphérique » sur
un groupe de Lie semi simple G connexe de centre fini non compact [19]. Soit { A, ..., A, }
le systéme de racines (restreintes) positives associé a la décomposition d’Iwasawa G=KAN,
écrit de telle sorte que pour un entier p, { A;, 1 <i<p } soit 'ensemble des racines indivisibles
[c’est-a-dire que (1/2)A; est une racine si et seulement si i>p]. Notons m,, 1<i<r, la
multiplicité de la racine A; et B la fonction Béta. Pour toute forme linéaire complexe v sur a

on pose :
L m, Vv, A r m, m,, (V,l,))}

I(v)= Bl —, ——L B &, 2y 2202

v) {” <2 ’<xi,xi>>}{iﬂﬂ <z 2 Ty

et c(v)=1(iv) {I(p)} . Alors il existe une mesure de Lebesgue di sur a* vérifiant :

« Si f est une fonction continue sur G de L' (G; K) telle que

Ff(M:L ¢,.(8)f(g)dm(g)
est'|c(A)|”2dA\ intégrable :

f(e)=f FfA)|e)|™2dn. »

Autrement dit si on identifie Z, 4 a* la mesure dy introduite en 1.2.3 est égale a
[c(A)|~2d\. '

Si p est une probabilité irréductible trés étalée sur G, soient @, et @, deux fonctions
positives de L2 (B) vérifiant :

To@o=0(W@o, (T*@;=c(W)e; et {9o ¢ >=1
Nous noterons m, la mesure de Radon sur G admettant par rapport a la mesure de Haar m
la densité continue bornée strictement positive f, définie par :

S (g)=f e TP o) (K (gk)) @y (k) dk={ T o, @, >, si geG.
K

THEOREME 2.3.1. — Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe de centre fini non compact,
G =KAN une décomposition & Iwasawa de G, d la dimension de a et p le nombre de racines
positives indivisibles. Si | est une probabilité trés étalée irréductible sur G possédant un
moment d’ordre deux;

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



418 P. BOUGEROL

(a) (Fonctions de concentration). Si C est un compact de G il existe une constante ¢ telle que
pour toutes mesures bornées positives v, et v, sur G et tout entier n :

(Vi %" *v,)(C)Sen @ P92 o ()| L, || 1Ly, Il

(b) (Théoréme central limite local). 1l existe une constante k (déterminée dans lu
démonstration) telle que pour toute fonction f continue d support compact sur G, la suite

o(u) "nrtdai2 J fdu" tend vers k demu quand n tend vers linfini.
G

Démonstration. — Remarquons d’abord que pour toute fonction f'de C; (G) :

Lfd(mp*u)=j(f* W dm,={ 9o, TITY 0, > =0 (1)< 9y, TS, > =0 () J

C

fdm,,

d’oum, x p=o(n)m, [de méme p*x m,=c (u)m,] et les hypotheses de la proposition 1.4.1
sont satisfaites. Au voisinage de 0 dans a*, par la proposition 2.2.7 et le lemme 2 de [4], il
existe un réel cg>0 tel que :

1

1 SO tsM)=14+ —<dsO)A, A D>+o(||A]?),

(1) 0)" " s() 2G(u)< O)A, X >+o(lIXI%)
P P

2) leM)|2=cc [T <A, 7»,~>I2+0<l_[ [ (A, 7\'1'>|2>~
i=1 i=1

En particulier il existe €>0, r; >0 et r,>0 tels que si ||A]|<e :
(3) |s(0) " s()| e M,
4) e 2=r, INPe.

Choisissons € assez petit pour que la décomposition T*=s(A) E(A)+ Q, (corollaire 2.2.3)
ait un sens sur V={ke ak |IA]| =S¢ } D’apreés la proposition 1.4.1 il suffit pour établir le
théoréme d’étudier :

a, L(Tﬁ‘lTﬁnTﬁz LT, 1) ed)|"2dh,  si a,=o(p) "n@rrd2,

ou g est une fonction de C; (G) n L! (G; K) telle que F g soit une fonction de A, | c(A)|™ 2 dA
intégrable et v,, v, deux mesures positives bornées. Cette expression est égale a :

anj sA)"CTLEM) T, 1, Tyl IC‘(K)I_ZdK#anj CTHLQRTL L, Ty ) [e(h)] ™2 dh.
v v
Le second terme est majoré par :

HLVIH-IIvalianLIIQXH-IFg(X)I-IC(MI_Zd)»

donc tend vers zéro uniformément en v, et v, quand n tend vers l'infini par le
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corollaire 2.2.5. Utilisant (3) et (4) il est alors clair que I’on a bien la condition (1) de la
proposition 1.4.1 ce qui montre le a.

D’autre part, avec le changement de variable A — A /V/;;

lim a,,f(T&lT&nTézl,T;D le()| 2 dh
v

n— +oC B
) n? A "<x/_ <7‘«> M x/\/'>l<7‘>
= lim — s = ) {TV'El == ) TV, V"1 ) e —=
n— +o C(H)n J;‘Mléa\/n (ﬁ) ' \/ﬁ . ‘ \/;

or d’aprés (1) et (2), o(u)™" s(?»/ﬁ)" tend vers exp{1/2c(n){d*s(0)A, A} et

-2
i,

n”lc(}»/\/;z-)l‘2 tend vers ¢g [] <A, A;>|* quand n tend vers Dinfini. Utilisant les
i=1
inégalités (3) et (4) pour appliquer le théoreme de convergence dominée de Lebesgue on

obtient que la limite précédente est égale a :

k({T)EO)T 1, T91),
P
ou : k=cgj*exp{%1w_)<d2s(0)x, )\>} 1:[1 1<, A D PdA.

Puisque pour tout ¢ de L?(B), E(0)¢=<{, @, > o et T o=<¢, 1> 1:
~ ~ 0 0 0
m, (v, * g *xV,)=<{ @y, Tg, T2 To, ¢ > =<9, T, T(; Tr?.K T, 0,0

~—0 (¢)
=(T 01, 1) (0o, T, TO1Y=C (T, @, > 0o, Ty, TO 1
=<T?I E(O)T?Z 1, T‘;l).

Le (2) de la proposition 1.3.1 est donc vérifié et le théoréme est montré.

Nous avons démontré dans [3] que si p est une probabilité étalée sur un groupe connexe
non compact G, 1. c. d., pour tout compact Cde G, il existe une constante a,a>0, telle que :
1/2

Sup p"(xCy)san-

x,veG

Lorsque G n’est pas moyennable, cette quantité décroit exponentiellement et il est plus

intéressant de majorer Sup o(p) "p"(xCy). De méme I’analogue de la théorie du
x,yeG

renouvellement  consiste en  I’¢tude  des  limites vagues du  noyau

C(x,.)=3 o(u) "(e, xp")(.) défini sur les boréliens de G quand x tend vers I'infini.
neN

Ona:

COROLLAIRE 2.3.2. — Soit p une probabilité irréductible trés étalée possédant un moment
d’ordre deux sur un groupe G connexe, [. c. d., non moyennable. Alors, pour tout compact C
de G il existe une constante a>0 telle que pour tout entier n :

3/2

(1) Sup o(p) "p"(xCy)san”

x,yeG
et le noyau I (x, .) tend vaguement vers zéro quand x tend vers linfini dans G.
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Démonstration. — Utilisons le méme argument quwen (2.2.2). Le groupe G posséde un
quotient par un sous-groupe moyennable H tel que G/H soit un groupe de Lie semi-simple
connexe de centre fini non compact. La projection v de p sur G/H vérifie les hypothéses du
théoréme 2.3.1 et 6(v)=oc (u). Il suffit de montrer le corollaire pour v et c’est alors une
conséquence immédiate du théoréme.

Remarque. — Nous verrons que I'inégalité (1) n’est plus vraie si on suppose seulement
que p est étalée.

2.4. Erupe b SL (2, R). — Sur R I’hypothése de moment d’ordre deux est nécessaire

pour avoir le théoréme local (avec a, = \/;z ). L’exemple des probabilités bi-invariantes par un
sous-groupe compact maximal traité dans [4], montre qu’il n’est pas de méme sur les groupes
semi-simples. Dans ce paragraphe nous établissons que le théoréme 2.3.1 reste vrai si
G=SL (2, R) méme si p n’a pas de moment alors que les conditions « treés étalée » et
« irréductibles » sont indispensables.

ProrosiTioN 2.4.1. — Si G=SL (2, R) les conclusions du théoréme 2.3 .1 sont vraies dés
que | est trés étalée irréductible (donc sans hypothése du moment).

Démonstration. — Nous utilisons I’existence d’un prolongement analytique uniformément
borné de la série de représentations { T*, A€ a* },[17] : si on identifie a* & 'ensemble des réels
de C il existe un voisinage V de 0 dans C, un espace de Hilbert H et pour tout z de V une
représentation continue R? de G dans H vérifiant :

(a) pour tout g de G, I'application qui & zeV associe R} est analytique;

(b) Sup||R:|| est borné sur V;

geG
* (¢) si z est réel les représentations R* et T? sont unitairement équivalentes.

z

La famille d’opérateurs R}, ze V, est alors analytique et a les mémes proprié€tés spectrales
que T} lorsque z est réel. On en déduit que I'application s définie au corollaire 2.2.3 est
analytique prés de zéro. Nous avons déja vu que s(A)=s(—A) (car il existe un élément du

groupe de Weyl opérant par symétrie) et puisque pour toui ¢ de L*(B), T;A(_p-=Tﬁ(p,

s(A)=s(—A\)si Aest proche de zéro. Il existe donc un réel non nul a et un entier r tels que, au
voisinage de O :

(1) s =5(0)—aAr?"+0(A*").

D’apreés la proposition 2.2.4 a doit étre positif. A I'aide de cette estimation on peut
reprendre la démonstration du théoréme 2.3. 1 et I’on obtient que & (1) " n*'?"n" converge
vaguement vers une mesure de Radon non nulle. Mais ceci n’est possible que si r est égal a un
car sinon la série ) o (u)”"p” n’est pas une mesure de Radon ce qui contredit un résultat

n=0
de [11]. Donc r=1 et(l) fournit I’estimation nécessaire a la démonstration du
théoréme 2.3. 1.
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Remarque. — 1l est clair que cette proposition est vraie sur tous les groupes de rang un dont
la série principale sphérique T* admet un prolongement analytique uniformément borné.

Pour montrer que I’hypothése d’irréductibilité est indispensable pour obtenir un théoréme
local il suffit de considérer I’exemple d’une probabilité p sur SL (2, R) portée par

d
grand p" (C) est nul. Donc pour toute suite a,, n€N, a,p" tend vaguement vers zéro.
Le résultat suivant montre I'importance de la condition trés étalée puisque sous cette
hypothése, sur SL (2, R), le théoréme local dit que o (u)~" #n*? p" converge vaguement.

b ‘ .
{(Z )eSL (2, R), {a=2, b=0, ch}} car si C est un compact de G, pour n assez

Puisque, d’apres [11], pour toute probabilité p sur SL (2, R), )’ o ()™ " p" (C) est fini si C
nz0
est compact, la condition r> 1 est maximale. Par contre on peut se demander si il n’existe

pas des probabilités & support compact vérifiant la proposition.

PROPOSITION 2.4.2. — Pour tout réel r, r> 1, il existe une probabilité p irréductible non
étrangére a la mesure de Haar sur SL (2, R), un compact C et un réel k>0 tels que pour
tout entier n :

o(p) "wH(C)zkn™".

Démonstration. — Considérons la représentation A de SL (2, R) a valeurs dans L? (R)
b

, . a
donnée par, si g=<
¢ d

)eSL (2,R), peL? (R) et teR:

L 1 at—c
A, o(t)=| —bt+d| q’(—bt+d>'

C’est une représentation unitaire de G=SL (2, R) équivalente a T° <correspondant ala

. 1 . \ .
réalisation sur N= {( (1)>, neR } ) [19]. Dans cette équivalence a la fonction
n !

identiquement égale & 1 de L?(B) correspond la fonction & (¢)={n(1+*)}~*/> de L*(R).
Simg est la mesure de Haar sur K=SO(2) normalisée, A, est donc la projection
orthogonale sur le sous-espace de L?(R) engendré par & et sif est une fonction
de L'(G; K) :

A 0=Ff(0){0,5>E  @eL*(R).

Fixons une fonction f strictement positive de L' (G; K) d’intégrale égale a un. Soit v la
probabilité sur SL (2, R) portée par N vérifiant, pour une fonction 4 de L' (R), positive

d’intégrale 1 : Lo b :
V{(n 1>,a<n<b}=f h(x)dx; a, beR.
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. Nous allons voir que pour fet h bien choisis, p=1/2(f.m+v) (ou m est la mesure de Haar
fixée) vérifie la conclusion de la proposition.

Notons * le produit de convolution sur R et ~ la transformée de Fourier sur L?(R)
prolongeant 1’application qui & @ de L!(R) n L?(R) associe :
(B(t)=f e @ (x)dx.
R
On a, si pe L2 (R);

Av@(t)=LAg<P(t)dV(g)=L(P(t—X)h(X)dx=(<P * h) ().

Le rayon spectral de 'opérateur A, est donc égal a un.

Supposons que o (u) est strictement supérieur a 1/2, c’est-a-dire que p est trés étalée.
La représentation A de SL (2, R) étant équivalente a T°, la proposition 2.2. 1 montre qu’il
existe un vecteur § de L? (R) non nul tel que A, y=0 (1) V. Si on note o le réel o (n)
ona:

GW=%(Af\ll+Av\l/)=%(Ff(0)<\l/, EYE+V=h)
et en prenant les transformées de Fourier :
200=2mn) ' Ff0)(V,E) E+V A
et:
b={2nQ2c—-h)} ' FfO0)<V,E)E,
en particulier (\,€ ) est non nul et :
ILE>=C,E>2m) ' Ff(0)((o—h)"1E,E),
Cest-a-dire :

dt.

2n J [E(2)?

Ff(0) Jg 20—h(1)

Pour r> 1, choisissons comme densité 4 celle dont la transformée de Fourier est donnée par
h(t)=exp(—|1]''"). Puisque & (¢)est de ’'ordre de — Log| t| a ’origine et que G est supérieur
a 1/2 on obtient :

. 2n 1E(1)?
(1) Ff(O) éJvR 1—:—;1\(750’[< + 00.

Quand f parcourt 1’ensemble des fonctions positives de L' (G;K) d’intégrale 1, F f(0)
prend toutes les valeurs de ]0, 1[. On peut donc trouver une fonction fde ce type pour laquelle
I'inégalité (1) n’est pas vérifiée et alors o (1) est égal & 1/2. La probabilité p est irréductible,
non singuliere a la mesure de Haar et vu le choix de 4, pour tout compact C de G tel que
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C ~ N est d’intérieur non vide dans N, il existe un réel k>0 pour lequel pour tout entier # :

u(;nm—l\')gv"(cmﬁ);lm".

o) "u(C)zo ()"

2.5. ETUDE DEs PROJECTIONS DE p" SUR K, A ET N. — Soit G un groupe de Lie semi-simple
connexe de centre fini non compact, G=KAN une décomposition d’Iwasawa. Si p est une
probabilité sur G irréductible possédant une densité a support compact nous voulons
montrer que les projections de p” sur K, A et N satisfont a un théoréme local. En d’autres
termes si Z,, ne N, est un produit de » variables aléatoires indépendantes de loi p sur G,
s’écrivant dans la décomposition d’Iwasawa Z,=K,A, N, nous voulons estimer, en un

certain sens, les lois de K,,, A, et N, lorsque # tend vers I'infini.

Raugi a montré dans [15] que le couple (K,, N, ) converge en loi vers une probabilité sur
K x N de la forme A; ®X,. Donc si p} est la projection de p" sur K, p} la projection de p"
sur N, pj la projection de p” sur K x N, pf tend vaguement vers A,, p3 vers A,, et pj vers
A ®X,. C’est un théoréme local pour les projections de p" sur K, N et K x N.

Il reste a étudier la projection de " sur KA, car K étant compact on obtiendra en méme
temps un théoréme local pour la projection sur A. Raugi [15] montre qu’essentiellement, du
point de vue du théoréme central limite et de la loi des grands nombres, Log A,=H(Z,,) se
comporte comme la somme de n variables aléatoires indépendantes équidistribuées sur a
décentrées. La proposition suivante montre qu’il en est de méme du point de vue du théoréme
local.

Notons v,, neN, la projection de p" sur KA définie par, si D est un borélien de KA,
v, (D)=p"(DN). Soil @, l'unique élément de L?(B) positif de norme un vérifiant
T ©o =0 (1) @, (¢f. proposition 2.2.1), m; la mesure sur K admettant la densité @, par
rapport a la mesure de Haar et m, la mesure sur A ayant pour densité la fonction
l(@)=e"") geA, par rapport 4 la mesure de Haar de A.

PROPOSITION 2.5.1. — Soit p une probabilité irréductible possédant une densité da support
compact sur le groupe semi-simple G et d le rang de G (i.e. dim A=d). Il existe une
constante k non nulle telle que la suite de mesures o () "n*?v,, neN, sur KA~K x A

converge vaguement vers k (m, ®m,).

Démonstration. — A. Pour tout A de a* considérons la représentation V* de G dans C (K ),
espace de Banach fies fonctions continues sur K muni de la norme uniforme, définie par :

Vigk)y=e MR oK (g7 k) geG, keK, ¢eC(K).

. .y \ s - N o
Puisque la probabilité p posséde une densité a support compact, V, = jG V, du(g) définit

un opérateur cqmpact sur C(K) dépendant continument de A. 11 est clair que V9 est un
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opérateur positif irréductible au sens de [16] et on montre comme au corollaire 2.2.3 qu'il
existe un réel 8 >0 tel que pour tout A assez petit :

Vi=1(\) F(A)+P,,

oﬁ t (M) est 'unique élément du spectre de V ﬁ de module supérieur a 3, F () est la projection
sur le sous-espace de dimension un associé a () [elle vérifie V ﬁ FA)=FQA)V ﬁ =t(A) F(A)]
et P, est un opérateur de rayon spectral inférieur a 3.

Pour tout m de M soit 1,, : C(K) - C(K) I’application définie par (t,, @) (k)= (km),
keK. Puisque M normalise N et centralise A il est clair que V}, t,,=1,, Vi. En particulier,
si @ est I'unique vecteur propre, & une constante prés, de 'opérateur V} associé¢ a 1 (1) (pour A
assez petit) on a :

Vi, 0)=1,(Vi0)=tA)(t,9); meM,
et par unicité t,, @ = @ c’est-a-dire que @ est dans L?(B). On en déduit que le vecteur propre
positif associé a r(0) est un vecteur propre positif de Tﬁ donc (proposition 2.2.1) que
t(0)=o(pn) et que pour tout A assez petit (L) est égal a s(A) (¢f. corollaire 2.2.3). D’autre
part on montre comme dans le corollaire 2.2.5 que pour tout €>0, sup { o (u)™"||V} I,
|7\.|>8} et sup{c(u)"‘llP{H, |A|<e} tendent vers zéro exponentiellement vite quand n
tend vers I’infini.

B. Si B est une fonction de €, (a) ¢t A un ¢iément de a* soit :

B(%)=J P B(x) dx,

ou dx est la mesure de Lebesgue sur a. D’aprés la formule d’inversion classique, pour tout x
dea: : . .
eOBX)=2m)" " | e T BMA)dA.

Si ¢ est une fonction de C(K) considérons la fonction f sur KA définie par
fka)=0pk)B(H(a)),keK,acAectlafonction fsur G définie par f(kan)=f (ka),ke K,a€ A,
neN.

Pour des commodités d’écriture étudions la suite v, des projections de 1" (image de p" par
’application qui & g€ G associe g~ !). A I’aide du théoréme de Fubini, on a, si e est I’élément
neutre de K :

J fdv;=J f(g)dﬁ"(g){ @ (K(2)) B(H(g)) di"(g)
KA G G
=L(p(K(g“))B(H(g“))du"(g)

- E%)d ‘[ (P(K(g-l)){ j e—p{H(g")}e—il{H(g"’)} B(}\‘)a?\}du"(g)
G a*

T 2n)e ).

: J (Vie @) (e) B(h)dh.

4° SERIE — TOME 14 — 1981 — N° 4



THEOREME LOCAL SUR LES GROUPES 425

Utilisant alors les résultats de A comme dans la démonstration du théoréme 2.3.1 on
obtient, pour € assez petit :

lim (27t)"n‘”20'(u)‘"J fav,
n— +o KA

= lim o) " f o SONEG) Q) 1)
ea*|A|<e)

S L ES (CEABAIENE

=(F(0)<p)(e>B(0)f 'expiigl(ﬂj<dzs(0)k,k>}dk.

Si @, est un élément non nul de L?(B) tel que (T9)* @, =c (1) @, et {@o,¢, >=1, la
mesure w sur K admettant la densit¢ ¢, par rapport & la mesure de Haar vérifie
(Vo)* w=0 () w, d’ou :

(F0) @)(e)=9o(e) J ¢ (k) dw (k).
K
En échangeant le role de p et de p on a donc prouvé que o ()~ " n/2 J fdp" tend vers

k ff'd(m1®m2) sl :

k=¢, (e)(2n)_dj . exp{ﬁ(a’%(O)k,k)}d}».

Un argument de densité permet de conclure.

Remarque 1. — 11 est clair que la proposition est vraie dés que p est une probabilité
irréductible trés étalée telle que V), définit, si A € a*, un opérateur compact sur C(K). Ceci est
en particulier vérifié par toutes les probabilités adaptées sur G, bi-invariantes par K.

Remarque 2. — Si Z,, neN, est le produit de » matrices aléatoires de SI(2, R)
indépendantes de loi p et x un vecteur de R?, la proposition permet d’estimer la loi de Z,, x.

III. — Théoréme local sur une classe de groupes moyennables.

(3.1) Dans cette partie nous appliquons les résultats du paragraphe 1 pour montrer le
théoréme local sur la classe C de groupes extensions compactes de groupe nilpotent, donc
moyennables, définie ainsi :

A un groupe semi-simple H connexe de centre fini et 2 une décomposition d’Ilwasawa
H=KAN de H associons le groupe MN ou M est le centralisateur de A dans K.
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C est la classe des groupes MN ainsi obtenus lorsque H est un groupe de rang un et N n’est
pas abélien.

Notons que N est nilpotent, M compact et que MN est isomorphe & un produit semi direct
N x M. Le cas ou N est abélien se traite de fagon analogue mais plus simplement (voir
remarque 3). Donnons un exemple de groupe de la classe C. Si H=SU(n,1), M est
isomorphe & U(n—1) et N au groupe d’Heisenberg de dimension 2(n—1)+1 donc MN
s’identifie & I’ensemble C"~! xR x U(n— 1) muni du produit :

(z, ,k)(z', t' k' )=(z+kz', t+t'+1m {kz',z D, kk'),

ou ¢ , > désigne le produit scalaire usuel sur C" ™,

La raison du choix de ces groupes est que (MN, M) est un couple de Guelfand. Rappelons
en effet les résultats de Koranyi[13] : si H=KAN est un groupe de rang un du type considéré
au-dessus, le systéme de racines positives est de la forme { o, 20 } car on suppose que N n’est
pas abélien. Notons by, le sous-espace propre de I’algébre de Lie b de H associé a a, p sa
dimension et by, le sous-espace associé a 2 a, ¢ sa dimension. L’algébre de Lie n de N est égale
ah,®0h, et[bh,,h,]=0h,. Pour simplifier les notations nous munissons 1 du produit scalaire
défini a partir de l'involution de Cartan 6 et de la forme de de Killing B par, si
h=[4(p+4q) "

(X + Y, X+ Y, 0= —/bB(X;,0X,)—B(Y,0Y,)  (X;,X;€b,,Y,,Y,€h,).

Le groupe M est connexe et opére par isométries sur n a 1’aide de la représentation
adjointe. Il laisse stable b, et b, et opére transitivement sur la sphére unité de b,.

Si ds est la mesure de Haar normalisée sur S=SO (), ), groupe des isométries linéaires de by,
de déterminant un, fixons un vecteur U de b, et posons :

JO ()= j e s, Yeb,.
S

En particulier, si g=1, j9(Y)=¢". Soit a=p/2—1 et Ly le polynome de Laguerre
d’indice o de degré n. Pour tout A de R posons :

@, n(mexp(X+Y))= JOMY) e PHILE (LX),

L3 (0)
simeM, Xeb,, Yeb,.

(3.2) Alors @, ,,AeR,neN,sont des fonctions sphériques de type positif sur le couple de
Guelfand (MN, M). Si dy est la mesure sur R x N produit de la mesure sur R de densité
|A|9*  par rapport a la mesure de Lebesgue d\ et de la mesure de comptage sur N il existe une
mesure de Haar m sur G=MN telle que si f est une fonction sur G continue intégrable bi-

invariante par M dont la transformée F f (A, n)= J(px.,,(g)f(g) dm(g) est dy intégrable :

f(€)=jR NFfO», n)dy(,n) (¢[13]).
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Notons T*" la représentation de G associée a @;. .- Remarquons que T*"=T™*"si g est.
différent de un et que, pour tout entier n, T%" est la représentation triviale de G. Afin
d’appliquer les résultats du paragraphe 1 déterminons les voisinages de ’origine dans G,
(égalicia G)ou, ce qui nous suffit vu laformule de Plancherel, la trace de ces voisinages sur le
sous-ensemble de G formé des représentations T*".

ProPOSITION3.1. — SiV,={T""e G, | |(n+1)<e },lafamille { V,, £ >0} est une base de
voisinages de la représentation triviale de. MN sur ['ensemble des représentations T™",
(A, n)eR xN, muni de la topologie induite par celle de G.

Démonstration. — Cette topologie est métrisable et une suite de représentations de laforme
T*" converge vers 'une d’elles si et seulement si les fonctions ¢, , correspondantes
convergent uniformément sur tout compact.

(a) Montrons que V, est un voisinage de la représentation triviale si€>0. Si ce n’est pas le
cas il existe une suite (A, n,),.n de R XN telle que pour tout p, |A,|(n,+ 1) =€ et telle que
@y, tend vers un uniformément sur les compacts quand p tend vers I'infini. En écrivant cette
condition sur exp b, on voit que A, doit tendre vers 0 (donc n, tend vers I'infini). Soit w>0,
d’aprés le théoréme 7.6.5 de [18] il existe A>0 et B>0 tels que si 0=Xx<w et n=B:

n(1/4)_(a/2)Ix(a/2)+(1/‘4) e ¥2 LY (x)| <A,

d’ou, puisque L% (0) est équivalent a n*/T" (a+ 1) quand » tend vers I'infini :
Il existe A’ tel que si X€eb,, |?»p|.|lX||2§Aw etn,z2B:
|@4,0, (@xp X) S { L7, (0)} ~1 ™I L (1, 11X 12)] s
SA {ny |2, LIX |2} <A {g X112 }

Choisissons alors X assez grand pour que le dernier terme de cette inégalité soit inférieur a
1/2. Pour p assez grand cette inégalité est vérifiée et ¢, , (exp X) ne peut pas tendre vers un.

(b) Montrons que les voisinages V_, € >0, forment une base. Vérifions d’abord I'inégalité
suivante, (que nous emploierons aussi plus tard) :
(1) Ya>0,3a>0,3¢;>0,3¢,>0tels que si neN et 0<x=Za(n+1)"1,
l—cyx(n+1)Se 2 Ly(x) {L3(0)} " 'S1—c,x(n+1).
Si n est non nul les racines du polyndme L sont positives et distinctes (théoréme 3.3.1 de

[18]) donc si x (n) est 1a plus petite d’entre elles, la fonction A (x)=e™*2 L%(x) { L3(0)} ' est
convexe sur [0, x (n)] et vérifie :

14+ xh' (0)Sh(x)<1— —
x(n)
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Puisque /'(0)=—(1/2)—(n/(x+1)) et que (théoréme 6.31.3 de [18]) il existe deux
constantes k, >0 et k£, >0 telles que :

ky(n+1)"'Sx(n)<k,(n+1)71,

on obtient immédiatement (1), le cas n=0 étant évident.

Pour montrer que { V,, 8>0} forme une base de voisinages il suffit de montrer que si
(Ap>n,) €V, @, tend vers un uniformément sur tout compact quand p tend vers I'infini.
Remarquons d’abord que A, tend vers 0 donc que j (A, Y) tend vers un uniformément sur
les compacts de b,. D’autre part si Xeh, et || X||<A, pour p assez grand :

2y LIX I S aln,+1)7"
et d’apres (1) :
[P L O] L (1, LIX D)= = ey LIX I 01, + 1S A

Cette expression tend vers 0 et ¢, produit de deux fonctions tendant vers 1
uniformément sur les compacts a la méme propriété.

Notons ¢ I'application de G=MN dans R définie par o (mn)=||X||>+]| Y| si meM,
n=exp(X+Y),Xeb,, Yeb,. Dire qu'une probabilité psur G posséde un moment d’ordre 2,

[11], équivaut ici a dire que J G (g) du(g) est fini.
G

LEMME 3.2. — Soit G=MN un groupe de la classe C. Si n est une probabilité apériodique
sur G possédant un moment dordre 2, il existe une fonction p de L' (G; M) continue non nulle
en élément neutre de G vérifiant : siv, et v, sont des mesures bornées sur G, pour tous (h, n)
de RXN,F(v, x W % V,) (A/r,n) tend vers v (G) v, (G) F B (X, n) lorsque r tend vers linfini.

Démonstration. — Pour tout entier r considérons ’automorphisme 6, de MN défini par :

X Y
8,(exp(X+Y)m)=exp<—+7>m, si Xeb;, Yeb,, meM.

Jr
Identifions MN au produit semi direct N x ;M. Puisque M opére de fagon transitive sur la
sphére unité de b, on peut appliquer le théoréme central limite 5.9 de [15] :

Si my, est.la mesure de Haar normalisée de M il existe un semi-groupe de convolution
{B,, 1>0} de probabilités sur N possédant une densité C* tel que la suite 3, (u") des images
de ', reN, par 8, converge vaguement vers B, @ny.

Pour tout entier p, 6, (u?") Converge a la fois vers B; ®my et vers 8, (B, ®my)*?) donc la
densité B de B; ®my est bi-invariante par M.

Puisqued, (v;), i=1ou 2, converge vaguement vers la mesure sur N x ;M, g, ®V, (o0l v, est
la projection de v, sur M) on en déduit que la suite 8, (v; x 1" % v,)=8,(v,;) x 8, (W) % 5, (v,)
tend vers v, (G) v, (G)(B; ®my), d’ou, si (A, n)eR XN :

lim F(8,(vy % u *v,)) (A, n)=v{(G) v,(G) F (A, n).

r— 4o
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Or si v est une mesure bornée sur G, en utilisant ’expression explicite de ¢, , on voit
immédiatement que F(3,(v))(A, n)=F v(A/r, n), ce qui montre le lemme.

LeEMME 3.3. — Si G=MN est un groupe de la classe C, toute probabilité étalée sur G est
irréductible.

Démonstration. — Soit S le semi-groupe engendré par une probabilité étalée sur G. 11
contient un ouvert U. Montrons que le semi-groupe ouvert T = US, contenu dans S, est égal
a G.SiN,=expb,, N, est un sous-groupe distingué fermé de G et G/N, est égal 4 R? x ‘M
ou M est un groupe compact connexe opérant de fagon transitive sur la sphére unité de R?.
Soit mla projection de G sur G/N,. La projection de n(T) sur M est un semi-groupe ouvert
du groupe compact et connexe M donc est égal a M. En particulier il existe un ouvert V de
R” tel que V x{ e} soit contenu dans nt(T).

Fixons un élément x de V et >0 tel que A x soit dans Vsi |[A—1|<e. Si(r,k)et (¢ ,k~1)
sont deux éléments de n(T) tels que k(x)= —x, pour tous m, neN et A,peR vérifiant
[A—=1l|<eet|p—1|<e:

(LK) x,e)" (', k™) (ux,e)'=(t+k(t')+(mp—nh)x,e),

est dans ©(T). Ceci entraine que (z+k(t')+a x,¢) appartient a n(T) pour tout réel a. En-
faisant parcourir & x une base de R contenue dans V on voit que R? x { e } est contenu dans
7n(T). En particulier il existe un voisinage symétrique W de O dans b, et un élément Y de by,
tels que exp(W +Y) soit contenu dans T.

Si X, X,eWetneN:
lexp(X; +Y)" [exp (X +Y)" [exp (=X, + Y)]"[exp(—X, + Y)]" =exp(n®[X,, X,]+4n Y),

est un élément de T. Puisque [h;,h,]1=0,, { [X;,X,]; X, €W, X, € W } est un voisinage de 0
dans by, et ceci montre que exp b, est contenu dans T qui est donc un voisinage de I’élément
neutre. On conclut par connexité.

Montrons alors le théoréme local et la majoration des fonctions de concentration suivants
(B désigne la fonction introduite au lemme 3.2 et m la mesure de Haar fixée dans la formule
de Plancherel).

THEOREME 3.4. — Soit G=MN un groupe de la classe C et n une probabilité étalée sur G.
(a) Pour tout compact B de G il existe un réel ¢ >0 tel que :

Sup w(x By)<cr~** pour tout entier r.
x.reG’
(b) Side plus p posséde un moment dordre 2, la suite de mesures r'’?*29/2 /" re N, converge
vaguement vers B(0) m quand r tend vers linfini.

Démonstration. — Le groupe G est moyennable [donc o (p)= 1] et connexe donc W est tres
étalée apériodique. D’aprésle lemme 3. 3 elle est aussi irréductible et nous pouvons appliquer
la proposition 1.4.1. D’aprés celle-ci il suffit d’étudier, si g est une fonction de C; (G) bi-
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invariante par M d’intégrale 1, non nulle en e, si v, et v, sont des probabilités sur G,
a =rPr20/2 o .
. :

W.={(A, n)eRxN,[L|(n+1)<e},

arJ‘ F(é*vl*”r*VZ)()‘” n)dY()",n)’
W,

pour un &£>0 (voir proposition 3.1).

Posons A=Sup { [1X]]; Xen, g(exp X)#0 } Par I’inégalité (1) de la démonstration de la
proposition 3.1 si e=a/A? et si (A, n)e W, pour tout x du support de g :

|01 () ISI{L3(0)} ~ e M2 LA IXIP) ] S 1=y M [ (n+ DX 12,

si x=mexp(X+Y), meM, Xeb,;, Yeb,.
Ayant supposé que g est d’intégrale un, il existe ¢; >0 tel que sur W, :

[Fg, n)|=1l—c3|A|(n+1).

On sait (lemme 1.3.2) qu’il existe un entier s, une probabilité v et un réel 7, 0<r=1
vérifiant p*=1rg.m+(1—1r) v. Par le méme type de majoration que celles utilisées dans la

démonstration de la proposition 1.4.1 on en déduit que si (A, n)e W, pour tous entiers i
etj:
|F(@x vy x " xvy) (b, n) | S{t|Fg(h, n)|+(1—1)}

S{1—1c3ih|(n+1)} <exp{ —jics|A|(n+1)},
d’ou l’existence d’un réel d>0 vérifiant, si r>s et (A, n)eW, :
(%) |F(g %V, *p"xv,) (A, n)|<exp{ —dr|A|(n+1)}

et :

a,J F(g vy %0 xvy)(h,n) dy (b, n) | 772002 5 J exp{ —dr|L|(n+1)}|1|""*dh,
W, R

nz0

est uniformément bornéenr,v, etv, cara=(p/2)— 1. Le(l)dela proposition 1.4. 1 est donc
vérifié ce qui prouve le a.

De méme si p a un moment d’ordre deux, puisque :
’ . ) - A
a, J Fgxv, xpu" xVv,) (A, n)dy(A, n)=J F(g*xv, *u’*v2)<7, n> dy (A, n),
w, W,
le lemme 3.2 et la relation (x) (qui permet d’appliquer le théoréme de Lebesgue) montrent
que cette quantité tend vers J F B, n) dy (A, n)=PB(0)carg.m,v, et v, sont des probabilités.
Si ce sont des mesures bornées arbitraires on trouve comme limite, par linéarité :
BO)v,(G)v,(G) Jg(X) dm(x)=B(0) m(v, % gxV,),

ce qui montre le (2) de la proposition 1.4.1 et établit le théoreme.
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Remarque 1. — Le nombre (p+2¢)/2 est la moitié¢ du degré de croissance du groupe a
croissance polynomiale G [10].

Remarque 2. — Si A est une probabilité sur N invariante sous 1’action de M on obtient le
théoréme local pour A en appliquant le théoréme précédent a la probabilité A®my, sur
MN=>~N x ;M. Aprées avoir rédigé cet article j’ai appris que A. Hulanicki avait montré le
théoréme local, de fagon indépendante, pour les probabilités sur le groupe de Heisenberg de
dimension 3 invariantes sous I’action de SO (2).

Remarque 3. — Par la méme méthode on peut traiter le cas ou G est de la forme A x ;K
ou K est un groupe compact opérant sur le groupe abélien a génération compacte A. En effet
(G,K) est alors un couple de Guelfand et les fonctions sur G bi-invariantes par K
s’identifiant aux fonctions sur A invariantes sous l’action de K, les propriétés de la
transformée de Fourier usuelle permettent de déterminer facilement la formule de Plancherel
sphérique et d’obtenir les inégalités nécessaires a la démonstration des propriétés (1) et (2) de
la proposition 1.4.1. On retrouve ainsi, plus simplement, les résultats de [1].

On peut aussi démontrer facilement que le théoreme 3.4 reste vrai pour les groupes
H, x ,SO(2)", ou H, estle groupe d’Heisenberg de dimension 2 n+ 1. Sion I'identifiea C" xR
I’action de SO (2)" est donnée par :

o, ...,e"NZ,,... 2, )="Z,,....e"Z, 1)

Les fonctions sphériques sont alors indexées par R x N" et font intervenir des produits de
polynomes de Laguerre.
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