P. APPELL

Sur les propriétés des cubiques gauches et le mouvement
hélicoidal d’un corps solide

Annales scientifiques de I’E.N.S. 2¢ série, tome 5 (1876), p. 245-274
<http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1876_2 5 245 0>

© Gauthier-Villars (Editions scientifiques et médicales Elsevier), 1876, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Annales scientifiques de I'E.N.S. » (http:/www.
elsevier.com/locate/ansens) implique 1’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systé-
matique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1876_2_5__245_0
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.elsevier.com/locate/ansens
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

SUR LES

PROPRIETES DES CUBIQUES GAUCHES

ET LE

MOUVEMENT HELICOIDAL D’'UN CORPS SOLIDE,

Par M. P. APPELL,

ELEVE A L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE.

1. Depuisles travaux de Mobius sur les cubiques gauches, ces courbes
ont été ’objet de nombreuses recherches, dont les plus importantessont
celles de M. Chasles et de M. Schriter. M. Chasles a montré (Journal
de Liouyille, 1857) qu’il existe, par rapport aux cubiques gauches, un
systeme de poles et de plans polaires, de méme qu’il existe, par rapport
aux coniques, un systeme de poles et de polaires. La démonstration des
propriétés de ce systeme de poles et de plans polaires fait 'objet de la
premiére partie de notre travail. Cetle démonstration nouvelle repose
sur ce fait que les cubiques gauches sont des courbes unicursales et
sur 'emploi d’une relation involutive entre trois séries d’éléments va-
riables A, 2, X;, définie par une équation de la forme

AMhd+B(Ah+Rd + X)) +C(A + 2 +X) +D=o.

Pour montrer I'analogie entre ces propriétés des cubiques gauches et
les propriétés des poles et polaires dans les coniques, nous indiquerons
une démonstration de ces derniéres propriétés, fondée également sur ce
fait que les coniques sont des courbes unicursales et sur 'emploi de
I'involution du deuxieme ordre entre deux séries d’éléments 2,,%,, dé-
finie par une équation de la forme

A)\[)\:"‘,‘ B(X[’*‘Xa)—"c:o.
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La comparaison entre ces deux démonstrations nous fera acquérir la
notion d’une relation segmentaire entre deux groupes de trois points
en ligne droite, qui semble devoir jouer, dans la géométrie des cubiques
gauches, un role analogue a celui que joue dans la géoméltrie des co-
niques la relation segmentaire appelée division harmonique, entre deux
couples de points en ligne droite.

2. Le systeme des poles et des plans polaires, par rapport a une cu-
bique gauche, a des propriétés identiques aux propriétés du systeme
des plans et de leurs foyers, dans le déplacement d’un corps solide entie-
rement libre, propriétés qui ont été établies par M. Chasles (Comptes
rendus, 1843). Cette identité de propriétés conduita deux problemes :
le premier consiste d déterminer les cubiques gauches correspondant
2 un mouvement hélicoidal donné, le second 4 déterminer le mouve-
ment hélicoidal correspondant 2 une cubique gauche donnée. La réso-
lution de ces deux problemes fait 'objet principal de la deuxieme Partie
de notre travail. Nousindiquerons de plus, dans cette deuxieme Partie,
quelques propriétés des cubiques gauches qui noussemblent nouvelles.

PREMIERE PARTIE.

3. Comme nous I'avons dit, la démonstration des propriétés indi-
quées repose sur I’emploi d’une relation involutive du troisitme ordre
entre trois séries d’éléments, relation définie par une équation de la
forme

(I) A)\l)\g)\3+ B()\[)\g“}" )\3)\3+)\3)\|) -+ C()\[’*" )\3—'}‘ )\s) -+ D = 0.
Nous montrerons d’abord comment on peut déduire les propriétéé des
poles et des polaires dans les coniques de la considération de I’invo-

lution du second ordre entre deux séries d’éléments, définie par une
équation de la forme

(2) A)\l7\2+B()\l+ )\:)"l—C:O
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et nous suivrons ensuite pour les cubiques gauches une marche tout &
fait analogue.

Donnons d’abord une interprétation géométrique de ces deux rela-
tions (1) et (2). Considérons une droite O et supposons que les para-
metres A, et A, de la relation (2) représentent les abscisses de deux
points M,, M, de la droite; sur la droite O« il y a alors deux points
doubles M’ et M”, dont les abscisses A" et A” sont les racines de I’équation

AN4+2BA+C =o,
d’ou

. v . B C
La relation (2) peut s’écrire en remplagant % et 1 par leurs valeurs

2}“13'—“ ()\.[ -+ )\)) ()\/"l‘ ;\”) —+- 2)\/)\”: o,
ou
().[_ )\,) (1:—)\”) -+ ()\1—' X”) (7\2_;\,) fmny 0,

ou encore
M( M.,. M:M”‘*" MlM”.Mzhll = O,

relation qui montre que les deux points M, et M, sont conjugués har-
moniques par rapport aux deux points M’, M”. Cette signification géomé-
trique de la relation (2) est bien connue; nous ne 'avons établie ici que
pour montrer d’une maniére analogue la signification géométrique de
la relation (r). Considérons, en effet, une droite O et supposons que
Ays Xy, A, représentent les abscisses de trois points M,, M,, M; de la
droite. Sur la droite Oz il y a alors trois points triples, M’, M", M", dont
les abscisses A, 17, 1" sont les racines de I’équation

A¥ 43BN +3CL+D=0o

d’ou
" [/ R— 3B 1z n3m /(A 3C 1373\ — 2
N4 A +)\-—-—-'—X7 NN = NN 4 X ;\——-—X, 7\7\)\.—--——A~

La relation (1) peut alors s’écrire

31;7\27\3— ()\1;\2‘*' Az)\; + )\3)\1) (;\”{‘“ 7\”+ )\”/)
e (o Raha) (N7 MK - 27 ) — BN N =0,



348 P. APPELL.

ou bien
(= ¥) (3 2) (hem 1) 4 (L= 3) (Do = 3) (D — ¥)
. +(7\|—-)\w)(12—7\’) ()\3—}”):0
et enfin

(3) M.M.M,M”.M,M"”~+ M,M”.M,M".M;M’+ M,M".M.M".M;M" = o,

ce qui donne la signification géométrique de la relation (r).

Il semble que cette relation géométrique entre deux groupes de trois
points doive jouer dans la géométrie des cubiques gauches le méme
role que la division harmonique dans la géométrie des coniques. Re-
marquons la forme particulitre que prend la relation (3) quand deux
des points M,, M,, M; coincident. Supposons que M, coincide avec M,:
la relation (3) s’écrit alors

MM MM MM
Mz M/ M1 M” M‘g M”/

=0,

mais
MlMI = Mx Mn -+ M2M/,

MlM”: Mle ~+- MﬂM”’
MM”"=MM., + M.M".

En substituant ala place de M, M’, M,M", M, M" ces valeurs, on voit que

I'on a
3 o r Lt 1t
M.M, ~ MM’ M. M’ T M,M"

Le point M, est donc alors le centre des moyennes harmoniques du
point M, par rapport aux points triples M’, M”, M".

Si trois points variables d’une droite M,, M,, M, vérifient la rela-
tion (1), ou, ce qui revient au méme, la relation (3), nous dirons que
ces trois points forment une involution du troisieme ordre ayant les
points M’, M”, M” pour points triples. Dans une pareille division, on
peut choisir arbitrairement deux des points, M,, M,, par exemple; le
troisieme point M, est alors déterminé; il y a de plus réciprocité entre
les trois points homologues M,, M,, M;. Nous verrons plus loin quel-
ques autres propriétés de cette involution du troisieme ordre.
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4. Voyons maintenant comment on pourrait établir la théorie des
poles et des polaires dans les coniques. Une courbe du second ordre est
une courbe unicursale; en d’autres termes, on peut exprimer les coor-
données d’un point de la courbe en fonction d’un parametre par des
équations de la forme

p @0+ _ A+ b+
T i+ ity VT a+ Bh+y

A chaque valeur de X correspond un seul point de la courbe, et 2
chaque point de la courbe correspond une seule valeur de 2. Nous
dirons que deux séries de points M,, M, de la conique sont en involu-
tion si & un point M, de la premiere série correspond un seul point M,
de la deuxieme, et s’il y a réciprocité. Soient 1, et ), les valeurs du pa-
rametre correspondant aux points M,, M,; il y a évidemment entre ces

deux parameétres une équation de la forme
(2) Al +B(h + &)+ C=o.

Il est clair qu’en joignant les points homologues M,, M, de I'involu-
tion & un point fixe O de la conique, on forme autour de ce point deux
faisceaux de droites OM,, OM, en involution. Une pareille involution
de points sur une conique cst déterminée par deux couples de points
homologues, car la relation (2) ne contient que deux constantes arbi-
traires. Nous dirons de méme que deux séries de droites tangentes a
une conique forment une involution, quand & une tangente de la pre-
miere série correspond une seule tangente de la deuxiéme, etqu’ily a
réciprocité. Les points d’intersection des tangentes homologues avec
une tangente fixe de la conique forment sur cette droite une involu-
tion. Une involution de tangentes est déterminée par deux couples de
tangentes homologues. Il est évident que les tangentes & une conique
aux points homologues de deux séries de points en involution sur la
conique sont des tangentes en involution, et, réciproquement, que les
points de contact des tangentes homologues de deux séries de tangentes
en involution sont des points en involution.

Les droites passant par un point fixe coupent une conique en deux
séries de points en involution; et, comme une involution est détermi-
née par deux couples de points homologues, on voit que les droites joi-

Ann. de UEec. Normale. 2¢ Série. Tome V. — JuiLLer 1876. 32
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gnant les points homologues de deux divisions en involution sur une
conique passent par un point fixe. De méme, les tangentes menées a
une conique des différents points d'une droite fixe forment deux séries
de tangentes en involution, et, réciproquement, les points d’intersec-
tion des droites homologues de deux séries de tangentes en involution
sont sur une droite fixe.

De ce qui précede il résulte immédiatement que, si d’un point fixe P
on mene des sécantes & une conique, et si 'on mene les tangentes aux
deux points d’intersection avec la conique de chacune de ces sécantes,
le lieu du point d’intersection de ces tangentes sera une droite, la droite
des contacts des deux tangentes menées du point P a la conique; et, ré-
ciproquement, si de chaque point d’une droite fixe D on mene les deux
tangentes & une conique, les droites joignant les deux points de contact
passent par un point fixe, intersection des tangentes & la courbe aux
points ol elle est rencontrée par la droite D. Ces deux théoremes ren-
ferment toute la théorie des poles et des polaires. Nous allons établir
pour les cubiques gauches deux théorémes analogues.

5. Une cubique gauche est, comme on sait, I'intersection de deux
surfaces du second ordre ayant une génératrice commune. Une cubique
gauche est une courbe unicursale, ¢’est-2-dire que les coordonnées d’un
point de cette courbe peuvent s’exprimer rationnellement en fonction
d’un parameétre.

En effet, prenons deux points fixes A et B sur la courbe; un plan
passant par la droite AB coupera la courbe en un seul point variable
dont les coordonnées seront, par suite, des fonctions rationnelles du
parametre dont dépend la position du plan. Ces fonctions rationnelles
sont évidemment du troisieme degré :

xmal’*—l— b+ cx+d
T S CY E) W
_ AN+ VR4 A+ d
ol BN+ yh+ 0
_ad' R+ bR+ "h+d
ok =+ BN+ yh+ ¢

?

D’ailleurs toute courbe définie par des équations de cette forme est
une cubique gauche; en effet, il est aisé de s’assurer qu’en joignant un
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point fixe de cette courbe a tous les points de la courbe on forme un
cone du second ordre.

Nous dirons que trois points variables M,, M,, M; de la cubique
forment une involution du troisieme ordre si, deux d’entre eux étant
choisis arbitrairement, M, et M, par exemple, le troisieme M, est par-
faitement déterminé, et s’il y a réciprocité entre les trois points M,,
M,, M,. Comme & un point M de la cubique il ne correspond qu’une
valeur du parametre 2, et qu’a une valeur de ce parametre il ne corres-
pond qu’un point de la courbe, on voit que les trois parametres X,, A,,
A, correspondant a trois points M,, M,, M, en involution, sont liés
par une relation symétrique du premier degré par rapport a chacun
d’eux. Cette relation est de la forme

(l‘l A7\l)\2)-3 + B()H).u +7\2)\3+7\37\1) +C(7\. ’+‘ 7L2 + }\3) + D:0.

Dans cette involution de trois points M,, M,, M, sur une cubique, il
existe trois points triples, ¢’est-a-dire trois points pouvant chacun étre
considérés comme trois points homologues confondus. En effet, si les
trois points M,, M,, M, sont confondus avec le point M, on a

' A=l=1k=2:

done
AM4+ 3B+ 3CA+ D =o.

Les trois racines A, 2", X" de cette équation donneront les trois points
triples M’, M”, M".

11 est essentiel de faire remarquer que les points triples sont trois
points homologues de I'involution. On a, en effet,

5 D 3C 3B
[ VY INY4 nwym m! . 7 ” Y/ .
MNW=— 2 NN ENW NN =00 W N+ W=

d’ol1 il résulte que 'on a aussi
ANV W o BN 4+ XN -+ NN) + C(N+ X+ 4)+D=o.
Remarquons aussi qu’il existe deux points N, et N, sur la courbe dont

I’homologue N, est indéterminée. Ce sont les deux points dont les pa-
rametres ., et ., vérifient les deux équations

Apipa+B(pi+pa) +C=o,

Bpipz+ C(pa+ pa) + D=0
32.
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ou I’équation unique

u'(AC— B?) + u(AD— BC) + BD — C*=o.

On voit que, si les deux valeurs g, et p, sont imaginaires, les trois va-
leurs )/, 17, )" correspondant aux points triples sont réelles. Si, au con-
traire, ., et p, sont réels, une seule des valeurs ), 2", 1" est réelle.

6. Etant donnée sur la cubique une involution de trois points M,,
M,, M,, considérons une corde D de la cubique, ¢’est-a-dire une droite
s’appuyant en deux points sur la courbe. Les plans (DM,), (DM), (DMy)
déterminés par la droite D et les trois points variables M,, M,, M, for-
ment une involution du troisitme ordre, ce qui signifie qu’ils déter-
minent sur une transversale quelconque des points 72, m,, m, formant
sur cette transversale une involution du troisieme ordre comme nous
'avons définie.

Soient M’, M”, M" les points triples de I'involution sur la cubique;
les trois plans (DM’), (DM”), (DM") coupent la transversale considérée
en trois points m’, m”, m”, qui sont les points triples de I'involution
formée sur cette droite par les points m,, m,, m;. On a donc la rela-
tion suivante :

I

" mgm’ == m,m

4

mm'.m,m”. m,m” +-mm”’.n,m mam’ . mym” =z o.

On déduit de Ia la relation suivante entre les diedres formés par les
trois plans variables (DM, ), (DM, ), (DM,) et les trois plans fixes (DM')
(DM”), (DM") :

sinM, M’ sin M, M” sin M;M” + sinM, M” sinM,M” sin M, M’

(4) -+ sinM,M” sinM, M’ sinM;M” = o,

sin M, M’ désignant le sinus du diedre des plans (DM,), (DM'),... et
ainsi des autres.

Cela posé, remarquons que les trois points d’intersection M,, M,, M,
d’une cubique avec un plan variable passant par un point fixe P for-
ment sur la cubique une involution du troisieme ordre. En effet, deux
des points M, et M, étant choisis arbitrairement sur la courbe, le plan
(DM, M,) coupe la cubique en un troisitme point M, parfaitement dé-
terminé, etil y a réciprocité entre les points M,, M,, M,. On pourrait
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,

aussi vérifier que, en prenant I’équation d’un plan passant par un point
fixe et cherchant les trois valeurs du paramétre correspondant aux trois
points d’intersection de ce plan avec la cubique, on a entre ces valeurs
une relation de la forme indiquée (1).

Un point triple d’une pareille involution est évidemment le point de
contact d’un plan osculateur & la courbe mené par le point donné.
Comme il y a trois points triples et que ces points triples sont trois
points homologues de I'involution, on peut mener par le point P trois
plans osculateurs a la courbe et les trois points de contact sont sur un
plan passant par le point P. Voyons aussi quels sont les deux points N,
¢t N, de cette involution dont’homologue est indéterminé. Deux points
N,, N, étant choisis sur la courbe, leur homologue N, est indéterminé
en méme temps que le plan PN, N,. Or ce plan n’est indéterminé que
silestrois points P, N,, N, sont en ligne droite; donc, par un point P
on peut toujours mener une droite PN, N, s’appuyant en deux points
N, et N,, réels ou imaginaires, sur la courbe. Il résulte de plus, de la re-
marque faite & la fin du n° 5, que, si les deux points N, et N, sont ima-
ginaires, les trois points de contact M’, M”, M” des plans osculateurs
menés & la cubique par le point P sontréels, et que, si les deux points
N, et N, sont réels, un seul des trois points M/, M”, M” est réel.

Réciproquement, étant donnée une division en involution sur une
cubique les plans déterminés par trois points homologues M,, M,, M,
passent par un point fixe P. Cela résulte de¢ ce que la relation involu-
tive (1) ne contient que trois constantes arbitraires, de sorte que la
division est déterminée par (rois ternes de points homologues. Alors,
étant donnés trois ternes de points homologues et le point P d’inter-
section de leurs plans, I'involution qu’ils déterminent coincide forcé-
ment avec celle que 1'on obtient en coupant la courbe par des plans

menés par le point P.

7. Nous dirons aussi que trois plans osculateurs variables p,, p., p;
d’une cubique gauche sonten involution si, deux d’entre eux étant
choisis arbitrairement, p, et p, par exemple, le troisieme p, est déter-
mingé, et s'il y a réciprocité entre les trois plans p,, p,, ps. Il y a alors
entre les parambtres qui déterminent ces plans, c¢’est-2-dire entre les
parametres de leurs points de contact, une relation de la forme (r). Cela

4
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revient & dire que les points de contact de trois plans osculateurs va-
riables en involution sont trois points formant une involution, et que
les plans osculateurs en trois points variables en involution sont des
plans formant une involution, ce qui est évident. Dans une pareille
involution de plans il y a trois plans triples p’, p”, p” qui sont en méme
temps trois plans homologues de I'involution. Il y a aussi deux plans
osculateurs dont ’homologue est indéterminé.

Considérons une droite fixe D, intersection de deux plans oscula-
teurs fixes de la cubique ¢,, ¢.. D'un point quelconque M de cette droite
on ne peut mener qu'un plan p osculateur a la cubique, différent des
plans fixes ¢, et ¢,. Donc trois plans homologues, p,, p., p, de I'involu-
tion coupent la droite D en trois points variables, M,, M., M, formant
sur cette droite une involution du troisieme ordre. Les points triples
de cette involution sont les points M’, M”, M”, ol la droite D est coupée
par les plans triples p’, p”, p”. On a donc sur la droite D la relation seg-
mentaire (3).

Les plans osculateurs menés a la cubique d’un point variable d’un
plan fixe P sont trois plans en involution. En effet, deux plans oscula-
teurs p, et p, étant choisis arbitrairement, leur droite d’intersec-
tion coupe le plan P en un point d’out ’on ne peut mesurer qu'un troi-
sieme plan p,, osculateur a la cubique. De plus, il y a réciprocité entre
les plans p,, p,, p;. Les plans' triples d'une pareille involution sont les
plans osculateurs a la cubique aux trois points ol elle est rencontrée
par le plan P. Ces trois plans osculateurs se coupent en un point du
plan P, carles plans triples sont trois plans homologues. Les deux plans
dont’homologue est indéterminé sont deux plans osculateurs, tels que
leur droite d’intersection soit située dans le plan P; done, étant donné
un plan P, il y a toujours deux plans osculateurs se coupant suivant
une droite du plan. Ces deux plans osculateurs sont réels si le plan P
coupe la courbe en un seul point réel; imaginaires si le plan P coupe la
courbe en trois points réels.

Etant donnés des plans osculateurs d’une cubique en involution, le
lieu des points d’intersection de trois plans homologues est un plan.
Cela résulte de ce qu’il suffit de trois ternes de plans homologues pour
déterminer I’involution. Alors, étant donnés trois ternes de plans ho-
mologues et le planP passant parleurstrois points d’intersection, I’invo-
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lution que déterminent ces trois ternes de plans coincide avee celle que
I'on obtient en menant les plans osculateurs & la cubique des différents
points du plan P.

8. Nous appelons plan polaire p d’un point'P le plan passant par les
points de contact des trois plans osculateurs menés a la courbe par le
point P. D’aprés ce qui précede, le plan polaire p d’un point P passe
par ce point. Nous appelons de méme péle d’un plan ple point de con-
cours P des plans osculateurs & la cubique, aux trois points ol elle est
rencontrée par le planp. Le pole d’un plan est sur ce plan. Il résulte des
- théoremes précédemment démontrés que, si un plan variable passe par
un point fixe P, son pole décrit le plan polaire p du point P; et que, si
un point variable décrit un plan fixe p, son plan polaire passe par un
point fixe P, pole du plan p. Le plan polaire d’un point de la cubique est
le plan osculateur en ce point, et le pole d’un plan osculateur est le
point de contact.

Soit une droite D, intersection de deux plans p et p’; soit A la droite
joignantles poles P et P’ de ces plans. Sinous prenons un point M quel-
conque sur la droite D, comme ce point se trouve a la fois dans les
deux plansp et p’, son plan polaire passera a la fois par les poles P et P’
de ces plans, il passera donc par la droite A.Si, au contraire, nous pre-
nons un plan quelconque passant par A, ce plan, passant a la fois par
les poles P et P’ des deux plans p et p’, aura son pole sur l'intersection
de ces plans, c’est-d-dire sur la droite D. Inversement, le plan po-
laire d’un point quelconque de A passe par D et le pole d’un plan quel-
conque passant par D se trouve sur A. Les deux droites D et A forment
un couple de droites conjuguées par rapport a la cubique. Par exemple,
une droite joignant deux points de la courbe et la droite intersection
des deux plans osculateurs en ces points forment un couple de droites
conjuguées.

Il est évident que, si une droite décrit un plan, sa conjuguée passe
par le pole du plan; et, réciproquement, si une droite passe par un point
fixe, sa conjuguée est située dans le plan polaire du point.

9. Cherchons le lieu des poles des plans paralléles & un plan fixe. De
- pareils plans peuvent étre considérés comme passant par une méme
droite éloignée indéfiniment; le lieu de leurs poles est donc une droite.
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Appelons cette droite le diamétre conjugué de la direction commune
des plans paralleles. Tous les diametres sont paralleles. Pour le dé-
montrer, il suffit de faire voir que, quelle que soit la maniere dons un
plan s’éloigne indéfiniment, le pdle du plan s’éloigne & I'infini, toujours
dans la méme direction. Le pole d’un plan est le point d’interseclion
des plans osculateurs aux points out le plan coupe la cubique. Quelle
que soit la maniere dont un plan.s’éloigne 4 I'infini, les plans oscula-
teurs aux points ou il coupe la cubique tendent vers trois plans limites
qui sont les plans osculateurs i la cubique, aux points a I'infini de cette
courbe. Ces trois plans osculateurs sont paralleles & une méme direc-
tion, car le pole d’un plan éloigné indéfiniment est & U'infini, et cette
direction est celle suivant laquelle le pole du plan considéré est allé a
I'infini. Elle est donc indépendante de la maniere dont le plan s’est
¢loigné indéfiniment. Par chaque point de’espace il passe un diametre
conjugué du plan qui a son pole en ce point.

Parmi tous les diametres d’une cubique, il en est,un seul qui est per-
pendiculaire & la direction de son plan conjugué : ce diametre est I’axe
de la cubique. Nous arrivons ainsi & ce résultat important qu'une cu-
bique possede un axe. Nous verrons plus loin suivant quelles lois
simples les éléments de la courbe sont distribués autour de cet axe.

10. Il peut arriver qu'une droite soit a elle-méme sa conjuguée,
¢’est-a-dire qu’une droite D coincide avec sa conjuguée A. Cherchons les
propriétés de ces droites. Pour qu’une droite soit & elle-méme sa con-
juguée, il suffit que le pole d’un plan p passant par la droite soit sur la
droite. En effet, menons par la droite un autre plan quelconque; ce
plan passant par le pole du plan p aura son pole dans ce plan, mais il
contient son pole; ce pole ne peut donc étre situé que sur la droite don-
née, intersection du plan p et du plan mené par la droite. La droite est
donc bien alors le lieu des poles des plans qui la contiennent. 1l résulte
de ce qui précede que I'on peut dire aussi: pour qu'une droite soit a
elle-méme sa conjuguée, il suffit que le plan polaire d'un point de la
droite passe par la droite. L'une quelconque de ces deux conditions
est évidemment nécessaire.

Par chaque point de U'espace il passe donc une infinité de droites qui -
sont a elles-mémes leurs conjuguées; toutes ces droites sont dans le plan
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polaire du point. Dans chaque plan de I’espace il se trouve une intinité
de droites conjuguées d’elles-mémes : ces droites passent toutes par le
pole du plan.

Une droite qui rencontre deux droites conjuguées D et A est &
elle-méme sa conjuguée. En effet, le pole du plan déterminé par
la droite donnée et par la droite D, par exemple, est a I'intersection de
ce plan avec la droite A, ¢’est-d-dire sur la droite donnée, ce qui suffit
pour que celle-ci soit & elle-méme sa conjuguée. Réciproquement, si
une droite est conjuguée d’elle-méme, et si elle rencontre une droite D,
elle rencontre sa conjuguée A. En effet, le plan déterminé par la droite
donnée et par la droite D a son pole & la fois sur la droite donnée et
sur A; donc ces deux droites se rencontrent. Il résulte de 1a que deux
droites quelconques D, D’ et leurs conjuguées A, A’ sont quatre généra-
trices d’un méme hyperboloide. En effet, considérons I'hyperboloide
défini sur les trois droites D, D’, A. Une génératrice de cette surface
rencontrant les deux droites D et A est & elle-méme sa conjuguée; elle
rencontre aussi D, et, comme elle est & elle-méme sa conjuguée, elle
rencontre A’ conjuguée de D’. La droite A’ est donc sur ’hyperboloide.

Si une droite rencontre I’axe principal d’une cubique et lui est per-
pendiculaire, elle est & elle-méme sa conjuguée. En effet, menons par
une pareille droite un plan perpendiculaire & I’axe principal; le pole
de ce plan sera & I'intersection de ce plan avec 'axe, c’est-a-dire sur la
droite considérée, ce qui suffit, comme on I’a yu, pour que celle-ci soit
conjuguée. Il résulte de 12 que le plan polaive d’un point contient la per-
pendiculaire abaissée de ce point sur I’axe. En particulier, le plan oscu-
lateur en un point d’une cubique gauche contient la perpendiculaire
abaissée de ce point sur I'axe de la courbe. Comme autre conséquence
du théoreme précédent, remarquons qu’un plan perpendiculaire &
I’axe rencontre deux droites conjuguées D et A et 'axe lui-méme en
trois points en ligne droite. En effet, la droite joignant le point d’in-
tersection du plan avec I'axe au point d’intersection avec la droite D
est & elle-méme sa conjuguée; elle rencontre donc A.

Cetle conséquence peut encore s’énoncer de la manigre suivante.
Par deux droites conjuguées par rapport a une cubique D et A et I'axe
de la courbe, on peut faire passer un paraboloide dont les génératrices
sont perpendiculaires i I’axe. Mais, dans un paraboloide, trois généra-

Ann. de UKec. Normale. 2¢ Série. Tome V. — Aovr 1870. 33
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trices d’'un méme systeme sont paralleles & un méme plan; d’ou il
résulte que la perpendiculaire commune entre la droite D et ’'axe est
perpendiculaire 2 la droite A; d’ailleurs cette droite rencontre A. Donc
la perpendiculaire commune & deux droites conjuguées rencentre I'axe
et lui est perpendiculaire. .

11. Cing droites choisies arbitrairement peuvent toujours étre consi-
dérées comme cing droites conjuguées d’elles-mémes par rapport a une
certaine cubique gauche. En effet, nous verrons plus loin que I'équa-
tion du plan polaire d’un point par rapport & une cubique gauche con-
tient cing constantes arbitraires. En exprimant que cinq droites sont
conjuguées d’elles-mémes, on a cinq équations de condition qui déter-
minent ces cinq constantes. Les équations étant du premier degré, le
systeme des poles et des polaires est entierement déterminé quand on
connait cing droites conjuguées d’elles-mémes.

Voyons comment on pourra construire géométriquement le pole
d’un plan, ou le plan polaire d’un point. Si, parmi les cinq droites
données, nous en choisissons quatre, les deux droites D, et A,, qui
rencontrent ces quatre droites, sont deux droites conjuguées par rap-
port & la cubique. Nous savons en effet que, si une droite rencontre une
droite conjuguée d’elle-méme, sa conjuguée la rencontre aussi; dans
le cas présent, la droite D, rencontre quatre droites conjuguées d’elles-
mémes : sa conjuguée les rencontre donc aussi; elle coincide donc
avec A,. Sinous associons d’une autre maniere quatre des cinq droites
données, nous obtenons deux nouvelles droites conjuguées D, et A,.
Pour avoir alors le plan polaire d'un point P, il suffit de mener par ce
point deux droites, 'une rencontrant D, et A,, I'autre D, et A,. Le
plan de ces deux droites est le plan polaire du point P.

Pour avoir le pole d'un plan p, il suffit de mener deux droites de ce
plan rencontrant, 'une D, et A,, Pautre D, et A,; ces deux droites se
coupent en un point qui est le pdle du plan p. Dl moment que I'on sait
construire le plan polaire d’un point donné et le péle d’un plan donné,
on sait construire la conjuguée d’une droite donnée, ainsi que les
droites conjuguées d’elles-mémes.

Voyons enfin comment on déterminera 1’axe de la cubique. Pour
cela, considérons deux couples de droites conjuguées D, et A, D, et A,.
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e

La perpendiculaire commune d, 3 D, et A, rencontre 1’axe ct lui est
perpendiculaire; de méme la perpendiculaire commune d, 2 D, et A,
rencontre normalement I’axe : cet axe est donc la perpendiculaire com-
mune a d, et d,.

12. Cherchons maintenant la forme de I’équation du plan polaire
d’un point. Soientx, ¥, z les coordonnées courantes; x,, y,, z, les coor-
données du pole; I'équation cherchée doit étre linéaire en z,, v,, 5,, car,
si 'on pose @ =a, y =204, z=c, on doit avoir pour le lieu du point
(2,y,2,) un plan, le plan polaire du point {abc). L’équation la plus
générale linéaire en xyz, x,y,z, est

(Az, +By, +Cz + D)z + (Ax, + By + Cz + D'y)
+ (A2 + By, + C'z,+ D") 3 + A"z, + B"y, + C"z, + D"=o.

Mais, comme le plan polaire d’un point contient ce point, cette équa-
tion doit étre vérifiée par
x=2x, y=x, E=23;
il faut donc que I’on ait
A=o0, B'=o0, (C"=o0, D"=o,
B-+A'=o0, C+A"=o0, U +DB'=o,
D4+ A= o, D’ Bi/;: o, D’ 4+ C"= o.

Posons
._.n::A’:y, C:—A”:ﬁ, — =Bz,

D=—A’=a, D=—B"=h D'=—C'=c;
I'équation est alors
(Bzi—yyi+a)x+(yzi—asi+b)y—+(ayi—Bz +¢)z—ax,— by,—cz=o0,
ou bien
(Bzi—yri+a) (z—az)+ (yxi—azi+0) (y—ri) +(ayi— Bz +c) (s —z)=0.

Comme le lieu des poles des plans passant par un point fixe est le
plan polaire du point, il faut que ’équation soit symétrique en xyz,
x,y,%,, ce qui a lieu dans I’équation précédente. On peut, en eflet, la

33.
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mettre sous la forme suivante, ol la symétrie est en évidence :
a(zy—yz) -+ B (@5 —32)+y (ye—zy)+a(z—z)+b(y— y) +c(z—z)=o0.

Voyons ce que devient cette équation si Uon prend pour axe des z un
diamatre de la cubique, et pour plan des zy le plan conjugué de ce dia-
métre. Il faut, dans ce cas, que 'équation du plan polaire d'un point
de I'axe des z se réduise & z=z,. Or, en faisant dans l'équation
z, =y, = o, elle devient

B2, —azy+azx+by+c(z—z)=o0.
Pour que cette équation se réduise a z = z,, il faut
f=a=a=>b=o.
L’équation du plan polaire du point («,y,z,) devient alors
zy —yx,— k(s —2)=o,

en posant 4’
‘.
4

Supposons, en particulier, que I'on ait pris pour axe des z I'axe de
la cubique. Les coordonnées sont alors rectangulaires. Soit

/r_—_--f—

zy—yx—I(z—25)=0

I'équation du plan polaire du point (z,y,z,). La forme méme de cette
équation nous permet de faire une remarque tres-importante. Cette
équation, en effet, ne change pas si 'on transporte I'origine des coor-
données en un autre point de 'axe Oz, car il n’y entre que la différence
(z — 3,). Elle ne change pas non plus si I'on fait tourner le systeme
des axes coordonnés autour de Oz, car alors z et z, ne changent pas, et
- la différence xy, — yx,, que 'on peut considérer comme le moment
d’un certaine force par rapport & Oz, reste invariable. Donc le systeme
des poles et des plans polaires par rapport & une cubique se superpose
a lui-méme si on le fait tourner autour de I'axe de la cubique ou glisser
le long de cet axe; ou bien, en d’autres termes, le systeme des poles et
des plans polaires par rapport & une cubique reste le méme si I'on fait
tourner la cubique autour de I’axe et si on la transporte parallelement
a cet axe.
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13. Il résulte de la que, pour étudier la position des plans polaires
des différents points de I'espace, il suffit de voir comment varient les
plans polaires des différents points d’'une perpendiculaire a I'axe, per-
pendiculaire que nous pouvons toujours supposer étre I’axe des .
Cherchons I’équation du plan polaire d’un point de ’axe des 2 ayant
pour coordonnées

Yi=0, 3 =0, X =

Cette équation est
yx, + kz=o.

Elle montre que le plan polaire passe par ’axe O, ce que nous savions
déja, et que I'axe de ce plan fait avec 'axe de la cubique Oz un angle ¢
donné par la relation

La tangente de I’angle que fait ’axe du plan polaire d’un point avec
"I’axe de la cubique est done proportionnelle a la distance de ce point a
’axe. En particulier, la tangente de I’axe du plan osculateur a la cu-
bique en un point avec I'axe de la courbe est proportionnelle a la dis-
tance de ce point a I'axe.

D’aprés ce que nous avouns vu, si I'on prend pour axes de coordon-
nées un diametre et son plan conjugué, I'équation du plan polaire
conserve la forme

zy— yo, —h'(z — 5,) = o.

Voyons quelle relation il y a entre ce parametre £’ et le parametre £,
qui se rapporte & I’axe de la cubique. Pour cela transportons les axes
parallelement 4 eux-mémes au point '

X==Zy, )Yy=—0, Z2=0;

puis prenons pour nouveau plan des xy le plan ayant son péle en ce
point, ce quirevient simplement a faire tourner ’axe des y dans le nou-
veau plan des zy d’un angle ¢. Les formules de transformalion sont -

z=a'+ 2, z=12+y sing, y=y" cose.
En substituant dans I’équation

zy—yx —k(z—3z,)=o,
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nous avons

(') — 3’ &,) cose + a2 [y, — y') cose — k(&' — ) -+ (y| —y)sine=o.

Mais tange = — %"; le terme ( y, — y’) disparait, et il reste 'équation
14 ,
2y — 'y, — '—7 =0
Sl el Chat )
On voit donc que I'on a
ok
“~ Cose

Le parametre £ est le méme pour tous les diametres également dis-
tants de I’axe; il estle plus petit possible pour I’axe Iui-méme.

14. Cherchons les équations de la droite conjuguée d’une droite

donnée. Soient
rx=az+p, y=bz+yq

les équations d’une droite D. Pour avoir les équations de la droite con-
juguée A, il suffit de prendre I’équation du plan polaire du point

x:p, r=¢q, z2=o,
et celle du plan polaire du point
z=o,

On a ainsi les équations
gz —py—kz=o0, bzx—ay+k=o

ou bien

bp — agq

=k
x=5;,—_‘_‘r;a(az+l’)’ r= (bz +q).
Appelons r la distance de la droite D & I'axe, p la distance de Ia droite
A 3 l'axe; (DZ) I'angle de la droite D avec I’axe, (AZ) I'angle de A avec
I'axe. On a

cos(AZ) = pb—ag ,
V(@ + b*) + (pb —aq)?
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d ou
) h2(a*+ b?)
tang?(AZ) = lat b))
(pb—ag}?
Mais on a aussi
po PO — g
a4 b

lonc
2

tang’(AZ):i—2 ou rlang(AZ)="F

et, par raison de symétrie, p tang(DZ) = £.

Ainsi I'angle d’une droite avec 1'axe ne dépend que de la distance
de sa conjuguée a I'axe. En particulier, si les deux droites conjuguées
sont rectangulaires, on a, parce qu’elles sont paralleles & un plan paral-
lele & I'axe,

tang(DZ) tang (AZ) =15

donc, pour de pareilles droites,
ro =1

Ainsi le produit des distances 4 I'axe de deux droites conjuguées rec-
tangulaires est constant.

Cherchons enfin la condition pour que la droite D soit conjuguée
d’elle-méme : cette condition s’obtiendra en exprimant que la droite D
coincide avec sa conjuguée A. Elle est donc

pb —aq - k==o;

dans ce cas, on a
riang(DZ) = k.

Le produit de la distance & I’axe d’une droite conjuguée d’elle-méme
par la tangente de I’angle qu’elle fait avec 1’axe est constant. Ce théo-
reme s'applique en particulier aux tangentes de la cubique gauche
qui sont toutes des droites conjuguées d’elles-mémes.
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DEUXIEME PARTIE.

15. Nous avons ainsi établi dans la premiére Partie les propriétés
des poles et des plans polaires (P, p) par rapport & une cubique gauche.
On connait d’'un autre c6té (Caasres, Comptes rendus, 1843) les pro- -
priétés d’un systeme de plans p’ et de points P’ obtenu en faisant cor-
respondre & un point P’ d’un corps solide en mouvement le plan p’
mené par ce point perpendiculairement a sa vitesse, et & un plan p’ le
point P’ dont la vitesse est perpendiculaire au plan. La comparaison
des propriétés des systemes (P,p), (P, p’) montre qu’il y a identité
complete entre ces propriétés. Nous sommes ainsi conduit & nous poser
deux problemes.

Le premier consiste, étant donué le mouvement hélicoidal d’un
corps solide, & déterminer les cubiques pour lesquelles le systeme des
poles et des plans polaires (P, p) coincide avec le systeme des points P’
et des plans p’ relatif & ce mouvement. Dans le deuxitme nous nous
proposons, étant donnée une cubique gauche, de déterminer un mou-
vement hélicoidal tel que le systeme des points P’ et des plans p’ relatif
a ce mouvement coincide avec le systeme des poles et des plans polaires
(P, p) par rapport a la cubique donnée.

16. Résolvons d’abord le premier probleme :

Etant donné un mouyvement hélicoidal, determiner les cubiques gauches
correspondantes.

Prenons, pour simplifier, pour axe des z I’axe du mouvement héli-
coidal. Soit V la vitesse de translation le long de cet axe, » la vitesse
angulaire de rotation autour de I'axe. L’équation du plan p’, ayant son
pole P’ au point (@, y,z,), sera

\4
ZYy —ya—~ (z—z.)lzo

ou
xy —yx,—k(z—z)=o,
en posant
\4

]f: —

w
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On voit que I’axe du mouvement hélicoidal est I’axe principal de

toutes les cubiques qui lui correspondent, et que le paramatre %, relatif
. . v <1,

a toutes ces cubiques, est le rapport —- Considérons une de ces cu-

biques : la vitesse d’un de ses points («, y, ) doit étre normale au pian
osculateur en ce point, la vitesse de ce point ayant pour projections
— wy, oz, V, on doit avoir

dyd'z — dzd?y _ dzd’z — dxd*z __dzdyv — dyd*x
— @y - 0z - ' '

Ces conditions peuvent se remplacer par les deux conditions sui-
vantes :
( v
\ xdy — ydx -+ - dz = o,
(1) y

v
( xd*y —ydiax -+ . d?*z=:0;

mais la deuxieme de ces conditions est une conséquence de la pre-
miere. Les cubiques cherchées doivent donc vérifier I'équation diffé-
rentielle (1), et toutes les cubiques satisfaisant a cette équation diffé-
rentielle répondent & la question. Remarquons en passant que toute
courbe vérifiant I’équation différentielle (r) est telle que, si on la sup-
pose liée & I'axe, la vitesse de chacun de ses points est normale au plan
osculateur en ce point, et que chacune de ses tangentes est conjuguée
d’elle-méme. Chacune de ces courbes peut donc servir a définir le sys-
teme des points et des plans (P, p). Comme il n’y a qu'une équation
différentielle, on peut choisir arbitrairement la projection d’une de ces
courbes sur le plan des @y, I’équation (1) donne alors z par une inté-
grale. L’expression (x dy — y dx) représente le double de la différen-
tielle de I'aire S décrite par le rayon vecteur allant de I'origine des
coordonnées & un point variable de la projection de la courbe sur le
plan des xy. L’équation (1) peut donc s’écrire

2dS -+ X dz == o.
(5]

Done, pour toutes ces courbes et en particulier pour les cubiques
gauches, la variation de I'aire décrite par le rayon vecteur allant de
Porigine des coordonnées a la projection d’un point variable de la

dnp. de U'Ec. Normale. 2 Série. Tome V. — Aour 1876. 34
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courbe surle plan des xy est égale & la variation de la hauteur de ce
point multipliée par la constante v,

20

Revenons maintenant & la recherche des cubiques gauches vérifiant
'équation différentielle (1). Remarquons que pour une cubique @, y, s
peuvent s’exprimer rationnellement en fonction d’un parametre va-
riable A. Donnons-nous les expressions de z ety en fonction de ce pa-
ramaétre et cherchons i déterminer z de maniére a vérifier I’équation (r).
Supposons les fractions rationnelles en A décomposées en fractions
simples
A B C

S R ETa wy Sa e—
A’ B’ C

( RNyl wuny Sasl pp

d__x___[ A, B €
n T A—u) =0 (A-—c)zJ’
__ __[ B’ c’ .
T\ =ar T =0y ()\——c)"]’

on doit avoir

Vds_ dw __dy_ (A B c A B’ ¢
s dm TR a T <x—a+ =5 A~c>|:(}\~a)” BTy Ty c}":l

Ry B C A B c
()\-—-a i T x—c>[(x-—a)z+(m_b)u"’" ()\——c)’]

ou bien

(2)

d’ ot

Vdz _  dx dy (BC'— CB’)
P/ Rl TNl Sl w37y A L)
_ AB—BA CA’— AC
T omapp =t T mT gy (¢ o)

Décomposons les fractions rationnelles du deuxieme membre en frac-
tions simples

T = (o= br[a—l—q)”‘u—lbr} — e e )

La décomposition étant ainsi faite, on peut intégrer immédiatement;
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. N . . I
mais, s devant étre fonction rationnelle de 2, les termes en pp—r T»I——b,

I
A—c
cients sont nuls, on a les conditions

doivent avoir leurs coefficients nuls. En écrivant que ces coeffi-

3) AB — BA’ . BC'— CB/ . CA’— AC — 4
/ (a—bpF = (b—cp  (a—cy —

Ces conditions étant supposées remplies, on a, en intégrant,

‘_,(v_z)—-x-__w_{_AB,_BA/ 1 o)
o BT RI= AN o a—b 7\——(c+7\—b)
+ BC’ — CB’ 1 1 CA'— ACY 1 1
b—¢ \ics i~ e c—a ).——c+7\——a>‘

En appelant % la valeur commune des rapports (3), on peut écrire
I'expression de z de la maniere suivante :

Vv c—b a—ec¢ b—a
(4) »~(z——z0)_—xyo—yx0--%/z(l_a+A_b—i-z_c)-

(r)

On voit que z est aussi une fraction rationnelle du troisieme degré
de X ayant méme dénominateur que les deux fonctions rationnelles
correspondant & x et y. Les courbes ainsi déterminées sont donc des
cubiques gauches satisfaisant & la question. Les trois équations (2)
et (4) comprennent d’ailleurs toutes les cubiques cherchées. La forme
méme de 1'équation (4) montre que, si une cubique satisfait a la ques-
tion, toutes celles qu’on en déduit en la faisant tourner autour de
I'axe ou en la faisant glisser le long de I’axe satisfont également 2 la

question.

17. Reprenons les équations (3)

AB'— BA’ _ BC'— CB’ _ CA— ACY
(a—b) = (b—c) = (¢—a)

2

qui expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que la

courbe unicursale du troisieme ordre, représentée par les équations (2),

puisse étre considérée comme la projection sur le plan des xy d’une

cabique gauche ayant son axe parallele & I'axe Oz. Ces équations (3)
34.
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signifient que les trois points d’inflexion de la courbe du troisitme
ordre considérée sont & I'infini. Eu effet les équations de cette courbe
sont

VSO w i il weny Sl
Pour % = & par exemple, on a un point & 'infini de la courbe. L’é-
quation de "asymptote correspondante est

AR'—BA’  AC'—CA’

a—b a—c

Aly—p) =Nz — )=
Les valeurs du parameétre A correspondant aux points d’intersection
de cette droite avec la courbe sont données par I’équation

AB— BA’ AC—CA’ AB—BA’ AC/— CA’
2 - —_ . -+
A— 0 ’ A—c a—b a-— ¢

(281
AB'— BA/ AC — CA!

(}\:———l) )’(-;t:—l;)—) (}\ - a) -t (‘)\;‘E)*(;“;'c“) ()\ = a) == 0.

Cette équation admet la racine X =a, ce qui devait arriver; elle
admet une autre racine qui donne le point d’intersection de 'asymptote
avec la courbe. Si le point & I'infini est point d’inflexion, ce point
d’intersection doit lui-méme étre a 'infini, ¢’est-a-dire que cette autre
racine de I’équation précédente doit aussi étre a. Or c’est ce qu’ex-
prime précisément la condition

AB’—BA" _ CA’— AC
(a—b)p 7 (a—c)?

Les conditions (3) expriment donc que les trois points d’inflexion
de la courbe sont a I’infini. Ainsi la condition nécessaire et suffisante
pour qu’une courbe unicursale du troisitme ordre située dans un plan
puisse étre considérée comme la projection sur ce plan d’une cubique
ayant son axe perpendiculaire au plan est que la courbe ait ses trois
points d’inflexion & I'infini.
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18. Maintenant, étant donnée une cubique définie par des équations
de la forme :

. B C
Al A pnpe pl ey S WA
AI BI C/
Y=rtyzg it i=¢
.l\” Bll CI/
Z == 3, + -

T—a TiZe T I ¢

déterminons le mouvement hélicoidal correspondant. Pour cela, sim-
plifions les équations de la cubique en transportant I'origine des coor-
données au point (x,, y,, 2,). Les équations-de la cubique deviennent

alors
A B C

Sl eyl iy S W
A B’ IV
(3] VA il ey Sl
z All B " + C” .
=i ti—p ti—¢

Soient, dans le mouvement hélicoidal correspondant a la cubique,
p» ¢, rles trois composantes de la rotation suivant les trois axes; v,,
v,, v, les trois composantes de la translation suivant ces mémes axes.
L’équation du plan mené par le point (z, y, z), perpendiculairement &
la vitesse de ce point, est

(6) (¢z—ry-tve)(Xm2) - (rz—p2-+vy) (Y—y) 4+ (py — gz +vi) (L 3)==o.

Si le point (,y, z) est un point de la cubique, le plan déterminé par
I’équation (6) doit coincider avec le plan osculateur & la cubique en ce
point. L’équation du plan osculateur & la cubique au point (, y, z) est

(7)
On a

(E’-)ﬁ &z dz dz«’”) (X —2) +...=o.

dy A’ B’ c ]
i ”_[(lwak“ ARV TR VeI §

dy A B ¢ 7.
Zﬁwz[u—ay+ L—mf*u—cd’
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AI/. Bll CI/ ]
dl - Lx—a =) TO—cr)

All BI/ CI/ ].
(l)\‘ [)-—a (A—0b) ()\—~c)3

Jo =B C"—CB, vbh=C0CA"—A'C, © =A'B"--- B'A”",
J'=B’C — C”B, W = C"A — A”C, e = A”B — B”A,
A=BC — B, w=CA —AC, "= AB’" — BA'.

de méme

Posons

L’équation du plan osculateur au point (z, y, =) est alors
(8) [de(b—¢) (A—a)4-b(c—a) (A—bP+& (a—b) (A—cp] (X—z)-F...=o.

Ce plan osculateur (8) devant coincider avec le plan (6), il faut que,
en remplacant dans les coefficients de I'équation (6) «, y, z par leurs
valeurs (5), ces coefficients, apres qu’on aura chassé les dénominateurs,
soient proportionnels aux coefficients de I’équation (8). Cette identifi-
cation donne pour p, ¢, 7, v, v, v, les valeurs suivantes :

A(b—c¢)P+ B (c—a)}+ C(a—Dd),

q__A’(b—~c)—l— B' (¢ — a)~+ C' (a—b),
r=A(b—c)P+ B" (c—a)+ C"(a—b),

(9) ve== ol (¢ —b) + Wb (a—¢)+ & (b— a),
vy==k' (¢ —b) + W' (a—c)+ & (b—a),

lve=" (c—b) 4+ (a—c¢)+ 2" (b—a)

Le mouvement hélicoidal correspondant & la cubique est ainsi entie-
rement défini. Les équations de I'axe du mouvement hélicoidal ou de
I'axe de la cubique sont

q3—Try-+v. % —pr-v, Py —qx-+v:

P q r

Comme exemple, considérons la cubique intersection des deux sur-
faces du deuxieme ordre
y*—x2=0, ¥yz3—2x*—2x==0.

En posant
y=1ixz,
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on a
1 i 2 A?

Z == —

X = —— = — —— a——
r—_i 7 1 2»—1

Soient «, «® les racines cubiques imaginaires de 'unité; on voit, en
décomposant les fractions rationnelles en fractions simples, que I’on a
dans le cas actuel

A=A =A=B=0=14,

—C =, I — C —
B-_C—3 B=C=

|R

r_’
?

w

a=1, b=—a, c¢=ux;
par conséquent, en appliquant les formules (g),

p=—3, ¢=o0, r=o,

Ve== — I, v,.:o, Y;== 0,

L’équation du plan polaire du point (#, y, z) par rapport 4 la cubique
est donc
Yz—Zy—+(X—zx)=o.
L'axe des « est I'axe de la cubique.

19. Terminons ce travail en démontrant une propriété que l'on
pourrait appeler une propriété cinématique de la cubique gauche,
parce qu’elle se rattache directement au mouvement hélicoidal cor-
respondant & cette cubique. Cette propriété consiste en ce que, si I'on
suppose une cubique gauche amenée’du mouvement hélicoidal corres-
pondant, le rayon de torsion de la cubique en un point est propor-
tionnel au carré de la vitesse de ce point. Supposons que ’axe Oz soit
'axe de la cubique. Les composantes de la vitesse d’un point M (=, y, z)

de la cubique sont
— oy, oz, V.

Ces composantes sont proportionnelles aux cosinus des angles que
fait la normale au plan osculateur en M avec les axes : on sait, en effet,
que la vitesse d’un point est normale au plan osculateur en ce point.
La normale au plan osculateur infiniment voisin fait de méme avec les
axes des angles dont les cosinus sont proportionnels a

—w(y+dy), o(xz+dz), V.
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Soit dz I'angle de ces deux droites, on a

o' (zdy — ydz) - Viw (d.z:_—:(l) )
[(.Z‘ +_}“&)’—1—V“]

de* =
Mais I’équation différentielle & laquelle satisfait la cubique donne

v
zdy — ydxr = — = dz;

donc
Vior (dat - dy? -+ da)
[(22 =y jw'+ V]2

drt =

Soit T le rayon de torsion
' —

-
et ¢ la vitesse du point M (=, y, z),

vr== (@ o+ ) et -+ V2,
la formule précédente donne
(0] = Vo

Ainsi le rayon de torsion en un point de la cublque est proportionnel
au carré de la vitesse de ce pomt*

La formule précédente qui donne T peut encore se mettre sous la
forme suivante, en appelant r la distance du point M & Paxe et £ le

v
rapport —~»
"m o ’_‘:
= P k.
Soit une autre cubique, 4, le rapport de la vitesse de translation & Ia
vilesse de rotation, r, la distance du point M, (2, y,, z,) 2 I'axe, T, le
rayon de torsion en ce point, on a

N
T = A -+ k.
1
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Si'on choisit les deux points M et M,, de telle facon qu’on ait

r
no VR
on a
T-—T|:f—-]l|.

Donc étant données deux cubiques, si & un point M de I'une on fait
correspondre un point M, de l'autre, de telle facon que le rap-

r 1A . ’ : :
port - = \/7'—, la différence des rayons de torsion en ces deux points
t h

est constante et égale a £ — £,.

20. De la formule (10), qui donne le rayon de torsion, on peut encore
déduire la propriété suivante : si sur I"axe du plan osculateur, en
chaque point M (=, y, z) d’'une cubique, on porte une longueur MM’ pro-
portionnelle a la vitesse de ce point ou bien & la racine carrée du rayon
de torsion (ce qui est la méme chose); le lieu des points M’ est une
nouvelle cubique de méme axe que la premiere. Soient 2/, ¥/, ' les
coordonnées du point M’, on a

2 — Y=y z' -5 _ ;
— oy A% v )

Le parametre / est égal &

& ==+ (7 =P+ [ —2] _ MY,

Yook (z* 4 %) + V7 v
Comme MM’ est proportionnel & ¢, / est constant. Les coordonnées
du point M’ sont donc données par les équations suivantes, ou / est

constant :
r=xz—loy, yY=y-+lozx, z37=2z-+IV.

On voit que le lieu est une nouvelle cubique, car, si z, y, z sont des
fonclions rationnelles du troisieme degré d’un parametre variable, il
en sera de méme de «’, ', z’. De plus, cette cubique a méme axe que
la proposée. On a, en effet,

(2 dy —y' do') = (x — loy) (dy + lodz) — (y + lwz) (dz— (ndy)

Ann, de I’fic. Normale, 2¢ Séric. Tome V. ~— Aovr 187C. 35 \
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ou
(z'dy! — y'de') = (xdy — ydz) (1 + [*0?).

Comme on a

v
xdy —ydz + — dz=o,
© 3]
et comme
dz =dz,

o1 a

i v
2'dy' — yida' 4 = (1+ l2a)dz"=o.

Ce qui montre que la nouvelle cubique a méme axe que la pro-

’ V, . ’ .
posée, et que le rapport — pour cette cubique est égal &

y (1+ Lo,

()
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