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CONDITIONS DE POSITIVITÉ
DANS UNE VARIÉTÉ SYMPLECTIQUE COMPLEXE.
APPLICATION A L'ÉTUDE DES MICROFONCTIONS

PAR PIERRE SCHAPIRA

Introduction

Dans [7], [8], A. Melin et J. Sjôstrand ont introduit la notion de variété lagrangienne
(complexe) positive dans le presque complexifié d'une variété symplectique réelle de
classe C°°, et construit des distributions de Fourier associées, ce qui leur permet d'aborder de
nombreux problèmes d'équations aux dérivées partielles.

Nous interprétons ici leur théorie dans le cadre analytique en étudiant particulièrement le
cas où la variété symplectique réelle est le fibre conormal extérieur au bord d'un ouvert
strictement pseudo-convexe Q dans une variété analytique complexe X, ce bord étant
supposé analytique réel.

Soit (T<*QX)+ ce fibre conormal dans T*X, le fibre cotangent à X, et soit A une partie
C^conique de T*X. Nous démontrons que si A est positive par rapport à (T^X)^ la
projection de la restriction de A à un voisinage de (T*^X)+ sur X ne rencontre pas Q et nous
donnons une réciproque à ce théorème quand A est le fibre conormal à une hypersurface
analytique complexe de X. Ces résultats sont motivés par le fait que si M est une variété
analytique réelle de complexifié X, le faisceau CM des microfonctions de M. Sato (cf. [11]) sur
TM X, le fibre conormal à M dans X, est localement isomorphe, par transformation
canonique complexe en dehors de T$X, au faisceau sur (T^X)'^ des valeurs au bord des
fonctions holomorphes de l'ouvert 0, cet isomorphisme étant compatible à l'action du
faisceau <^x des opérateurs microdifférentiels.

Soit alors A une variété de T*X obtenue par transformation canonique complexe
homogène à partir de TM X. Nous démontrons que si les espaces tangents Tp A et Tp TM X en
un point p^T^X ont un hyperplan commun, on peut trouver au voisinage de p une
transformation canonique qui échange simultanément A et TM X en les fibres conormaux
extérieurs aux bords de deux ouverts strictement pseudo-convexes de X. Si l'on suppose de
plus C^T^X) positive par rapport à A, et si l'on désigne par ÇA un faisceau de
microfonctions sur A, on peut ainsi construire au voisinage de p, un morphisme injectif de
^x-modules du faisceau CM I A n TM X dans le faisceau des sections de ÇA à support
dansAnT^X.
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122 p. SCHAPIRA

On en déduit immédiatement des résultats d'hypo-ellipticité analytique pour un système
microdifférentiel M sur T% X connaissant des résultats de propagation des singularités des
solutions de M sur A.

Nous donnons ici des résultats partiels dans bette direction et considérons aussi le cas où le
couple (T^ X, A) change de type le long d'une hypersurface commune, quand le système ̂
est hyperbolique sur A.

Nous étudions enfin le cas où A est une variété lagrangienne complexe positive par rapport
à T^ X. On peut alors construire des solutions non nulles d'une équation P u = 0 dans T^ X
connaissant des solutions de cette équation dans un faisceau de microfonctions holomorphes
sur A. On retrouve ainsi des résultats de [l], [15] et aussi [16], [10], mais les résultats de [5]
permettent de remplacer l'hypothèse usuelle de simplicité des caractéristiques par une
hypothèse plus générale, d'existence de direction non microcaractéristique le long de A.

Les résultats principaux de ce travail ont été annoncés dans la note [14] et aussi dans
l'exposé [13].

Nous avons bénéficié pendant la rédaction de cet article de fructueuses discussions avec
J. Sjôstrand. Nous l'en remercions très sincèrement.

1. Variétés lagrangiennes réelles dans une variété symplectique complexe

Soit X une variété analytique complexe,T* X son fibre cotangent, n la projection de T* X
sur X, ©x (aussi noté œ) la 1-forme canonique sur T*X. Dans un système de coordonnées
symplectiques homogènes (z, Ç), œ s'écrit :

œ=^,dz,.
i

Nous dirons qu'une partie A de T* X est conique (resp. Cx-conique) si A est invariant par
l'action de ̂ + (resp. de Cx = C - { 0 }) qui a (z, Ç) associe (z, k Ç), où ke ̂ + (resp. Cx ). Nous
notons C X A l'enveloppe Cx-conique d'une partie conique A. Enfin nous désignons par
T*X l'espace T*X privé de sa section nulle.

Soit X la variété anti-holomorphe associée à X et X^ la variété analytique réelle sous-
jacente à X. On identifiera X^ avec la diagonale de X x X, ce dernier espace définissant un
complexifié de X^. On note d ' l a différentielle sur X, à" sur X, d = d ' -{-d" sur X^. L'espace
T* (X x X) est muni de la 1-forme cùx+cùx dont la restriction à X^ vaut 2Reœ(Reœ : partie
réelle de œ). Par exemple si X==C", T* X est muni du produit scalaire :

(z,0-<z,0=^z,Ç,
i

et T^) du produit :

( z , Ç ) - > 2 R e < z , Ç > = 2 R e ^ z , Ç ,
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VARIÉTÉ SYMPLECTIQUE COMPLEXE 123

Soit Y une sous-variété analytique réelle de X. Le fibre conormal à Y dans X, T?X, est par
définition l'image inverse du fibre conormal à Y dans X^ par l'isomorphisme analytique réel
(T^X^-^T^X^. Par exemple si Y est une hypersurface définie par une équation
réelle Y= {zeX;/(z)=0}, on a :

TÎX^= {(z, w, ̂  a)eT*(XxX); z=w,/(z, w)=0, ?i=fed'/(z, w), u=^T/(z, w), keR},

TÎX= {(z, Ç)eT*X;/(z)=0, Ç=^'/(z), keR}.

Soit 0 un ouvert de X de bord 80. hypersurface analytique réelle. Supposons 0 défini par
l'équation/ < 0 avec df^O sur 80.. On appelle fibre conormal extérieur à 80, et on note
(T^X)"" la partie de T^X définie par :

(T&X) + ={(z ,OGT*X; / (z )=0 ,Ç=^ / / (z ) , feeR + } .

DÉFINITION 1 . 1 . — Soit A une partie de T* X :
(a) nous dirons que A est une variété C-lagrangienne si A est une variété analytique

complexe, C"-conique, lagrangienne dans T*X;
(b) nous dirons que A est une variété [R-lagrangienne si A est une variété analytique réelle,

conique, lagrangienne dans T* (X^);
(c) nous dirons d'une variété IR-lagrangienne qu'elle est I-symplectique si la restriction de

Imricù (la partie imaginaire de dw) à A est non dégénérée.
Remarquons que si A est une variété analytique complexe C"-conique, A est

R-lagrangienne si et seulement si A est C-lagrangienne.
Soit A une variété IR-lagrangienne; alors A est I-symplectique si et seulement si T*X

s'identifie à un complexifié de A. En effet la vérification se fait en chaque point x e A sur T\ A
l'espace tangent à A en x dans T^T^X.

LEMME 1 . 2 . — Soit E un espace vectoriel complexe symplectique pour la 2-forme d(ù. Soit A
un R-sous-espace vectoriel lagrangien pour ReAo. Alors A est symplectique pour Im Ao 51 et
seulement si E est le complexifié de A.

Démonstration. — Soit a=Reriœ, P=ImAo :
(a) soit xeA, x^O. Il existe yeE, avec Ao(x, y)^0. On peut écrire y=y^ +^2» avec Yi^

^eA. Alors dœ(x, ^i+^^P^ ^i)-!3^ ^2) et par suite P(x, y ^ ) ou (i(x, y^} est
différent de 0;

(b) soit L le complexifié de A dans E. Alors A est lagrangien dans L pour Re œ | L. Par suite
diniR L = 2 diniR A et L = E.

Remarque 1.1. — Soit Ao et Ai deux variétés analytiques réelles, R-lagrangiennes et
I-symplectiques. Localement il existe une transformation canonique complexe homogène de
T * X qui échange Ao et A ^ : il suffit de complexifier une transformation canonique homogène
des variétés symplectiques réelles (Ao, Im riœ) et (A^ , Im rfco).

Exemple 1. — Soit M une variété analytique réelle de complexifiée X. Alors T^X est
R-lagrangien et I-symplectique.
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124 p. SCHAPIRA

Exemple 2 ([3], [4]). — Soit Y une hypersurface analytique réelle de X, définie par une
équation réelle/=0. Soit Z le complexifié de Y^ dans X x X,/(z, w)=Q une équation de Z.
On définit l'application v|/ : Z x C -» T* X par :

((z, w, /c),/(z, uQ=0)^(z, ̂ '/(z, w)).

On munit Z x C de la 1-forme v|^*(c0x)=ferf //.
Remarquons que T? X est une variété (R-lagrangienne.

LEMME 1.3. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) T$X est ï-symplectique;
(b) ZxCX muni de la 1-forme kd' fest une variété symplectique homogène complexe;
(c) l'application \|/ est un isomorphisme de ZxC sur T*X au voisinage de Y x [R^

(d) le déterminant est différent de 0 sur Y;
d J a d ]

(e) la forme de Levi de f est non dégénérée sur Y.

Démonstration. — L'application v|/ définit un isomorphisme de Y x IR^ sur (T^X)"^ et
Z x C " est un complexifié de Y x f f ^ : l'équivalence de (a) et (b) en résulte, ainsi que
l'équivalence de (b) et (c) compte tenu du lemme 1.2.

Montrons l'équivalence de (c) et (d).
Le système d'équations :

f / (z,w)=0,
\^-kd'f^w}=Q

C\ A9 ' •f
est résoluble en (w, k) si et seulement si le déterminant , est différent de 0,—d f —kd d f
et cette condition équivaut à la condition (d).

L'équivalence de (d) et de (e) est classique.
Quand les conditions du lemme 1.3 sont satisfaites, on peut calculer la signature de la

forme de Levi de/en x° eY à partir des espaces tangents à T^X et T^ojX. Rappelons
comment (cf. [2], [4]).

/
DÉFINITION 1 . 4 . — Soit E un espace vectoriel symplectique complexe, dû) la 2-forme sur E.

Soit A un [R-sous-espace vectoriel de E, lagrangien pour Re dœ et symplectique pour Im dœ et
soit L un C-sous-espace vectoriel lagrangien de E. Soit N=A n L, N0 le complexifié de N
dans E. On définit la forme bilinéaire YA sur L/N^ par :

YA(M, v)=(d(ù)(u, v\

où v désigne le conjugué de v dans l'isomorphisme C (g) A=E.
1R

Remarquons d'abord que Ao passe au quotient par N*1 puisque si y e N^ v = v^ + iv^ pour
i^ eN, î^N et par suite veL. Alors d(ù(u,v)=0 pour tout ueL.
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PROPOSITION 1.5. — y \ est une forme hermitienne non dégénérée sur l'espace vectoriel L/N^
Démonstration. — Soit a=Rerfœ, P==ImAù. Soit x, y , x', y ' des éléments de A avec

x+iyeL, x'+i/eL :

dœ(x+iy x'-iy^i^Çx, x^+R^, /))+(P(x\ }Q+P(x, /))

donc y A est hermitienne.
Soit x+ f^eL—N 0 . Alors (x—iy) n'appartient pas à L car sinon x, 3 /eNnA. Il existe

donc x '+f/eL, avec :

dœ(x'+iy, x-iy)^Q
et par suite :

YAOc'+f/, x+r^O

Soit maintenant Y une hypersurface analytique réelle d'équation/=0. Soit x°eY,
^^/(x^eT^Y. Soit T^oY l'espace vectoriel complexe tangent à Y en x° :

T^Y^ÔzeT.oX^ôz^'^x0))^}

et supposons la forme de Levi de/non dégénérée sur cet espace.

PROPOSITION 1 . 6 . — Soit Np la droite réelle de Tp T* X engendrée par le champ radial en p,
soit A=Tp T?X et L=Tp Tr*o. X. La signature de la forme de Levi de f sur T^o Y est égale à la
signature de la forme y A sur L/N^.

Démonstration. — Soit Z le complexifié de Y dans X x X, \|/ l'isomorphisme de Z x Cx sur
T* X défini dans le lemme 1.3.

On a alors :

vT'CrîX)^^ w, k )eXxXxC;/ (z , w)=0, z=w, ke^},

\ | / - l(Tf ,o^X)={(z,w,k)eXxXxC;/(z,w)=0,z=xo}

et par suite :

v|/- l(A)={(^^,k)eT(^,o)(XxXxC);ke R ?i=^i, Re<?i, ̂ /(x0)) =0},

^(L)^^, ̂ , k)eT^^(XxXxC); X=0, <n, d / //(xo)>=0},

^(N^^, [i, k)eT^^(XxXxC); ?i=^i=0, keR}.

Comme on calcule VA sur L/N^ nous pouvons prendre k = 0, et pour simplifier les notations
nous ne l'écrirons plus.

Le conjugué du vecteur (0, |Lt) e \|/ ~1 (L) par rapport à \|/ ~1 (A) vaut (^, 0). D'autre part la
2-forme de Z x C est la forme d(dff)=dffdff. Par suite si M=(O, À.)eL, u=(0, n)eL,
Y A ( K , v)=df' d ' f ( x ° , x°) ((0, ^), (1.1, 0)). Si on calcule cette 2-forme dans un système de
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126 P. SCHAPIRA

coordonnées locales holomorphes sur X, X s'identifie à l'ensemble des (^, H)GC" x C" tels
que À=|LI et l'on retrouve ainsi la forme de Levi de/.

Soit E un espace vectoriel symplectique sur R ou sur C, ̂  (E) la variété grasmannienne de
ses plans lagrangiens.

LEMME 1 . 7 . — Soit LQ et LI deux plans lagrangiens de E contenant une même droite N. Pour
tout voisinage ^U de Li dans J^(E) il existe L^e^ avec L^ n Lo=N.

Démonstration. — Soit N1 l'orthogonal de N dans E, F l'espace vectoriel symplectique
N^NJ l'application de N1 sur F. Si ^U est un voisinage de Li dans ̂ f(E),7'(^nN1) sera un
voisinage de j (Li ) dans ̂  (F) et il est alors classique que l'on peut trouver un plan K e ̂  (F)
dans7 (^ n N1) avec K 07 (Lo) == { 0 }. Soit L^ l'unique élément de °U n N1 d'image K : alors
1.2 n Lo=N.

PROPOSITION 1.8 . — Soit A une variété analytique R-lagrangienne et ï-symplectique de
T*X, L une variété C-lagrangienne, au voisinage d'un point peT*X. Il existe une
transformation canonique complexe homogène de T* X au voisinage de p qui échange A en le
fibre conormal extérieur au bord d'un ouvert strictement pseudo-convexe de X et L en le fibre
conormal à une hyper sur face complexe lisse de X.

Démonstration. — D'après le lemme 1.3 et la remarque 1.1 on peut supposer que A est le
fibre conormal extérieur au bord d'un ouvert strictement pseudo-convexe Q de X. Soit
peA=(T^X)+, x° eôQ. sa projection sur X.

Soit Lo =Tp L, LI =Tp T^*oj X, N^ la droite complexe de Tp T* X engendré par le champ
radial en p .

Il existe un voisinage ̂  de Li dans ̂  (Tp T* X) tel que si L^ appartient à ̂  et contient N^,
on ait :

- L 2 n T p A = L i n T p A ;

- Y T , A ( - ) est définie positive sur L^/N^,.

D'après le lemme 1.7 on peut trouver un tel L^ satisfaisant à L^ n Lo = N^. Il suffît alors de
prendre un nouveau système de coordonnées symplectiques homogènes dans
lequel L2==Tp(T^X), y° désignant la nouvelle projection de p.

Il n'est pas toujours possible d'échanger simultanément deux variétés IR-lagrangiennes et
I-symplectiques en les fibres conormaux extérieurs aux bords de deux ouverts strictement
pseudo-convexes. Nous allons donner une condition qui sera suffisante pour les applications
que nous avons en vue.

PROPOSITION 1 . 9 . — Soit Ao et Ai deux variétés R-lagrangiennes et I-symplectiques dans
T* X, définie au voisinage du point p. Supposons la codimension (sur R) de Tp Ao n Tp A^ dans
T^AQ, inférieure ou égale à 1. Alors on peut trouver une transformation canonique complexe
homogène au voisinage de p, qui échange simultanément Ao et A^ en les fibres conormaux
extérieurs aux bords ÔQ.Q et 501 de deux ouverts strictement pseudo-convexes ÇÏQ et Q.^ de X.
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VARIÉTÉ SYMPLECTIQUE COMPLEXE 127

Démonstration. - Si Tp Ao = Tp A^ le résultat est une conséquence de la proposition 1.6.
Supposons donc TpAo n TpA^ de codimension 1 dans T^Ao et soit Np la droite réelle de
Tp T* X engendrée par le champ radial en p. Il faut trouver un espace vectoriel C-lagrangien
LcT^T*X, te lque :
- L n T p A o = L n T p A i = N ^
- ÏT,Ao( , ) e t y ^ A , ( , ) sont définis positives sur L/N^.
Pour simplifier les notations nous écrirons Ao et A^ à la place de TpAo et TpA^.
On peut supposer que pour un choix de coordonnées symplectiques (z, Ç) sur Tp T* X on a,

en posant z=x+iy, Ç=^+IT | :
Ao={(z, ç);^=o},

N,= {(z, 0; z=0, Ç, = . . . =Ç,_, =^=0}.

Deux cas se présentent alors :
(a) œ(p) |^nAi=0 c'est-à-dire r|^dx^=0 sur Ao nA^ : Ao nAi est défini par l'équation

x,=0;
(b) œ ( p ) | A ^ n A i ^ O - On peut supposer que l'équation de A o u A ^ est Xi=0.
Dans le cas (a) on prendra L de la forme L'QL", U étant un plan lagrangien de

(Qn-l x^"-^ et ;

U'={{z^)eCxC;z,=0].

Alors L n A i = L n A i n [ z,, == 0 j = L n A() et par suite L n A i = N. De plus y^ et y^ sont
égales sur L' x j 0 [ et donc ont même signature sur L / N p .

Traitons alors le cas (b) en supposant Ao n A^ d'équation x^ = 0. On peut écrire un vecteur
X e A ^ sous la forme :

'k=((0,x'\ f rO+x^^eC^xC"

et on peut évidemment supposer foeR", a=(a+f|3, a'), (a, a')elR". Calculons Rerfcù(À,, X)
pour deux vecteurs ^, X e A ^ dont les coordonnées x', T|' et ;?, TI' sont nulles. On obtient :

d(û(k, X)=iXi axi f o — X i Oi rii —l'Xi ax^ f c+Xi â(i r|i =^1 (xi r|i — X i r(i).

Pour que Ai soit (R-lagrangien il faut donc que a==0, et pour que A^ soit I-symplectique il
faut alors que P soit différent de 0. On peut donc écrire les vecteurs ^ de A^ sous la forme :

^=(x, f r | )+Xi ( fa , b)
avec aedr, a^=0, ben\

Calculons alors Re rfœ(^, X) pour ^=(x, f r | )+Xi (fa, fo), et X=(^, fri)+^(i'a, fc). On
obtient :

x + X i f a , x + X i i a / , - - \ / ~ ~ \Re . .- ~ = < f o , X i X - X i X > - < a , XiT | -XiT |> .
i r | + X i & , ï T | + X i f o

Comme cette quantité doit être nulle pour tout (x, r| ) e R" x 1R" et (x, T| ) € R" x R", on a :

û=0, fo=(fci,0, ...,0).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



128 p. SCHAPIRA

En écrivant C" x €"=0 x C@(C"~1 x C"~1) et en cherchant L de la forme L'QL", L'
étant lagrangien dans C x C et L" dans C"~1 x C""1, on est ramené à un problème en
dimension 1.

soitdonc: Ao=={ (x ,0 ;0 , f î i )ECxC} ,

^l=={(x^ 0; ex, ir|)eC x C}.

Soit (z, Ç)eC x C. Calculons (z, Ç)1 son conjugué par rapport à la variété réelle A^ :

(z, Ç)=(x+f^ , Ç+fr | )=(x ; sx-^i(r[-£y))-\-i(y, 83;+i(-Ç+sx)),

(z, O1 =(x; £x+!(ri-S}Q)-f(};; £ j ;+f ( -Ç+8x)) .
On a donc :

y,((z, 0, (z, 0)=(x^, ̂ ,) ( _; ;) (r^^c(x-^)))

=(x+^)(-^+fr |+2£(x-^)+té+ir | ) ( -x+^) .

Choisissons L de la forme :

L={(H, 0; ÇeC} pour un ^elR-".

On obtient en posant donc (x+r^)=À,(Ç+fr | ) :

y^((^, 0, (^, 0)=(^+Ti2) (-2^+26^2).

Il suffit alors de prendre À- assez petit.

2. Positivité

Rappelons brièvement la définition de A. Melin et J. Sjôstrand ([7], [8]). Soit d'abord V une
variété analytique réelle, W un complifié de V. Soit (x) un système de coordonnées
holomorphes sur W, réelles sur V. On peut alors considérer l'application qui à x e W associe
v (x) = (Re (x), Im (x)) e T (V). Soit ïp (V) l'espace des fonctions sur W nulles à l'ordre p sur V.
Alors l'application v est bien définie, indépendemment du choix des coordonnées,
modulo 13 (V). Plus exactement si a est une 1-forme sur V, la fonction x -> < a, v (x) > est bien
définie modulo Is (V).

Soit maintenant X une variété analytique complexe, Ao une variété IR-lagrangienne et
I-symplectique dans T* X (ou plus généralement dans une variété symplectique complexe
homogène).

DÉFINITION 2.1 [8]. - Soit A une partie conique de T*X, p un point de Ao. On dit que
(Ao, A) est positif en p si on a au voisinage de p dans A :

(2.1) --1 <œ, v > ^ 0 mod ^(Ao).
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VARIÉTÉ SYMPLECTIQUE COMPLEXE 129

Remarquons que dans [7], [8], Melin et Sjôstrand ne considèrent que le cas où A est une
variété C-lagrangienne. Par contre ils supposent seulement Ao de classe C°° et utilisent un
« presque complexiûé » de Ao.

Exemple 2.1.- Soit M une variété analytique réelle, X un complexiûé de M, z = x + iy des
coordonnées holomorphes sur X, réelles sur M, (z, Ç) les coordonnées symplectiques sur
T*X, avec Ç=^+f r | . Alors :

T£X={(x+^; Ç+fr|)eT*X; ^=Ç=0},

œ|Tî iX=f^ r { j d X j .
3

La condition de positivité par rapport à T^X s'écrit donc :

(2-2) -0,r|>^-C(M+|^|)3.

Nous allons étudier comment s'interprète la condition de Melin et Sjôstrand quand Ao est
le fibre conormal extérieur à un ouvert strictement pseudo-convexe.

THÉORÈME 2.2. — Soit Q un ouvert strictement pseudo-convexe de la variété analytique
complexe X, 80. le bord de 0, que Von suppose être une hypersurface analytique réelle,
Ao ̂ T^X)4' le fibre conormal extérieur à 3Q, p un point de Ao. Soit A une partie C ̂ -conique
de T* X, et supposons (Ao, A) positif en p. Il existe alors un voisinage ̂  dep dans T* X tel que :

7i(An^)nQ=0.

Démonstration. — Nous écrirons Y pour 80.. Soit/= 0 une équation analytique réelle de Y,
0 étant définie par/< 0. Soit Z le complexifié de Y dans X x X, X étant identifié à la diagonale
de X x X (cf. § 1). Nous noterons /^O l'équation de Z :

Z={(z, w)eXxX;fc{z, w)=0},

Y=ZnXxX .
x

On a vu au paragraphe 1 que, la forme de Levi de/étant non dégénérée, l'application :

^: (z.^^^z./af/^z.w))

définissait un isomorphisme de la variété symplectique homogène (Z x C", kd'f^ sur T* X
au voisinage de Y x ̂ +.

Soit n la dimension de X, et choisissons une paramétrisation analytique réelle (p de Y par un
ouvert de (R2""1, que l'on complexifié en une paramétrisation holomorphe de Z par un
ouvert de C2""1. Pour simplifier les notations nous écrirons [R2""1 et C2""1 pour ces
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ouverts. Nous noterons aussi (p l'application ((p, Id) de C2""1 x C" dans Z x C" associée
à (p.

C^^xC' —————-ZxC' —————-T*X(P <(/
u u u

^2n- l^+———^———-YXIR 4 -———^———^(T l fX) +

Soit K i la projection de X x X sur X : remarquons que TiJZest égale à n o \)/, 71 désignant la
projection de T * X sur X. Soit (p=7 i io (p=7co \ | / o (p l a complexiûée de l'application de R 2n ~1

dans X, composée de (p | R 2 " " 1 et de l'injection de Y dans X.

Posons F=/o(p. Alors ^)*(kdffL)=kdf¥, puisqu'il en est trivialement ainsi sur
R2""1 x R^ (Rappelons que d ' f ^ désigne la différentielle de l'espace X appliquée à la
fonction/^ sur X x X , et que d'Y est la différentielle holomorphe de F sur C2""1.)

La condition de positivité (2.1) s'énonce alors sur C2"""1 x C" : .

(2.3) - ^ < I m T , ( R e f e ) ^ F ( R e T ) > ^ - C ( | I m T | + | I m k | ) 3

pour (ï, k)e(^o^))~l{A) dans un voisinage de (vl^cp)"1^), pour une constante C.
Désignons alors par Ù l'image inverse de l'ouvert Q de X par l'application (p = n^ o (p. C'est

un tuboïde d'holomorphie de C2""1 défini par :

^(Tiloq^-^^TeC^-^FO^O}

et il suffit de démontrer que l'inégalité (2.3) entraîne F(ï)>0 pour | Imr | assez petit.
On peut supposer que k = 1 au point (\|/ o (p)~1 ( p), et comme on a supposé A Cx-conique

on peut se restreindre à fe=l dans l'inégalité (2.3). On obtient :

(2.4) - -< ImT, r f 'F (ReT)>^-C | ImT | 3 .

La forme d " d ' f ( z ) est définie positive pour zeY sur les vecteurs ôeT^Y tels que
<9, dff(z)y=0. Par suite la forme d " d ' ¥ ( t ) est définie positive pour t e R 2 " ' 1 sur les
vecteurs OeR2""1 tels que <6, r f 'F ( r )>=0 .

Posons T = t + i 9, F (ï) = G (r, 6). Alors G (r, 0) == 0, Gee (î, 0) est une forme définie positive
sur les vecteurs 6 tels que <6, Ge(î, 0 )>=0 et l'inégalité (2.4) s'écrit maintenant
< 9, Ge(r, 0) > ̂ C 1913 . On en conclut G(î, 9)^0 pour (r, 9, l)e(\|/ o (p)-1 (A) ce qui achève
la démonstration.

Nous allons donner des critères de positivité.

LEMME 2.3 [8]. - Soit K un compact de R", U un ouvert conique de i R", (p (z, 9) une fonction
homorphe dans C" x C" au voisinage de K x U, homogène de degré \ en Q.
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Supposons Re (p ̂ 0 5Mr K x U. Alors pour tout compact de U il existe un voisinage W de ce
compact dans C" et une constante C tels que :

R e < ( p e ( x , 9 ) , f I m 9 > ^ - C | R e 9 | 3

pour(x, 9 ) e K x W .

Démonstration. - Le paramètre x ne jouant aucun rôle dans la démonstration, nous ne
l'écrirons pas. On a :

(p(Ç)=(p(9)-<9-ç, (p'(9)>+^ <9-ç, (p"(9) (e-o>+o(K-e|3)

et :

<^(e)-(p'(a, ç>=<(p ' (9) , 9>-<q/(Ç) , o+<(p'(9), ç-9>
=(p(e)-(p(o-<(p'(e),e-o=-^<(p / /(e)(e-o,(e-o>+o(|ç-e|3)

=-^<^'(0(e-0,(9-o>+o(K-9|3).

Prenons Ç=f Im9. On trouve :

Re<(p'(e), ^me>=Recp( f Ime)+ ,< (p ' / ( ^me)Ree ,Ree>+0( |Re9 | 3 )

et cette quantité est positive, module 0 ( | Re 913) (cf. [8], lemme 1.6).
Supposons maintenant la fonction (p(x, 9) tangente à l'application <x, 9> en un point

p e K x U c f f r x f f f r .

Soit Tç la transformation canonique complexe qui a (z, Ç) e T* C" associe (w, 9) e T* C" au
voisinage de p, par la relation :

w=(pe(z ,9) , Ç=(p;(z,9).

THÉORÈME 2.4. - On suppose Re (p ̂  0 pour (x, 9) e K x U c R" x f R".
5of rAo=T^C n ,A^={(x , ï r | )eAo;xeK},A=T<p(A^) .^ for5(Ao, C" A) est positif en p .

Démonstration. — Soit (w, 9)eA, /ceC, | A:|= 1, k^ l .
Alors :

-<Imw, Im( fe9 )>=Re<(pe (x ,^9 ) , i lm(^9)>,

car (pe(x, /c9)=(pe(x, 9)=w.
D'après le lemme 2.3 cette quantité est supérieure à -C|Re(fe9)|3 .
Étudions la positivité des variétés C-lagrangiennes.
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DÉFINITION 2.5 [7]. - Soit AO une variété [R-lagrangienne et I-symplectique, A une variété
C-lagrangienne, définie au voisinage de peAo. On dit que A est strictement positive par
rapport à Ao si :

(i) Ao n A est une sous-variété de Ao;
(ii) la forme YT,(AO) ( , ) (cf. déf. 1.4) est définie négative sur TpA/N^ où

N=T^AonT^A.

THÉORÈME 2.6 [7]. — Si A est strictement positive par rapport à Ao en p , (Ao, A) est positif
en p .

Soit M une variété analytique réelle, X un complexifié de M, Ao =T^ X, A une variété
C-lagrangienne de T* X, définie au voisinage de peT^ X. Rappelons ([7], lemme 3.4) que
l'on peut toujours trouver des coordonnées holomorphes sur X, réelles sur M, et une fonction
(p holomorphe homogène de degré 1, tel que A soit la variété :

A={(z,Ç)eT*X;z=(p'(0},

(z, Ç) désignant les coordonnées symplectiques associées aux coordonnées (z) de X. On a alors
le résultat de Melin et Sjôstrand :

THÉORÈME 2.7 [8]. - Dans la situation précédente, (Ao, A) est positif'en p=(x°, fr |°)eAo5ï
et seulement si Re(p(Ç) est positif pour Çei'R" au voisinage de fr|°.

On peut aussi construire des variétés C-lagrangiennes positives à partir des « fonctions de
type positif » définies dans [11], chap. 1, déf. 3.1.4.

Rappelons cette définition.

DÉFINITION 2.8 [11]. — Soit M une variété analytique réelle, (p une fonction analytique au
voisinage de x°eM. On dit que (p est de type positif en x°, si (p^^O ou si (p(x°)=0,
d^(x°)=r[°, r|°eR, T| °^0 et Re(p=0 implique Imcp^O.

THÉORÈME 2 . 9 . — Soit (p une fonction de type positif en x° e M. Soit X un complexifié de M,
Y la variété analytique complexe des zéros de (p dans X. Alors (T^X, T$X) est positif en
p=(x°,^(p(x°)).

Démonstration. — On peut écrire, pour un choix de coordonnées réelles x=(xi, x')
sur M :

(p(x)=Xi+i7i(x),

avec h(0)=0, dh(Q)=0, h(Q, x')^0. On peut aussi écrire, par le théorème de division de
Weïerstrass :

(p(x)=^(x)(Xl+^x /)+;/c(x /))

pour des fonctions analytiques réelles / et k de x ' . On a :

Re^(0, x ' } l{x')-ïmg(0, x ' ) fe(x')=0,

h(0, x^Im^O, x') /(x')+Re^(0, x') k(x').
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Mais g(0)= 1. On obtient en substituant (Im g{0, x')) (Re g{0, x'))~1 (fe(x')) à l { x ' ) :

MO, x^ftim ^(0, ̂ ^(Re ^(0, x'))2) ̂ /) Re^(0, x'))-1.

Comme Re g (0, x')>0, fc (0, x')^0, on a A; (x')^O.
On est donc ramené à démontrer le théorème pour une fonction (p vérifiant Im (p^O.
Comme nous l'a fait remarquer J. Sjôstrand, il suffit alors d'appliquer le théorème 3.6 de

[7] en prenant comme fonction de phase :

vKz.e)^^)^,
avec 9eC, 6 voisin de i.

Nous sommes alors en mesure de donner une réciproque partielle au théorème 2.2.

THÉORÈME 2.10. — Soit Q un ouvert strictement pseudo-convexe de X, de bord 80.,
hypersurface analytique réelle. Soit Ao ̂ T^X)4' le fibre conormal extérieur à ÔQ, z° un point
de 30, p=(z°, Ç°)eAo un point correspondant. Soit S une hypersurface analytique complexe
tangente en z° à 80.. On suppose :

S n Q==Ç) au voisinage de z°.
Alors (Ao, T^X) est positif en p .
Démonstration. — Plaçons nous dans la situation décrite dans la démonstration du

théorème 2.2. Soit donc Y==ôQ, Z le complexifié de Y dans X x X, (p une paramétrisation
holomorphe de Z par C2""1, qui envoie 1R2""1 sur Y, et soit cp=7ti o (p=7iov | /o(p la
complexifiée de l'application de R2""1 dans X, composée de (p \^2" - i et de l'injection de Y
dans X :

C^^xC '——————^ZxC ' ————-T*X ——;——^X(P i|/ 7t

u u • u
^"-'xlT ——^——^YxR-^ ~ ' CnX)-^

ZcXxX-^X .
Tti

Soit/une équation réelle de Y, g une équation de S, telle que dff(zo)=d'g(zo). Posons

F=/o(p, G=^o(p, ^F-^O), S=G-1(0),

Û=(p- l(Q)={TeC2n- l; F(r)<0}.

Comme l'hypersurface complexe § ne rencontre pas le tuboïde Û, la fonction (1 / i ) G est de
type positif en T° d'après [11], chap. 1, lemme 3.1.6. On déduit du théorème 2.9 que
(T^-.C2"-1, T^C2""1) est positif en (ï0, G'(ï0)), d'où l'inégalité :

(2.5) -< ImT, Im(X^G(T) )>^-C( | ImT |+[Re(À^G(T) ) | ) 3

pour ïe§, À, voisin de 1.
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Soit (z, OeTs*X. Alors ^(z)=0, Ç=^(z). Soit (r, /c)e€2"-1 xC' d'image (z, Q par
v|/ o (p. On a vu dans la démonstration du théorème 2.2 que (p* o \|/* (œ) vaut U' F (ï) en ce
point.

Comme :
G(T)=^o(p(T)=^o7tov)/o(p(T),

?l^G(T)=À,(p*ov|/*o7l*rf^((p(T))=(p*ov|/*(œ)

puisque œ vaut À7i*rf'^((p(T)) en (z, Ç). Par suite :

(2.6) ?I^G(T)=/C^F(T).
D'autre part :

|ImT|+|Re(^'G(T))MImT|-HRe(U'F(T))|

- | ImT|+ |Re(ferf 'F(ReT)) | - | ImT|+ | ( Imfe)^F(ReT) |
et donc :

(2.7) | ImT|+ |Re(? i^G(T))MImT|-HIm^| .

De plus :
(2.8) ( Imfc)(Re^ 'F( t ) )=0( | Im^ | + | I m T | ) 2

puisque d ' P Ç R e x ) est purement imaginaire. Pour la même raison on a :

(2.9) Im^F(T)==Imri'F(ReT)+0( |ImT|2) .

On déduit de (2.5), (2.7), (2.8), (2.9) l'inégalité :

(2.10) -4<ImT,(Re^)^'F(ReT)> ^ -C( | ImT| + \ïmk\ )3,

c'est-à-dire l'inégalité (2.3).
Le théorème en résulte.
Remarque. — On ne peut espérer une réciproque au théorème 2.2 même quand A est une

variété R-lagrangienne et I-symplectique, sans hypothèse sur la signature de la forme de Levi
YA sur T^(P)}X, comme le montre l'exemple suivant.

Sur T*^, muni des coordonnées (z, Ç), avec z=x+iy, soit :

^-{^Ev^i},
j

^={z;^y]>l],
J

Q^z;^^)^^^},
;>i

Q^z^^+^^l}
/ > i

et soit Ao, AQ, Ai , Ai les fibres conormaux extérieurs à ces ouverts.
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Soit :
p=(-f,0, . . . , 0 ; f , 0 , . . . ,0)eAonAi,

q=(i, 0, . . ., 0; f, 0, . . . , 0 ) e A o n A i .

La transformation canonique :

(z,0-.(z-2fÇ/,/^,0,

échange p et ^ et Ao et Ao, A^ et A'̂  et pourtant on a les inclusions QQ^^I? ^o^^i •

3. Une application à l'étude de Fhypo-ellipticité analytique

Soit X une variété analytique complexe, ^x le faisceau des fonctions holomorphes sur X.
On désigne par <^x le faisceau sur T * X des opérateurs microdifférentiels d'ordre fini (cf. [11]).
Si M est une variété analytique réelle de complexité X, on note par CM le faisceau sur TMX
des microfonctions de M. Sato (cf. [11]).

Soit Q un ouvert strictement pseudo-convexe de X, de frontière 80. hypersurface analytique
réelle, et soit (9^ le faisceau sur SQ. des valeurs au bord de fonctions holomorphes de Q :

^Q=^-^x)l^. •.,.;•

On désigne par Can le faisceau sur (T^X)^ image réciproque de (9^ par la projection
71 : (TSîX)'^ -> (?Q. Le faisceau C^ est naturellement muni d'une structure de ^x-modules
([3], [6]).

Soit (p une transformation canonique complexe homogène de T*X qui échange,
localement, T^X et (T^X)"^ II est connu que l'on peut (localement) quantifier (p en
isomorphisme de ̂ -modules des faisceaux CM et C^ (cf. [3], [4], ou encore [2] dans le cadre
des distributions).

Soit maintenant Z une sous-variété analytique complexe de X. Le faisceau C^ix sur T^ X
est défini dans [11] (cf. aussi [3]), et est naturellement muni d'une structure de ^x-module. Si
Y et Z sont deux sous-variétés analytiques complexes de X, et (p une transformation
canonique complexe homogène qui échange localement TÇ X et T^ X, on peut (localement)
quantifier (p en un isomorphisme de ^x-modules de C?ix sur C^ix (cf. [11]).

Rappelons comment l'on peut représenter une section du faisceau C^x quand Z est une
hypersurface. Supposons X==C", Z défini par l'équation z^=0, avec z^=x^+f^, dans les
coordonnées (z^, . . . , zj. Soit ue(C^x)p', où p=(0; rfxj. On peut alors trouver un cône F
convexe fermé propre de sommet l'origine dans C, dont le polaire est un voisinage de dx^, un
voisinage U de 0 dans C", et une fonction / holomorphe dans (C""1 x (C — F)) n U, dont la
classe modulo (i ( U ) vaille u.

DÉFINITION 3.1. — Soit A une variété R-lagrangienne et I-symplectique (resp.
C-lagrangienne) de T*X. Nous dirons qu'un faisceau ÇA sur A est un faisceau
de microfonctions (resp. de microfonctions holomorphes) sur A si :

1° ÇA est muni d'une structure de ^x-ïï^dule;
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2° ÇA est localement isomorphe par transformation canonique quantifiée, en tant que
^x-module, au faisceau CM sur'T^ (resp. au faisceau C^x sur TÎ]X pour une sous-variété
complexe Z de X).

THÉORÈME 3.2.- Soit Ao une variété R-lagrangienne et î-symplectique de T* X définie au
voisinage de peT*X et soit A^ une sous-variété de T*X au voisinage de p vérifiant l'une des
deux hypothèses suivantes :
(H. R) Ai est une variété R-lagrangienne et i-symplectiqiie dans T* X, et Tp A() n T^, Ai est
de codimension inférieure ou égale à un dans T Ag.
(H.C) Ai est une variété C-lagrangienne (donc C"-conique).

On suppose (Ag, Cx A^ ) positif en p . Soit ÇA, un faisceau de microfonctions (de microfonctions
holomorphes dans le cas complexe) sur A^. (i=0,1). Il existe alors dans un voisinage de p, un
morphisme injectif de ^-modules du faisceau C^ | Ao n A^ dans le faisceau ̂ ^^^ (C^) des
sections à supports dans A() n A^ du faisceau ÇA,.

Remarque. — Le cas où A^ est une variété lagrangienne complexe [hypothèse (H.C)],
correspond à celui déjà traité par Melin et Sjôstrand [7] : on obtient ainsi des
« hyperfonctions de Fourier à phase complexe » (en se restreignant aux sections de ÇA
définies sur toute l'orbite de l'action de C").

Démonstration. — Faisons d'abord l'hypothèse (H.R). On peut trouver par la
proposition 1.9 une transformation canonique qui échange respectivement Ao et A^ en
(T^X)4" et (T^X)^ pour deux ouverts strictement pseudo-convexes QQ etQi.
L'hypothèse de positivité et le théorème 2.2 impliquent Qo^^i et P^ suite
n (AQ n Ai ) = 8Q.Q n ÔQ^. Les fonctions holomorphes de Oi définissent donc des sections du
faisceau (9^, nulles en dehors de ôQo n 80.^, donc des sections du faisceau C^ à support
dansrr^Xrnn^X)^

Si l'on fait maintenant l'hypothèse (H.C), la démonstration est analogue. On peut
échanger, par la proposition 1.8 Ao et Ai en (T^X)4" et Tg X, pour un ouvert strictement
pseudo-convexe Qo et ^e hypersurface analytique complexe Z de X. L'hypothèse de
positivité implique que Z ne rencontre pas Qo- On représente alors une section du faisceau
C^x par une fonction holomorphe dans un ouvert U qui contient Qo u (^o\Z).

Le théorème 3.2 permet de trouver des solutions non nulles d'une équation
microdifférentielle dans C^, connaissant des solutions de cette équation dans ÇA, : le résultat
suivant se déduit immédiatement de ce théorème et du lemme 5.4 de [5]. Nous ne rappelons
pas ici la définition de « direction microcaractéristique le long de A^ », en renvoyant le
lecteur à [5].

COROLLAIRE 3 . 3 . — Soit AQ une variété R-lagrangienne et î-symplectique dans T* X, A^ une
variété C-lagrangienne, p un point de AQ n A^, 9 un vecteur de TpT*X avec îî(Q)/^(ù^Q, H
désignant Uisomorphisme symplectique de TT* X sur T* T* X, P un opérateur microdifférentiel
au voisinage de p de symbole principal cr(P). On suppose :

(a) (AQ, A^) est positif en p;
(b) 6 est non microcaractéristique pour P sur A^ et o- (P) ( p) = 0. Alors si C^ est un faisceau

de microfonctions sur AQ, il existe une section u de ÇA, définie au voisinage de p, non nulle, à
support dans AQ n A^, et solution de PM=O.
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Quand l'opérateur P est à caractéristiques simples, et quand Ao=T^X, des résultats
analogues (mais plus précis ou plus complets) ont déjà été donnés par Baouendi-Trèves-
Zachmanoglou dans [1] et par Sjôstrand dans [15]. Le même problème a aussi été traité (là
encore essentiellement quand P est à caractéristiques simples) quand A()=T^X pour un
ouvert strictement pseudo-convexe Qo? P^ Tsuno [16] et Persson [10].

Le théorème 3.2 permet aussi d'obtenir des résultats d'hypo-ellipticité analytique.
COROLLAIRE 3.4. — Soit AO et Ai deux variétés R-lagrangiennes et 1-symplectiques dans

T*X, définies au voisinage d'un point p . On suppose :
(a) la codimension de T^AQ n T^A^ dans T^Ao est inférieure ou égale à un;
(b) (Ai, C" Ao) est positif en p.
Soit ÇA, un faisceau de microfonctions sur A; (f=0, 1) et soit M un ^y-module cohérent au

voisinage de p , ayant la propriété :

(*) ^om^(^, FA^A^CA^O.
Alors :

(**) ^om^(^,CA^=0.

Autrement dit Ji est hypo-elliptique analytique sur Ao en p.
Remarquons que l'hypothèse (*) et la conclusion (**) ne dépendent pas du choix de

faisceaux de microfonctions ÇA. sur A,.
Remarque. — Dans [13] nous annoncions les principaux résultats de cet article, mais avec

quelques incorrections. Il faut supprimer la remarque suivant l'énoncé du théorème 1, et
remplacer respectivement les théorèmes 2 et 3 de [13] par les corollaires 3.3 et 3.4.

UN EXEMPLE : OPÉRATEURS DE LEWY-MIZOHATA GÉNÉRALISÉS. — PlaÇOUS-HOUS dâUS T*C"

muni des coordonnées (z; Ç)=(zi, . . . , z^; ^, . . . , ÇJ, et posons Ç==(Çi, Ç", ÇJ. Soit P un
opérateur microdifférentiel d'ordre m > 0, défini au voisinage du point p ± = (0; 0, . . . , ± i )
dont le symbole principal s'écrit :

a(P)(z,Ç)= ^ aJz.OK.+fzîU"1^"^^-,—^^)^^
| a |=m \\ ^+1 / /

où les a^ sont des symboles d'ordre 0, a=(ai, a", a^) et a^ o, G)= 1- On suppose que k est
un entier impair.

(a) L'opérateur P n'est pas hypo-elliptique analytique au point p~ : il existe des
microfonctions sur R", non nulles, définies au voisinage dep~ , solutions de l'équation
PM=O. Pour le voir désignons par Z l'hypersurface complexe d'équation
z.-QV^+l^zr^O.

Alors (T^"C", T^C") est positif en p~ et on peut appliquer le corollaire 3.3.
(b) L'opérateur P est hypo-elliptique au point p+ [c'est un morphisme injectifde (C^)p+].

Pour appliquer le corollaire 3.4 désignons par A la variété déduite de T$"C" par la
transformation canonique associée à la fonction :

(p(z,9)=<z,9>+^9^,
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en appliquant le théorème 2.4. On est ramené à vérifier que si l'opérateur Q a pour symbole
principal :

Q,(z,Q= ^ b(z,^r'(^n)\
1 a | =m

avec Ç=(Ç', ÇJ, ̂  symboles d'ordre 0, fc^ o,..., Q)= 1, les microfonctions sur R", définies au
voisinage de p^ et à support dans l'hypersurface N d'équation { x i = 0 } , solutions de
l'équation QM=O, sont nulles. Cela résulte du théorème 2.2 de [12].

(c) En fait le théorème 2.2 de [12] est plus précis. Si u est une microfonction sur R" à
support dans N== { x i = 0 } , (au voisinage de ?'') et si les (Vj) (7=0, . . . , m-1) sont des
microfonctions de la variété N, l'équation :

m-l

Qu+ ^ ^.®ô&=0,
7=0

entraîne u=0. On en conclut facilement que l'opérateur P n'est pas résoluble dans les
microfonctions au point p^ (ce n'est pas un morphisme surjectifde (C^)p^).

Le corollaire 3.4 ne rend pas compte d'opérateurs tels que D^+fx^D^ , mais on a le
résultat suivant :

PROPOSITION 3.5. — Soit AO et Ai deux variétés R-lagrangiennes et î-symplectiques dans
T*X, définies au voisinage d'un point p , et se rencontrant suivant une hypersurface conique
analytique N de Ao. Soit A^ Fun des demi-espaces fermés de Ao de frontière N, 9eT*Ao la
conormale à\^ enp [si Ao' est définie par f > 0 dans Ao, alors 9 = cdf ( p) avec c > 0]. Soit M un
^^-module cohérent au voisinage de p et C^ un faisceau de microfonctions sur Ao. On suppose ;

(a) Ao et A, sont tangentes en p et (A^C" Ao) est positif en p .
(b) Q est micro-hyperbolique pour M sur A ^ , c'est-à-dire 6<^C(SS(J^), A i ) (cf. [6]).
Alors ^om^M, CA^=O.
La démonstration de cette proposition est une adaptation facile de la démonstration du

théorème 5.1.2 de [6] que nous ne ferons pas ici.
Soit alors (p (x, 9) une fonction sur R" x i R", définie au voisinage d'un point p e R" x i R",

qui se prolonge en fonction holomorphe au voisinage de p dans C" x C", homogène de
degré 1 en 9, et posons \|/(x, 9)= < x, 9 > .

Supposons :
1° (grad(p=grad\|/)<^(xi=0);
2° (p et \[/ sont tangentes à l'ordre ^2 en p;
3° Recp^Opourxi^O.
Soit P (x, DJ un opérateur microdifférentiel au voisinage de p, microhyperbolique dans la

direction dx^ sur Tg-C" et soit T<p la transformation canonique (z, Ç) -> (w, 9)=T<p(z, Ç) :

w=(pe(z,9) , Ç=(p,(z,9).

Soit Q(x, DJ un opérateur microdifférentiel au voisinage de peT^C", de symbole
principal :

a(Q)(z,a=a(P)(T^z,0).
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Alors Q est hypo-elliptique analytique en p : si u est une microfonction sur R" au voisinage
de p, solution de QM==O, M est nulle au voisinage de p .

L'opérateur Q(x, DJ=Di -{-ix^D^ avec p=(0, 0; 0, ± f ) , fe^ 1 est un exemple typique
de cette situation, avec P=Di.

Le corollaire 3.4 et la proposition 3.5 permettent aussi d'étendre les résultats sur le
prolongement des solutions holomorphes d'une équation aux dérivées partielles de [16], [9],
[10] à des opérateurs de multiplicités variables.
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