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CONDITIONS DE POSITIVITE
DANS UNE VARIETE SYMPLECTIQUE COMPLEXE.
APPLICATION A L’ETUDE DES MICROFONCTIONS

PAR Pierr SCHAPIRA

Introduction

Dans [7], [8], A. Melin et J. Sjostrand ont introduit la notion de variété lagrangienne
(complexe) positive dans le presque complexifié d’une variété symplectique réelle de
classe C*®, et construit des distributions de Fourier associées, ce qui leur permet d’aborder de
nombreux problémes d’équations aux dérivées partielles.

Nous interprétons ici leur théorie dans le cadre analytique en étudiant particuliérement le
cas ou la variété symplectique réelle est le fibré conormal extérieur au bord d’un ouvert
strictement pseudo-convexe QQ dans une variété analytique complexe X, ce bord étant
supposé analytique réel.

Soit (T% X)™ ce fibré conormal dans T* X, le fibré cotangent a X, et soit A une partie
C*-conique de T*X. Nous démontrons que si A est positive par rapport a (T%X)?, la
projection de la restriction de A 4 un voisinage de (T% X) ™ sur X ne rencontre pas Q et nous
donnons une réciproque a ce théoréme quand A est le fibré conormal a une hypersurface
analytique complexe de X. Ces résultats sont motivés par le fait que si M est une variété
analytique réelle de complexifié¢ X, le faisceau Cy, des microfonctions de M. Sato (cf. [11]) sur
T¥ X, le fibré conormal a M dans X, est localement isomorphe, par transformation
canonique complexe en dehors de T¥ X, au faisceau sur (T% X)* des valeurs au bord des
fonctions holomorphes de 'ouvert Q, cet isomorphisme étant compatible a I’action du
faisceau &y des opérateurs microdifférentiels.

Soit alors A une variété de T*X obtenue par transformation canonique complexe
homogene a partir de T X. Nous démontrons que si les espaces tangents T, A et T, T} X en
un point p¢T%¥X ont un hyperplan commun, on peut trouver au voisinage de p une
transformation canonique qui échange simultanément A et T§; X en les fibrés conormaux
extérieurs aux bords de deux ouverts strictement pseudo-convexes de X. Si ’on suppose de
plus C*(TH#X) positive par rapport a A, et si I'on désigne par C, un faisceau de
microfonctions sur A, on peut ainsi construire au voisinage de p, un morphisme injectif de
éx-modules du faisceau Cy| A N T X dans le faisceau des sections de C, a support
dans A n T X.
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122 P. SCHAPIRA

On en déduit immédiatement des résultats d’hypo-ellipticité analytique pour un systéme
microdifférentiel .# sur T X connaissant des résultats de propagation des singularités des
solutions de .# sur A.

Nous donnons ici des résultats partiels dans cette direction et considérons aussi le cas ou le
couple (T3 X, A) change de type le long d’une hypersurface commune, quand le systéme .#
est hyperbolique sur A.

Nous étudions enfin le cas ou A est une variété lagrangienne complexe positive par rapport
a T3 X. On peut alors construire des solutions non nulles d’une équation Pu=0 dans T} X
connaissant des solutions de cette équation dans un faisceau de microfonctions holomorphes
sur A. On retrouve ainsi des résultats de [1], [15] et aussi [16], [10], mais les résultats de [5]
permettent de remplacer I’hypothese usuelle de simplicité des caractéristiques par une
hypothése plus générale, d’existence de direction non microcaractéristique le long de A.

Les résultats principaux de ce travail ont été annoncés dans la note [14] et aussi dans
I’exposé [13].

Nous avons bénéficié pendant la rédaction de cet article de fructueuses discussions avec
J. Sjostrand. Nous ’en remercions trés sincérement.

1. Variétés lagrangiennes réelles dans une variété symplectique complexe

Soit X une variété analytique complexe, T* X son fibré cotangent, © la projection de T* X
sur X, oy (aussi noté ®) la 1-forme canonique sur T*X. Dans un systéme de coordonnées
symplectiques homogeénes (z, {), » s’écrit :

o= dz,

Nous dirons qu’une partie A de T* X est conique (resp. C *-conique) si A est invariant par
I'action de R* (resp.de C*=C—{0})quia(z, {)associe (z, k), ot ke R™ (resp. C*). Nous
notons C* A I'enveloppe C*-conique d’une partie conique A. Enfin nous désignons par
T* X I'espace T*X privé de sa section nulle.

Soit X la variété anti-holomorphe associé¢e & X et X* la variété analytique réelle sous-
jacente a X. On identifiera X® avec la diagonale de X x X, ce dernier espace définissant un
complexifié de X®. On note d' la différentielle sur X, d” sur X,d=d'+d" sur X" L’espace

T* (X x i) est muni de la 1-forme oy + 0y dont la restriction & X® vaut 2Re o (Re o : partie
réelle de o). Par exemple si X=C", T* X est muni du produit scalaire :

(2.0~ <z 0> =YL
et T*(X®) du produit : '

(z,8)>2Re(z,(>=2 ReZziCi.
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VARIETE SYMPLECTIQUE COMPLEXE 123

Soit Y une sous-variété analytique réelle de X. Le fibré conormal a Y dans X, T¥ X, est par
définition I'image inverse du fibré conormal a Y dans X® par I'isomorphisme analytique réel
(T*X)® > T*X® Par exemple si Y est une hypersurface définie par une équation
réelle Y={zeX;f(z)=0},ona:

TEXR= {(z, w, A, u)eT*(Xxi); z=w,f(z, w)=0, A=kd' f(z, w), p=kd" f (z, w), keR},
={(z, 0)eT*X; f(z)=0, {=kd' f (z), ke R}.

Soit Q un ouvert de X de bord 0Q hypersurface analytique réelle. Supposons Q défini par
I’équation f < 0 avec df #0 sur 0Q. On appelle fibré conormal extérieur & Q, et on note
(T%X)™ la partie de T% X définie par :

(THX)" ={(z,0)eT*X; f(2)=0, {=kd' f (z), ke R* }.

DEFINITION 1.1. — Soit A une partie de T*X :

(a) nous dirons que A est une variété C-lagrangienne si A est une variété analytique
complexe, C*-conique, lagrangienne dans T* X;

(b) nous dirons que A est une variété R-lagrangienne si A est une variété analythue réelle,
conique, lagrangienne dans T* (X®);

(c) nous dirons d’une variété R-lagrangienne qu’elle est I-symplectique si la restriction de
Imdo (la partie imaginaire de dw) a A est non dégénérée.

Remarquons que si A est une variété analytique complexe C*-conique, A est
R-lagrangienne si et seulement si A est C-lagrangienne.

Soit A une variété R-lagrangienne; alors A est I-symplectique si et seulement si T* X
s’identifie & un complexifié de A. En effet la vérification se fait en chaque point xe A sur T, A
I’espace tangent a A en x dans T, T*X.

LEMME 1.2. — Soit E un espace vectoriel complexe symplectique pour la 2-forme do. Soit A
un R-sous-espace vectoriel lagrangien pour Re do. Alors A est symplectique pour Im do si et
seulement si E est le complexifié de A.

Démonstration. — Soit a=Redo, f=Imdo :

(a) soit xe A, x#0. Il existe ye E, avec do(x, y)#0. On peut écrire y=y, +iy,, avec y;,
y,eA. Alors do(x, y, +iy,)=iB(x, y;)—B(x, y,) et par suite B(x, y;) ou B(x, y,) est
différent de O;

(b) soit L le complexifié de A dans E. Alors A est lagrangien dans L pour Re o |.. Par suite
dimp L=2 dimg A et L=E.

Remarque 1.1. — Soit A, et A, deux variétés analytiques réelles, R-lagrangiennes et
I-symplectiques. Localement il existe une transformation canonique complexe homogéne de
T* X qui échange A, et A, :il suffit de complexifier une transformation canonique homogéne
des variétés symplectiques réelles (A, Im do) et (A, Im do).

Exemple 1. — Soit M une variété analytique réelle de complexifiée X. Alors T X est
R-lagrangien et I-symplectique.
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124 P. SCHAPIRA

Exemple 2 ([3], [4]). — Soit Y une hypersurface analytique réelle de X, définie par une

équation réelle f =0. Soit Z le complexifi¢ de Y® dans X x X, f(z, w)=0 une équation de Z.
On définit I'application ¥ : Zx C —» T*X par :

(z, w, k), f(z, w)=0) > (z, kd' f (z, w)).

On munit Z x C de la 1-forme y*(0x)=kd' f.
Remarquons que T¥ X est une variété R-lagrangienne.

LEMME 1.3. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) T¥X est I-symplectique;
(b) ZxC* muni de la 1-forme kd' f est une variété symplectique homogéne complexe;
(c) Papplication \s est un isomorphisme de Z x C sur T*X au voisinage de Y x R™;
! o
d'f d'd'f

(e) la forme de Levi de f est non dégénérée sur Y.

(d) le déterminant est différent de O sur Y;

Démonstration. — L’application { définit un isomorphisme de Y x R* sur (T§X)" et
ZxC* est un complexifi¢é de Y x R* : I’équivalence de (a) et (b) en résulte, ainsi que
I’équivalence de (b) et (c) compte tenu du lemme 1.2.

Montrons I’équivalence de (c) et (d).
Le systeme d’équations :

f(Z, w) = Oa
—kd f(z, w)=0
est résoluble en (w, k) si et seulement si le déterminant af est différent de 0
(& w, _d/f _kd/dllf 4

et cette condition équivaut a la condition (d).
L’équivalence de (d) et de (e) est classique.
Quand les conditions du lemme 1.3 sont satisfaites, on peut calculer la signature de la

forme de Levi de fen x°€Y a partir des espaces tangents a T# X et T, X. Rappelons
comment (cf. [2], [4]).

/

DEFINITION 1.4. — Soit E un espace vectoriel symplectique complexe, do la 2-forme sur E.
Soit A un R-sous-espace vectoriel de E, lagrangien pour Re dw et symplectique pour Im do et
soit L un C-sous-espace vectoriel lagrangien de E. Soit N=A n L, N le complexifié¢ de N
dans E. On définit la forme bilinéaire y, sur L/N® par :

YA(ua v)=(d0))(u, '7),

ou v désigne le conjugué de v dans I'isomorphisme C ® A=E.
R

Remarquons d’abord que do passe au quotient par N® puisque si ve N, v=v, +iv, pour
v, €N, v,€N et par suite ve L. Alors do(u,v)=0 pour tout ueL.
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VARIETE SYMPLECTIQUE COMPLEXE 125

PROPOSITION 1.5. — y, est une forme hermitienne non dégénérée sur espace vectoriel L/N°.

Démonstration. — Soit a=Redw, B=Imdw. Soit x, y, x', y’ des éléments de A avec
x+iyeLl, x'+iy’eL :

do(x+iy, x'—iy")=i(B(x, x)+ By, YN+ B, y)+B(x, )

donc v, est hermitienne.

Soit x+iye L —N®. Alors (x —iy) n’appartient pas & L car sinon x, ye N n A. Il existe
donc x'+iy’eL, avec :

do(x’ +iy’, x—iy)#0
et par suite :
' Yalx'+iy’, x+iy)#0

Soit maintenant Y une hypersurface analytique réelle d’équation f=0. Soit x°€Y,
p=df (xo)eT’["xo}Y. Soit T+ Y I’espace vectoriel complexe tangent 4 Y en x° :

TS Y={8z€ToX; {8z, d' f(x°)> =0}

et supposons la forme de Levi de f non dégénérée sur cet espace.

PROPOSITION 1.6. — Soit N, la droite réelle de T, T* X engendrée par le champ radial en p,
soit A=T, T§XetL=T, T{";u} X. La signature de la forme de Levi de f sur Tfo Y est égale ala
signature de la forme v, sur L/N;.

Démonstration. — Soit Z le complexifié de Y dans X x -)Z, \ IYisomorphisme de Zx C* sur
T*X défini dans le lemme 1.3.

On a alors :

VHTEX)={(z, w, k)eXx X x C; f (z, w)=0, z=w, ke R},
V(T X) = { (2, w, k) eXx X x C; f (z, w)=0, z=x"}

et par suite :

VHA)={(h, 1, k) €T 10X x X x C); ke R h=p, Re (A, d f(x°))=0},
VL) ={(A, 1, k)€ Tpo o)X x X x C); A=0, {p, d” f (x°) >=01},
YN ={ (A, 1, k)€ Tpo o) (X x X x C); A=p=0, ke R}.

Comme on calcule y,sur L/ Ng nous pouvons prendre k=0, et pour simplifier les notations
nous ne D’écrirons plus.

Le conjugué du vecteur (0, p)ey ~* (L) par rapport & ¥~ (A) vaut (u, 0). D’autre part la
2-forme de Zx C est la forme d(d'f)=d" d'f. Par suite si u=(0, A)eL, v=(0, p)eL,
Ya(u, v)=d" d’ f(x°, x°) (0, A), (1, 0)). Si on calcule cette 2-forme dans un systéme de
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126 P. SCHAPIRA

coordonnées locales holomorphes sur X, X s’identifie a I’ensemble des (A, p)e C" x C" tels
que A=p et ’on retrouve ainsi la forme de Levi de f.

Soit E un espace vectoriel symplectique sur R ou sur C, . (E) la variété grasmannienne de
ses plans lagrangiens.

LEMME 1.7. — Soit L, et L, deux plans lagrangiens de E contenant une méme droite N. Pour
tout voisinage U de L, dans ¥ (E) il existe L,e% avec L, nLy=N.

Démonstration. — Soit N* I'orthogonal de N dans E, F I’espace vectoriel symplectique
N*/N,jl’application de N* sur F.Si % est un voisinage de L, dans & (E),j (% n N*)sera un
voisinage de j(L,)dans % (F) et il est alors classique que I’on peut trouver un plan K € Z (F)
dansj(% n N*)avecK nj(L,)={0}.Soit L, 'unique élément de  n N* d’image K : alors
L,nLy=N.

ProOPOSITION 1.8. — Soit A une variété analytique R-lagrangienne et 1-symplectique de
T*X, L une variété C-lagrangienne, au voisinage d’un point peT*X. Il existe une
transformation canonique complexe homogeéne de T* X au voisinage de p qui échange A en le
fibré conormal extérieur au bord d’un ouvert strictement pseudo-convexe de X et L en le fibré
conormal a une hypersurface complexe lisse de X.

Démonstration. — D’aprés le lemme 1.3 et la remarque 1.1 on peut supposer que A est le
fibré conormal extérieur au bord d’un ouvert strictement pseudo-convexe Q de X. Soit
peA=(T%X)*, x°€0Q sa projection sur X.

SoitLo=T,L,L, =T, Tt X, Nj la droite complexe de T, T* X engendré par le champ
radial en p.

Il existe un voisinage % de L, dans # (T, T* X) tel que si L, appartienta % et contient Nﬁ,
on ait :

— L2 thA:Ll mTpA’
— ¥, (.) est définie positive sur L,/N.

D’aprés le lemme 1.7 on peut trouver un tel L, satisfaisantalL, "L, = N;f. Il suffit alors de
prendre un nouveau systtme de coordonnées symplectiques homogénes dans
lequel L, =T, (T}, X), y° désignant la nouvelle projection de p.

Il n’est pas toujours possible d’échanger simultanément deux variétés R-lagrangiennes et
I-symplectiques en les fibrés conormaux extérieurs aux bords de deux ouverts strictement
pseudo-convexes. Nous allons donner une condition qui sera suffisante pour les applications
que nous avons en vue.

PROPOSITION 1.9. — Soit A, et A, deux variétés R-lagrangiennes et 1-symplectiques dans
T* X, définie au voisinage du point p. Supposons la codimension (sur R)de T, Ao N T, A, dans
T, Ao, inférieure ou égale a 1. Alors on peut trouver une transformation canonique complexe
homogeéne au voisinage de p, qui échange simultanément A, et A, en les fibrés conormaux
extérieurs aux bords 0Q, et 0Q, de deux ouverts strictement pseudo-convexes Q, et Q, de X.
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VARIETE SYMPLECTIQUE COMPLEXE 127

Démonstration. — Si T,A,=T,A, le résultat est une conséquence de la proposition 1.6.
Supposons donc T, Ao " T, A; de codimension 1 dans T, A, et soit N, la droite réelle de
T, T* X engendrée par le champ radial en p. Il faut trouver un espace vectoriel C-lagrangien

L<cT,T*X, tel que :

— LnT,Ag=LnT,A; =N,

= Y1,a.( > ) et yr,a,(, ) sont définis positives sur L/Nﬁ.

Pour simplifier les notations nous écrirons A, et A; a la place de T, A, et T, A;.

On peut supposer que pour un choix de coordonnées symplectiques (z,{) sur T, T*X on a,
en posant z=x+iy, {=&+in :

Ao={(z,0); y=E=0},
Np= {(Za £),z=0,8;=... =Cn—1=&m=0}'

Deux cas se présentent alors :
(@) ©(p)la,~a,=0 cest-a-dire n,dx, =0 sur A;nA; : Ao N A, est défini par I’équation
x,=0;
(b) ®(p)la,~a,#0. On peut supposer que ’équation de A, N A, est x; =0.
Dans le cas (a) on prendra L de la forme L'@L", L’ étant un plan lagrangien de
Cr1ixC" L et:
L"={(z,(,)eCxC; z,=0 }.

AlorsLNn A =LA n{z,=0]=LnA,etparsuiteLn A, =N.Deplusy, ety, sont
égales sur L' x | 0] et donc ont méme signature sur L/N,.

Traitons alors le cas (b) en supposant A, N A, d’équation x; =0. On peut écrire un vecteur
AeA; sous la forme :

A=((0, x’), in)+x, (ia, b)eC*x C"
et on peut évidemment supposer be R", a=(a+iB, a’), (&, a’)€ R". Calculons Redw (A, X)
pour deux vecteurs A, A€ A, dont les coordonnées x’, " et X', |’ sont nulles. On obtient :

do(h, X)=ix1 ‘1;1 b—x,a, ﬁl —ix, a-;l b+;1 amn,=a (;1 Ni—X 1~11)

Pour que A, soit R-lagrangien il faut donc que a =0, et pour que A, soit I-symplectique il
faut alors que P soit différent de 0. On peut donc écrire les vecteurs A de A, sous la forme :

A=(x, in)+x, (ia, b)
avec aeR", a, =0, beR".

‘Calculons alors Re do (), X) pour A=(x, in)+x, (ia, b), et X=(X, in)+X, (ia, b). On
obtient :

xX+x,ia, x+xia

R ~ =~
© in+x.b, in+x.b

={b, ';lx—xl;>—<a’ xlﬁ—§1n>-

Comme cette quantité doit étre nulle pour tout (x, n)e R" x R" et (x,nN)eR"xR" on a :

a=0, b=(b,,0, ...,0).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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En écrivant C"x C"=Cx CHA(C" ! x C" 1) et en cherchant L de la forme L'@®L"’, L’
étant lagrangien dans Cx C et L"" dans C""' xC""!, on est ramené 4 un probléme en
dimension 1.

Soit donc : Ao={(x,0;0,in)eCxC},
A;={(x,0;ex,in)eCxC}.

Soit (z, {)e C x C. Calculons (z, {)! son conjugué par rapport a la variété réelle A, :
(z, Q)=(x+iy, E+in)=(x; ex+i(n—ey))+i(y; ey +i(—E+ex)),

(z, O =(x; ex+i(n—ey))—i(y; ey+i(—&+eX)).

On a donc :

. R 01 x—iy
YAl((Z,C),(Z,C))=(X+1y,i‘“ﬂ)(_1 0)<_§+m+28(x_iy))>
=(x+iy) (—E+in+2e(x—iy)+E+in) (—x+iy).
Choisissons L de la forme :

L={(A(, {); (eC} pour un AeR™.

On obtient en posant donc (x+iy)=A(E+in) :
a, (A5, ), (AL, £)=(E>+n?) (=21 +2e)2).

11 suffit alors de prendre A assez petit.

2. Positivité

Rappelons bri¢vement la définition de A. Melin et J. Sjostrand ([7], [8]). Soit d’abord V une
variété analytique réelle, W un complifi¢ de V. Soit (x) un systéme de coordonnées
holomorphes sur W, réelles sur V. On peut alors considérer ’application qui a x e W associe
v(x)=(Re(x), Im(x))e T (V). Soit I,(V) I’espace des fonctions sur W nulles a I’ordre psur V.
Alors l’application v est bien définie, indépendemment du choix des coordonnées,
modulo I5 (V). Plus exactement si a est une 1-forme sur V, la fonction x — { a, v(x) ) est bien
définie modulo 15 (V).

Soit maintenant X une variété analytique complexe, A, une variét¢ R-lagrangienne et
I-symplectique dans T* X (ou plus généralement dans une variété symplectique complexe
homogéne).

DEFINITION 2.1 [8]. — Soit A une partie conique de T* X, p un point de A,. On dit que
(Ag, A) est positif en p si on a au voisinage de p dans A :

(2.1) ——ll,<co,v>gO mod I5(Ay).
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VARIETE SYMPLECTIQUE COMPLEXE 129

Remarquons que dans [7], [8], Melin et Sjostrand ne considérent que le cas ou A est une
variété C-lagrangienne. Par contre ils supposent seulement A, de classe C* et utilisent un
« presque complexifié » de A,.

Exemple 2.1. — Soit M une variété analytique réelle, X un complexifié de M, z=x +iy des
coordonnées holomorphes sur X, réelles sur M, (z, {) les coordonnées symplectiques sur
T*X, avec {=E+in. Alors :

THX={(x+iy; E+in)eT*X; y=£=0},

o|THX=i) n;dx;.
o

La condition de positivité par rapport a T X s’écrit donc :

(2.2) —<y,n>§—C(|y|+|§|)3~l

Nous allons étudier comment s’interpréte la condition de Melin et Sjostrand quand A, est
le fibré conormal extérieur a un ouvert strictement pseudo-convexe.

THEOREME 2.2. — Soit Q un ouvert strictement pseudo-convexe de la variété analytique
complexe X, 0Q le bord de Q, que I'on suppose étre une hypersurface analytique réelle,
Ao =(T%X)™ le fibré conormal extérieur d 0Q, p un point de A,. Soit A une partie C*-conique
de T* X, et supposons (A, A) positifen p. Il existe alors un voisinage U de p dans T* X tel que :

TANU) N Q=0.

Démonstration. — Nous écrirons Y pour 0Q. Soit f=0 une équation analytique réellede Y,
Q étant définie par f<0. Soit Z le complexifié de Y dans X x X, X étant identifié a la diagonale
de X xX (¢f. § 1). Nous noterons f“=0 I’équation de Z :

Z={(z, w)eXxX; (2, w)=0},

Y=ZnXxX.
X

On a vu au paragraphe 1 que, la forme de Levi de f étant non dégénérée, I’application :
Vo (2, w, k)= (2, kd'fC (2, w))

définissait un isomorphisme de la variété symplectique homogéne (Z x C*, kd' f€) sur T* X
au voisinage de Y x R™.

Soit nla dimension de X, et choisissons une paramétrisation analytique réelle ¢ de Y par un
ouvert de R*"~!, que I’on complexifie en une paramétrisation holomorphe de Z par un
ouvert de C?"~!. Pour simplifier les notations nous écrirons R?"~! et C?"~! pour ces
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ouverts. Nous noterons aussi ¢ 1’application (¢, Id) de C2"~ ! x C* dans Z x C* associée
aao.

C x> p ZxC” ” T*X
U U U
RZn—lX[R+ ~ YXR+ ..;’(T¢X)+

Soit 7, la projection de X x X sur X : remarquons que , | Z est égale & T o\, w désignant la
projection de T* X sur X. Soit =7, o @ =7 o o @ la complexifiée de I'application de R2"~*
dans X, composée de ¢ | R?"~! et de I'injection de Y dans X.

Posons F=fo@. Alors @*(kd'f*)=kd'F, puisqu’il en est trivialement ainsi sur
R2"~! x R*. (Rappelons que d'f° désigne la différentielle de I’espace X appliquée a la
fonction f© sur X x X, et que d'F est la différentielle holomorphe de F sur C2"71.)

La condition de positivité (2.1) s’énonce alors sur C*" ! xC”* :
| ,
(2.3) -7 {Imt, (Rek) d’F(Ret) )2 —C(|Imt|+|Imk]|)?

pour (1, k)e(Y o @)~ (A) dans un voisinage de (Y o @)~ (p), pour une constante C.

Désignons alors par Q I'image inverse de ’ouvert Q de X par I’application @ =, o @. C’est
un tuboide d’holomorphie de C2"~! défini par :

Q=(m,00) ' (Q)={1€C*" !, F(1)<0}

et il suffit de démontrer que I'inégalité (2.3) entraine F (t)>0 pour | Imt| assez petit.

On peut supposer que k=1 au point (y o @)~ *(p), et comme on a supposé A C*-conique
on peut se restreindre & k=1 dans I'inégalité (2.3). On obtient :

(2.4) : —-—:(Im’t, d'F(Ret)>=—C|Imt 3.

La forme d''d'f(z) est définie positive pour zeY sur les vecteurs 6eT,Y tels que
{0, d' f(z))=0. Par suite la forme d"’d’ F(t) est définie positive pour teR?"~! sur les
vecteurs 0 R2""! tels que {0, d'F(t)>=0. .

Posonst=1t+i0, F(t)=G(t,0). Alors G (t, 0)=0, Ggy (¢, 0) est une forme définie positive

“sur les vecteurs 0 tels que <0, Gy(t,0)>=0 et l'inégalité (2.4) s’écrit maintenant
(0, Gy(t,0)>=C|0|3. Onen conclut G(t, 8)=0 pour (¢, 0, 1)e(Vo @)™ (A) ce qui achéve
la démonstration.

Nous allons donner des critéres de positivité.

LeEMME 2.3 [8]. — Soit K un compact de R", U un ouvert conique de i R", @ (z, 8) une fonction
homorphe dans C" x C" au voisinage de K x U, homogéne de degré 1 en 0.
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Supposons Re @ =0 sur K x U. Alors pour tout compact de U il existe un voisinage W de ce
compact dans C" et une constante C tels que :

Re{ @4(x, 0),ilmO>= —C|Reb|?
pour (x, 0)e K x W.

Démonstration. — Le paramétre x ne jouant aucun réle dans la démonstration, nous ne
I’écrirons pas. On a :

?C)=0(0)-<06-, (P/(9)>+% 0L, ¢"(0) (0-0)>+O0(IE—-06]%)

et:
CO'0)—9"(5), £5>=C9"(8), 85 —(9' (), L >+<¢'(6), {—6)
=00)—0C)—<9'(0),6-C)>= —% <9"(8) (6-0), (6-0)>+0(IL—6/)

1
=—5<e"0) (0=-0), 0-0)>+0(15—0p).
Prenons {=i Im 8. On trouve :
Reo’'(8), i Im9>=Re(p(iIm0)+—; (9" (iImB)ReH, ReO>+O(|Reb|?)

et cette quantité est positive, modulo O (|Re 0 %) (cf. [8], lemme 1.6).

Supposons maintenant la fonction ¢ (x, 6) tangente a ’application { x, 6 > en un point
peKxUcR"xiR"

Soit T, la transformation canonique complexe qui a (z, {)e T* C" associe (w, 6)e T* C"au
voisinage de p, par la relation :

w=@4(z,0), C=0:(z0).

THEOREME 2.4. — On suppose Re @ =0 pour (x, 0)e K x UcR"xiR".
Soit Ag=T#C", A§={(x,in)eAg; xe K}, A=T,(Ag). Alors (Ao, C* A) est positif en p.

Démonstration. — Soit (w, 0)e A, keC, |k|=1, k~1.
Alors :

—{Imw, Im(k0)>=Re { @y(x, k0), ilm(k0)),

car @g(x, k0)=04(x, 0)=w.
D’aprés le lemme 2.3 cette quantité est supérieure & —C|Re(k0) 3.
Etudions la positivité des variétés C-lagrangiennes.
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DEFINITION 2.5 [7]. — Soit A, une variété R-lagrangienne et I-symplectique, A une variété
C-lagrangienne, définie au voisinage de pe A,. On dit que A est strictement positive par
rapport a A, si :

(1) Ay m A est une sous-variété de Ay;

(i) la forme 7yrn, ( ) (¢f. déf. 1.4) est définie négative sur TPA/NC, ou
N=T,A;nT,A.

2

THEOREME 2.6 [7]. — Si A est strictement positive par rapport a Ag en p,(Ay, A) est positif
en p.

Soit M une variété analytique réelle, X un complexifié de M, A, =T3 X, A une variété
C-lagrangienne de T* X, définie au voisinage de pe T3 X. Rappelons ([7], lemme 3.4) que
I’on peut toujours trouver des coordonnées holomorphes sur X, réelles sur M, et une fonction
¢ holomorphe homogéne de degré 1, tel que A soit la variété :

A={(z, ))eT*X; z=0"(0)},
(z,%) désignant les coordonnées symplectiques associées aux coordonnées (z) de X. On a alors
le résultat de Melin et Sjostrand :

THEOREME 2.7 [8]. — Dans la situation précédente, (A, A) est positifen p=(x°, in®)e A, si
et seulement si Re ¢ () est positif pour {€iR" au voisinage de i no.

On peut aussi construire des variétés C-lagrangiennes positives a partir des « fonctions de
type positif » définies dans [11], chap. 1, déf. 3.1.4.

Rappelons cette définition.

DEFINITION 2. 8 [11]. — Soit M une variété analytique réelle, ¢ une fonction analytique au
voisinage de x°e M. On dit que @ est de type positif en x°, si @ (x')#0 ou si ¢ (x°)=0,
do (x®)=m% n°eR, n°#0 et Re =0 implique Im ¢ =0.

THEOREME 2.9. — Soit @ une fonction de type positif en x° € M. Soit X un complexifié de M,
Y la variété analytique complexe des zéros de @ dans X. Alors (T X, T$X) est positif en
p=(x°, ido(x°)).

Démonstration. — On peut écrire, pour un choix de coordonnées réelles x=(x;, x')
sur M :

@ (x)=x; +ih(x),

avec h(0)=0, dh(0)=0, h(0, x')=0. On peut aussi écrire, par le théoréme de division de
Weierstrass :

P (x)=g(x) (xy +1(x")+ik(x))
pour des fonctions analytiques réelles / et k de x’. On a :

Reg (0, x') I(x')—Img (0, x') k(x")=0,
h(0, x")=Img (0, x") [(x")+Reg(0, x") k(x').
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Mais g(0)=1. On obtient en substituant (Im g (0, x')) (Re g (0, x'))~* (k(x')) a I(x) :
h(0, x")=((Im ¢(0, x"))*+(Re g (0, x"))*) k(x') Re(g (0, x"))~*.

Comme Re g (0, x')>0, h (0, x')=0, on a k (x")=0.
On est donc ramené a démontrer le théoréme pour une fonction ¢ vérifiant Im ¢ =0.

Comme nous I’a fait remarquer J. Sjostrand, il suffit alors d’appliquer le théoréme 3.6 de
[7] en prenant comme fonction de phase :

1
iz )=~ 0().0,
avec 0eC, 0 voisin de i.
Nous sommes alors en mesure de donner une réciproque partielle au théoréme 2.2.

THEOREME 2.10. — Soit Q un ouvert strictement pseudo-convexe de X, de bord 0%,
hypersurface analytique réelle. Soit Ay =(T%X)* le fibré conormal extérieur a 0Q, z° un point
de 0Q, p=(z°, {°)€ A, un point correspondant. Soit S une hypersurface analytique complexe
tangente en z° a 0Q. On suppose :

SN Q=0 au voisinage de z°.

Alors (Ay, TEX) est positif en p.

Démonstration. — Plagons nous dans la situation décrite dans la démonstration du
théoréme 2.2. Soit donc Y =0Q, Z le complexifié de Y dans X x X, ¢ une paramétrisation
holomorphe de Z par C2""!, qui envoie R2""! sur Y, et soit §=n,0@=noYo@ la
complexifiée de ’application de R?"~! dans X, composée de @ |g=--: et de I'injection de Y
dans X :

L3I x T ZxC" — T*X — X
V) v U
RZ"_IXR+_4_’YXR+_L’(T¢X)+
ZcXxX - X.

Soit f une équation réelle de Y, g une équation de S, telle que d'f (z°)=d’ g (z°). Posons
F=fop, G=go0, Y=F'(0), S=G '),
Q=61 Q)={1eC*" 1, F(1)<0}.

Comme I’hypersurface complexe S ne rencontre pas le tuboide €, la fonction (1/i) G est de
type positif en t° d’aprés [11], chap. 1, lemme 3.1.6. On déduit du théoréme 2.9 que
(T 2771, TEC2" 1) est positif en (1°, G'(1°)), d’ou I'inégalité :

(2.5) —(Imt, Im(Ad'G(1)) )= —C(|Imt|+|Re(Ld'G (1))])?
pour teS, A voisin de 1.
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Soit (z, {)e T¥X. Alors g(z)=0, {=Ad’g(z). Soit (t, k)e C2" "1 x C* d’image (z, ) par
Yo@. On a vu dans la démonstration du théoréme 2.2 que @* o y* (w) vaut kd’ F(t) en ce
point.

Comme : N
G)=gop(t)=gonotoq(r),

A G(1)=rp*oY*on*d g(@ (1)) =0* o Y* ()
puisque ® vaut An*d’ g (¢ (1)) en (z, §). Par suite :
(2.6) Ad'G(t)=kd F(r).
D’autre part :
|[Imt|+|Re(Ad’'G(1))|~|Imt|+|Re(kd F(1))|
~|Imt|+|Re(kd F(Re1))|~|Imt|+|(Imk) d’ F(Re1)|

et donc : _

(2.7) |[Imt|+|Re(Ad'G(1))|~|Imt|+|Imk]|.
De plus :

(2.8) (Imk)(Red'F(t))=0(|Imk]| + |Imt]|)?

puisque d' F (Ret) est puremént imaginaire. Pour la méme raison on a :
2.9) Imd’'F(t)=Imd’ F(Re1)+O(|Imt|?).
On déduit de (2.5), (2.7), (2.8), (2.9) I'inégalité :

(2.10) ——:(Im‘c, (Rek)d'F(Ret)> = —C(|Imt| + |Imk]|)3,

c’est-a-dire I'inégalité (2.3).
Le théoréme en résulte.

Remarque. — On ne peut espérer une réciproque au théoréme 2.2 méme quand A est une
variété R-lagrangienne et I-symplectique, sans hypothése sur la signature de la forme de Levi
Ya sur Ty, X, comme le montre 'exemple suivant.

Sur T*C", muni des coordonnée_s (z, §), avec z=x+1y, soit :
Qo= {z;;yf<1},
Qo= {z; ;y§>1},
Q= {z (J’1+2)2+1§1y3<9},
Qi ={z(y -2+ i;yf-<1}
et soit Ay, Ag, Ay, Aj les fibrés conormaux extérieurs a ces ouverts.
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Soit :
p=(—i,0,...,0;i,0,...,0)eAgnA,,
q=0,0,...,0;i,0,...,0)eA;nA;.

La transformation canonique :

(Za C)‘*(Z—le/\/ z 1'29 C)’

échange p et g et Ay et Ag, A; et A} et pourtant on a les inclusions Q, =Q,, Q> Q;.

3. Une application a I’étude de Phypo-ellipticité analytique

Soit X une variété analytique complexe, O le faisceau des fonctions holomorphes sur X.
On désigne par & le faisceau sur T * X des opérateurs microdifférentiels d’ordre fini (cf. [11]).
Si M est une variété analytique réelle de complexité X, on note par Cy le faisceau sur T X
des microfonctions de M. Sato (¢f. [11]).

Soit Q un ouvert strictement pseudo-convexe de X, de frontiére 0Q hypersurface analytique
réelle, et soit O, le faisceau sur 0Q des valeurs au bord de fonctions holomorphes de Q :

Oa=H%-a(0x)| -

. .
ey

On désigne par Cj, le faisceau sur (T%, X)™ image réciproque de (05, par la projection
n: (THX)™ - 0Q. Le faisceau C#, est naturellement muni d’une structure de éx-modules
(31, [6).

Soit ¢ une transformation canonique complexe homogéne de T*X qui échange,
localement, T#X et (T%X)". Il est connu que I'on peut (localement) quantifier @ en
isomorphisme de &x-modules des faisceaux Cy et Ca (cf. [3], [4], ou encore [2] dans le cadre
des distributions).

Soit maintenant Z une sous-variété analytique complexe de X. Le faisceau C§ x sur T# X
est défini dans [11] (cf. aussi [3]), et est naturellement muni d’une structure de &x-module. Si
Y et Z sont deux sous-variétés analytiques complexes de X, et ¢ une transformation
canonique complexe homogene qui échange localement T¥ X et T# X, on peut (localement)
quantifier @ en un isomorphisme de &x-modules de C$x sur C3x (cf. [11]).

Rappelons comment I’on peut représenter une section du faisceau C5 x quand Z est une
hypersurface. Supposons X=C", Z défini par 1’équation z,=0, avec z,=x,+iy,, dans les
coordonnées (z,, ..., z,). Soit u e(C%x)p, ou p=(0; dx,). On peut alors trouver un cone I'
convexe fermé propre de sommet I’origine dans C, dont le polaire est un voisinage de dx,,, un
voisinage U de 0 dans C", et une fonction f holomorphe dans (C" ! x(C—T')) n U, dont la
classe modulo ¢ (U) vaille u.

DEFINITION 3.1. — Soit A une variété R-lagrangienne et I-symplectique (resp.
C-lagrangienne) de T* X. Nous dirons qu'un faisceau C, sur A est un faisceau
de microfonctions (resp. de microfonctions holomorphes) sur A si:

1° C, est muni d’une structure de &x-module;
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2° C, est localement isomorphe par transformation canonique quantifiée, en tant que
é&x-module, au faisceau Cy sur-Ty; (resp. au faisceau C§|x sur T#x pour une sous-variété
complexe Z de X).

THEOREME 3.2. — Soit A, une variété R-lagrangienne et 1-symplectique de T* X définie au
voisinage de pe T* X et soit A, une sous-variété de T* X au voisinage de p vérifiant 'une des
deux hypothéses suivantes :

(H.R) A, est une variété R-lagrangienne et 1-symplectique dans T* X, et T,AgNT A, est
de codimension inférieure ou égale a un dans T, A,.
(H.C) A, est une variété C-lagrangienne (donc C*-conique).

On suppose (Ao, C™ A,) positif en p. Soit Cy un faisceau de microfonctions (de microfonctions
holomorphes dans le cas complexe) sur A; (i=0, 1). Il existe alors dans un voisinage de p, un
morphisme injectif de &x-modules du faisceau Ca | Ay N A, dans le faisceau 'y 4, (Ca,) des
sections a supports dans Ay A, du faisceau C,,.

Remarque. — Le cas ou A, est une variété lagrangienne complexe [hypothése (H.C)],
correspond a celui déja traité par Melin et Sjostrand [7] : on obtient ainsi des
« hyperfonctions de Fourier a phase complexe » (en se restreignant aux sections de CA
définies sur toute ’orbite de ’action de C™).

Démonstration. — Faisons d’abord I’hypothése (H.R). On peut trouver par la
proposition 1.9 une transformation canonique qui €échange respectivement A, et A; en
T4, X)" et (T%,X)", pour deux ouverts strictement pseudo-convexes Q, et Q.
L’hypothése de positivité et le théoréme 2.2 impliquent Q,cQ; et par suite
T(Ag N Ay)=09Q, N 09Q,. Les fonctions holomorphes de Q, définissent donc des sections du
faisceau Oz, nulles en dehors de 0Q, N 0Q;, donc des sections du faisceau Cx,, & support
dans (T, X)" n(Th, X)*.

Si I’on fait maintenant ’hypothése (H.C), la démonstration est analogue. On peut
échanger, par la proposition 1.8 Ag et A, en (T4, X)* et T X, pour un ouvert strictement
pseudo-convexe €, et une hypersurface analytique complexe Z de X. L’hypothése de
positivité implique que Z ne rencontre pas ,. On représente alors une section du faisceau
C%,x par une fonction holomorphe dans un ouvert U qui contient Q, U (0Qg\Z).

Le théoréme 3.2 permet de trouver des solutions non nulles d’une équation
microdifférentielle dans C, , connaissant des solutions de cette équation dans C,, : le résultat
suivant se déduit immédiatement de ce théoréme et du lemme 5.4 de [5]. Nous ne rappelons
pas ici la définition de « direction microcaractéristique le long de A; », en renvoyant le
lecteur a [5].

COROLLAIRE 3.3. — Soit A, une variété R-lagrangienne et I-symplectique dans T* X, A, une
variété C-lagrangienne, p un point de Ay N A, 8 un vecteur de T, T*X avec H(0),0#0, H
désignant Pisomorphisme symplectique de TT* X sur T* T* X, P un opérateur microdifférentiel
au voisinage de p de symbole principal o (P). On suppose :

(@) (Ao, A,) est positif en p;

(b) 0 est non microcaractéristique pour P sur A, et o (P)(p)=0. Alors si C, est un faisceau
de microfonctions sur A,, il existe une section u de C,, définie au voisinage de p, non nulle, d
support dans Ay N Ay, et solution de Pu=0.
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Quand lopérateur P est a caractéristiques simples, et quand A,=T#X, des résultats
analogues (mais plus précis ou plus complets) ont déja été donnés par Baouendi-Tréves-
Zachmanoglou dans [1] et par Sjostrand dans [15]. Le méme probléme a aussi été traité (1a
encore essentiellement quand P est & caractéristiques simples) quand A, =T X pour un
ouvert strictement pseudo-convexe Q,, par Tsuno [16] et Persson [10].

Le théoréme 3.2 permet aussi d’obtenir des résultats d’hypo-ellipticité analytique.

COROLLAIRE 3.4. — Soit Ay et A, deux variétés R-lagrangiennes et I-symplectiques dans
T*X, définies au voisinage d’un point p. On suppose :

(a) la codimension de T,Aq "T,A, dans T, A, est inférieure ou égale a un;

(b) (Ay, C* Ay) est positif en p.

Soit C,, un faisceau de microfonctions sur A; (i=0, 1) et soit M un &x-module cohérent au
voisinage de p, ayant la propriété :

(%) Homg (M, Tx,na,(Ca,)),=0.
Alors :
(Fex) fomé’x(‘/ﬂ’ CAO)P=0'

Autrement dit .# est hypo-elliptique analytique sur A, en p.

Remarquons que ’hypothése (x) et la conclusion (x%) ne dépendent pas du choix de
faisceaux de microfonctions C,, sur A;.

Remarque. — Dans [13] nous annoncions les principaux résultats de cet article, mais avec
quelques incorrections. Il faut supprimer la remarque suivant ’énoncé du théoréme 1, et
remplacer respectivement les théorémes 2 et 3 de [13] par les corollaires 3.3 et 3.4.

UN EXEMPLE : OPERATEURS DE LEWY-MIZOHATA GENERALISES. — Plagons-nous dans T* C”
muni des coordonnées (z; {)=(zy, ..., Z4; Gy, - - -, Cn), €t pOSOnNS = (Cl, g, Z;,,) Soit P un
opérateur microdifférentiel d’ordre m> 0, défini au voisinage du point p —(O 0, , £i)
dont le symbole principal s’écrit :

o(P)z 0= 3 a, c><c1+iz';c,.)“'(c”)°‘“<( fum )c) :

la|=m

ou les a, sont des symboles d’ordre 0, a=(aty, a’’, &,) €t A, o, ... 0y = 1. On suppose que k est
un entier impair.

(a) L’opérateur P n’est pas hypo-elliptique analytique au point p~ : il existe des
microfonctions sur R", non nulles, définies au voisinage de p~, solutions de 1’équation
Pu=0. Pour le voir désignons par Z lT’hypersurface complexe d’équation
z,—(i/(k+1)) 5" = '

Alors (T#.C", T# “") est positif en p~ et on peut appliquer le corollaire 3.3.

(B) L’opérateur P est hypo-elliptique au point p* [c’est un morphisme injectif de (Cgr),+].
Pour appliquer le corollaire 3.4 désignons par A la vari¢té déduite de T# C" par la
transformation canonique associée a la fonction :

k+1

z4
¢(z,0)=<z0) +lk+1e
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en appliquant le théoréme 2.4. On est ramené a vérifier que si ’opérateur Q a pour symbole
principal :
Qn(z, 0)= » ‘Z b(z, 0" 2aGa)™,

avec {=(C', §,), b, symboles d’ordre 0, b, o. ... o)=1, les microfonctions sur R", définies au
voisinage de p* et a support dans I’hypersurface N d’équation {x, =0}, solutions de
I’équation Q u=0, sont nulles. Cela résulte du théoréme 2.2 de [12].

(c) En fait le théoréme 2.2 de [12] est plus précis. Si u est une microfonction sur R" a
support dans N= {x, =0}, (au voisinage de p*) et si les (v;) (j=0, ..., m—1) sont des
microfonctions de la variété N, I’équation :

m—1
Qu+ Y v;®@5(=0,
j=0

entraine u=0. On en conclut facilement que I'opérateur P n’est pas résoluble dans les
microfonctions au point p* (ce n’est pas un morphisme surjectif de (Cg-),+).

Le corollaire 3.4 ne rend pas compte d’opérateurs tels que D, +ix? D,, mais on a le
résultat suivant :

PROPOSITION 3.5. — Soit Ay et A, deux variétés R-lagrangiennes et 1-symplectiques dans
T*X, définies au voisinage d’un point p, et se rencontrant suivant une hypersurface conique
analytique N de A,. Soit Ag I'un des demi-espaces fermés de A, de frontiére N, 0e T* A, la
conormale d Ay en p[si A est définie par f >0 dans Ay, alors 8 =cdf (p) avec ¢ >0). Soit M un
&x-module cohérent au voisinage de p et C, un faisceau de microfonctions sur Ay. On suppose :

(a) Ay et A, sont tangentes en p et (A;,C* A,) est positif en p.

(b) O est micro-hyperbolique pour M sur A, c’est-d-dire 0¢ C(SS(M), A,) (cf. [6]).

Alors # omg, (M, C,,),=0.

La démonstration de cette proposition est une adaptation facile de la démonstration du
théoréme 5.1.2 de [6] que nous ne ferons pas ici.

Soit alors @ (x, 8) une fonction sur R" x i R", définie au voisinage d’un point pe R" x i R",
qui se prolonge en fonction holomorphe au voisinage de p dans C" x C", homogéne de
degré 1 en 0, et posons Y (x, 0)=(x,0).

Supposons :

1° (grad ¢ =grad V) < (x, =0);

2° @ et ¥ sont tangentes a ’ordre =2 en p;

3° Re@=0 pour x, =0.

Soit P(x, D, ) un opérateur microdifférentiel au voisinage de p, microhyperbolique dans la
direction dx, sur T C" et soit T, la transformation canonique (z, §) - (w, 8)=T,(z, {) :

w=04(z,0), {=9.(z0).
Soit Q(x, D,) un opérateur microdifférentiel au voisinage de pe T§ C", de symbole
principal :
c(Q)(z, §)=0o(P)(T,(z, 0)).
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Alors Q est hypo-elliptique analytique en p : si u est une microfonction sur R" au voisinage
de p, solution de Qu=0, u est nulle au voisinage de p.

L’opérateur Q(x, D,)=D, +ix?*D, avec p=(0, 0; 0, +i), k=1 est un exemple typique
de cette situation, avec P=D,.

Le corollaire 3.4 et la proposition 3.5 permettent aussi d’étendre les résultats sur le
prolongement des solutions holomorphes d’une équation aux dérivées partielles de [16], [9],
[10] & des opérateurs de multiplicités variables.
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